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1. Halmazok

1.0-1. Milyen 0Osszefiiggés van az alabbi harom halmaz k6zott?
N = {természetes szamok}
N’ = {a természetes szamok halmaza}
N” = {N}
1.0-2. Az A halmazt definiéljuk a kévetkezé modon:
A={1978-ben Budapesten sziiletett ikerparok}
Kati és Jancsi ikrek, akik Budapesten sziilettek 1978-ban.
Igaz-e, hogy Jancsi € A7
1.0-3. Az el6bbi feladatban definidlt A halmazra az alabbi Gsszefliggések koziil me-
lyik igaz?
a. {Kati, Jancsi}e A
b. {Kati, Jancsi} C A
c. {(Kati, Jancsi)} C A
1.0-4. Igaz-e, hogy 0 = {p}?
1.0-5. Keressiink olyan A, B, C halmazokat, melyekre

ANB#p, ANnC=p, (ANB)\C =p.

1.0-6. Legyen A={p(x) polinom gyokei}, B={q(z) polinom gydkei} és r(z) = p(x)q(x).
Hogyan fejezhetjiik ki r(z) gydkeit A és B-vel?

1.0-7. Melyik az az s(z) polinom, melynek gyokei D halmazara D = AN B, ahol A
és B az el6z6 feladatban szereplé halmazok?

1.0-8. Bizonyitsuk be, hogy

ANBC(C «<— ACBUC
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1.0-9. Igazoljuk, hogy
AN(BAC)=(AAB)AC

1.0-10. Igazoljuk, hogy
AN(AAB)=B

1.0-11. Igazoljuk, hogy
AAB=(C < BAC=A < CAA=B

1.0-12. Legyen A és B tetsz6leges halmaz. Lassuk be, hogy az

a. A/ X = B egyenlet egyértelmitien megoldhato;

b. AU X = B egyenlet nem biztos, hogy megoldhat6, ha pedig megoldhato,
akkor nem biztos, hogy egyértelmi a megoldasa.
1.0-13. Fejezziik ki a A és N segitségével a kovetkezdket:

AUB és A\ B

1.0-14. Fejezziik ki a A és U segitségével a kovetkezdket:

ANB és A\ B

1.0-15. Lassuk be, hogy A\ B-t altalaban nem lehet kifejezni N és U segitségével.
1.0-16. Lassuk be, hogy A U B-t altalaban nem lehet kifejezni N és \ segitségével.
1.0-17. Az alabbi allitdsok kozll melyik teljesiil minden A, B, C halmaz esetén?
a.Ha A€ Bés BeC, akkor A e C.
b.Ha AC Bés B e C, akkor A e C.
c.HoANBCCé AUC C B, akkor ANC =p.
d. Ha A# B és B # C, akkor A # C.
e. HanAC BUC és BC AUC akkor B =.
1.0-18. Hozzuk egyszertibb alakra a kdvetkez§ kifejezést:

(AU(ANB)U(ANBNC)N(AUBUC)

1.0-19. Igazoljuk az alabbi Osszefiiggést:

(AUB)N(AUC)N(BUC) = (ANB)U(ANC)U(BNO)

1.0-20. Bizonyitsuk be, hogy AN B :g U B.
1.0-21. Lassuk be, hogy A\ B=ANB.
1.0-22. Lassuk be az alabbi Gsszefiiggéseket:
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a. A\(BNnC)=(A\B)U(A\ )
b. A\ (BUC)=(A\B)\(C)

Legyen H az alaphalmaz. TetszSleges E C H karakterisztikus fiiggvénye az
alabbi:

() = 1, hax € E
PEI= o, haze H\E

1.0-23. Legyen A, B C H, f, g pedig sorban a karakterisztikus fiiggvényeik. Mi
lesz az alabbi részhalmazok karakterisztikus fliggvénye?

A, AN B, AUB.

1.0-24. Legyen E tetszoleges halmaz, és |E| = n. Lassuk be a karakterisztikus
fliggvény segitségével, hogy E részhalmazainak a szdma 2.

1.0-25. Hany pozitiv egész szadm nem oszthatd egynél nagyobb négyzetszadmmal,
sem 10-nél nagyobb primszammal?

1.0-26. Bizonyitsuk be az alabbi Gsszefiiggést:

AUB=ANB

Megjegyzés. Ez a két de Morgan azonossdg egyike.
1.0-27. Fejezziik ki a \ és A segitségével a kovetkezoket:

AUB ¢é& ANB

1.0-28. Milyen 0Osszefiiggés van az alabbi halmazok kézott?

(A\B)U(A\C)U(A\D) & BNnCND

1.0-29. Bizonyitsuk be az alabbi 6sszefiiggést:

(ANBUC)NAUBUC=AUBUC

1.0-30. Adjunk meg tetszéleges n pozitiv egész szamhoz olyan n elemid A,, halmazt,
hogy x,y € A, esetén az aldbbiak koziil pontosan az egyik teljesiiljon:

rTEY, Yyezr, TrT=yY



2. Relaciok, tiiggvények

2.0-1.
Keressiink olyan relaciét, amely
. reflexiv, de nem tranzitiv.
. antiszimmetrikus és reflexiv.
. antiszimmetrikus és nem tranzitiv.
. nem reflexiv, nem tranzitiv.
. reflexiv, nem tranzitiv, szimmetrikus.
nem tranzitiv, de trichotém.
g. csupa nem (nem reflexiv, nem tranzitiv, nem szimmetrikus, nem antiszim-
metrikus és nem trichotém).
2.0-2. N x N-en definidljunk egy R relaciot a kévetkezé modon:
(m1,n1), (ma,n2) € N x N esetén (mq,n1)R(ma,ns), ha m; < msg ésny < ns
Mutassuk meg, hogy R részben rendezés.
2.0-3. Mutassuk meg, hogy az el6bbi példadban az R relacioval az N x N részben
rendezett halmaz minden nem iires részhalmazanak van minimaélis eleme. Hogyan
kereshetjiik meg?
2.0-4. Az {1,2,3} halmazon keressiink két olyan relaciot, melyek szimmetrikusak,
de a szorzatuk nem szimmetrikus.
2.0-5. Mutassuk meg, hogy ha p és o szimmetrikus relaciok S-en, akkor a kovetkezd
allitasok ekvivalensek:
a. poo szimmetrikus b. poo=0o0p
2.0-6. Legyen az R C N x N relacio olyan, hogy nRm (n,m € N) igaz, ha n és
m kozos primosztoinak a szdma paros vagy nulla. Vizsgaljuk meg R tulajdonsagait
(ti. fennalnak-e a kovetkezdk: reflexiv, tranzitiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus,
trichotom).

o Q0 TR
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2.0-7. Legyen R C A x A. Vizsgaljuk R~! o R (relaciészorzat jeldléssel), illetve
R o R™! (fiiggvényszorzat jeloléssel) tulajdonsagait (ti. fennalnak-e a kovetkezok:
reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv).

2.0-8. Legyen R binér relécio,

0r = {z| van y, amire (x,y) € R};

or = {y| van z, amire (z,y) € R}.

Adjuk meg a dr,0r, R"!,Ro R,Ro R™!, R~ o R halmazokat, ha
a. R ={(z,y)|z,y € N és x osztéja y-nak};
b. R ={(z,y)|z,y € R és 2z > 3y};
2.0-9. Legyen A = {1978 napjai}, B = { az 1978-ban sziiletett gyermekek}. Defini-
4ljuk az alabbi relaciokat:
Ry C A x B, aR1b ha b gyerek az a napon sziiletett (a € A,b € B)
Ry C B x A, bRoa ha b gyerek az a napon sziiletett (a € A,b € B)
Fiiggvény-e R; illetve Rs relacio?
2.0-10. Legyenek f: X =Y, g:Y — Z leképezések. Igazoljuk, hogy
a. Ha f, g injektiv, akkor f o g injektiv;
b. Ha f, g sziirjektiv, akkor f o g sziirjetiv;
c. Ha f, ¢ bijektiv, akkor f o g bijektiv.
2.0-11. Legyen A = {a nem negativ egészek} , B = {paros szamok}.
Konstrualjunk bijektiv leképezést az A és B halmazok kozott.
2.0-12. Konstrualjunk bijektiv leképezést két tetszdleges sikbeli szakasz kozott.
2.0-13. Hany sziirjekcioja létezik egy haromelemd halmaznak egy kételemd hal-
mazra?
2.0-14. Hany injekcidja létezik egy haromelemi halmaznak egy kételemd halmazra?

2.0-15. Legyenek f: X — Y, ¢g:Y — Z leképezések. Lassuk be, hogy

a. ha f o g injektiv akkor f injektiv.

b. ha f o g sziirjektiv akkor g sziirjektiv.
2.0-16. Legyenek f: A — B bijektiv, és g : B — C tetsz6leges leképerések. Léassuk
be, hogy

a. f o g injektiv <= ¢ injektiv;

b. f o g sziirjektiv <= g sziirjektiv.
2.0-17. Definidljunk Z-n két relaciét az alabbi modon, és vizsgaljuk Ry és Ry tulaj-
donséagait (ti. fenndlnak-e a kovetkezok: reflexiv, tranzitiv, szimmetrikus, antiszim-
metrikus, trichotom).

a. xR1y, ha 22 + y? oszthato 2-vel (z,y € Z);

b. xRyy, ha y? — 22 oszthat6 2-vel (z,y € Z).
2.0-18. Fiiggvény-e a kovetkezd relacio? R C A x A, ahol A = {a sikbeli egyenesek},

aRb (a,b € A), ha a és b egyenesek altal bezéart kisebb szog 60°.

Vizsgaljuk a fenti relacio tulajdonsagait (ti. fennalnak-e a kovetkezdk: reflexiv,
tranzitiv, szimmetrikus).
2.0-19. Legyen

A = {olyan egyenlészara haromszogek, amelyeknek az alaphoz tartozé magas-
saguk egyenls egy rogzitett m > 0 szammal},
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B = {yly > 0,y valos }. Definialjuk az R C A X B relaciot a kovetkezsképpen:
aRb, a € A,be€ B, ha az a haromszog teriilete b.
Mutassuk meg, hogy R fliggvény, és vizsgaljuk ennek a fliggvénynek a tulajdon-
sagait (ti. fennalnak-e a kovetkezdk: sziirjektiv, injektiv, bijektiv).



3. Komplex szamok

3.1. Algebrai alak

3.1-1. Fejezziik ki algebrai alakban a k&vetkez6 szamokat:
a. (3+i)(2+3i) b. (1-2))(5+4) ¢ (2-5)* d.(1-1i)?

3.1-2. Irjuk a lehetd legegyszertibb alakban a kovetkezs kifejezéseket:
a. ¢ b. i° c. i® d. i e. 1 f. i
12 i 13

3.1-3. Szamitsuk ki " értékét, ha n egész szam.
3.1-4. Adjuk meg a kovetkez$ komplex szamok konjugaltjat:
a. 3+ 5t b.4—-7i c. 3 d. —4 e. —1+1

3.1-5. A kovetkezs szamokat fejezziik ki algebrai alakban:

34 4i V3 —i 1 1
a. _ b. c. , dd ————
1-—2i V34 (1+14)2 (2 —14)(1 + 29)

3.1-6. Fejezziik ki a kovetkezd szamokat algebrai alakban:
1 1 1 1

) b.
& 53 T3, 3+i 1+7i
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3.1-7. Keressiik meg a kdvetkezs komplex szam valos és képzetes részét.

1
(1 — 2i)2

3.1-8. Adjuk meg az a és b valos szamok értékét, ha:

a. (a+bi)(2—14)=a+3i b. (a+1i)(1+ bi) = 3b+ ai

3.1-9. Legyen
5 2
-+ - =1,
rz+yt 143
ahol x és y valos szamok. Adjuk meg x és y értékét.
3.1-10. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezés értékét:

(1+2i)°

3.2. Trigonometrikus alak, Moivre-azonossag

Az 1-3. feladatokban szerepld komplex szidmoknak adjuk meg az abszolut értékét és
a {6 argumentumat. A {6 argumentumot radidnban, 7 t6bbszoroseként fejezziik ki.
(¢ 16 argumentum, ha 0 < ¢ < 27). Adjuk meg a szamokat trigonometrikus alakban

1S.

3.2-1.
a. V3 +i b.1—i c. 4i d. -3
3.2-2.
10 2+ 31
a. b. -
V3 —i 5+t
3.2-3. 9 9
T .. 27 T LT
a. cos —- —isin — b. — 2(COSZ + isin Z)

3.2-4. Az alabbi feladatban szerepld komplex szamoknak adjuk meg az abszolut
értekét (modulusat) és a {6 argumentumat. A f6 argumentumot radianban, 3 tize-
desjegy pontossaggal fejezziik ki. Adjuk meg a szadmokat trigonometrikus alakban
is.

a.3—4i b. —2+1 c. —1—-3¢ d.5—-3i
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3.2-5. Hozzuk trigonometrikus alakra a kdvetkez6 komplex szamokat:

V3 L VB, V3, L V3
2 2 2 2 2

1 1 1
a. 5 3 c. 2

3.2-6. Adjuk meg trigonometrikus alakban a kévetkezs komplex szamokat:

a. cosp —1isinp b. —cosp +isinp c. —cosp—isingp

3.2-7. Egyszertsitsiik a kdvetkez§ kifejezéseket.

3 3 5 5 cos g +1 sin g
a. (cosg—i—z' sin%)(cos %—H’ sin Zﬂ-) b. (cos %—l—i sin 1—;)2 . ((cos% P %))

3.2-8. Végezziik el a kijelolt miveleteket trigonometrikus alak felhasznalasaval.

(1+14)°
(1—4)T

3.2-9. Legyen z = r(cosf + i sinf), r > 0, 0 < 6 < 7/2. Adjuk meg az alabbi
szamokat trigonometrikus alakban, r és 0 segitségével kifejezve.

a. — 2 b. iz c. 22 d.

ISIR RN

3.2-10. Mivel egyenld az aladbbi kifejezés, ha n € N?

(14 cosa+isina)”

3.2-11. Szamitsuk ki az értékét trigonometrikus alak felhasznalaséval:

\ 24
(1_\/§—z>
2

3.2-12. Szamitsuk ki a z értékét trigonometrikus alak felhasznélésaval:

(=1+4V/3)15 (=1 —iV3)P°
(1 — i)20 (1 + i)20

A
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3.3. Négyzetgyokvonas algebrai alakkal, masodfoka
komplex egyiitthatés egyenletek

3.3-1. Adjuk meg a —7 — 247 komplex szam négyzetgyokeit algebrai alakban.
3.3-2. Vonjunk négyzetgyokot az alabbi szamokbol:

a.3— 4 b. 2i c. 8+ 61

3.3-3. Oldjuk meg a kovetkezé masodfoki egyenletet. A gyGkoket algebrai alakban
adjuk meg.

2242245=0

3.3-4. Oldjuk meg a kiovetkez$ egyenletet:

(2+i)z* - (5—i)z+(2—2i) =0

3.3-5. Oldjuk meg a kiovetkezs egyenletet:

2% — (3 —2i)z + (5 —5i) =0

3.3-6. Bontsuk elséfoku tényezSk szorzatara a kovetkezd kifejezéseket:

a. 2 425, b. 922 + 4, c. 22 +2x+5

3.4. n-edik gyokvonas trigonometrikus alakkal,
egységgyokok

3.4-1. Szamoljuk ki a z = —16 - /3 + 167 szam 6todik gyokeit.
3.4-2. Vonjunk harmadik gyokdt 1-bél.
3.4-3. Vonjunk harmadik gyokdt a kdvetkezd szambol trigonometrikus alak felhasz-
nalasaval.
2+ 2

A gyokdket adjuk meg algabrai alakban is.
3.4-4. Oldjuk meg az alabbi egyenletet.

ot = (T+3)(5 -2t =0
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3.4-5. Vonjunk harmadik gydkst ¢-bél.
3.4-6. Vonjunk hatodik gyokot a kovetkezs szambol:

1—i
V34

3.4-7. Vonjunk negyedik gy6kdt a kdvetkezs szambol a trigonometrikus alak felhasz-
nalasaval: 4

(2+14)3

3.4-8. Adjuk 6ssze a harmadik egységgytkoket.
3.4-9. Legyen n € N\ {1}. Lassuk be, hogy tetszéleges z komplex szam n-edik
gyokeinek Gsszege 0.
3.4-10. Jeldljon € n -edik egységgyokot. Szamitsuk ki az alabbi kifejezéseket:
a. ld+et+e?+.. +e!
b. 1+2c+3e%+... + ne"!
3.4-11. Vonjunk hatodik gy6kot 1-bél. Keressiik meg a primitiv hatodik egységgyo6-
koket.
3.4-12. Legyen

2 2
£ = COS (kﬂ> + 7sin (kﬂ> , 0<k<n.
n n

Lassuk be, hogy €}, pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha n-nél alacsonyabb
természetes kitev6ji hatvanya nem 1.
3.4-13. Legyen ¢} n-edik komplex egységgydk,

2 2
£ = COS (kﬂ> + 7sin (kﬂ> , 0<k<n.
n n

Lassuk be, hogy e, pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha (k,n) = 1.

3.5. Komplex szamok geometriai megfeleltetése

3.5-1. Bizonyitsuk be a komplex szdmok segitségével, hogy egy paralelogramma
atloinak négyzetosszege egyenld az oldalak négyzetosszegével.

3.5-2. Abrazoljuk a z = 2 + i komplex szamot a Gauss-szamsikon vektorral. Adjuk
meg algebrai alakban és dbrazoljuk ugyanezen az dbrén a

-z, z, -z, 12 és — 1z

szdmokat is. Figyeljiik meg, hogy az egyes vektorok milyen kapcsolatban vannak
egymaéssal.
3.5-3. Mi a geometriai jelentése a kdvetkezSknek:

a. |21 — 29| b. i-vel valo szorzas
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1 3 2 2
c. 3 + gz -vel vald szorzas d. cos aill + 17 sin aill -nel val6 szorzas
n n

3.5-4. A Gauss szamsikon jeldlje az origot O, egy négyzet kdzéppontja W, csticsai
pedig az oramutatd jarasaval ellenkezd irdnyban O, R,S,T. A pontok altal repre-
zentalt komplex szamok o, w, 7, s,t. Adjuk meg w és i segitségével kifejezve az r,s,t
szamokat.

3.5-5. A Gauss-szamsikon egy négyzet kozéppontja a 3 + 2i, a négyzet egyik cstcsa
az b+ 7i pontban van. Adjuk meg a t6bbi harom csiicsot reprezentald komplex szé-
mokat.

3.5-6. Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyeknek megfeleld komplex
szamokra

a. |z|=2Re(z); b. |/ >1;
Z+1
1 1
c.z=r—; d.z2=—=; e. |z| =iz.
z z

3.5-7. A z = x+yi komplex szamnak a Gauss szamsikon feleltessiik meg a Z pontot.
Tudjuk, hogy a

z— 24

z+4
komplex szdm valds része zérus. Bizonyitsuk be, hogy Z mértani helye egy koron
van rajta. Keressiik meg a kor kozéppontjat, és mutassuk meg, hogy a sugara v/5.
3.5-8. Jeloljiik A, B, C, D-vel a Gauss-szamsik azon pontjait, amelyek a kovetkezd
komplex szdmoknak felelnek meg.

za=8—i, zp=3+11i, 2c=-9+6i, 2zp=—4—6i.

Bizonyitsuk be, hogy ABCD négyzet.
3.5-9. Adjuk meg |z + 4] legkisebb értékét, ha

a. Re(z) =5 a. Im(z) =3 c.lz]=1 d. arg(z) = /4
3.5-10. Tegyiik fel, hogy z értéke a |z — 7| = 3 feltételnek eleget téve valtozik.

Keressiik meg |z — i| legkisebb és legnagyobb értékeét.
3.5-11. Tegyiik fel, hogy z és w a kivetkez§ feltételeknek eleget tevs valtozok:

lw—12| =7 és z—bi=4.

Keressiik meg |w — z| legnagyobb és legkisebb értékét.

3.6. Szogfiiggvények és a komplex szamok

3.6-1. Adjuk meg cos(30)-t cos O-val, sin(30)-t sin O-val és tan(30)-t tan O-val
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kifejezve.
3.6-2.

a. A cos(50) +isin(50) = (cos © +isin ©)° ismert Ssszefiiggés felhasznalasaval
bizonyitsuk be, hogy

cos(50) = 16 cos® © — 20 cos® © + 5 cos O.

b. Ebbdl szamolégép felhasznalasa nélkiil bizonyitsuk be, hogy

1/
518° = —4/10+ 2
cos 18 1 0+ 2V5,

és keresslink hasonlo kifejezést cos 54° szamaéra.
3.6-3. Legyen z; = 1 + V/3i, 2o = 2i. Szamitsuk ki mindkét szam abszolut értékét
és 16 argumentumét. A Gauss-szamsik segitségével mutassuk meg, hogy

o
arg(z1 + z2) = 1
Ebbél kiindulva lassuk be, hogy

5m
tan — = 2 3.
an12 —|—\[

3.6-4. Mutassuk meg, hogy

) . ) sin 24 g sin 2%
sinz +sin2x + ...+ sinnx = e —
sin =

2

3.6-5. Bizonyitsuk be, hogy

1)z si
cos® x + cos® 2z + ... + cos® nx = ﬁ_'_—cos(n +. Jrsinz
2 2sinx

3.7. Komplex egyiitthatés egyenletek

3.7-1. Oldjuk meg a kévetkezs egyenletet:

|z| —2=1+2i

3.7-2. Oldjuk meg a komplex szamok halmazan a kovetkezs egyenletet.

22-z=0
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3.7-3. Vizsgaljuk meg, milyen z komplex szamok elégitik ki a kovetkezs egyenletet:
z=2°

3.7-4. Igazoljuk, hogy ha )
z+ - =2cosO,
z

akkor )
2™+ — =2cos(m®), (meN).
z

3.7-5. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ # 1 harmadik egységgyok, akkor

(a+b+c)(a+be+ce?)(a+ be? + ce) = a® + b* + ¢ — 3abe

3.7-6. Legyen

7 =234 (cosg + isin %) , 23 = 2(cos45°) — isin45°

és
3

Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan és az eredményt adjuk
meg trigonometrikus alakban:

23 = —2V2 (cos_; + 2sin _7T> .

z?—55—z32320

3.7-7. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szadmok halmazan és az eredményt
adjuk meg trigonometrikus alakban.

4 4
(cos 225° — isin225°)2° 4 32i — 0,5 (1> (i—1)=0.
i

3.8. Gyokok és egyiitthatdk

3.8-1. Keressiikk meg a 2° + 2+ 10 = 0 egyenlet valés gyokét, ha tudjuk, hogy az
egyik gyok 2z =1 — 2i.

3.8-2. Mutassuk meg, hogy a z* + 22+ 2 —1 =0 egyenlet egyik gydke z; = i.
Adjuk meg a tobbi harom gyokot.

3.8-3. Mutassuk meg, hogy a 2% — 223 — 22+ 22+ 10 = 0 egyenlet egyik gyoke
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z1 = —1 + 4. Adjuk meg a t6bbi harom gyokat.

3.8-4. Tudjuk, hogy a 22+ (1—4)z—4+7i =0 egyenlet egyik gydke z; =2 —i.
Keressiik meg a méasik gyokot.

3.8-5. Tegyiik fel hogy a 2% — 22+ k =0 egyenlet egyik gycke z; =1+i. Adjuk
meg a masik két gyokst és a k valos konstans értékét.

3.8-6. Tudjuk, hogy a 23 + pz? + ¢z + 13 = 0 egyenlet egyik gytke z; = 2 — 3i.
Adjuk meg a t6bbi gy6kot, valamint a p és g valés konstansok értékét.

3.8-7. Keressiik meg az a és b valos szamok értékét, ha 2% — 322 +az +b oszthatod

z — i-vel.

3.9. Egyéb példak

3.9-1. Bizonyitsuk be, hogy ha két természetes szam mindegyike elGallithaté két
négyzetszam Osszegeként, akkor a szorzatuk is elGallithatoé ilyen alakban. Igaz-e az
allitas megforditasa?
3.9-2. Bizonyitsuk be a kévetkezd allitast: Legyen z € C, n € N.

A z =0 szdm egyetlen n-edik gydke 0.

Ha z # 0 és z = r(cos ¢ + isin ), akkor n kiillonboz6 n-edik gydke van, melyek

k2 k2
wk{VF(cos(er 7T+i sini(p+ T
n n

) , 0<k<n-1.

3.9-3. Bizonyitsuk be a kovetkez6 allitast: Legyen z € C\ {0}, n € N és w} = z.
Ekkor z t6bbi n-edik gydke wier (1 < k < n — 1), ahol g, n-edik egységgyok.
3.9-4. Szerkessziilk meg két adott komplex szam szorzatdnak megfelel§ vektort a
Gauss-szamsikon.

3.9-5. Szerkessziik meg valamely z # 0 komplex szdm reciprokinak megfelels vek-
tort a Gauss-szamsikon.

3.9-6. Bizonyitsuk be, hogy szabalyos haromszdg sikjaban fekvd tetszdleges, a csu-
csoktol kiilonbozé P pontot a csicsokkal Gsszekotd szakaszokbol haromszog szer-
keszthetd oly médon, hogy ezek a szakaszok a haromszog oldalai lesznek.

3.9-7.

a. Az 1-t6l kiilonb6z6 harmadik egységgytkoknek megfelel§ pontokat kossiik
Ossze az 1-nek megfelels ponttal, és szamitsuk ki az igy keletkez6 szakaszok hosszénak
a szorzatat.

b. Végezziik el ugyanezt a negyedik egységgyokokkel.

3.9-8. Irjunk az egység sugart kirbe egy szabalyos n széget. Bizonyitsuk be, hogy
egy tetszlleges csticsot a tobbi cstccsal Gsszek6ts szakaszok hosszanak a szorzata
n-nel egyenls.
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Az alabbi példakban n pozitiv egész szamot, k, m nem negativ egész szamokat jel6l-

nek.

3.10-1. Adjuk meg a kdvetkezs kifejezések értékét zart alakban.

(0) - () () (6)+ (5) v (),

ahol k a legnagyobb paros egész szam, melyre k < n,

(1)) G- () G) ™ )

ahol k a legnagyobb paratlan egész szam, melyre k < n.
3.10-2. Adjuk meg a kovetkez$ kifejezések értékét zart alakban.

A=)+ () + () =+ (3):

ahol k a legnagyobb 4-gyel oszthat6 egész szam, melyre k < n,

() )+ )+ ()

ahol k a legnagyobb 4m + 1 alakd egész szam, melyre k < n.

c=(5)+(5)+ () ++ (3.

ahol k a legnagyobb 4m + 2 alakd egész szam, melyre k < n,

d. = (D) () () (1) ()

ahol k a legnagyobb 4m + 3 alakd egész szam, melyre k < n.
3.10-3.
a. Legyen

27T+, . 2w
£ =coS— +isin —.
3 3

Lassuk be, hogy 1+ * + ¥ értéke 3, ha 3|k, illetve 0, ha 3 |/k.
b. Adjuk meg a kovetkezs kifejezés értékét zart alakban:

6) =G+ ()= ()

ahol k a legnagyobb 3-mal oszthat6 egész szam, melyre k < n.
3.10-4.

a. Legyen
2 .. 2w
€ = Cc0s — +18In —
m m
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Lassuk be, hogy 1+ ¢ 4+ &% 4+ ... + (™= grtéke m, ha m | k, illetve 0, ha m |/k.

() () () ()

ahol k a legnagyobb m-mel oszthatd egész szam, melyre k < n. Lassuk be, hogy
A+D"+ (A +e)" +...+ (1L +™ )" =mT,

és ennek segitségével keressiink zart formulat T szamara.
3.10-5. Legyen

a,b,p €R és a+bi=r(cosp+ising), ahol r=+/a?+ b2

Igazoljuk, hogy

a.
n n n
A= n n—4p4 n—4k1dk =
(0>a +(4>a b* + —|—<4k)a b +
_(a+0)"+(a—b)" n
= 1 —|—2r COos Ny
b.
n n n
B = n—lb n—5b5 n—4k-—1b4k+1 =
(1>a +<5)a +...+ Ak 41 a +
_(a+b)"—(a—b)" n
= 1 + 2r sin np
c.
n n n
C: n72b2 n76b6 n74k72b4k+2 —
(2)(1 —|—<6)a +...+ Ak 42 a +
_(a+b)"+(@=b" 1,
= 1 27‘ Ccos ny
d.

D= n73b3 n77b7 o n74k73b4k+3 =
<3>a +(7)“ Tt e 43)? *

O —(a=0b" 1
:(a—|—) 4(a b) +§r”sin (1%)




4. Kombinatorika

4.1. Alapveté fogalmak

4.1.1. Osszefoglalé tablazat

ismétlés nélkiili | permutacio P, =n!

variacio VE=0, han<k

VE = Pfik =nn—1)---(n—k+1), han>k
kombinécio CF=0,han<k
k
Cr= ‘1/5,7; = kl(r?ik)! = (3), han>k

ismétléses variacio VET = nk,

kombinacio Chi=CF .,

permutacio Pfll’i2 """ b= 7i1!i27.!..i7.g

4.2. Skatulyaelv

4.2-1. Bizonyitsuk be, hogy barmely n pozitiv egész szamhoz taldlhaté olyan k
pozitiv egész szam, amelyre az n - k szorzat a tizes szdmrendszerben felirva csupa

egyesbdl és nullabol all.

4.2-2. Mutassuk meg, hogy a 7,27, ..., 1007 szdmok kozott van legalabb egy olyan,
amelyik valamely egész szamtol ﬁ -nal kevésbé kiilonbozik.
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4.3. Permutacid, variacid, kombinacié alkalmazasa

4.3-3. A 90 szamos lottészelvényen a 90 szambdl 5-6t kell megjeldlni, és 5 szamot
huznak. A taldlatok szama a kihuzott, illetve a bejelolt szamok halmazéban az azonos
elemek mennyisége.

Ha az Gsszes lehetséges médon kitoltjiikk a 90 szadmos lottészelvényt, hany lesz
kozottitk

a. pontosan 5 taldlatos,

b. pontosan 4 taldlatos,

c. pontosan 3 talalatos,

d. pontosan 2 talélatos,

e. pontosan 1 talalatos,

f. olyan, amelyen egyetlen talalat sincs?
4.3-4.

a. Hany kilencjegyd szam képezhet6 az 1, 2, 2, 2, 3, 4, 4, 4, 5 szamjegyekbdl?

b. Hany kezd&dik ezek koziil 125-tel?
4.3-5. Hany olyan hatjegyi szam van, amelyik 5-tel oszthat6?
4.3-6.

a. Hany csupa kiilénb6z6 jegybdl all6 hatjegyd szam képezhets?

b. Ezek kozott a szamok kézott hany olyan van, amelyikben pontosan négy pé-
ratlan szidmjegy fordul els?
4.3-7. Egy 28-as létszdmu osztilyban 4 jutalmat osztanak ki. Hanyféleképpen tor-
ténhet ez, ha

a. a jutalmak egyenldk, és egy tanuld legfeljebb egy jutalmat kaphat;

b. a jutalmak egyenl6k, és egy tanuld tobb jutalmat is kaphat;

c. a jutalmak kiilénb6zdk, és egy tanulo legfeljebb egy jutalmat kaphat;

d. a jutalmak kiilonbozdk, és egy tanuld tébbet is kaphat?
4.3-8. Egy hegy csticsara 5 0t vezet. Két ember felmegy és lejon. Hanyféleképpen
torténhet ez, ha a két embert személy szerint nem kiillonboéztetjiik meg, és

a. egy utat egy ember hasznalhat legfeljebb egyszer;

b. egy ut kétszer is igénybe vehets, de csak kiilonbdzs irdnyban;

c. nincs semmi megszoritas az utra?

A d., e., f. kérdések ugyanazok, mint az a, b, ¢, azzal a kiilénbséggel, hogy most
a két embert személy szerint megkiilonboztetjiik.
4.3-9. Képezziik az 0sszes olyan hatjegyl szamot, amelyikben az 1, 2, 3, 4, 5, 6
szamjegyek mindegyike szerepel. Mekkora az igy nyert hatjegyt szamok Osszege?
4.3-10. Hany olyan 6tjegyt szam van, amelyiknek a jegyei

a. szigortian monoton nének (mindegyik szamjegy nagyobb az eldtte levinél);

b. monoton nének (mindegyik szamjegy nagyobb vagy egyenls, mint az elGtte
leve);

c. szigorian monoton csokkennek (mindegyik szamjegy kisebb az el6tte levonél);

d. monoton cs6kkennek (mindegyik szamjegy kisebb vagy egyenld, mint az elGtte
levg)?
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4.3-11. Hany otjegyt szamot képezhetiink a
0,1, 2 3,4,5,6, 7, 8

szamjegyekbdl, ha paros helyen paros, paratlan helyen péaratlan szamjegy 4ll, s egy
elem

a. csak egyszer fordul el§?

b. t6bbszor is el6fordulhat?
4.3-12. Hanyféleképpen lehet tiz szamot 6t parba rendezni?
4.3-13. Hanyféleképpen lehet 100 rekeszben 30 golyét elhelyezni, ha minden rekesz-
ben vagy pontosan 6 darab golyé van, vagy egy sem.

a. a golyok egyformaék;

b. a golydk kiilonbo6zsk, és minden rekeszben figyelembe vessziik a golyok sor-
rendjét is;

c. a goly6dk kiilénbozsk, de nem vessziik figyelembe a goly6k sorrendjét a reke-
szeken beliil?
4.3-14. Hatarozzuk meg, hogy hany metszéspontja van egy n oldald konvex sokszog
atloinak. (Csak a sokszbg belsejében levS metszéspontokat tekintjiik.) Feltételezziik,
hogy a sokszognek nincs harom olyan atléja, amelyiknek k6z6s pontja lenne.
4.3-15. Ha az egymastol kiilonb6z6 elemek szdmét 2-vel megnoveljiik, akkor a per-
mutécidk szdma 90-szer nagyobb. Mekkora az elemek szdma?
4.3-16. Hany zérus van 1 000! végén?
4.3-17. Oszthato-e a

3400!

(1700!)2

szam 1599-cel?
4.3-18. Hanyféleképpen lehet 2 fekete, 3 fehér, 4 vords golyot egy sorba rendezni
ugy, hogy fekete goly6 ne élljon fehér golyé mellett?
4.3-19. Valamely jatékosnak a sakkversenyen a hetedik fordul6 utédn 5 pontja van.
Hanyféleképpen johetett létre ez az eredmény? (Nyerés 1 pont, dontetlen 0,5 pont,
vereség 0 pont. A mérkézések sorrendje is szamit.)
4.3-20. Hanyféleképpen iilhet le négy hazaspar egy kerek asztal mellé agy, hogy

a. két né ne keriiljon egymas mellé;

b. sem két hazastars, sem két né nem iilhet egymas mellé?
4.3-21. Nyolc labdartgocsapat egyfordulds kormérkézést jatszik. Mennyi az egy
mérkézésre jutd golatlag, ha az Gsszes mérkézésen egyiitt 42 golt riagtak?
4.3-22. Hany tag van a kovetkezs kifejezések kifejtett alakjaban?

a. (z+y+2)°

b. (a+ 2b+ 5¢+ d)*

c. (r+s+t+u+uv)®
4.3-23.

a. Mi az 22y32? kifejezés egyiitthatoja az (v +y + 2)7 kifejtett alakjaban?

b. Mi az 25y32? kifejezés egyiitthatoja az (x — 2y + 52)1! kifejtett alakjaban?
4.3-24. Hanyféleképpen tudunk n azonos ajandékot elosztani r gyermek kozott

a. ha nincs semmi megké6tés;
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b. ha minden gyermeknek legalabb egy ajandékot kell adnunk?
4.3-25. Adott szamu kényvbdl 4 kényvet 210-féleképpen lehet kivalasztani. Mennyi
a koényvek szama?

4. 4. Relacidk, elrendezések szama

4.4-26. Legyen n pozitiv egész szam, és A legyen n-elemi halmaz. Az A halmazon
nézziik a homogén binér relacidkat.

a. Mennyi az Osszes relacié szama?

b. Hany szimmetrikus relacioé van?

c. Hany olyan relacié van, amelyik egyszerre reflexiv és szimmetrikus?
4.4-27. Az allatszelidité 5 oroszlant és 4 tigrist akar kivezetni a porondra, de két
tigris nem johet egymaés utan.

a. Hanyféleképpen éllithatja sorba az allatokat?

b. Hanyféleképpen allithat sorba n oroszlant és k tigrist?

Az oroszldnok egymas kozotti sorrendje is szamit, és a tigriseké is, hiszen az
&llatoknak is van személyiségiik.
4.4-28. Hanyféleképpen lehet sorba rendezni n nullat és k egyest agy, hogy két egyes
ne keriiljon egymas mellé?
4.4-29.

a. A konyvespolcon 12 kiilonb6z6 konyv all. Hanyféleképpen lehet koziilitk kiva-
lasztani 5-6t tgy, hogy ezek k6zott ne legyenek egymas mellett allok?

b. Hanyféleképpen lehet n konyv koziil k darabot kivalasztani ugy, hogy ezek
kozott ne legyenek egymas mellett allok?
4.4-30.

a. Artur kiraly kerekasztaldnél 12 lovag iil. Mindegyikiik hadilabon all a szom-
szédaival. Ot lovagot kell kivalasztani, akik kiszabaditjak az elvarazsolt hercegnét.

Hanyféleképpen tehetjiik meg ezt gy, hogy ne legyenek ellenségek az 6t lovag
k6zott?

b. Ha a kerekasztal koriil n lovag {il, hdnyféleképpen valaszthatunk ki koziilik &
lovagot, akik k6z&tt nincsenek szomszédok?

4.5. Bolyongas, szamok felbontasa, leképezések
szama

4.5-31. Bolyongas. Egy szocske ugral a szdmegyenes mentén, egy ugrasa 1 egység.
Ezt vagy jobbra, vagy balra teszi meg.

a. Hanyféleképpen juthat el a 0 pontbdl a +8 pontba, ha 18-at ugrik?

b. Az origdbdl induld szécske n ugras utan hanyféleképpen juthat el a szame-
gyenes k > 0 pontjaba?
4.5-32. Hanyféleképpen lehet 100-at harom pozitiv egész Osszeadando Gsszegére fel-
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bontani, ha az egymastél csupan az dsszeadandoék sorrendjében eltérs megoldasokat

a. kiilénbo6zének tekintjiik;

b. nem tekintjiik kiilénbo6z6nek?
4.5-33. Hany megoldasa van az |z| + |y| < 100 egyenlStlenségnek, ha x,y egészek?
4.5-34. Hanyféleképpen lehet az egymilliét harom pozitiv egész tényezé szorzatara
bontani, ha az egymastél csak a tényez6k sorrendjében kiilénb6z6 megoldasokat

a. kiilénbozbknek tekintjiik;

b. nem tekintjiik killénbozoknek? (Szorzotényezs az 1 is lehet.)
4.5-35.

a. Tegyik fel, hogy |A| =n és |B| = k. Hany A — B fliggvény van?

b. Tegyiik fel, hogy |A| = |B| = n. Hany A — B bijekci6 van?

c. Tegyiik fel, hogy |A| = n és |B| = k. Hany A — B injekci6 van?

d. Hany szigortian monoton névé {1,2,...,k} — {1,2,...,n} fiiggvény van?
4.5-36.

Hany olyan hatjegyi szamsorozat van, amelyikben van valahol egyméas mellett
két azonos szamjegy (0-9-ig barmi)?

4.6. Logikai szita

4.6-37. Hany olyan n jegyid szam van (n > 3), amelyik csupan az 1, 2, 3 szamjegye-
ket tartalmazza, de mindegyiket legaldbb egyszer?

4.6-38. Egy ismerdsiinknek el akarunk kiildeni nyolc kiilénb6z6 fényképet. Hanyfé-
leképpen tehetjiik ezt meg, ha pontosan 5 kiilénb6zd boritékot akarunk felhasznalni?

4.6-39. Az 5-0s szamrendszerben a legfeljebb 8 jegyt szamok kozott hany olyan van,
amelyiknek a jegyei kozott az 1, 2, 3, 4 legalabb egyszer el6fordul?
4.6-40. Hany A — B sziirjekci6 van, ha |A| = n, |B| = k?
4.6-41. (Kovacs Géza egykori ELTE-s hallgato példaja.) 4 hazaspar hogyan helyez-
hetd el egy kerek asztal koriil igy, hogy hézastarsak nem keriilnek egymas mellé.
4.6-42. Hany Gtjegytd szam alkothato

a. csupa egyenld szamjegybdl,

b. két kiillonb6z8 szamjegybdl;

c. harom kiilonb6z8 szamjegybdl;

d. négy kiilonb6z6 szamjegybdl;

e. 6t kiilonb6z6 szamjegybdl?

4.7. Kartya

4.7-43. Az 52 lapos francia kartyaban négy szin (koér, pikk, karo, trefl) és minde-
gyikbdl 13 darab van. Mindegyik szinbdl négy figura (&sz, kiraly, dama, bubi), kilenc
pedig 2-t6] 10-ig szamozott.

a. Négy jatékosnak 13-13 lapot osztva hany kiilonbhoz6 leosztas van?
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b. Hany olyan leosztas van, ahol minden jatékosnak van &sza?
c. Hany olyan leosztas van, ahol minden sz egy kézbe keriilt?
4.8. Binomialis tétel és alkalmazasa

Binomialis tétel.
Legyen n természetes szdm, x,y pedig tetszéleges komplex szamok. Ekkor

n __ n n n n—1 n 2 n—2 n k. n—k n n
(x+y) —<O>y +<1>xy +<2>xy +...+<k>xy +...+<n>x.

Helyettesitsiink z és y helyébe is 1-et. Az aldbbi Gsszefiiggéshez jutunk:

() () ()t () e (0) =2

Ha az x = —1 és az y = 1 helyettesitést alkalmazzuk, akkor pedig a kovetkezs
Osszefiiggéshez jutunk:

0)-(0)+(6)- () vr)

4.8-44. Hatarozzuk meg a kovetkez§ Gsszeget:

3(2).+32(g).+.“.+3n(g)

4.8-45. Hatarozzuk meg a kovetkez§ Gsszeget:

1-114+2-2143-3!1+...+n-n!

4.8-46. Bizonyitsuk be, hogy

()2 s0) v () )

4.8-47. Bizonyitsuk be, hogy igaz a kovetkez6 egyenlSség:

) () () e (7)) - ()



5. Szamelmeélet

5.1. Oszthatésag

5.1-1. Allapitsuk meg, milyen maradékot adnak a természetes szamok négyzetei 3-
mal és 5-tel osztva.
5.1-2. Igaz-e, hogy minden 3-nal nagyobb p primnek van 6-tal oszthat6 szomszédja?

5.1-3. Bizonyitsuk be, hogy n® — 5n3 + 4n oszthat6é 120-szal. (n tetszéleges egész
szAm.)

5.1-4. Bizonyitsuk be, hogy 665|36" — 267,

5.1-5. Bizonyitsuk be, hogy 6t egymast kévets egész szam négyzetének az Gsszege
nem négyzetszam.

5.1-6. Bizonyitsuk be, hogy a?"*! — a tizes szamrendszerben felirva mindig O-ra
végzbédik, ha n > 2.

5.1-7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (tizes szamrendszerben felirt) Stjegyd szam oszt-
hato 41-gyel, akkor a szamjegyek ciklikus permutalasaval nyert 6tjegyid szam is oszt-
hat6 41-gyel.

5.1-8. Bizonyitsuk be, hogy 30 osztéja az mn(m* — n*) szamnak, barmilyen m,n
egész szam esetén.

5.1-9. Bizonyitsuk be, hogy ha a tetszéleges egész szdm, akkor az

a® + 2a
a* +3a?2 +1

tort nem egyszertsithetd.
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5.2. Oszték szama, a 7 fiiggvény

5.2-1. Hany pozitiv osztoja van 490-nek?

5.2-2. A 153 -126.232 . 14 szamnak
a. hany 21-hez relativ prim pozitiv osztoja van?
b. hany 21-gyel nem oszthatd pozitiv osztéja van?

5.2-3. A szultén 100 celldjiban szaz rab raboskodik. A szultan lekiildi egymés utan
100 emberét. A k-adik alkalommal lekiild6tt ember minden k-adik cella zarjan allit
egyet, ha nyitva volt, bezarja, ha zarva volt, akkor kinyitja. Kezdetben minden cella
zarva volt. Mely sorszdmi cellak lesznek a végén nyitva?

5.2-4. Hatarozzuk meg azt a legkisebb n természetes szamot, amelyre

a. 7(n) = 23; b. 7(n) = 25; c. 7(n) = 24.

5.2-5. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy n természetes szamnak
ugyanannyi paros osztoja legyen, mint ahany paratlan?

5.3. Primszamok

5.3-1. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok 4k — 1 alakd primszam van.

5.3-2. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok 6k — 1 alaka primszam van.

5.3-3. Lassuk be, hogy végtelen sok 4k + 1 alakd prim van.

5.3-4. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat (a negativakat is), melyekre p+ 10
és p + 14 is primszam.

5.3-5. A kapitanynak harom unokaja van, életkoruk harom kiilénb6z6 primszam.
Ezek négyzetének Gsszege ismét primet ad. Hany éves a kapitany legkisebb unokaja?

5.4. Euklideszi algoritmus

5.4-1. Legyenek a,b € Z,a? + b # 0. Tekintsiik az
axr+by (z,y€Z) (1)

szdmokat. Lassuk be, hogy az ilyen alaka pozitiv egészek koziil a legkisebb szam
legnagyobb kozos osztoja az a, b szamparnak.

5.4-2. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 86 és b = 31 legnagyobb kbzos
osztojat, valamint a d = az + by linearis kombinacioés elGallitashoz az x és y egyiitt-
hatokat. Szamitsuk ki a legkisebb kizds t6bbszorost is.

5.4-3. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 139 és b = 102 legnagyobb k6z6s
osztojat, valamint a d = ax + by lineéris kombinacios elallitashoz az x és y egyiitt-
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hatokat.

5.4-4. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki @ = 255 és b = 111 legnagyobb k6zds
osztojat, valamint a d = ax + by linearis kombinacios elGallitashoz az x és y egytitt-
hatokat. Szamitsuk ki a legkisebb k6z6s t6bbszorost is.

5.4-5. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 332 és b = 88 legnagyobb k6z6s
oszt6jat, valamint a d = az + by linearis kombinacios elGallitashoz az x és y egyiitt-
hatokat.

5.4-6. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 124 és b = 46 legnagyobb ko-
z0s osztojat, valamint a d = ax + by linearis kombinacios elGallitashoz az x és y
egyitthatokat.

5.5. Kétvaltozés linearis diofantikus egyenletek
Oldjuk meg az alabbi diofantikus egyenleteket

5.5-1. 172z + 62y = 38
5.5-2. 822 + 22y = 34

5.5-3. 4502 + 86y = 100
5.5-4. 125z + 45y = —20

5.6. Euler-féle ¢ fiiggvény

5.6-1. Szamitsuk ki az értékiiket:
a. p(9) b. ¢(540) c. »(900) d. o(6!) e. o(7)
5.6-2. Melyek azok a természetes szamok, amelyekre p(n) = 17
5.6-3. Melyek azok a természetes szamok, amelyekre p(n) értéke paratlan?
5.6-4. Bizonyitsuk be, hogy ha m > 2 egész szam, akkor az m-nél kisebb, m-hez
relativ prim szamok Ssszege mep(m).
5.6-5. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra

5.6-6. Oldjuk meg a p(2z) = p(3x) egyenletet.
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5.7. Kongruenciak, maradékrendszerek,
Euler—Fermat-tétel

5.7.1. Kongruenciak, maradékrendszerek

5.7-1. Bizonyitsuk be kongruencidkkal az alabbi allitasokat. Legyen a,b € Z,k,n €
N. Ekkor:

a.a—bla” —b"

b. a + bja?k — b2*

c. a+b|a2k71 +b2k71
5.7-2. Lassuk be, hogy

25, —20, 16, 46, —21, 18, 37, —17

teljes maradékrendszert alkot modulo 8.
5.7-3. Teljes maradékrendszer-e

1, 11, 21, 31, 41, ..., 751, 761 (mod 77)?

5.7-4. Teljes maradékrendszer-e

7,22, 37, 52, 67, ..., 11632, 11647 (mod 777)?

5.7-5. Hatarozzuk meg 3, 8, 17, —17, 120, 54, —40, 236, 237

a. legkisebb nemnegativ maradékait (mod 11),

b. abszolat legkisebb maradékait (mod 11).

c. A fenti szamok koziil melyek kongruensek egymaéssal (mod 11)?
5.7-6. Redukalt maradékrendszer-e

5,15,25,35,45,55,...,155 (mod 32)? (1)
5.7.2. Euler—Fermat-tétel

5.7-7. Lassuk be, hogy n € N esetén az n? + 1 szam minden paratlan primosztoja
4k + 1 alaku.

5.7-8. Bizonyitsuk be, hogy ha valamely n egész szam nem oszthatd 17-tel, akkor
n® — 1 vagy n® + 1 oszthaté 17-tel.

5.7-9. Hatarozzuk meg 1093%° 14-gyel valo osztasi maradékat.

5.7-10. Hatarozzuk meg 293275 48-cal valé osztasi maradékat.

5.7-11. Mi a 393%°” szam utolsé két szamjegye a tizes szamrendszerben?

5.7-12. Lassuk be, hogy ha (a, 10) = 1, akkor

a'®" 1l =4 (mod 1000),

ahol n természetes szam.
5.7-13. Bizonyitsuk be, hogy

21973-1 =1 (mod 19 - 73).
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5.7-14. Melyek azok a p primek, amelyekre

5 +1=0 (mod p?)? (1)

5.7-15. Hatérozzuk meg a 439%°! sz4m oszt4si maradékat 60-nal.
5.7-16. Lassuk be, hogy ha p és ¢ kiilénb6z6 primszamok, akkor

pI 4¢P t=1 (mod p - q).

5.8. Linearis kongruenciak

Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat

5.8-1. 21z = 14 (mod 35)

5.8-2. 1722 = 6 (mod 62)

5.8-3. 3z = 8 (mod 13)

5.8-4. 122 =9 (mod 15)

5.8-5. 122 =9 (mod 18)

5.8-6. 20z = 10 (mod 25)

5.8-7. 10z = 25 (mod 35)

5.8-8. 90z + 18 = 0 (mod 138)

5.8-9. Tegyiik fel, hogy a'°° =2 (mod 73) és a'°! = 69 (mod 73). Hat4rozzuk meg
a-nak a 73-mal torténd osztaskor keletkezd legkisebb nemnegativ osztasi maradékat.

Keressiik meg a kovetkezs egyenletek egész megoldasait kongruenciak
felhasznalasaval

5.8-10. 84z 4+ 37y = 2

5.8-11. 41z + 30y = 3

5.8-12. Pajkos szézldbiak futkiroznak a ladaban. Az egyik fajtanak 14 laba van,
a masiknak 20. Kolyock (alias Goresev Ivan) Osszesen 232 labat szamolt meg. Hany
szazlabd van a ladaban?

5.8-13. Bontsuk fel 463-at két természetes szdm Osszegére gy, hogy az egyik szam
oszthato legyen 14-gyel, a méasik 23-mal. Oldjuk meg a feladatot kongruencidk segit-
ségével.
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5.9. Linearis kongruencia-rendszerek, a kinai

maradéktétel

5.9-1. Oldjuk meg a kovetkezs kongruencia-rendszert:

5¢=3 (mod 7)
3z =7 (mod 8)

5.9-2. Oldjuk meg az

x=2 (mod 3)
x=3 (mod 4)
z=1 (mod5)

kongruencia-rendszert a kinai maradéktétel segitségével.
5.9-3. Oldjuk meg a kovetkezd kongruencia-rendszert a kinai maradéktétel segitsé-
gével:

4x =2 (mod 3)

3x=2 (mod7)

9x =7 (mod 11)

5.9-4. Legven k£ € N. Bizonyitsuk be, hogy van k szdmu egymésutani egész ugy,
hogy barmelyiknek van egynél nagyobb négyzetszam osztdja.
5.9-5. Oldjuk meg a a kovetkez§ kongruencia-rendszert a kinai maradéktétel segit-
ségével:

3r=2 (mod 5)

2r =2 (mod 7)

5z =2 (mod 11)

5.9-6. Keressiilk meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval az alabbi kongruencidk
szimultadn megoldasat:

5x=1 (mod 7)
4r =1 (mod 9)
8r =1 (mod 13)

5.9-7. Legyen A = 1000, és végezziik el a 23 - 37 szorzist maradékszamrendszerben.

5.9-8. Legyen A = 1000, és végezziik el a 24 - 33 szorzast maradékszamrendszerben.
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5.10. Lanctortek, diofantikus approximaciéelmélet

5.10-1.
a. Fejtsiik egyszerd lanctortbe a % szamot.
b. Szamitsuk ki a P,,, @, értékeket, és allitsuk el6 a kozelits torteket.

c. Oldjuk meg a kovetkezs diofantoszi egyenletet:
139z + 102y = 1

Hasonlitsuk 6ssze ezeket az adatokat azokkal, amelyek az Euklideszi algoritmus
fejezetben Inko(139, 102) kiszamitasa kozben keletkeztek.

5.10-2.
a. Fejtsiik egyszerd lanctértbe a 16% szamot. Irjuk fel a szeleteit.
b. Szamitsuk ki a P,, Q, értékeket, valamint a kozelits torteket.

c. Oldjuk meg a kovetkezd diofantoszi egyenletet:
1722 4 62y = 38

Hasonlitsuk Ossze ezeket az adatokat azokkal, amelyek a Diofantikus egyenletek
fejezetben lnko(172, 62) kiszamitasa kozben keletkeztek.
5.10-3. Fejtsiik lanctértbe v/2-t.
5.10-4. Melyik ~ szamnak a lanctortbe fejtett alakja az alabbi? Allitsuk el6 v kozelits
tortjeit. )

1+ —F
L+

5.10-5. Fejtsiik lanctértbe a m = 3,1415926. . -t.



