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1. A hatarozatlan integral
(primitiv fiiggvények)

1.1. A definicidok egyszerii kovetkezményei

F1. Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények dsszes primitiv fiiggvényét:

(@) fla) =+ (2 e (0,400));  (b) F@):= (v € (~o0,0));
(©) f@) = 5 (re(0m); (@) f):

sin” x T 1422
F2. Hatarozza meg az f : I — R fliggvény zy € [ pontban eltiing primitiv
fliggvényét, ha

(a) f(z) :==cosz (z €R, zo:=2);

(z € R).

(b) f(x) := % (z € RY, z0:=38).
F3. Keresse meg azt a f fiiggvényt, amelyre
1
(a) f'(z) = NG (z eRY), f(4)=1L
b) flla) = o (2> 1), F(0)=2;

) 1+a
c) f'(z) =z (z€R), f(0)=-3, f(0)=2;

(
(

(@) f'5) = 5 (x€RY), f(1)=0, ['(2) =0

( ) =3¢" + 5sine (z€R), f(0)=1, f'(0)=2;

(f) f"(x) = sinz, (z€R), f(0)=1, f/(0) =1, f(0) = 1.

1.2. Primitiv fiiggvények meghatarozasara vonatkozo6
modszerek

1.2.1. Alapintegralok

F4. Szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat az adott I intervallumokon:
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(a) /(6x2_8m+3) dz, I :=R; (b) /(\/E—k \“/E) dv, I :=RT,;
) /\/WT—ﬁd% I'=r% (d) /@;51)2 dr, T:=R*;

(e) /(Zx—i— \/15_7:62) de, I :=(—1,1).

1.2.2. Alapintegralokra vezeté tipusok

e | fTI alaku integralok

F5. Mutassa meg, hogy ha f : [ — R pozitiv és differencialhaté az I intervallu-
mon, akkor

f/(l') = 1mn X C X
/f(x)d:v—l fz) + (z € 1).

F6. Az el6z6 feladat segitségével szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integrélokat
az adott I intervallumokon:

T r—3
——dz, I =R; b — dz, I =R;
@ [ e 1=k 0) [t dn 1 =R
3z
T Ty, e o — .
(c) /tga:da:, I:= (—5,5), (d) /—63x+5dx, I =R,
dx dx
I := 1): f I:=(1 :
© [ 1= 0 0 [ 1= 1oc)

e [ f*. f" alaku integralok

F7. Tegyiik fel, hogy az f : I — R fiiggvény pozitiv és differencidlhato az [
intervallumon és o # —1 valos szam. Mutassa meg, hogy

_ fa+1(x)
a4l

/fa(x)f/(x) du tel  (@el),
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F8. Az el6z6 feladat eredményének felhasznalasaval szamitsa ki az alabbi hatéaro-
zatlan integralokat az adott I intervallumokon:

(a)/ 2223 +4)20% 4y T = / 2623 + 4dx, I :=R";
(c) /e‘”(l —e*)3dx, I:=TR; (d) /siancoswdx, I =R,

5
In°x _ R+ (f)/ arshxdx’ I =R*:
V 1+ a2

dr +7
d ) [:: _§a+ 5
\/2902—1-795—1—5 ( 2 OO)

cos? x4/ (tgx)?

e [ f(ax +b)dzr alaka integralok

(e)

(1) de, I:=(0,5);

F9. Legyen I C R egy intervallum és F': [ — R a f: I — R fliggvénynek egy
primitiv fiiggvénye. Mutassa meg, hogy ekkor barmely a € R\ {0}, b € R

esetén
/fa:r—l—b (ax—l—b)+c (x €I).

F10. Az el6z6 feladat eredményének felhasznaldsaval szamitsa ki az alabbi hataro-
zatlan integralokat:

(a) /(21: —3)0dz (x> 3); (b) /\3/1 —3zdr (x < 3);
© [5rgats weR: @ [jorsde @3>

1
e x < T > \/E .
()/\/2—32 v (I /\/3952 w )
F11. Szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat:
dx dx
R); (b R);

(a)/2x2—12x—|—23 (z € R); ()/3x2+12x+16 (v € R);

dx

V3x2 + 122 + 30

(z € R);
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1—\/5<x<1+\/5).

1
(@ /\/4—1—23:—:1:2 dv
e [f(g(z))d(z)dx alakt integralok

F12. Az els6 helyettesitési szabaly: Tegyiik fel a kovetkezdket:
(i) a g : I — R fiiggvény derivalhat6 az [ intervallumon,
(ii) J C R egy intervallum és R, C J,
(iii) az f : J — R fliggvénynek létezik primitiv fiiggvénye.

Ekkor az f o g- ¢ fliiggvénynek is létezik primitiv fliggvénye és

/ Fo(@)d (@) de = F(g(0)) +¢|  (z ),

ahol F' a f egy primitiv fiiggvénye.
(Gondolja meg, hogy ez az allitas specialis esetként tartalmazza az F5., F7.
és F9. feladatok eredményeit!)

F13. Az el6z6 feladat segitségével szamitsa ki az aldbbi hatarozatlan integralokat
az adott I intervallumokon:

(a) /xsinx2 dz, I =R, (b) %daj, I :=R";
T

(©) / (62 + 2) sin(322 + 20 — 1) da, T := R:
(@) /;dx [ =R+
c(14+mn%z) "~

1 1

etgm
(f) / de, I:=(-%,%).

cos? x

i 1= (=5.3)




1.2. Primitiv fiiggvények meghatarozasara vonatkozomoédszerek 11

1.2.3. Integralas ,ligyesen”

F14. Az integrandus ,alkalmas” atalakitasa utan szamitsa ki az alabbi hatarozat-
lan integralokat a megadott I intervallumokon:

z° 2 + 3
= R; I:=(2 :
@ [dn T=® ) [T e T 200
x
(c) /mdl’a I:=R; (d) /563\/31+x2dx, I:=R;
© [tgrdn 1= (55 O [twirdr T=(-59)
(g) /sinzxd:c, I =R, (h) /cos3xdx, I:=R;

i sin3x-cosTxdx, [:=R; (] coszcoszdx, I =R;
) 273

1 1
k dr, I:=(0,m); 1 de, I:=(-3,Z).
( )/sina: “ (0,); 9 /cosx © (-3.3)
1.2.4. Parcialis integralas
F15. Parcialis integralas: Tegyiik fel, hogy az f és a g fiiggvények derival-

hatok az I intervallumon és f’g-nek van primitiv fiiggvénye. Ekkor az f¢
fiiggvénynek is van primitiv fliggvénye az I intervallumon és

/f(x)g'(x) dr = f(x)g(r) - /f’(x)g(w) dr|  (zel).

F16. A parcialis integralas szabalyat alkalmazva szamitsa ki az alabbi hatarozatlan
integralokat a megadott I intervallumokon:

(a) /xeh dr, I:=TR; (b) /:v2 sin3zdr, I:=TR,;
(c) /e“” sinzdr, I:=TR; (d) /eQxcth dr, I:=R;

(e) /cos(2x + 1)e3* 2 dy, I:=R;
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(f) /lna:dx, I :=R"; (g) /arctg?mdx, I =R,
(h) /x2 Inzde, I:=RT; (i) /x%w‘”’ de, I:=R;
() /x In®zde, I:=R*; (k) /arcsinxda:, I:=(-1,1);

(1) /cosxln(sinx) dx, I:=(0,7).

1.2.5. Integralas helyettesitéssel

F17. A masodik helyettesitési szabaly: Tegyiik fel a kovetkezSket:
(i) I és J R-beli intervallumok,
(ii) g : I — J egy bijekcid (tehat g-nek van inverze) és g € D(I),

(iii) f: J = Résaz (fog)- ¢ fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye
az I intervallumon.

Ekkor az f fiiggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye a J intervallumon és

[ @@= [ 1) g0, | @ed.

(Ilyenkor azt mondjuk, hogy az x = g(t) helyettesitést alkalmazzuk.)

F18. Allitsa el6 helyettesitéses integralassal a kovetkez hatarozatlan integralokat:

(a) /\/71—932@5 (e (=1,1)): (b) /\/1+x2dx (z € R);
(c) /\/$2—1dx (x >1); (d) /\/:U2—333+3dx (r € R).

1.2.6. Racionalis fiiggvények integralasa

Racionalis fiiggvénynek nevezziik két polinom hanyadosét, azaz az

alaku fiiggvényeket, ahol P és () polinomok.
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e A harom alaptipus integralasa

El6szor azt jegyezzék meg, hogy az alabbi harom tipust racionalis fiiggvény pri-
mitiv fliggvényét hogyan lehet meghatarozni.

1. alaptipus:

/(; dz  (z € (a,+00)),

r— )"
ahol a € R és n € N adott szdmok. Ez egy alapintegral:

1 In(x —a)+¢, han=1
——dxr = (z—a)—nt1
(x —a)” 2 +¢, han=23,...

—n—+1

2. alaptipus:

/ 2ax + b

——Fdx

ax? +bxr + ¢

(z € I, ahol I egy olyan intervallum, amelyen az® + bz + ¢ > 0),

azaz a szamldloban a nevezd derivdltja szerepel; az integrandus tehéat fTI alak.
Ennek is tudjuk méar a primitiv fliggvényét:

2
/ﬂdlen(ax2+bx+c)+0 (x €1).
ax?® +br +c

3. alaptipus:

A B
/Ldm‘, ahol V> —4ac <0 és z €R.
ar® 4+ bxr + ¢

(A nevezében levs masodfokt polinomnak nincs valos gyoke, ezért az integrandus
az egész R-en értelmezve van.) A szamlalo tehat egy tetszdleges elsdfoki polinom, a
nevezd pedig olyan mdsodfoki polinom, aminek nincs valds gydke. Ez méar nehezebb
(). A mindig alkalmazhato eljarast a (d) feladatban mutatjuk be.

F19. Szamitsa ki az alabbi hatérozatlan integralokat a megadott intervallumokon:

1 1
(a)/x_de, x> 3; (b)/ 3dx, x < 3;

xr —
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1 2 3
(c) /L de, IT:=R; (d) /L de, I:=R;
22 42w+ 3 x? + 2z + 3

1 )
i, T=R, (1) [ dr, T=TR:
(e)/x2+a:+1 “ ’ ()/x2—a:+5 © ’

(&) /6—9” dr. I=R.

x? =20 +7
F20. Igazolja, hogy tetsz6leges n = 1,2, ... esetén

/ 1 d 1 T . 2n — 1/ 1 d
(14 x2)ntt 2n (1 + 22)" 2n (14 22)n

5 (z € R) fiiggvény primitiv fliggvényét.

Hatarozza meg az f(x) :=

(14 22)
e Parciilis tortekre bontas modszere
Tetszoleges R(x) = % racionalis fliggvény primitiv fliggvényének meghataroza-

sat az a fontos észrevétel teszi lehetévé, hogy minden ilyen tort egyszeri alaki
tortek (az an. parcidlis tortek) 6sszegére bonthatd. Ennek az eljarasnak az egyes
lépései a kovetkezsk:

1. lépés: A % tortet egy polinomnak és egy olyan racionéalis tortnek az 6sszegeként
irjuk fel, amelyben a szamlalo fokszama mar kisebb, mint a nevezé fokszama:

P(x) Pr(x)
Q(x) Q(z)
ahol T'(z) és P*(z) polinomok, de P*(x) fokszama kisebb, mint Q(x) fokszdma. Ezt

sok esetben egyszert atalakitasokkal, az altalanos esetben pedig polinomosztdssal
végezhetjiik el.

=T(z)+

Példdul:
20 +2? + 22+ 1 ?+1
— 24—
3+ 1 3+ 1
3 4522 +6 7
T x2 —1—190—1— = (az 2® +52° + 62+ 7= (z+5)(2* — 1) + 7z + 12 alapjan)
x —_—

Tx + 12
2 —1

=xr+5+
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ggg tortben a P(x) fokszama kisebb, mint
Q(x) fokszama. A nevez6ben levs polinomot (ameddig csak tudjuk) szorzatra

alakitjuk. (Emlékezzenek a korabban megismert technikakrall!)
Példdul:

2. lépés: Itt mar feltessziik, hogy a

=20 — T2 + x4+ 10 = (z — 2)(z + 1)(22 — 5);
1—a'=(1-2)(1+2)(1+2?).
Figyeljiik meg, hogy a felbontasban elséfoku tényezdk, illetve olyan mésodfoku
tényezdk szerepelnek, amelyeknek nincsenek valos gyokei.

Altaldaban

is bizonyithato, hogy minden Q(z) valos egyiitthatos polinomot fel lehet irni valos
egyiitthatos els- és mésodfoku tényezdk szorzataként, ahol a masodfoku tényezéknek

mér nincsenek valos gyokeik. (Adott Q(z) polinom esetén egy ilyen felbontas meghatarozésa
nem mindig egyszert feladat!!!)

3. 1épés: a parcialis tortekre bontas. A nevezdtdl fiiggen keressiik az egyszerd
alakt torteket mégpedig ,, hatarozatlan” egytitthatokkal.

Példaul:
1 A A
G-D@-4 z-1 z-4
z° +3 A Bz +Cy
(z—D(2+x+1) x-1 224+z+1
422 — 8z Ay A, Bix+Cy Byr+ O,

= + + :
(x—=1)222+1)2 z—-1 (z—1)? 2+ 1 (2 4+ 1)2
Itt vegyék észre, hogy az els6foku tényezdk esetén a szamlaloban egy dllanddt, a
méasodfoku tényezdk esetén pedig a szamlaloban egy elsdfoki polinomot kell venni.

Altaldban:

Ha a nevezdben szerepls Q(z) polinomban az (z — r) elséfoku tényezs az m-edik
hatvanyon szerepel, akkor ehhez a tényez6hoz

Al + A2 + _i_L
r—r (z—r)? (x —r)™
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alakn tortek tartoznak.

Ha a nevez6ben szerepls Q(z) polinomban a (22 + pz + q) méasodfoku tényezs (ez
tehat mar egy olyan polinom, aminek nincs valés gyoke, mert a p?—4q diszkriminansa
negativ) az n-edik hatvanyon szerepel, akkor ehhez a tényez6hoz

Bll’ + 01 BQZ’ + 02 I Bnl’ + Cn
22+pr+q (22 +pr+q)? (22 4+ px + )"

alakt tortek tartoznak.

Az R(x) = % raciondlis tort az ilyen parcialis tortek Osszege.

Az A;, B;, C; egyiitthatok meghatarozésara egy ,,természetes” modszer kinal-
kozik: a jobb oldalon hozzunk ko6zos nevezdére, majd a szamlalot x hatvanyai szerint
rendezziik. Az igy adodo tort szamlaloja egyenls a bal oldalon levs tort szamlaloja-
val. Tudjuk méar azt, hogy két polinom akkor és csak akkor egyenls, ha a megfeleld
egyiitthatoi megegyeznek. A két oldal szamlalojaban az egyiitthatok egyenlGségébdl
a hatarozatlan egyiitthatokra egy egyenletrenszert kapunk. Ennek megoldasai a
keresett A;, B;, C; egyiitthatok.

F21. Parcialis tortekre bontassal szamitsa ki a kovetkez6 hatarozatlan integralokat
a megadott intervallumokon:

1
(a) /(m—Z)(x—él) dz, I:=(2,4);

(b)/l_lx2dx, = (=11 (o) /ﬁdz, I= (1, +00):

11—z
d) | ————=dx, [:=(1 ;
()/6x2+x—2 “ (1, +00);

(e) /?””—_5 de, T = (—1,450):

2+2x+1

(f) /mdx, I =Rt

(2) /zgi . dr, I:=(—1,+00).
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1.2.7. Racionalis fiiggvények integralasara vezetd
helyettesitések

e [R (m, P g;”jg) dr alakt integralok,

ahol R(u,v) kétvaltozos polinomok hanyadosa. Ezekben a gyokos kifejezést egy j
valtozoval helyettesitve raciondlis tortfliggvény integrdldsdra jutunk. Pontosabban:

legyen
fon ar +b
S Nex+d

A x = g(t) helyettesits fliggvényt ugy kapjuk meg, hogy ebbdl az x-et kifejezziik,
majd a masodik helyettesitési szabalyt alkalmazzuk.

F22. Alkalmas helyettesitéssel vezesse vissza az aldbbi integralokat racionéalis fiigg-
vények integraljara:

(a) /ﬁdw (x > 0); (b)/i;\j_idaz (x > 0);

(c) /é,/%;?’d;p (>3 (@ /i,/z’:;?’d:p (z < 0).

e [ R(sinz,cosz) dr alakia integralok,

ahol R(u,v) kétvaltozos polinomok hanyadosa. Ebben az esetben a

x

helyettesitést, azaz az x = 2arctgt =: g(t) helyettesits fliggvényt alkalmazzuk, és
felhasznaljuk az alabbi azonossagokat:

. 2sin 2 - cos £ 2tg 2 2t
sinx = 2 Z = 2 =
sin?Z 4+ cos2Z  1+4+tg2Z 142
2 2 2
cos — cos? £ —sin® £ Cl—tg?s 1t
- . 2 - 2_ i 2.
sin“§ +cos?s  1+tg"5 1+t

Mivel

g(t) = (t € R),
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ezért a ¢ fliggvény szigortian monoton noévekeds, ezért van inverze és az a t =
9 () =tg§ (z € (—m, 7)) fiiggveny.

F23. Alkalmas helyettesitéssel szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat gy,
hogy visszavezeti raciondlis fiiggvények integraljara:

<a>/ e (0< <) <b>/ e (-5 <2< 3)

sinx CcoST

@%/ ! de (—T <x<m);

1+ sinx + coszx

M%/JEE—M:FW<x<ﬂ;

1+ cosz

1+ sinz
—d 2m).
(e)/l—cosw r (0 <z <2m)

e [ S(e”) dr alaka integralok,
ahol S(u) egyvaltozos polinomok hanyadosa. Ebben az esetben a

t=c¢e"
helyettesitést, azaz az © = Int =: g(t) helyettesits fliggvényt alkalmazzuk. Mivel
g{t) =21 >0, hat > 0, ezért g szigoriian novekeds, ezért van inverze, és az a

¢
t=¢e"=g ' (z) (x > 0) fiiggvény.

F24. Alkalmas helyettesitéssel szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat gy,
hogy visszavezeti racionalis fliggvények integraljara:

(a)/ g (z > In2); (b)/ e dz (z € R);

e?r —4 er + 2

e +4
——d R):;
(c) /62’3—1—46’3—1—3 v (z€R);
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2. A hatarozott integral

2.1. A hatarozott integral tulajdonsagai és kiszamitasa

F25. A NewtonLeibniz-tétel felhasznalasaval szamitsa ki az alabbi hatarozott in-

tegralokat:
5 dx /6 sin(ln x)
a —_— b dx;
()/2 Vb5 + dx — 22 (b) 1 x
(© /4 da 1 V32
c —_— e
5 12 —3x+2’ <)/2 22 +4x +5’
(e) / e’ sin x dz; (f) / Inx dx;
0 1
5 da In2
_— h z — 1du.
(@té 2ot Vi1 (b | Ver—lde

2.2. A hatarozott integral alkalmazasai

Sikidom terilte

Ha a korlatos f : [a,b] — R fiiggvény Riemann-integralhat6 az [a,b] intervallu-
mon és f(x) >0 (z € [a,b]), akkor az f grafikonja alatti

A={(z,y) eR?|a<2<bh0<y< fla)}

sikidom teriiletét igy értelmezziik:

b
t(A) := / f(z)de.
Ha f <0 az [a,b] intervallumon, akkor a
B:={(r.y) ER*|a <2 <b f(z) <y <0}

sikidom tertilete:

t(B) = — /abf(x) dz.
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F26. Hatarozza meg az R sugaru kor teriiletét.

F27. Szamolja ki az y = 2 — 1 egyenletii egyenes és a az y*> = 2z + 6 egyenleti
parabola altal kozrezart sikidom teriiletét.

F28. Hatarozza meg az y = 2* és az y = 4— 2% gérbék altal meghatérozott sikidom
tertiletét.

F29. Hatérozza meg az y = x* és az y = 32?2 — 2 gorbék altal meghatarozott
stkidom tertiletét.

F30. Szamitsa ki az alabbi sikbeli halmazok teriiletét:

a) {(z,y) ER* |0 <x <4, 0<y<dr—a?);
(a) {(z,y) y
(b) {(z,y) eR? |3 <z <e, 0<y<Inz}.

Sikbeli gorbe ivhossza

Legyen I' az f : [a,b] — R folytonosan differencialhato fiiggvény grafikonja. Ekkor
a [' gorbe rektifikdlhato, és ivhossza:

F31.
F32.

I(T) = /ab\/l + [f(1)] dt.

Szamitsa ki az R sugariu kor kertiletét.

Hatéarozza meg az alabbi fliggvények grafikonjénak a hosszat:
(a) flz) = 2% (0<w<d);
(b) f(z) =In(cosz) (0<z<3).

Forgastest térfogata

Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény és tegyiik fel, hogy f > 0 az [a,b]
intervallumon. Az f grafikonjanak az z-tengely koriili forgatasaval adodo

H={(r,y.2) € B [a <x <b o+ 2% < f(2))

forgéastest térfogata:

V(H) := w/ab f(z) dx.
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F33. Szamitsa ki az R sugart gomb térfogatét.

F34. Hatarozza meg az f : [a,b] — R fiiggvény grafikonjanak az z-tengely koriili
megforgatéisaval adodo forgastest térfogatat:

(a) f(z) == 3@ (z € [-2,2]);
(b) f(z) = sin? z (x € [0,7]);
(c) f(x) :=xe® (x € ]0,1]).

Forgastest felszine

Legyen f : [a,b] — R egy folytonosan differencialhato fliggvény és tegyiik fel,
hogy f > 0 az [a,b] intervallumon. Az f grafikonjanak az z-tengely koriili for-
gatasaval adodo

H:={(z,y,2) eR*|a<z<b, y"+2*= f(z)}

forgasfeliilet felszine:

F(H) = 2n /abf(x)m + [f(2)]” da.

F35. Szamitsa ki az R sugart gomb felszinét.

F36. Hatarozza meg az f : [a,b] — R fiiggvény grafikonjanak az z-tengely koriili
megforgatésaval adodo forgastest felszinét:

(a) f(z) =V (z € [1,4]);
(b) f(x) := 2% (z € [0,1]).



22

2. A hatarozott integral




I1. rész

Megoldasok

23






1. A hatérozatlan integral(primitiv fiiggvények) 25

1. A hatarozatlan integral
(primitiv fiiggvények)

1.1. A definicidk egyszeri kovetkezményei
M1. (a) /% dz =In(z) +c (z € (0,400));

(b) /é dr =In(—z) + ¢ (2 € (—0,0));

1
(c) / dr = —ctgx + ¢

sin? x

1
(d) /1+x2 dx = arctgz + c.

M2. (a) /cos:cdx:sin:c—l—céssin%r—i-c:o:>c:_\/75;

/ . V2
cosrdr =sinx — -

™

w0

(b) /%dwzg)\zp—l—cés%@—l—c:()ﬁc:—&
/1 dx:?)\/ﬁ_&
/T 2
8
1 1

Vite=182+c=1&c= -1, aaz f(z) =z -1

(b) f’(x):l_i_%é/lixda::f(x):ln(l—i—x)—l—c és f(0)=2=
In(0+1) + ¢

=20+c=2<c=2azaz f(r)=ln(x+1)+2.
© F@ =2 [de= @)= te 6o =222 1a=26
cp =2 eSf’(x)=—2+2:> (x—2+2)d:p:f(x):
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3 03
;—3+2x+62 65 f(0)= 3= = +20Ftc="3&c=3é
3

f(x)z%—i—?x—?).

(d) f'(2) = - = /% d = f(z) = —é Fees f(2) =0 =

x
1 1 1 1 1 1
—§+01=O<:>01:§ésf'(x):—g+§ :/(—;+§>dm:
1 1
f(x)z—lnx—i-g—i-Cg és f(1) =0 = —ln1+§—|—02:0 = 02:_5
r 1
. _ z_1
¢s f(x) nz+ g =g

(e) f"(x) :3ex+5sinx:>/(3ex+5sinx) de = f'(z) =
=3e” —bHcosz+c; €5 f/(0)=2=3e"—5cos0+¢; =2 &
cp=4és f'(x) =3e"—bcosz+4 = /(Sex—5cosa:—|—4)dx: f(z) =
=3e” —5sinx+4x+cy és f(0) =1 = 3" —5sin0+4- 0+ =1
o =—2¢€s f(x) =3e” —bsinz + 4z — 2.

() f"(z) =sinz = /sinxdx:f”(m) =—cosz+c és f'(0)=1=

—cosO0+cp=0&c =1 és f”(x):—cosx—l—lﬁ/(l—cosx)dx:
=fl(z)=x—sinz+c és f'(0)=1=0—sin0+c=1<

=1 ésf’(m):x—sin:z:+1:/(w—sinx—l—l)dx:f(x):
%2+cosx+:v+03 ésf(O):1:>%+COSO+O—I—03:1<:)

2
c3=0 ésf(m):%—i-cosx—i-x.

1.2. Primitiv fiiggvények meghatarozasara vonatkozo6
modszerek

1.2.1. Alapintegralok

M4. (a) /(6902 — 8z +3)dr =223 — 42% 4+ 3z + ¢,
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(b) /(\/5+€/5)dx:§\/ﬁ+%\3/ﬁ+c,
§5
(c) /\/:c T da:—/a:sclx—? c,
8
(z+1) 3 O 5
(d) /—d:v:/xz + 222 + a2 de = 22 4 3@

e 2x—|— da: = /xdm+5/ dr = x?+5arcsinz +c.
o f .
1.2.2. Alapmtegralokra vezetd tipusok

N|w

+2x% + c,

e [ fTI alaku integralok
M5. Az fTI fiiggvény egy primitiv fliggvénye In f, mert (ln f)/ = fTI Mivel fTI

intervallumon értelmezett, ezért minden primitiv fliggvénye In f-t6l egy kons-
tansban kiilonbozik.

2

1
M6. ()/ 2+3 /x2+3d §ln(x2—|—3)+c

- 1 2¢ — 6 1
by [ =3 g L[ 2w=6 e beo

(c) /tga:dx :/smx dx:—/_smxda:: —In(cosz) + ¢,

COS T COS T

e3® 1 3e3” 1
d dr = - dr = - In(e® + 5
( )/;M+6 . &/&x+5zp gn(e™ +5)+¢,

1
(e )/xlnx _/lna:dx =In(—Inz) +¢,

()/xln:c_

e [ f*. f" alaku integralok

=Inln(x) + c.

lnx

M7. Mb5-hoz hasonléan.
1 (2.1'3 + 4)2005
6 2005

+ ¢,

1
MS. (a) /x2(2x3 + 4)2004 dr = 6/6x2(2x3 + 4)2004 —
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1 (62 +4)3
(b) / 2623 + 4dx = E 1822(62° + 4)2 dx = 1—8# + ¢,
2
1 —e® 4
(c) /ex(l —e)3dr, = —/(—ex)(l — e dr = ——( 46 ) +c,
-4
(d) /sin3xcosxdx = /sin3x(cosx) drx = SH; - +c,
6
In° /1ln xd:c—ln(;x—i—c,

3 3
farsh x 1 1 arsh?2x 2arshzx
(f) / md!)ﬁ', = 1+x2arsh2xdx= 3 +c= 3 + ¢,

2

(g)/\/2m4x+7 dz :/(4x+7)-(2x2+7x+5)_3dx:

24 Tx+5)°
+c,
V22’ + 7z 45
1 1 3 —2
h de = | —— - (tgz) 2dx = :
(h) NEpY e T - (tgx)~2 dx —tgx+c
e [ f(ax +b)dr alaka integralok
M9. M5-hoz hasonléan.
27 — 3)(10+1) (22 — 3)1
M10. op - 3)logy = G230 Qe =3
0. (a) /(x 3)dx 2 10 +1) +c 5 +c,
1—3z)5 1
(b) /\/71—3xdx—/(1—3x)§d %ﬂ:—zs T= 32 +c
(-
1 1 1 1
c dr = - - dx:—-/—dx:
()/2—1-3&:2 2 /1+%x2 2 1+ ( %@2
1 arctg %x
= — +C7
2 3
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1 arth\/ga:
_§T

© [==tr= \/1_7 sy qavesin (f3) +e

(f)/m \/_/\/7 \/7arch(\/§x)+c.

1
M11. - —d S L S -
()/2952 127 + 23 2/;;; 2 _rg B 2/x—32+§ v
2 2

dr =

dr = -

1 2 1 1 1
:E'g/g(x—S)Q—l—l 5/[\/g($_3)]2+1
1 D
=5 \/;arctg (\/g(x -3)) +c

x 1 1
( )/3:1:2—1—123:—1—16 /3(x2+4x)+16 ’ /3($—|—2)2+4 v
1 1 1
dz = arctg (Xz + V/3)——= + ¢,

B 4/[\/3(x+ 2P +1 i 2V3

dz
()/\/3:E2+12x+30 /\/3x+2 2+18
1

\/_/\/ dx:\/garsh(\/l?—g(x—l—%)—kc,

+1

f/ V e = aresin /(e — 1) +-e.

x—l)}
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e [f(9(x))¢ (z)dz alaki integralok
M12. M5-hoz hasonléan.
2
M13. (a) /xsinxQd:c = %/21: sina?de = — =0 4,
h 1
(b) /S \/_ ZQ/mSh\/Edl':QCh\/E‘i‘C,
(c) /(6x +2)sin(32? 4+ 22 — 1) dz = — cos(3x? + 2z — 1) + ¢,
1 1 1
A [ dr= [~ dr = arctg(l
( )/x(l—l—anx) x /x1+(ln:c)2 x = arctg(lnz) + ¢,
1 1
dx = arsh(t
(e) /cost\/m x = arsh(tgz) + ¢,
(f)/etg$ p _/ 1 8w gy — tgx_l_
costz U o2z & M TE “
1.2.3. Integralas ,ligyesen”
1-1 1
M14. ( /%d:{;:/(1—1+x2)dx::c—arctg(x)—i—c,

2 2x — 4
<b>/ “%x:/%_”dx:/( .
T —2 T —2 x—2

1
:/de+7/ 2dx:2x+7ln(x—2)+c,

€r —

(C)/ * dx:/x;zl/x+:1arctg£+c,

442t 4+ (@22 4) 1@ 4T 0

(d) /ﬁmda::/[x(uﬁ)_ﬂmdl,:
:/$(1+$2)1+§d$—/$md9&:%/Qx(lJrazz)gdx_

7
3 2 3

(e) /tgxda::/smxdx: —/_Smxdx: —Incosx + ¢,

COsS T COS T
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in? 1 — cos? 1
() [ig2dr= [T lar= [ [(—1)ar=
cos? x cos? x cos? x

=tgx —x+c,

(g) /sm o dp — / — oS 2x / dr /cos 23: _ z_ sin42:1:+c,

(h) /Cos3xdx—/cosx~(cost)dyc—/cosx-(l—sian)dx—

sin®

3

+c,

:/cosa:dx—/cosx-sinzxd:c:sina:'—

sin(a + ) + sin(a — ()

azonossag alapjan

(i) asina-cosf = 5
sin 10z + sin(—4x)

sin3x - cos Tx dr = 5 €T =
_ sin 10z 5 Sln( [L') dr = 5 . /Sjn 10z dx — 5 . /sin4x dr =
1 coslO0x 1 cosdx
= = — — — + C;

2 10 2 4

cos(a + 3) + cos(a — [3)
2

x T 1 r x x
/cos§cos§dx = 5/[008(5 + 3) +cos(§ - g)] dx =

(j) most acosa-cosff = azonossagot alkalmazzuk:

= - 3
sm6x—|— sm6+c

5
1 1 1
sin 2sin 3 cos 5 oSN G g2 T
cos 2
11
_ /2cos2§ dlen(tgg) + c.
tg % 2

(1) alkalmazza a cosz = sin(z + 3) (z € R) azonossagot, valamint az el6z6
feladatot.

1.2.4. Parcialis integralas

M15.
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(b) /:U2 sin 3z dx =
flx)=2>= f'(z) =22, ¢'(z)=sin3r = g(z)= ﬂ)

3
3 2
_ _xQCOS z + g/:vcos?mvd:zc =

3
in 3
(f(:v)zx:f/(:c)zl, g'($)20083$=>9(93)zsm3 37)
2 9 r s 1
:_M+_[x5m3x ——/1sin3xdx} =
3 3 3 3
—22 cos 3z N 2 . 3r 4 2 cos 3x
=" """ 4 Zrsin3x + =
3 9 9 3

(c) /ex sinx dr =
(f(x) =" = fl(x)=¢", ¢'(v)=siner= g(x)= —cosx)
= —e®cosx + /e’” cosrdr =
(f(x) =" = f'(x)=¢€", ¢'(v)=cosz= g(z)= sinx)
= —e”cosx + e’sinx — /e’” sin x dz; rendezés utan kapjuk, hogy

v —e®cosx +efsinx
esinx dx = 5 + c.

(d) / e?*ch 3x dx parcialis integralassal is meghatarozhato, de egyszertibb

a kovetkeza:

3z —3x 5x —x

+e e e
2eh3rdr = [e2. ST g [ (L) g =
/ec3xx/e 5 x/(2+2)x

5x e~ %

"0 2 ¢

(e) /cos(?x +1)e3* 2 dy =
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in(2 1
(Fa) = e+, fila) =362 g/(a) = cos(2z + 1), g(x) = 2L
3z+2 o3 2 1
. 51“2( v+l _ g/e3r+2sin(2x+ 1) dz =

(£0) = 352, f1(0) = 364%f(a) = sin(@e + 1), gls) = -

cos(2x + 1))

sep0SiN(22 +1) 3 [—63”2 cos(2x + 1) —3e372 cos(2x + 1) o]
2 2 2 2
in(2 1 3 9
= 63”2% + 163”2 cos(2x + 1) — Z/e3x+2 cos(2x + 1) dz,
rendezés utan azt kapjuk, hogy
263772 5in (22 + 1) + 3¢37+2 cos(2z + 1
/cos(2x+ )63+ g — et 2 gin (22 + )i; e3 2 cos(2z 4 1) te

(f) /lnxdac—/l-lnxdx—

(@) =1.900) = 23 fl2) = Inz, fia) = L)

1
=zlnr— [z—dr=axlnx—x+ ¢

E%

(2) /arctg 3xdr = /1 -arctg 3z dr =
(g’(x) =1, g(z) =z, f(z)=arctg3z, f'(z)= L)

1+ (3x)?
3 1 18
= zarctg 3x — /ﬁdm = zarctg 3x — 6/1 n ng T =

= zarctg 3z — ¢ In(1 + 92%) + ¢;

(h) /ﬁlnmz

olz) = 5 f(@) =lna, f(x) = L)
lnx— ——dx— —lnx— —3—|—c

9
(i) /a:e dx—g/e 3% x3dx

(92) = 322, g(o) =& fla) =, f'(x) = 32°)
1

. 1 . . 1 .
= g/eg”d?m2 r3dr = g(e:’:sx:”’ — /69353$2 dr) = ge“";(x‘? —1)+ec
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G) /xln%;dx:

2 2 91 2
:x—lnzx— T nxdmzx—lnzx—/xlnxdx:
2 2 2
g@) =z, g(z)=%; flr) =z, f(r)=1
2 2 2 1 2 2 2
:%lnzx—(%lnx— %de):%IHQx—%lnx+%+c.

(k) /arcsina: der = /1 -arcsinz dr =
(06 =1, 90) =5 J(0) = avcsinr, /) =)
—xarcsinx—/ ‘ dz—xaresinx+1/(—2x)(1—x2)_§ dr =
N 2

= zarcsing + (1 — 22)2 +¢;

1) / cos(Inz) dx — / cos(Inz)~ o dr —

X

(g/(:v) = cos(In $)é, g(x) =sin(Inz); f(z)==x, f(x)= 1)

1
= zsin(lnz) — /sin(ln z)dr = xsin(lnz) + /— sin(In :L‘)E rdr =

—_

(g/(:v) = —sin(lnz)—, g(x) =cos(lnz); f(z)==x, f(x)= 1)

= zsin(lnz) + z cos(lnz) — /cos(ln x)dr =

/ cos(Inz) dz —

8

in(Inz) 4 cos(l
2 (sin(In z) : cos(Inz)) e

1.2.5. Integralas helyettesitéssel
M17.

M18. Az elkdvetkezo feladatok megoldasdhoz az alabbi Osszefiiggés nytjt segitséget:

[f@de= [ra@goay,
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M19.

Itt f egy I intervallumon adott (pl. folytonos) fliggvény, g : J — I pedig egy
szigortian monoton (névekedd vagy csokkend) differencialhato fiiggvény a J
intervallumon. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az x = ¢(t) helyettesitést alkal-
mazzuk. (Figyeljink majd a g helyettesits fiiggvény szigort monotonitasanak
az ellendrzésére!)

(a) Most az = = sint =: g(t) helyettesitést alkalmazzuk. Mivel —1 <
x <1, ezért, ha g-t a (—%, g) intervallumon tekintjiik, akkor itt g szigortan
monoton novekedd, ezért a fenti képlet alkalmazhato:

/\/1 —22dx = /\/ 1— sin2tcostdt‘tzachsinm = /cos2t

‘t:arcsin:v
t sin2t arcinz  sin(arcsin x) cos(arcsin x)
2 4 ‘t—arcsmm 2 2
arcsinx  xv1—2?
= — + C
2 2
(b) Ttt az

r=sht==g(t) (t€R); g 1, ¢'(t) =cht (t € R)
helyetesitést alkalmazzuk:

/\/1+x2dx—/\/1+sh2tchtdt{ —/\/Ch2tchtdt

t=arshz ‘ t=arshz
ch2t 41 sh2t ¢t chtsht t
- / 2 t‘t:arshm - ( 4 +§)|t:arshz+c - ( 2 5)‘t:arshx+ -
xzch (arshz)  arshaz zvV/1+2? arshz
= 5 + 5 +c== 2 + 5 + ¢

(c) Az /\/ 2?2 — 1dx (z > 1) integral kiszamitasahoz alkalmazza az © =
cht =:g(t) (t > 0) helyettesitést.

1.2.6. Racionalis fiiggvények integralasa

=In(x —3) 4+ ¢, haz € (3, +0),

=In(3—2z)+¢, hax € (-0, 3),

r+1 1 2 + 2 1
o[ 2T e = S (2?4 22 + 3
()/x2+2x+3 o 2/x2+2x+3 T=5In("+2043) +c
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()/ 27 + 3 / 2 + 2 N 1 .
x2+2x+3 24+2x4+3 224+2x+3 n

1
= In(z? +2x+3)+/mdx:1n(x2+2x+3)+

! ! = 2 V2 T 1

+§/[%(£+1)] 7 o =1n(2" + 22 4 3) + P arctg(F5 + 5) +o,
) +x+1 SR ’ [\/%mg)] +1
2\/3

arct 2 ( +1) +
= — e —_— — c
3 rcig \/g x 9 ’

T +5 1 2z + 10
£y [ 20 g [ T g =
()/IQ—x+5 173 /xQ—x+5 .

1 2x — 1 1 1
:5.[/m—+5dx+11./—dx] 5 —2+5) +

2 —x 22 —x+5
+1i./#)2+%91dx] % [ln(xl—x+5)
uETh 11-/[\/%(96_%)]2+1d:v]=§-ln(x2—x+5)+
+H.1—;)/E-arctg[\/2f9 (z—3)]+e,

6x 20 — 242 2x — 2
dr=3- | —— —de=3-[ | ———d
(g)/x2—2x+7 r=3 /x2—2x—|—7 r=3 [/ —2r+7 T
1 2 1
2 | —————dx] = 3-[In(x®—22+7) + =- dx| =
* /<x_1>2+6 7] =3 [n(e ””6/[%@@—1)%1 g
:3-111(952—213—1—7)—i-\/g-arctg[\/ié-(x—l)]+c.

M20. A feladatban megadott rekurziv formula az egyenléség mindkét oldalanak
derivalaséaval igazolhato.

Az f primitiv fiiggvényének kiszamitasahoz elGszor azt jegyezziik meg, hogy
az ﬁ (x € R) figgvény hatarozatlan integralja arctg x (z € R). A rekurziv
formulat n = 1-re alkalmazva kapjuk az m (x € R) primitiv fiiggvényét.
Ennek ismeretében ismét a rekurziv formulat felhasznalva n = 2-re adodik

az m (x € R) primitiv fiiggvénye. B
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M21. (a) Az integrandust parciélis tortek sszegére bontjuk:

1 A N B Alx—4)+B(r—-2)
(x—2)(z—4) 2-2 x—-4  (z-2)(x—4)
(A4 B)r — (4A+2B)
(x —2)(x —4)

alapjan A + B = 0, —(4A + 2B) = 1 adodik, amibl A = —5, B =

kovetkezik. BEzért

1 1
27 2

1 1
:—iln(x—2)+§1n(4—x)+c, ha2<z<4. B

(b)

1
/mdw:

1 A B
d — d = e e e —
-1+ " /<l—x+1—|—x> v

1 2 1 1 1
2 2 i —
1—:c+1+g;)dx 2(/1—xdm+/1+:pd$>

/N~

1 1
:—aln(l—x)—l—éln(qux)—kc:
1
=In 1+x+c, ha ze(-1,1). A
-z

(c) Az In fliggvény értelmezési tartomanyara kell figyelni! A szamoléasok az
el6z6 feladathoz hasonlok; a véltozasok:

/1_1932“:'”:%(/1ixdx+/1ixdx>:
1
:§<_/xi1dx+/1ixdx):

1 1
:—aln(ac—l)—l—ﬁln(l%—x)—i-c:

1+z
r—1

=1In

+c, ha z € (1,400). N
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1. A hatérozatlan integrél(primitiv fiiggvények)

(d)

11 — —
[ S T (. R
622+ — 2 (B3x +2)(2x — 1) 3r+2 2r-1

:/<393_i2 * 2x3—1>d‘”:

5 3
—gln(Bx +2) + Eln(Qx —1)+c haze(1,+00). N

(e)
3z —5 . 3z —5 . Al AQ . .
/x2+2x+ldx_/(Jc+1)2dx_/(x+1+(I+1)2>dx_ N
3 -8
_/<x+1+(x+1)2>d$_

8
=3ln(z+1)+ ——+c haze(—1,+0). B
r+1

(f) Az integrandus igy bonthato fel:
1 A Bx+C  A@*+4)+z(Bx+0C)

x(x2+4)_;+ 2 +4 x(x? 4 4)
(A+ B)az? 4+ Cx 4+ 4A
x(x? +4)

alapjan A+ B=0,C =0,4A =1, azaz A = %, B = —All. Ezért

1 1 /1 1 2z
S U dr =
/x(a:'2+4) v 4/3: ‘ 8/x2+4 .

1 1
zzlnx—gln(x2+4)+c, haz>0. W

(2)

1 1 A Bx +C
/x3+1 v /(:U+1)(x2—x+l) v /<x+1+x2—x+l) .

1 1 2
r+1 2—zx+1
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Az mf_—‘fﬂ a 3. alaptipusnak megfelels tortfiiggvény. A primitiv fliggvénye:

/ T — 2 d 1/2x—1—3d
—_—ar = — — ar =
22 —x+1 2 ) 22—z +1

1/ 2 — 1 3/ 1
= o [ ——dr =
2) 22—z +1 2) (x-1)7 43

1 3 1 1
—§IH($2—Z‘+1>—§'§/—2 dr =
Z_l 1+|:\/§(x—1)2:|
1 3 20 —1
:§ln(x2—x+1)—2-§arctg x\/g +c=
11(2 +1)—V3 XLl € (—1,+00)
=—In(z* —x — V/3arc ¢ haze (—1,+00).
2 e
Ezért
2z —1

+c haze(—1,400). W

1 1
/ 3+1d:c:§1n(:v2—x+1)—\/§arctg
T

V3

1.2.7. Racionalis fiiggvények integralasara vezetd
helyettesitések

M22. (a) Legyen t = y/x. A helyettesits fiiggvény
r=1"=:g(t) (t>0).

Mivel ¢'(t) = 2t > 0, ha t > 0, ezért g szigortan monoton névekeds,
kovetkezésképpen a mésodik helyettesitési szabaly alkalmazhato:

1 1 1+t—-1
[ o= [y =2 [y -
1+ x 14t t=vz I+t t=yz

+f (- 5)

=2(t—In(1+1t)+c)

=@

=2vx —2In(1 +/2) +c,

t=vx
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1. A hatérozatlan integrél(primitiv fiiggvények)

haz>0. 1

(b) t =z, x>0,z =1t>=:g(t) (t >0)és ¢(t) = 2t (t > 0) miatt g
szigortian monoton novekeds. Igy

i 2 2 _ _
/x \/Ed 't :2/(t 1) (t+1)+2dt B
t=Vz

xTr =
T+ VT 24t t+1 =i

:2/[(t—1)—1+t+i1}dt

t2
:2[5—2t+21n(t+1)] +e

=@

t=va
=z —4y/z+4In(vz +1) +c, (x>0) M

(c) Tudjuk, hogy a
2x — 3
t:\/ - 3:\/2——
x x

helyettesités racionélis tortfliggvény integralédsara vezet. Ha z > %, akkor
nyilvan 0 < ¢ < v/2, ami azt jelenti, hogy az
3
= —— =:¢g(t te (0,V2
p= g =gl (L€ (0.V9)
helyettesits fiiggvényt alkalmazzuk. Mivel

gt) = (2_6—tt2)2 >0 (te(0,v2),

ezért g szigortian monoton novekedd, igy a hatarozatlan integralokra vonatkozo
mésodik helyettesitési szabalyunk valoban alkalmazhato:

/1 /2x—3d$_/2—t2 L6t
x T B 3 2—2)2 " |=yES

x

Mivel

/2;t2't'(Q_Gttz)th:/%dt:/(_H(\/E—tf(ﬁﬂ)) it —

4 1 1 V2 4+t
:—2t+—/( + >dt:—2t—|—\/§ln +c,
2v/2 V2—t 2+t V2 —t
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ezért
1 /22 —3 20 — 3 V2 vV2r —3 3
/—\/ ° da::—2\/x——|—\/§ln Ttver +c (x>
x x T V2 — /21 —3 2
M23. (a)
1 1 2 1
simnx T2 1+1 t=tg L t t=tg £ t=tg 3
zlntgg—i-c, ha 0<z < M
(b) .. W
(c)
1 1
/ - x:/ o e -
1+ sinx +cosx I+ tie  |=tes
2
:/ d =
L+ 242+ 112 |1z
1
= [ ——dt =(n(t+1)+c =
L4+t |i=tgz (In ) )tztgg
:ln(tgg—l—l)—l—c, ha z € (—%,W). [ |
(d) .. m
(e)
1+sinz 1+ 725 2 24+1+42t
- 142 p dt - 2 2
1—-cosz 1 -1 L+t t=tg I (1 +12) t=tg 3
1 1
- [L +2/—dt ~ (x
/t2 t=tg Z t(1+t2) t=tg 3 ( )
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1. A hatérozatlan integrél(primitiv fiiggvények)

Most az m tortet parciélis tortekre bontjuk:

1 _A+BH{[_M+Bﬂ+m+A
t1+1t2)  t 112 t(1+¢2)

alapjan C' =0, A =1, B = —1, tehat

1 1 t
t(1+22)  t 142

Ezért
1 1 t
SRRy
(*) ( t —l— / t ]_‘l‘tQ t:tg%
1 2
:(——+21nt—1n(1+t)+c) =
t t=tg 3
:—ﬁg%+2h{@§>—wn@+¢gg)+x n
M24. (a)

_1 1 1
—4 (—i 8 8 )ﬁ
/‘t R R

1 1
= (—lnt+§ln(t—2)+§1n(t+2)+c>

t=e®

t=e®

1
:—x+§1n(e2x—4)—|—c, ha z>In2. A
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1.2. Primitiv fiiggvények meghatarozasara vonatkozé médszerek
(b)
/‘&xd 26" + e 4 4ln(e” +2) + (z€R) W
r=—2e"+ —¢ n(e c x
er +2 2
(c)

/ﬂdx—/i-ldt —
e2r 4 4ev+3 ) 244t +3 t |jer

B (t+4) B
- / tt+1)(t+3) dt‘t:ex B

4 _3 1
— 3 2 6 dt —
/t+t+1+t+3 e
4 1
:gx——ln(ex+1)éln(ex+3)+c (reR) W
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2. A hatarozott integral

2.1. A hatarozott integral tulajdonsagai és kiszamitasa

r—2

1 1
M25. (a) —da::/ dx = arcsin —— +c,
Vb +dx — a2 V9 — (x —2)2 3
5 1 -2
/ —_— dz = [arcsinx ]2:arcsin1—arcsin02z. [ |
o Vb + 4w — 22 2
in(1 € sin(1
(b) SBL) o cos(ing) + o, /dezl_cosl. n
x 1 x
(c) Mivel

/mdx:/(x—z)l(x_l)dﬂf:/(x—iQ—xi1>dg;:

=In +¢, ha x> 2
I_
ezért .
1 r—214 2 1.4
—d:[l }:1——1—1 . m
/3x2—3x+2 R R | P R Rl
(d) Mivel
/ Ly / L e —arctg(r+2) 4+ ha R
———————dr= | ——————dx = arc
PSP TR xr = arctg (x ¢, ha z :
ezeért

V32 1 J V3-2
o= [arctg (v +2)] =
/_2 2+art+5 " Jorctes (x +2) )

= arctg\/g —arctg( = g |
(e) Parcialis integralassal

/ezsinxdx:wexqtc (x € R)
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adodik, ezért

0 2 2

o sinz — cosx o ™ sinwm—cosm . sin0—cos0
e’sinzdr =
0

_ e+l g
2

(f) Parcialis integralassal
/lnxdx:xlnx—x—i-c (x > 0)
adodik, ezért

/ Inzdr = [:clnx—x]e = (elne—e) — (11111—1) =1. N
1

1

(g) Elgszor az integrandus primitiv fiiggvényeit hatarozzuk meg. Alkalmaz-
zuk a

=V3z+1, 0<z<5 1<t<4

helyettesitést, azaz tekintsiik az

xr =

helyettesits fiiggvényt. A ¢ fliggvény szigortian monoton noévekeds az [1, 4]
intervallumon, derivalhat6 és ¢'(t) = 2t (t € [1,4]), ezért a hatarozatlan
integralokra vonatkozo masodik helyettesitési szabalyt alkalmazhatjuk:

2
tdt )
/2x+\/3x+ / 2—1)+t 3 }t:m

Mivel

1 2 2t 2t
/“—.—tdt_/Q—dt_/ dt =
st2—-1)+t 3 2t2 + 3t — 2 (2t — 1)(t+2)

_/[ tf1+tf2}dt:m:
2

4
:g/ ¢ /—dt In(2t = 1) + = In(t +2) + C,
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2. A hatarozott integral

ezért

dx 1 4
—  dz=-In(2vV3z+1—-1)+-In(V3z+1+2)+C.
/2x+\/3x+1 5 ( ) 5 ( )

A Newton—Leibniz-tétel alapjan tehéat

5 dx 1 5 Inll2
4 :—[1 W3z +1—1)+4In(V3 +1+2] _ .
/0 2$+m o 5 n( v ) n( v )0 5

(h) Elgszor az integrandus primitiv fiiggvényeit hatarozzuk meg. Most a
t=ver—1, 0<z<In2 0<t<l1
helyettesitéssel probdalkozunk, azaz vessziik az

r=Imn(1+t) =gt (0<t<1)

helyettesits fiiggvényt. A g fliggvény derivalhato és ¢'(t) = littg (t€[0,1]), ¢
tehét szigorian monoton novekeds. A hatarozatlan integralokra vonatkozo

masodik helyettesitési szabaly tehat alkalmazhato:

2t 1
\/ex—ldx:/t- dt :2/(1— )dt
/ 1+ =y 1+t t=yem—1
=2ve* — 1 —2arctgver — 14 C.

t=ve*—1

= <2t — 2arctg t)

A Newton—Leibniz-tétel alapjan tehéat

In2 In2

ver —ldx = [2\/6x—1—2arctg\/e$—1 :2—g.l
0

0



