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 AUTONUM  \* Arabic  Legyen aRb, ha  a, b((egy kerek asztal körül ülő emberek, legalább 3 ember( és b jobboldali szomszédja a-nak. Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, irreflexív, szimmetrikus, antiszimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus, tranzitív, trichotóm.

_______________________________________________________________

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	nem
	Van olyan ember, aki nem jobboldali szomszédja önmagának.

	irreflexív
	igen
	Senki se jobboldali szomszédja önmagának.

	szimmetrikus
	nem
	Ha a jobboldali szomszédja b-nek, akkor b nem jobboldali szomszédja a-nak.

	antiszimmetrikus
	igen
	a jobboldali szomszédja b-nek és 
b jobboldali szomszédja a-nak egyszerre nem teljesül.

	szigorúan antiszimmetrikus
	igen
	a jobboldali szomszédja b-nek és 
b jobboldali szomszédja a-nak egyszerre nem teljesül.

	tranzitív
	nem
	Ha a jobboldali szomszédja b-nek 
és b jobboldali szomszédja c-nek, akkor a nem jobboldali szomszédja c-nek.

	trichotóm
	nem
	
    a és c nincs relációban egymással


 AUTONUM  \* Arabic  Néhány könyvet (legalább hármat) egymásfölé helyeztünk. Legyen aRb, ha b könyv közvetlenül a felett van. Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, irreflexív, szimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus, tranzitív, trichotóm.

_______________________________________________________________

Megoldás:
	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	nem
	aRa nem áll fenn, mivel egyetlen könyv sincs önmaga felett.

	irreflexív
	igen
	aRa soha sem áll fenn .

	szimetrikus
	nem
	Ha a felett van b akkor b felett nincs az a könyv.

	szigorúan antiszimmetrikus
	igen
	Ha b az a felett van akkor a nem lehet b felett.

	tranzitív
	nem
	Ha b az a felett van közvetlenül és c a b felett van közvetlenül akkor c nincs közvetlenül a felett.

	trichotóm
	nem
	Válasszunk ki három egymásfeletti könyv közül a legalsót és legfelsőt. Ezek nincsenek relációban.


 AUTONUM  \* Arabic  Legyen A a sík összes egyeneseinek a halmaza.

a. Ekvivalencia reláció-e az A halmazon a párhuzamosság?

b. Melyek az ekvivalencia osztályok?
_______________________________________________________________

Megoldás:

a. igen, mert

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	Minden egyenes párhuzamos önmagával.

	szimmetrikus
	igen
	Ha a párhuzamos b-vel, akkor b is párhuzamos a-val.

	tranzitív
	igen
	Ha a párhuzamos b-vel és b párhuzamos c-vel, akkor a is párhuzamos c-vel.


b. Az ekvivalencia osztályok az egymással párhuzamos egyenesek halmazai.

 AUTONUM  \* Arabic  Legyen A a sík összes egyeneseinek a halmaza. Ekvivalencia reláció-e az A halmazon a merőlegesség?

_______________________________________________________________
Megoldás:

Nem, mert az alábbi válaszok között található nem.

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	nem
	Egyetlen egyenes sem merőleges önmagára.

	szimmetrikus
	igen
	Ha a (b  akkor b(a.

	tranzitív
	nem
	Ha b (a  és a(c akkor b (( c.


 AUTONUM  \* Arabic  Legyen H tetszőleges nem üres halmaz.
Legyen R= {(A, B)(A [image: image1.wmf]Í

H, B [image: image2.wmf]Í

H, A [image: image3.wmf]Í

B }.

a. Igazolja, hogy R részbenrendezés H részhalmazainak a halmazán.
Jelölés: A [image: image4.wmf]Í

H  A részhalmaza H-nak.

b. Változnak-e a tulajdonságok, ha a fenti relációban  [image: image5.wmf]Í

 helyett ( szerepel? (Vagyis valódi részhalmazról van szó.)

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	A(A minden A esetén.

	antiszimmetrikus
	igen
	Ha A(B és B(A akkor A=B tetszőleges A,B(H esetén.

	tranzitív
	igen
	Ha A(B és B(C akkor A(C tetszőleges A,B,C(H esetén.


a. Mivel reflexív, antiszimmetrikus és tranzitív, ezért részbenrendezés

b. Változik. Nem lesz reflexív a reláció, így nem lesz részbenrendezés. (Szigorúan antiszimmetrikus lesz és a tranzitív tulajdonság megmarad.)

 AUTONUM  \* Arabic  Legyen  mRn   ha m(n és m,n(N.
Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, irreflexív, szimmetrikus, antiszimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus, tranzitív, trichotóm.

_______________________________________________________________

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	Minden szám osztója önmagának.

	irreflexív
	nem
	Van olyan szám, ami osztója önmagának. Például: 35(35.

	szimmetrikus
	nem
	Ellenpélda: 3(6 de  6(3 nem teljesül .

	antiszimmetrikus
	igen
	Ha a(b és b(a akkor (a(=(b(. Tehát most a = b.

	szigorúan antiszimmetrikus
	nem
	Például: a = b = 3
3(3 és 3(3 teljesülhet egyszerre.

	tranzitív
	igen
	Ha a(b és b(c akkor a(c
tetszőleges a,b,c(N esetén.

	trichotóm
	nem
	Ellenpélda: ha a =2 b =5 akkor 
2(5 , 5(2 , 5=2 egyike sem teljesül.


7. Definiáljuk a relációt az alábbiak szerint (x,y)R(a,b)  ha x,y,a,b(R  és  (a(=(x( , (b(=(y(, ahol (x( x egészrészét jelöli. Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, irreflexív, szimmetrikus, antiszimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus, tranzitív, trichotóm.

Megoldás:
	reflexív
	igen
	(a,b)R(a,b), mivel (a(=(a( és (b(=(b( tetszőleges a,b(R esetén.

	irreflexív
	nem
	(35,35)R(35,35), mert (35(=(35(,  (35(=(35(.

	szimmetrikus
	igen
	Ha (a,b)R(c,d) akkor (c,d)R(a,b). Ha (a(=(c( és (b(=(d( akkor (c(=(a( és (d(=(b( tetszőleges (a,b), (c,d)(RxR esetén

	antiszimmetrikus
	nem
	(3,2 ; 5)R(3,1 ; 5,2) és (3,1 ; 5,2)R(3,2;5) de (3,2;5) ( (3,1;5,2).

	szigorúan antiszimmetrikus
	nem
	(3,2 ; 5)R(3,1 ; 5,2) és (3,1 ; 5,2)R(3,2;5).

	tranzitív
	igen
	Ha (a,b)R(c,d) és (c,d)R(e,f) azaz
ha (a(=(c( , (b(=(d( és (c(=(e( és (d(=(f( akkor (a(=(e( és (b(=(f(
tetszőleges (a,b), (c,d), (e,f)( RxR esetén.

	trichotóm
	nem
	Ellenpélda:(3,2;7) és (1;6);
(3,2;7)R(1;6); (1;6)R(3,2;7); 
(3,2;7) = (1;6) egyike sem teljesül.


8. Az Z(Z halmazon definiáljuk az Rm relációt a következőképpen:
(a,b)(Rm(m (a–b (ahol m tetszőleges, rögzített m(N és m >1). Mutassuk meg, hogy ez ekvivalencia reláció!

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	m|a-a=0  tetszőleges a(N esetén

	szimmetrikus
	igen
	Ha m|a-b akkor m|b-a tetszőleges a,b(N esetén.

	tranzitív
	igen
	Ha m(a-b és m(b-c akkor m(a-b+b-c=a-c
tetszőleges a,b,c(N esetén.


9. Legyen aRb, ha a2+b2=1 ahol a,b(R. Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, szimmetrikus, antiszimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus.

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	nem
	32+32(1

	szimmetrikus
	igen
	Ha a2+b2=1 akkor  b2+a2=1 minden a,b(R esetén.

	antiszimmetrikus
	nem
	02+12=1 és 12+02=1 de 1(0.

	szigorúan antiszimmetrikus
	nem
	02+12=1 és 12+02=1.


10. Legyen aRb, ha arg(a) = arg(b) ahol a,b komplex számok. arg(a) pedig legyen a komplex szám főirányszöge, vagyis  3600 (forgásszög(00 . Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, irreflexív, szimmetrikus, antiszimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus, tranzitív, trichotóm.

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	arg(z)=arg(z) minden z(C.

	irreflexív
	nem
	arg(z)=arg(z) minden z(C.

	szimmetrikus
	igen
	Ha arg(z1)=arg(z1) akkor arg(z2)=arg(z1)  minden z1,z2(C esetén.

	antiszimmetrikus
	nem
	arg(2+4i)=arg(6+12i), de 2+4i(6+12i.

	szigorúan antiszimmetrikus
	nem
	arg(2+4i)=arg(6+12i).

	tranzitív
	igen
	Ha arg(z1)=arg(z2) és arg(z2)=arg(z3), akkor arg(z1)=arg(z3)  minden z1, z2, z3(C.

	trichotóm
	nem
	arg(3)(arg(i), 
arg (i)( arg (3), i(3.


11. Legyen A sík összes sokszögének halmaza. Definiáljuk a relációt az alábbiak szerint: aRb   ha a és b egybevágóak. Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, irreflexív, szimmetrikus, antiszimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus, tranzitív, trichotóm.

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	Minden sokszög egybevágó önmagával.

	irreflexív
	nem
	Minden sokszög  egybevágó önmagával.

	szimmetrikus
	igen
	Ha egy a sokszög egybevágó  b sokszöggel, akkor b sokszög is egybevágó a-val.

	tranzitív
	igen
	Ha a sokszög egybevágó b-vel és b egybevágó c-vel akkor a is egybevágó c-vel.


12. Véges halmazokon értelmezzük az alábbi relációt : ARB  ha  n(A)=n(B), vagyis A és B véges halmazoknak ugyanannyi eleme van. Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, irreflexív, szimmetrikus, antiszimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus, tranzitív, trichotóm.

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	n(A)=n(A) minden A esetén.

	irreflexív
	nem
	n(A)=n(A) minden A esetén.

	szimmetrikus
	igen
	Ha n(A)=n(B) akkor n(B)=n(A) minden A, B esetén.

	antiszimmetrikus
	nem
	n((3,5()=n((2,4(),  de (3,5(((2,4(

	szigorúan antiszimmetrikus
	nem
	n((3,5()=n((2,4().

	tranzitív
	igen
	Ha n(A)=n(B) és n(B)=n(C), akkor

n(A) = n(C)  minden A,B,C esetén.

	trichotóm
	nem
	n((1,3,5()(n((2,4()  n((2,4()(n((1,3,5()

(1,3,5(((2,4(


13. Legyen S=(k ( k>1, k(Z(. Definiáljuk az R relációt az alábbiak szerint: m R n  (  lnko(m,n) > 1 m, n ( S. Vizsgáljuk meg, hogy az adott relációra teljesülnek-e az alábbi tulajdonságok: reflexív, irreflexív, szimmetrikus, antiszimmetrikus, szigorúan antiszimmetrikus, tranzitív, trichotóm.

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	lnko(a,a)=a  >1 ha a(S.

	irreflexív
	nem
	lnko(a,a)=a  >1 ha a(S.

	szimmetrikus
	igen
	Ha lnko(a,b)=c  >1, akkor lnko(b,a)=c  >1

minden  a,b(S.

	antiszimmetrikus
	nem
	lnko(2,6)=2 >1 és lnko(6,2)=2 >1

és 2(6.

	szigorúan antiszimmetrikus
	nem
	lnko(2,6)=2 >1 és lnko(6,2)=2 >1.

	tranzitív
	nem
	lnko(2,20)=2 >1 és lnko(20,5)=5 >1, de

lnko(2,5)=1.

	trichotóm
	nem
	lnko(3,5)=1 és lnko(5,3)=1.


14.  Mutassa meg, hogy R akkor és csak akkor ekvivalencia reláció A-n, ha R reflexív, és minden A-beli a, b és c elemre aRb és aRc(bRc.

Megoldás:

I. Tegyük fel, hogy R ekvivalencia reláció. Ekkor aRb, aRc   ből a szimmetria miatt bRa, aRc. Felhasználva a tranzitivitást: bRc.

II.Tegyük fel, hogy aRb. A reflexivitás miatt  aRa is teljesül. Ebből a két feltételből, a megadott tulajdonság miatt bRa. Tehát szimmetrikus. Ha aRb, bRc  akkor a szimmetrikus tulajdonság miatt bRa, bRc.

Az utóbbi két feltételből a megadott tulajdonság szerint  aRc is teljesül. Ezzel a tranzitivitást is megmutattuk.

15.  Bizonyítsa be, hogy minden reláció, amely egyszerre szimmetrikus és antiszimmetrikus, egyúttal tranzitív is.

Megoldás:

Legyen

S: aRb SYMBOL 174 \f "Symbol" bRa,      A: aRb és bRa SYMBOL 174 \f "Symbol" a=b       T: aRb, bRc SYMBOL 174 \f "Symbol" aRc

[image: image6.wmf]aRc
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tehát tranzitív.

16.  Legyen R

(A(A) tranzitív és reflexív reláció. Igazolja, hogy  RoR=R.

Megoldás:

a. Ha a(R

R)b akkor létezik c(A, melyre aRc és  cRb. Így a tranzitivitás miatt  aRb.

b. Legyen  aRb és a reflexivitás miatt bRb. Ebből  a(R

R)b.

Beláttuk tehát, hogy a(R

R)b pontosan akkor áll fenn, amikor aRb fennáll.


17.  G csoportnak egy részcsoportja H. Definiáljuk az R relációt az alábbiak szerint

xRy,    ha    x-1y (H,   x, y ( G esetén. Vizsgálja meg, hogy ekvivalencia reláció-e.
Megjegyzés: lásd a Csoportelmélet fejezetet.

Megoldás:

	
	Válasz
	Indoklás

	reflexív
	igen
	xRx minden  x( G esetén,

mivel x-1x = e  (H
e ugyanaz G és H-ra.

	szimmetrikus
	igen
	Ha  xRy, akkor yRx minden x,y(G esetén,

vagyis x-1y  (H akkor y-1x  (H.
Ugyanis x,y ( G esetén

ha x-1y  (H akkor az inverze

(x-1y)-1 = y-1(x-1)-1=y-1x    (H.

	tranzitív
	igen
	Ha  xRy és yRz akkor  xRz
minden  x,y,z(G esetén.

Ugyanis  ha x-1y  (H és  y-1z  (H
akkor x-1z  (H minden  x,y ( G,

mivel ( x-1y)( y-1z ) = x-1(yy-1)z=

=x-1z (H.


Tehát ekvivalencia reláció, mert reflexív, szimmetrikus és tranzitív is.

18.  Legyen  h: X(Y,  R pedig az Y halmazon értelmezett ekvivalencia reláció. S legyen az a reláció, melyet X-n értelmezünk az alábbiak szerint: minden  a,b (X  esetén  aSb akkor és csak akkor ha  h(a)R h(b). Vizsgáljuk meg, hogy S ekvivalencia reláció-e az X halmazon.

Megoldás:

S ekvivalencia reláció, mert reflexív, szimmetrikus és tranzitív is. Reflexív, mivel h(x)Rh(x) és így xSx minden x esetén. Szimmetrikus is. Legyen ugyanis x,y (X és xSy. Ekkor h(x)Rh(y) és R ekvivalencia reláció, tehát szimmetrikus is. Vagyis h(y)Rh(x), ezért ySx. S tranzitív is. Legyen x,y,z(X valamint xSy és ySz. Így h(x)Rh(y) és h(y)Rh(z). Mivel R ekvivalencia reláció, ezért tranzitív: h(x)Rh(z). Tehát xSz is fennáll.

19.  Legyen  R=((a,a),(a,b),(a,c)( az   (a,b,c(halmazon értelmezett reláció:

Minimum hány elemmel kell kiegészíteni R halmazt, hogy az

a. reflexív

b. szimmetrikus legyen?

Megoldás:

a. Két elemmel: (b,b) és (c,c).

b. Két elemmel: (b,a) és (c,a).
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