Golelosztasok

Bevezetés

Tekintslik a kovetkez6 problémat. Adott n db futballcsapat, mindannyian javaslatot tesznek, hogy
Osszesen hany goélt akarnak rugni, illetve kapni. A feladatunk egy olyan bajnoksag szervezése,
amelyben mindenkinek teljesiil a kivansaga. Elsé 1épésként tekintsiik azt a valtozatot, amikor a
feladat megoldhatd, ekkor el&allitunk egy megoldast, a kés6bbiekben azonban arra keressiik a
valaszt, hogy a nem megoldhatd feladatokra hogyan tudunk olyan kvazimegolddst adni, amelyben
csak egyetlen csapat kivansdga séril a lehetd legkisebb mértékben.

Legyen n = 2 egész, a, b tetsz6leges nemnegativ egészek. A T,, (a, b) n-pontu irdnyitott grafot

(a, b)-versenynek nevezzilk, ha minden csucsa kozott legalabb a és legfeljebb b irdnyitott él vezet.
Ha a kivezetd éleket azonositjuk a "nyert" pontokkal, akkor a v; csucs kivezetd éleinek szamat, azaz
kifokat d;, a befokat [; jel6lje. Ekkor a D = (d4, d;, ..., d,,) vektort a verseny pontvektoranak, az

L = (l,1, ..., 1,)) vektort pedig a vesztévektoranak nevezzik.

1. Tétel (Hakimi) Legyen n > 2 egész, és legyen D = (dq, d>, ...,d,), L = (I, 15, ..., 1)) két
nemnegativ egészeket tartalmazo vektor, melyek elemei ugy rendezettek, hogy

di+1; <diy1+ 1l (i=1,..,n—1). Akkor és csak akkor van olyan (0, 0)-verseny, amelynek
pontvektora D, veszt6vektora pedig L, ha

n n
2 di = Z li
i=1 i=1

valamint

n—1
Zdi+li —d, +1,
i=1
(2)

Megjegyzés A fenti tételt atfogalmazhatjuk nem rendezett vektorokra is, ekkor a (2) feltétel helyett
azt koveteljik meg, hogy

n
Z d; + I, — max(d; +1,) = max(d; +1,)
i=1

Jelentse a tovabbiakban M azt az indexet, amelyre dy; + ,;: = max;(d; +1;). lgy tehat

1

n
=1

2

(3)



Az (1) és (3) feltételeknek eleget tevd D, L vektorokat realizalhaténak nevezzik (Hakimi).

A feladatunk a kovetkez6kben az lesz, hogy elGallitsuk egy adott pont- és vesztévektorhoz tartozé
versenyt.

Konstrukcio

Adott tehat egy n = 2 pozitiv egész, valamint D, L n elemU pont- és veszt6vektorok. Az alapgondolat
az, hogy ha egy matrix (i, j) eleme azt jelenti,hogy az i csapat hany pontot szerzett a j csapat elleni
mérkézésen, akkor (j, i) éppen annyi, ahdny pontot vesztett ellene ugyanazon a meccsen. igy ha a
matrix elemeit 0sszeadjuk az i sorban, akkor éppen a pontvektor i elemét kapjuk, mig az i oszlopban
Osszeadva az elemeket a veszt6vektor megfelelé eleméhez jutunk. Az eredeti feladat tehat felirhatd
ugy, hogy keressik azt az

a e QArp

n X n-es matrixot, amelyre teljesul

aij = d] (] = 1,2, n)
=1

o~

A feltételezésiink az, hogy nem tejesiilnek a fentiek, és ezért bevezetiink egy sorhiba- és oszlophiba
vektort, amelyek az eltérést mutatjak. Az egyenletek tehat

n
& + 2 aij = di (l =1,2, n)
j=1

(4)

(5)

Ha a feladat teljesithetd, akkor a célunk az, hogy ||| + ||6]] — min, ahol ||. || jelentse valamely
szokasos, vektortér felett értelmezett normat®. Mi a tovabbiakban l; normaban gondolkodunk, azaz
vektorok elemeinek abszolutérték 6sszegét kivanjuk minimalizalni. Abban az esetben, ha a probléma
megoldhatd, akkor ||&]| + [|6]] = O teljesithetd. A tovabbiakban algoritmust adunk az A matrix

! Kulénbdz6 normakkal részben kiilénbéz6 feladatok oldhatok meg, hogy csak a legszokvanyosabbakat
emlitslik: az 1-es norma csak a felhalmozott hibat kivanja minimalizalni; az euklideszi normaval kedvezébb az az
eset, amikor tobb csapatnal jelentkezik kevesebb hiba, mint ha egynél az 6sszes; maximum normanal az a
legjobb eshet6ség, ha az 6sszes hibat a lehet6 legegyenletesebben osztjuk el a lehets legtdbb csapat kozott.



konstrukcidjara, ami természetes mdédon azonosithatd a keresett versenyhez tartozé szomszédsagi
matrixszal.

Az MGrow algoritmus

A verseny létrehozasat tehat visszavezettliik egy matrix megkonstrualasanak problémajara. Induljunk
ki a (4), (5) egyenletekbdl! Legyen kezdetben A az n X n-es nullmatrix, ekkor ¢; = d; , 6; = [; minden
i = 1..n esetén. A célunk tehat ||| és ||§]| minimalizélasa. Az alapétlet az, hogy € és & vektor
egyszerre csokkenthetd rendre az i és j pozicidkban, ha pozitivak, valamint i # j, hiszen ez a széban
forgd csapat sajat maga ellen jatszott meccsét jelentené, ezt viszont nem engedjik meg. Ekkor ha a
matrix (i, j) poziciéban lévs elemét eggyel noveljiik, akkor ¢; és §; eggyel csdkkenthetd, Ugy hogy
tovabbra is fennall (4), (5)! Sok stratégia létezhet a megfelel6 elemek kivalasztasara, mi egy
sorfolytonos elhelyezést mutatunk a Growing algoritmusban.

Growing(n, €, 5)
fori=1.ndo
forj=1.ndo
ifeg>0and g >0andi +# j
ai=a; +1, =¢-1, §=5§—1

A fenti algoritmus egy lefutas alkalmaval egy sorban legfeljebb n-1 elemet helyez el a fenti
kritériumok betartasaval, igy természetes médon csokkentve € és § vektorokat. Ujra és Gjra
lefuttatva a Growing-ot mindaddig csokkenthet6k a hibak, amig a hibavektorok kiléonb6z8 i # j
pozicidiban van pozitiv elem. Végiil két helyzet allhat el

1) Minden elemet el tudtunk helyezni a matrixban, azaz € és é nullvektorok, ekkor
készen vagyunk.

2) A hibavektorok mar csak egyetlen i = j pozicidéban tartalmaznak nemnulla elemet, ezért
a Growing algoritmust nem tud tovabb csékkenteni. Mivel az elGallt helyzet azzal oldédna
meg, hogy nem megengedett médon a matrix atléjaban helyeznénk el elemet, a
tovabbiakban ezt a problémat diagondlis hibanak fogjuk nevezni.

A kérdés tehat az, hogy mit tudunk kezdeni a diagonalis hibaval. Az alabbiakban mutatunk egy
madszert, amivel a diagonalis hiba eggyel csokkenthetd. Tegyiik fel, hogy a a hibavektorok mar csak
az i-edik pozicidban tartalmaznak nemnulla elemet. Ekkor vegyiink két indexet, pl. k # i,l # i. Ha
a;, , a; elemeket megndveljiik, akkor g; és §; csokken, cserébe viszont &, és g 0-rol 1-re vélt. Ha
most valasztunk tovabbi két megfelel§ s # t indexet, akkor ay, és a;; csdkkentésével az elébb
elrontott §, és &; helyreall, de megjelenik az &, , §; helyeken a 0 helyett az 1. Mivel s # t, az ay;
elemet megndvelhetjik, igy eltlintetve az el6bb keletkezett hibat. Vegylk észre, hogy a fenti
transzformacidk végrehajtasaval a diagonalis hiba eggyel csokken, anélkil hogy mashol hibat
okoznank! Tekintsik at tehat mégegyszer, hogy mi kell ahhoz, hogy végrehajthassuk a diagonalis
hibat csokkenté transzformaciot!
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£¢=1, (Sk:O 81—1, 6f-:1
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& =0, 60, =0

A fentiekkel bebizonyitottuk a kdvetkez6 lemmat.

1. Lemma. Legyen a (4), (5) egyenletekkel adott rendszerben € és & vektorok egyetlen nemnulla
eleme az i pozicidban. Ha léteznek olyan k, I, s, te[1..n] indexek, hogy k # i,k # s,l # i,l # t,
s # t, valamint ag, a;; > 0, akkor a diagonalis hiba 1-gyel csékkenthetd.

Az 1. lemma altal megfogalmazott vizsgalatot az 6sszes lehetséges elemre elvégzi a DecDiagErr
algoritmus, és ha taldlt megfelel6 indexeket, akkor csdkkenti a diagonalis hibat.



DecDiagErr(n,&,6)
s=1, k=1, failed =true
while not jumpoff and failed
failed = false
whileay, <0ors=kori=kdo
if s<nthen
s=s+1
else
s=1, k=k+1
if k >nthen
jumpoff = true
break
1=1, t=1
whilea; <0ort=lori=lort=sdo
if l<nthen
l=1+1
else
l=1, t=t+1, failed = true
if t >nthen
t=Lk=k+1
break
Qp =ag +1, ay =a; +1
sk = Qs =1 ap =a; — 1
ase = agse +1
g=¢g-1, 6,=6;—-1

A moddszer kritikus pontja az, hogy taldlunk-e megfelel6 pozicidban |évé szigorian pozitiv elempart. A
DecDiagErr algoritmus keres egy pozitiv elemet, majd ehhez probal taladlni egy megfelel6 part, az 1.
lemmaban megfogalmazott kritériumok betartasaval. Ha egy elemhez nem talal megfelel6 part, az
még nem jelenti azt, hogy egy masik elemhez sem taldlhat, ekkor a failed értéke igaz, és a
vizsgalatot Ujrakezdjiik a kdvetkezd pozitiv elem keresésével. Ha a failed hamis, akkor talaltunk
elempart. Ha végigvizsgdlva a matrix 6sszes elemét sem taldlunk megfelel6 part, akkor a jumpof f
valtozd igazra allitdsa mellett befejezziik a futast, ellenkez6 esetben csokkentjiik a diagondlis hibat.
Az algoritmus mohdsaga és naivitdsa miatt elég lassu, a problémaval kapcsolatos tovabbi
észrevételeket az utdlagos megjegyzésekben targyaljuk.

Az eddig attekintett két algoritmus egymasutdnja megoldhatja tehdat a problémat. Azt kell még
tisztdznunk, hogy mikor melyik részt kell alkalmazni. Kezdésképpen a Growing algoritmust kell
futtatnunk, majd ha az € és § vektorok nemnulla elemeinek szama egyardnt 1, akkor diagonalis
hibank van, tehat at kell véltanunk a DecDiagErr algoritmusra. Akkor hagyjuk abba
transzformaldst, amikor a hibavektorok nullvektorok, vagy akkor, ha valami hibat taldlunk, ami
eredhet abbdl, hogy nem tudjuk kitranszformalni a diagondlis hibat, vagy abbdl, hogy a
diagondlis hiba nem szimmetrikus, tehat mar az egyik hibavektorunk mar nullvektor, a mésik
még nem az. A fentiek figyelembevételével elkészithetjik az MGrow algoritmust. NZ(x) jelentse
az x vektor nemnulla elemeinek szamat.



MGrow(n,D, L)
A=0, e=D, 6=1L
diagerr = false, jumpoff = false
while ||¢|| + ||5]| # 0 and not jumpoff do
if NZ(¢) = NZ(5) = 1 then
diagerr = true
if NZ(e)NZ(8)=0
jumpoff = true
if not diagerr then
Growing(n, ¢, §)
else
DecDiagErr(n, ¢, )

Az MGrow algoritmus jé

A tovabbiakban azt szeretnénk megmutatni, hogy az MGrow algoritmus megoldja a kit(izott
feladatot, tehat terminal, és minden olyan esetben amikor a feladat megoldhato, a kiugrasi
feltétel nem valik igazzd (jumpoff), azaz egy helyes megoldast allit el6. Ehhez fel fogjuk
hasznalni az 1. Tétel (Hakimi) feltételeit.

2.Tétel. Haazn > 2,D = (dy, ..., d,), L = (I, ..., 1,) nemnegativ egészeket tartalmazé vektorok,
melyekre teljesilnek az (1), (3) feltételek, akkor az MGrow algoritmus az (n,D,L) inputra egy
megengedett megoldast allit elS.

Bizonyitas Az el6z6ekben lattuk, hogy a Growingalgoritmus addig cs6kkenti a hibavektorokat,
mig vagy megoldja a feladatot, vagy diagonalis hibat hoz létre. Tobabba adtunk egy elégséges
feltételt arra, hogy a diagonalis hiba cs6kkenthetd legyen. Ahhoz, hogy belassuk, hogy az MGrow
megoldja a megoldhaté feladatot, ahhoz két dolgot kell megmutatnunk:

i) a Growingalgoritmus lefutdsa utan a hibavektorokban megmaradt elemek egyenlék
ii) a diagonalis hiba 0-ra csékkenthetd

Tegyliik fel, hogy i) nem teljesil. Ekkor tehdt a Growinglefutdsa utdn a hibavektorokban egyetlen
k poziciéban maradt csak egy-egy elem, és ezek nem egyenlGk. Jelélje a Growinglefutdsa utdn
elallt hibavektorokat &, &:

£=6=0 (i=1..n i#k)

-

&,6, >0, § #6,

A Growing csak ugy csokkentheti valamely ¢;-t ha valamely §; -t is csokkenti, ebbdl viszont az
kovetkezik, ha a matrixba helyeztink mar N elemet, akkor



n

n
zgi_gk:N:zéi_Sk
i=1

i=1
Ekkor viszont &, # &), miatt

n

5

n
i=1 i=1

8

ami azt jelenti, hogy (1) nem teljesil. Hasonléan belathatjuk forditva is az allitast. Ha feltesszk,
hogy (1) nem teljesil, akkor tehat valamely t # 0 egészre

n n
t +Z€i = 251
i=1 i=1

Ha a Growingalgoritmus N 1épésben ledll, és diagondlis hibat okoz, akkor
t+N+& =N+56,
igy t nemnulla volta miatt kapjuk a bizonyitandé allitast.

A fentiekben azt lattuk be, hogy az (1) allitds nem teljesiilése ekvivalens azzal, hogy a Growing
algoritmus termindlasakor a sor- és oszlophiba vektorokban maradt elemek nem egyenl6k. Ez
azt jelenti, hogy minden olyan nem megoldhaté feladat, amely (1)-et teljesiti és (3)-t nem,
valamint a megoldhaté feladatok mind olyanok, hogy az i) allitast teljesitik.

Az ii) allitas belatdsdhoz azt mutatjuk meg, hogy az 1. Lemma feltételei teljesednek. Feltesszik,
hogy a Growingalgoritmus lefutott, és diagondlis hibat okozott a k-adik poziciéban.
Bizonyitanunk kell, hogy van legaldbb egy olyan pozitiv elempar, hogy az 1. nem a k-adik sorbdl,
a 2. pedig nem a k-adik oszlopbdl vald, tovabba az 1. oszlopa nem egyezik meg a 2. soraval!
Tekintsik a kdvetkezé halmazokat!

n

N1=Z€i—€k

i=1

n
Nz = z6l - 6k
i=1

Az 1. elemet az N; halmazbdl kell kivalasztanunk, a 2. elemet az N,-bél.

Tegyiik fel, hogy M # k. Ekkor M definicidjabal kovetkezik, hogy
Vi = 1,...,Tl i+ k: €M+6M 2€i+6i

Viszont, ha példaul k-ra egyenl&ség teljesil, az (3) miatt n > 3 esetén csak gy lehet, ha az
Osszes tobbi eleme mindkét vektornak nulla.

3
A E[Lon] e+ =y +0y 2 &=06=0 (i+kM)

A feladatnak ekkor csak ugy létezik megoldasa, ha



Ek:5k:£M:6M

Vegylk észre, hogy ekkor viszont nem kapunk diagondlis hibat, mivel a Growingalgoritmus 0-ig
tudja csékkenteni a hibavektorokat!

Ha viszont az egyenl&ség nem teljesilhet, akkor a kévetkez6 teljesiil
Ek + 5k < Eym + 6M

amibdl

n n

n
N1+N2:Zgi_gk+z5i_6k22(8i+6i)_8k_6k2

i=1 i=1 i=1
= Z(SM + SM) - (Sk +6k) > Em + 6M

Azt 1attuk be tehat, hogy elhagyva a matrixbdl a k-adik sort és oszlopot, még mindig tébb gél van
bent, mint &y, + &, ebbél viszont az is kovetkezik, hogy az nem fordulhat el6, hogy az 6sszes
elem egy sorban és oszlopban van, hiszen ha lenne ilyen m index, akkor erre g,, + &,, > €y +

0y = max; (g + 6;) adédna, ami nyilvdnvaléan lehetetlen. Kell tehat lennie legaldbb két olyan
elemnek a matrixban, ami teljesiti az 1. Lemma feltételeit. R&addsul nem hasznaltunk fel semmit
abbdl, hogy hogyan transzformalédott a matrix a Growingalgoritmus alatt, kovetkezésképpen ha
egy diagonalis hibat kitranszformalunk, és megvaltozik a matrix, a fenti bizonyitas ugyanilyen
alaku lesz, igy a diagonalis hiba, nagysagatol fuggetlendl nullaig csékkenthetd.

Vizsgaljuk meg azt a lehet&séget, amikor M = k, azaz a diagonalis hiba a maximadlis poziciéban
jelentkezik. Ekkor nem adhatunk szigoru becslést

n
N1+N2 =Z(€i+6i)—€M—6M =
i=1

Viszont a fentiekben egyszer mar alkalmazott gondolatmenetet kévetve,ha feltessziik, hogy
minden elem a megmaradt matrixban ugyanolyan index(i sorban és oszlopban vannak, akkor az
feltételezi egy olyan m index( jatékos jelenlétét, amelyre ¢, + 6,, = €y + Oy, az el6z6ekben
lattuk, hogy ekkor az 6sszes tobbi jatékos 0 golt rug és kap, és csak a trivialis esetben
megoldhaté. Ekkor viszont a Growing mar megoldotta volna a problémat, tehat feltehetjik, hogy
nincs még egy maximalis gélszdmu jatékos, azaz az €); + &y, szamdu pont legalabb két jatékos
kozott oszlik el. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a diagonalis hibat csékkenté elemek
kivalasztasakor létezik két kiilonb6zd6 sorban és oszlopban 1évé pozitiv elem.

Itt is megjegyezhetjik, hogy nem tettliink emlitést a matrix struktirdjdra, tehdt ez barmely
atrendezésre igaz, azaz végrehajtva a diagonadlis hibat csokkentd eljarast, az mégegyszer
végrehajthaté. Ez a tulajdonsag nem fiigg a matrix elemeinek eloszlasatdl tehat, kizdrélag annak
a kovetkezménye, hogy az elemek teljesitik a (3) feltételt, valamint annak, hogy a Growing
algoritmus hogyan 4éllitja el6 a diagonalis hibat.



Megjegyzés Felhivnank mégegyszer a figyelmet arra, hogy az i) bizonyitdsahoz elég
feltenniink (1)-et, hasonléan ii) bizonyitdsdhoz 6nmagdban elegendé (3).

Koévetkezmény Egy olyan nem megoldhat6 feladatra, amelyre (1) nem teljesdl, (3) viszont igen,
a diagonalis hibat csékkent6 eljards addig tud csékkenteni, mig az egyik hibavektor nullvektorrd
nem valik. Ekkor a masik hibavektorban maradt tobblet mar nem csékkenthetd, és nem lett
volna az semmilyen mas elrendezés esetén sem (ld. i) bizonyitasa). Tehat azokra a feladatokra,
melyekre (3) teljesil, (1) pedig nem, az MGrow algoritmus optimadlis megoldast ad. Az optimalis
alatt azt értjik, hogy semmilyen mads algoritmussal sem lehetett volna olyan (realizalhatd)
bajnosagot szervezni, amelyre az 6sszes csapat altal feleslegesen rugott és kapott gélok szama
ennél kisebb.

A tovébbiakban az kerdl vizsgalédasunk kézéppontjaba, hogyan javithaté meg a minimalis
valtoztatassal egy olyan pont- és vesztévektor, amelyekre (1) (3) nem teljesdl.

Legjobb kozelités kis mértékd hibakra

Tekintstka D = dy, ...,d, , L =, ..., |, nem realizdlhaté pont- és vesztévektorokat. Ezekre
tehat nem teljesil az (1) és/vagy (3) feltétel, tehat azt irhatjuk, hogy

n n
2 di = Z li + F
i=1 i=1

(6)
n
Zdi+li=dM+lM—G
i#1
i#=M
()

ahol F tetszbleges, G nemnegativ egész. Szeretnénk megtaldlni azokat a D', L vektorokKat,
amelyek realizdlhatok, valamint

E(D,L):=ID=D'|l; +|IL— Ll

hibafiiggvény minimalis, abban az értelemben, hogy nem léteznek olyan D", L’ vektorok,
melyekre igaz (1) és (3), valamint E(D",L")<ED,L).

Allitsunk tehat el a D’, L'vektorokat a D, L vektorokbdl azzal a minimalis véltoztatdssal, amellyel
(6), (7) helyrején, azaz D', L' vektorok eleget tesznek az (1), (3) allitasoknak! A (7)
megjavitdsdhoz csak a dy, I, elemek csokkentése szikséges, tovabba a (6) megjavitasahoz is
haszndlhatjuk azt a stratégidt, hogy - F el6jelétdl fuggben - csokkentjik D vagy L vektor valamely
elemét. Nyilvanvalo, hogy a legkisebb bajt akkor okozzuk, ha a dy,, [}, elemeket csékkentjik,
madskiléonben elronthatjuk (3)-at! Ezért természetes otletnek tiinik, hogy csak dy, [}, elemeket



valtoztatjuk, ez viszont megszoritasokat tesz szlikségessé az F, G értékeire vonatkozoéan. A
tovabbiakban megkédveteljik, hogy

max{]F|,G + 1) < mini{d,,, L)
®

L

)

A megszoritasokrol, azok szikségességérol, gyengithetségérdl, elhagyhatésagarol
észrevételeket az utdlagos megjegyzésekben tesziink.

Legyen F > 0, és

dy =dy —F

Ly = ly

ezt beirva (6)-ba

3

n n n
Zdi= d +F = l;+F=Zli+F
1 i=1

i=1 i=1 i=
ebbdl pedig
n n
d, = Z L
i=1 i=1

tehat D', L (1)-et teljesiti. Tovabba (7) miatt

n
2d§+l; >dy+ly,—G+F (F=0)
i=1
i#=M
Kaptunk tehat F > G > 0 esetén egy olyan helyettesitést, amely eleget tesz (1), (3)-nak.
Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor |F| > G > 0 és F < 0. Ekkor legyen

S
S
S

valamint

n
Zd;+z;zd,’v,+z}w—c+|F| (IF| =G
i=1

i=M



A helyettesitéstink megvan tehdt |F| = G > 0 esetre!
Tekintsik mosta G > |F| = 0 esetet! EKkor pl. F > 0 esetén

Iy = ly — Go

ahol

|15

Es az el6z6ek alapjan felirhatdk a javitott egyenletek
n n n n
Zdi =Zd§+F+Go :Zl;+F+G0 :Zli-l_F
i=1 i=1 i=1 i=1

n
Zd;+122d}v,+l}w—c+260+F (G > F)
(=1
il;tM

hiszen G, definiciéja miatt 2G, legaldbb G, legfeljebb G + 1. A fentiekbdl mdar analég médon
kovetkezik, hogy G > F és F < 0 esetén a

dy = dy — Gy
Iy =1ly —|F| =G

helyettesités is kielégiti a (1), (3) Osszefliggéseket, a teljesség kedvéért
n n n n
Zdi =Zd;+00 =Zl;+60 =Zli—|F|
i=1 i=1 i=1 i=1

n
Zd§+l§ >dy + U, —G+2Gy+|F|  (G>|F]
i=1
il;bM

Az el6z6ekben egy olyan mddszert adtunk, amely D', L' vektorokat allit el§ a D, L vektorokbdl,
amelyekre

F ha|F| =G
E(D,L)={G, ha |F| < G ésG, paros
G+1, ha |F| < G és G, paratlan

(10)



Eszrevételeinket a RecoverScores algoritmus 6sszegzi.

RecoverScores(D, L)

M = argmax(D + L)

F = sum(D) — sum(L)

G =2(dy +1ly)—sum(D+1L)

if F>0
dy =dy —F
elseif F <0
ly=1ly+F
ifG>F

F|-G
6o =[]
dy =dy —Go

lM:lM_GO

A RecoverScores algoritmus tehat egy olyan transzformaciét hajt végre a D, L vektorokon,
amellyel mar teljesitik az (1), (3) feltételeket, valamint a hibajuk (10). A kévetkezGkben
megmutatjuk, hogy ez a transzformacié minimalis.

3. Tétel Tegyik fel, hogy D, L pont- és vesztévektorok, amelyekre fennall (6), (7), az ott definialt
F, G konstansok pedig a kielégitik a (8), (9) feltételeket. Ekkor ha D', L’ vektorokat a
RecoverScores algoritmussal kaptuk a D, L vektorokbdl, akkor nem léteznek D" ,L" realizadlhaté
vektorok, amelyekre E(D',L') > E(D",L").

Bizonyitas A bizonyitas alapgondolatdul az az észrevétel szolgal, hogy barmely realizalhaté
rendszer atvihets egy tetszéleges masik realizalhaté rendszerbe véges sok elemcserével
(Ellenkez6 esetben azt mondhatnank szemléletesen, hogy ha kapunk egy grafot, egy radirt, és
egy ceruzat, és az a feladatunk, hogy atrajzoljuk a grafot egy ugyanolyan csuscszamu tetszéleges
graffa, akkor azt nem tudnank megtenni...). Emiatt feltehetjik, hogy D", L" vektorokat egy-egy
g6l hozzavételével, vagy torlésével kapjuk D', L' vektorokbol. Ha ugyanis egy tetszéleges elempar
transzformacidjara sem csokken az Ujonnan kapott vektorok hibaja, akkor véges sokra sem fog.
Tovabbaa D, L' vektorok realizalhatok, azaz teljesitik (1)-et, ebbél viszont az kévetkezik, hogy
ha egy golt hozzavesziink D -héz, akkor egyet L'-héz is hozza kell venniink, ha az egyikbél
torlink, akkor a mdsikbdl is kell, csak igy maradhat érvényben (1). Tegyik fel tehdt, hogy
valamely j, k indexekre

A RecoverScores algoritmus csak a dy,, [, elemeket csokkenti, ezért

n n
Z d; = Z d,
i=1 i=1

i=M i=M



amibdl viszont az kovetkezik, hogy

n
> ldi = dil + 1~ 1] =0
i=1

i#=M

(11)
tehat

E(D',L) = |dy — dy| + Ly — Lyl
(12)

Harom esetre valasztjuk szét a problémat:
Dj#+M, k+M

11)-bél kovetkezik, hogy barmely j, k # M esetén d; = d, I, = ;.. Ebbél pedig kovetkezik,
J J k
hogy

ld;—d | =1, |l =1|=1

tehat

n
D ldi—d 141 -1 =2
=1
i#M
mivel azonban d}.,, = d}\',, és l}l,, = l}\',,
E(D,L)Y+2=EMD", L")
2)j+#M, k=M (vagy j=M, k+ M)
Ekkor az 1) pontban leirtak alapjan azt mondhatjuk, hogy

4 —d']=1

miatt,valamint figyelembe véve, hogy l,’\'/, legfeljebb egyet javithat a hiban
E(D,LY<ED",L")

A feladat nyilvanvalé szimmetridja miatt kovetkezik a forditott eset is.

3)j=M k=M

Ebben az esetben azt kell felismerniink, hogy a RecoverScores algoritmus konstrukciéjabol
kovetkezik, hogy

dy =dy, Ly =1y



Ez viszont azt jelenti, hogy a d,T,, , l}\’,, elemek csak ugy csokkenthetik a hibat, ha

dy > dy, Ly >y
Feltehetjik tehat, hogy

dy =dy +1
Ly =1y +1

Ekkor (10) és (7) szerint

n
Zd;+l; = dy + 1y —H
i=1
i#+M
teljesil, ahol
H={F,G,G+1)

Ekkor viszont barmelyik esetben

n n
Zd;’ +1 =Zd;+l; <dy+ly+2-H
i=1 i=1
=M i#M
Tehat D", L" megsérti (3)-at..
n

Azt 1attuk be tehdt, hogy a RecoverScores algoritmus olyan realizalhaté D', L' vektorokat &llit el6
(6-9) fennallasa esetén, amelyeknél nincs jobb realizalhato kozelitése D, L vektoroknak.

Osszegzés

A fentiekben a célkitlizésben megfogalmazott problémanak megadtuk egy matrixalgebrai
modelljét, ebben definidltunk egy algoritmust, amely vagy megoldja a feladatot, vagy egy
ugynevezett diagondlis hibdhoz vezet, amelynek kitranszformalasahoz elégségesek a Hakimi
tétel feltevései. Ebbdl arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az MGrow algoritmus megoldja a
feladatot, amennyiben az megoldhaté. A feladat nem megoldhatéséaga esetén pedig bizonyos
megszoritdsok mellett tudtunk adni egy mddszert, amely a pont- és veszt&vektort olyan
vektorokkd alakitja, amelyekre az esetiinkben megfogalmazott hiba minimalis. Szemléletesen ez
a legkevesebb gol, amelyet el kell venniink 1 csapattdl ahhoz, hogy a feladat megoldhaté legyen,
ha tehdt az MGrow algoritmussal a transzformalt vektorokra adott megoldasvektorokban
visszaadjuk ezeknek a csapatoknak az elvett gélokat, akkor a feladat legjobb kozelitését kapjuk a
bevezetésben megfogalmazott szemlélet alapjan.



Utélagos megjegyzések

1) A RecoverScoreslinearis idében elvégezhetd, a Growingalgoritmus futasideje 0(n?), amely
jénak mondhaté, a DecDiagErralgoritmusé viszont O(n*), mivel végig kell vizsgalnia az dsszes
lehetséges elempart. A DecDiagErralgoritmus gyorsitdsdra azért nem fektettiink nagyobb
hangsulyt, mert egyrészt elsé kozelitésben a feladat megoldasa volt a célkit(izés, masrészt a
kisérleti tapasztalatok alapjan a DecDiagFErrvagy nem fut le, mert a Growing énmagéban
megoldja a problémat, vagy lefut, de ekkor csak kevésszer, és ekkor is, ha az dllapottér
elegendGen nagy, és a vektorok "kiegyensulyozottak" akkor atlagosan konstans idében talalhaté
pozitiv elempar. Felmeril azonban annak a lehet&sége, hogy az idébonyolultsdg egy részét
tarbonyolultsdgra terhelve mar a Growing futdsa kozben regisztraljuk a diagonalis hiba
csokkentésére alkalmas elempdrokat, ez tovabbi vizsgalddas targyat képezheti.

2) A RecoverScoresvégrehajtasdhoz azért van sziikség a (8) feltételre, hogy nehogy nagyobb
értéket vonjunk le a dy, Iy egyikébdl, hogy az negativva valjon. Nyilvdnvaldan ez a feltétel
gyengithet6, ha kiilon kezeljik azt a két esetet, amikor F negativ, vagy pozitiv. A (9) feltételre
pedig azt mondja ki, hogy az az érték, amit levonunk, nem lehet akkora, hogy az nagyobb legyen,
mint a legnagyobb elempar és a masodik legnagyobb kiilonbsége. Ugyanis ha ezt megengednénk,
akkor el6fordulhatna, hogy megvaltozik a legnagyobb elempar indexe, és ezzel megsértjik a (3)-
at. Ez a feltétel is gyengithet6. ha megvizsgaljuk, hogy mennyit lehet levonni ugy, hogy a masodik
legnagyobb elempar is teljesitse (3)-at. A feltételek elhagyhatésaga csak az algoritmus
modositasokkal valhat lehetségessé. Tovabbi meggondolasok azonban feltehetSleg lehetségessé
teszik vagy az effajta feltételek teljes elhagyasat, vagy a fentiekben leirtaknal nagyobb mérték(i
csokkentését.

Irodalomjegyzék



