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1. A determinisztikus ütemezésalapfogalmai
1.1. BevezetésA termelés különböz® területein gyakran jelentkezik a következ® feladat: adott mun-kákat kell elvégezni adott eszközök felhasználásával, adott korlátozó feltételek be-tartása mellett, adott értelemben optimumra törekedve. Az ilyen típusú feladatokjelent®sége a nagy érték¶ termel®eszközök, bonyolult termelési folyamatok terjedé-sével együtt n®. Ezen feladatkör kutatása nagy lendületet kapott a számítógépekelterjedésével, mivel a gyors m¶veletvégzési lehet®ség kiszélesítette a reális id® alattmegoldható feladatok körét.A témakör fontosságát mutatja, hogy az összegy¶lt ismeretek egy része üteme-zés elmélet (s
heduling theory) néven a számítástudomány önálló ágává fejl®dött. Azoperá
iós rendszerekkel kap
solatos, tipikus ütemezési feladat: kötegelt programfel-dolgozás esetén az adott perifériákat adott ideig használó, egymástól független pro-gramokból álló köteg minimális id® alatt való futtatása adott kon�gurá
iójú számí-tógépen. Másik tipikus feladat egymáshoz adott módon kap
solódó alprogramokbólálló program futtatása egypro
esszoros számítógépen vagy több pro
esszort tartal-mazó hálózatban.Ebben a jegyzetben az elvégzend® munkákat (például lefuttatandó programokat)taszkoknak vagy feladatoknak1, a rendelkezésre álló eszközöket (például pro
esszo-rokat, perifériákat) er®forrásoknak fogjuk nevezni.Ha a feladatok és er®források jellemz® adatai rögzített (rendszerint el®re ismert)értékek, akkor determinisztikus ütemezésr®l beszélünk. A nemdeterminisztikus üte-mezésben gyakori, hogy a nem rögzített paraméterek eloszlásfüggvényeikkel adottak.Ilyenkor a feladatok végrehajtását jellemz® mennyiség várható értékének optimali-zálása a tipikus 
él.Ebben a jegyzetben 
sak a determinisztikus ütemezéssel foglalkozunk. El®szörösszefoglaljuk az alapfogalmakat, alapvet® ismereteket (1. fejezet), majd a legegy-1Az angol nyelv¶ szakirodalom a task szót használja.3



4 1. A DETERMINISZTIKUS ÜTEMEZÉS ALAPFOGALMAIszer¶bb egypro
esszoros eredményeket ismertetjük (2. fejezet). Ezután a maximálisbefejezési id® és az átlagos befejezési id® optimalizálásával foglalkozunk (3. fejezet).Külön részben foglalkozunk a különböz® ütemezési algoritmusok összehasonlításával(4. fejezet).1.2. Ütemezési problémaA π = (ρ, τ, µ) ütemezési probléma egy hármas, melynek elemei a ρ er®forrásrend-szer, a τ taszkrendszer és a µ teljesítménymérték.1.2.1. Er®forrásrendszerA taszkok egy részének végrehajtásához egyféle er®forrás elegend®. Ezeket az er®-forrásokat pro
esszoroknak nevezzük: m-mel jelöljük a pro
esszorok számát, P =
{P1, . . . , Pm}-mel pedig a pro
esszorok halmazát, illetve az egyes pro
esszorokat.Ha a Pi és Pj ∈ P pro
esszorokon végrehajtható feladatok halmazai különböz®ek,akkor azt mondjuk, hogy Pi és Pj különböz® pro
esszorok. Ha két pro
esszoronugyanazok a taszkok hajthatók végre, de a végrehajtási id®k nem minden taszkraazonosak, akkor különböz® sebesség¶ pro
esszorokról beszélünk. Ha két pro
esszoronugyanazok a taszkok hajthatók végre, és a végrehajtási id®k is megegyeznek, akkora pro
esszorok azonosak.Általános esetben a pro
esszorokon kívül további, úgynevezett kiegészít® er®for-rásokra is szükség van. Ezek típusainak számát jelöljük s-sel, a típusok halmazát,illetve az egyes típusokat R = {R1, . . . , Rs}-sel, továbbá jelölje az r = (r1, . . . , rs)vektor az egyes kiegészít® er®forrás típusokból rendelkezésre álló mennyiségeket.A ρ = (P,R, r) rendezett hármast nevezzük er®forrásrendszernek.1.2.2. TaszkrendszerA taszkok legfontosabb tulajdonságai rendszerint leírhatók a következ® jelöléseksegítségével. Adott ρ = (P,R, r) er®forrásrendszerre vonatkozó taszkrendszer egy
τ = (T, <, [tij], [rik],b, d,p) hetes, ahol1.

T = {T1, . . . , Tn} a végrehajtandó taszkok halmaza,2.
< egy a T halmazon értelmezett tranzitív, irre�exív, aszimmetrikus bináris re-lá
ió (< ⊆ T ×T).Ha Ti, Tj ∈ T, akkor Ti < Tj azt jelenti, hogy Ti végrehajtását be kell fejezni,miel®tt Tj végrehajtását elkezdenénk. Ilyenkor azt mondjuk, hogy Ti megel®zi
Tj-t. <-t a taszkrendszer megel®zési relá
iójának hívjuk.



1.2. ÜTEMEZÉSI PROBLÉMA 5Ha sem Ti < Tj , sem Tj < Ti nem teljesül, akkor azt mondjuk, hogy Ti és Tjfüggetlenek egymástól. Ha egy adott id®pontban minden olyan Tk feladatot vég-rehajtottunk, amelyre Tk < Ti, és a Ti végrehajtásához szükséges er®forrásokrendelkezésre állnak, akkor Ti az adott id®pontban végrehajtható (végrehaj-tása megkezdhet®). A megel®zési relá
ió gyakran el®forduló példái: lán
, fa ésfüggetlen taszkok.3.
[tij] a végrehajtási id®k mátrixa: tij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) azt az id®tjelenti, amely alatt Ti végrehajtható Pj-n. Annak szokásos jelölése, hogy Tinem hajtható végre Pj-n: tij = ∞. Általában feltesszük, hogy a mátrix min-den eleme pozitív (a taszkok végrehajtásához minden pro
esszoron id®re vanszükség), és a mátrix minden sorában van véges érték (minden taszk leg-alább egy pro
esszoron végrehajtható). Ha a pro
esszorok azonosak, akkor
ti1 = ti2 = · · · = tim (i = 1, 2, . . . , n). Ilyenkor Ti végrehajtási idejét egy-szer¶en ti-vel jelöljük (és végrehajtási id®k [tij ] mátrixa helyett végrehajtásiid®k t vektora szerepel τ -ban).4.
[rik] a kiegészít® er®forrásokra vonatkozó igények mátrixa: rik (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
k ≤ s) azt adja meg, hogy a Ti taszk végrehajtásához az Rk er®forrástípus-ból hány egységre van szükség (a végrehajtás egész id®tartamára). Általábanfeltesszük, hogy rik ≤ rk (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ s) teljesül, azaz a taszkok er®for-rásigénye kielégíthet®. Ha s = 0, akkor ezzel a mátrixszal nem kell foglalkozni.5.
b = (b1, . . . , bn) a belépési id®pontok vektora: bi jelenti azt az id®pontot, amelyel®tt Ti végrehajtása nem kezdhet® el.6.
d = (d1, . . . , dn) a határid®k vektora: di jelenti azt az id®pontot, ameddig a
Ti taszk végrehajtását be kell fejezni. A határid®k lehetnek szigorúak, illetveajánlottak. Szigorú határid® esetén 
sak a taszkok olyan végrehajtása fogadhatóel, amely biztosítja a határid®k betartását, míg az ajánlott határid®k túllépésemegengedett (bár a túllépésnek hátrányos következményei lehetnek).7.
p = (p1, . . . , pn) a súlyok vektora: pi a Ti taszk fontosságát jellemzi (a teljesít-ménymértékek értékén keresztül befolyásolja a taszkok végrehajtását).1.2.3. TeljesítménymértékekA taszkok jellemz®it két 
soportba oszthatjuk: az egyik 
soportba tartozók (mint

bi, di, pi, tij , rik) az ütemezés elkészítésekor ismert, állandó értékek � a másik 
so-portba tartozók pedig az ütemezés elkészítése során kapják meg az értéküket (attól



6 1. A DETERMINISZTIKUS ÜTEMEZÉS ALAPFOGALMAIfügg az értékük, hogy milyen ütemezést választunk):Az ütemezést S-sel jelölve vezessük be a következ® jelöléseket:
si(S) a Ti taszk kezdési id®pontja
fi(S) a Ti taszk befejezési id®pontja
wi(S) = si(S) − bi a Ti taszk várakozási ideje
ni(S) = fi(S) − di a Ti taszk pontatlansága
li(S) = max(ni(S), 0) a Ti taszk késéseEzen ütemezést®l függ® taszkjellemz®k segítségével fogjuk megadni a µ = {Fmax,

Fmin, Fav, Wmax, Wmin, Wav, Nmax, Nmin, Nav, Lmax, Lmin, Lav, Emax, Emin, Eav,
Amax, Amin, Aav} teljesítménymértékeket (amelyek az ütemezést jellemzik). Ponto-sabban 
sak F..., W..., N... és L... származik közülük a fenti taszkjellemz®kb®l, E... és
A... pedig rendre az E(S, t) = |{Ti : fi(S) > t}| (S ütemezés mellett a t id®pontbanbefejezetlen taszkok száma), illetve az A(S, t) =

∑

1≤i≤n, fi(S)>t pi (S ütemezés mel-lett a t id®pontban befejezetlen taszkok súlyainak összege) jellemz®kb®l származnak.A teljesítménymértékek indexe azt jelöli, hogy maximális, minimális avagy sú-lyozott átlagos jellemz®r®l van-e szó (a taszkjellemz®k közül a maximális, minimális,illetve súlyokkal számolt átlagos érték). Tehát például Fmax a maximális befejezésiid®, Fmin a minimális befejezési id®, Fav pedig a súlyozott átlagos befejezési id®.(Hasonlóan W... a várakozási id®, N... a pontatlanság, L... pedig a késés taszkonkéntvett maximuma, minimuma, illetve súlyozott átlaga.) Az E... és A... jellemz®k ter-mészetszer¶leg nem taszkonként vett maximumot, minimumot, illetve átlagot adnakmeg, hanem id® szerintit, ahogy az az alábbi összefoglaló táblázatban látható:
Fmax(S) = max

1≤i≤n
fi(S) Fmin(S) = min

1≤i≤n
fi(S) Fav(S) =

1

n

n∑

i=1

pifi(S)

Wmax(S) = max
1≤i≤n

wi(S) Wmin(S) = min
1≤i≤n

wi(S) Wav(S) =
1

n

n∑

i=1

piwi(S)

Nmax(S) = max
1≤i≤n

ni(S) Nmin(S) = min
1≤i≤n

ni(S) Nav(S) =
1

n

n∑

i=1

pini(S)

Lmax(S) = max
1≤i≤n

li(S) Lmin(S) = min
1≤i≤n

li(S) Lav(S) =
1

n

n∑

i=1

pili(S)

Emax(S) = max
0≤t≤Fmax(S)

E(S, t) Emin(S) = min
0≤t≤Fmax(S)

E(S, t) Eav(S) =
1

Fmax(S)

Fmax(S)∫

0

E(S, t) dt

Amax(S) = max
0≤t≤Fmax(S)

A(S, t) Amin(S) = min
0≤t≤Fmax(S)

A(S, t) Aav(S) =
1

Fmax(S)

Fmax(S)∫

0

A(S, t) dtMegjegyzés:1. Emax(S) = E(S, 0) = n,
Amax(S) = A(S, 0) =

∑n

i=1 pi,



1.2. ÜTEMEZÉSI PROBLÉMA 72. Emin(S) = E(S, Fmax(S)) = 0,
Amin(S) = A(S, Fmax(S)) = 0,3. Eav(S) = 1

Fmax(S)

∑n

i=1 fi(S) (lásd 1.1. ábra),
Aav(S) = 1

Fmax(S)

∑n

i=1 pifi(S) (lásd 1.2. ábra).
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1.1. ábra. ∫ Fmax(S)

0
E(S, t) dt kiszámítása
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1.2. ábra. ∫ Fmax(S)

0
A(S, t) dt kiszámítása



2. Egypro
esszoros eredmények
2.1. BevezetésEbben a fejezetben viszonylag egyszer¶ ütemezési problémákat vizsgálunk, melyek-ben egyetlen mohó és oszthatatlan pro
esszor van (m = 1), kiegészít® er®forrás nin
s(s = 0), a feladatok függetlenek (< üres), és a taszkok végrehajtása nem szakíthatómeg. A taszkokhoz ajánlott határid®k tartoznak, listát nem alkalmazunk.A vizsgált ütemezési problémák közös formalizált leírása ezért a következ® alakraegyszer¶södik: π = (ρ, τ, µ), ρ = (P), P = {P1}, τ = (T, t, d,p), T = (T1, . . . , Tn),
t = (t1, . . . , tn), d = (d1, . . . , dn), p = (p1, . . . , pn). Továbbá � mivel egyetlen mohóés oszthatatlan pro
esszor van, és 
sak megszakítás nélküli algoritmusok jöhetnekszóba, ezért � az ütemezés a taszkok egy permutá
iójának kiválasztását jelenti.Ezen feltevések mellett a minimális várakozási id® a taszkok végrehajtási sor-rendjét®l függetlenül nulla (Wmin(S) = 0, ∀S-re). Ugyan
sak a sorrendt®l függetlena maximális befejezési id®: Fmax(S) =

∑n

i=1 ti mind az n! permutá
ióra.
Fmin akkor és 
sak akkor lesz minimális, ha a taszkok végrehajtását a legkisebbvégrehajtási idej¶ taszkkal kezdjük, míg Fmin maximális értéke a legnagyobb végre-hajtási idej¶ taszkkal való kezdés esetén érhet® el.A maximális várakozási id® az utoljára végrehajtott taszk jó megválasztásávalbefolyásolható: a végrehajtást a legkisebb végrehajtási idej¶ taszkkal befejezve Wmaxmaximális lesz, míg a legnagyobb végrehajtási idej¶ taszkkal befejezve minimálislesz.Jelölések. A továbbiakban az �a taszkokat a βi szerint növekv® sorrendben hajtjukvégre� kifejezés helyett a �βiր� jelölést, az �akkor és 
sak akkor, ha� kifejezés helyettpedig a �⇔� jelölést is használjuk. Értelemszer¶ jelentéssel a �βiց�, �⇒� és �⇐�jelöléseket is alkalmazzuk. Az adott ütemezés szerint j.-ként végrehajtott feladatindexét pedig ij-vel (j = 1, . . . , n) jelöljük. Végül a �µ maximális� és �µ minimális�rövidítésére a �µ↑�, illetve �µ↓� jelölések szolgálnak.Ezekkel a jelölésekkel például az Fmin-re vonatkozó állítások röviden így írhatókfel: Fmin↓⇔ ti1 = min

1≤i≤n
ti, illetve Fmin↑⇔ ti1 = max

1≤i≤n
ti.8



2.2. ÁTLAGOS JELLEMZ�K 9A következ® három alfejezetben néhány átlagos, maximális, illetve minimális jel-lemz® széls®értékeinek elérését biztosító feltételt adunk meg.2.2. Átlagos jellemz®kAz átlagos súlyozott befejezési id®, várakozási id® és pontatlanság széls®értékei a ti
piszerint rendezett permutá
iókhoz tartoznak.2.1. tétel. Fav Nav és Wav akkor és 
sak akkor lesz minimális (maximális), ha ataszkokat tij

pij

szerint növekv® (
sökken®) sorrendben hajtjuk végre.Ennek az állításnak tömör írásmódja:
Fav, Nav, Wav ↓⇔

tij
pij

ր, és Fav, Nav, Wav ↑⇔
tij
pij

ց .Bizonyítás. a) Mivel a feladatoknak 
sak véges sok (n!) ütemezése van, ezek közöttkell lennie optimálisnak.b) Megmutatjuk, hogy Fav 
sak akkor lehet minimális, ha a taszkokat a tij
pij

szerintnövekv® sorrendben hajtjuk végre.Tegyük fel, hogy van olyan S ütemezés, azaz a taszkoknak olyan Ti1 , . . . , Tinpermutá
iója, amelyre Fav(S) minimális, de ugyanakkor van olyan k (1 ≤ k ≤
n − 1) index, amelyre(2.1) tik

pik

>
tik+1

pik+1

.Vizsgáljuk most meg a Tik és Tik+1
taszkok sorrendjének fel
serélésével S-b®lel®állítható S ′ ütemezést, és a hozzá tartozó Fav(S

′) átlagos befejezési id®t.
Fav új értéke két ok miatt különbözik a régit®l: Tik befejezési id®pontja a 
seremiatt tik+1

-gyel n®tt, míg Tik+1
befejezési id®pontja tik -val 
sökkent. Ezért(2.2) Fav(S

′) =
1

n

(
piktik+1

− pik+1
tik
)

+
1

n

n∑

i=1

pifi(S)

︸ ︷︷ ︸

Fav(S)

.(2.1) átrendezésével azt kapjuk, hogy piktik+1
< pik+1

tik , amib®l (2.2) alapján
Fav(S

′) < Fav(S) következik. Mivel ez ellentmond annak, hogy Fav(S) minimális,ezért 
sak ti
pi
szerint növekv® sorrendhez tartozhat minimális Fav.



10 2. EGYPROCESSZOROS EREDMÉNYEK
) A szükségesség után most a vizsgált feltétel elégségességét is belátjuk. A bizonyí-tás b) része szerint tehát az egyik � jó� (növekv®) permutá
ió adja az optimumot.Ha a ti
pi
hányados két taszkra nézve azonos, akkor (2.1) és (2.2) alapján sorrend-
seréjük Fav értékét nem befolyásolja, tehát valamennyi � jó� sorrend minimális

Fav értékre vezet.Ezzel a tétel Favre vonatkozó részét bebizonyítottuk.d) Az átlagos súlyozott várakozási id® és pontatlanság de�ní
iója alapján(2.3) Wav(S) =
1

n

n∑

i=1

piwi(S) =
1

n

n∑

i=1

pi (fi(S) − ti)
︸ ︷︷ ︸

si(S)

= Fav(S) −
1

n

n∑

i=1

piti,(2.4) Nav(S) =
1

n

n∑

i=1

pini(S) =
1

n

n∑

i=1

pi (fi(S) − di) = Fav(S) −
1

n

n∑

i=1

pidi.(2.3) és (2.4) szerint Wav illetve Nav 
sak egy additív konstanssal különböznek
Fav-t®l, tehát akkor és 
sak akkor lesznek minimálisak, ha Fav is az.e) Az eddigiekben megadtuk annak szükséges és elégséges feltételét, hogy a vizsgáltteljesítménymértékek értékei minimálisak legyenek. Ha a b), 
) és d) részben a�minimális� helyett �maximális�, �növekv®� helyett �
sökken®�, �<� helyett �>� és�>� helyett �<� szerepel, akkor a maximális értékhez tartozó bizonyítást kapjuk.Most megmutatjuk, hogy a 2.1. tételhez hasonló állítás teljesül Eav és Aav értékéreis. Láttuk, hogy(2.5) Eav(S) =

1

Fmax(S)

n∑

i=1

fi(S).Mivel Fmax(S) értéke állandó, így (a 2.5) egyenl®ségb®l és a 2.1. tételb®l követke-zik, hogy Eav akkor és 
sak akkor minimális, ha a taszkokat ti növekv® sorrendjé-ben ütemezzük (ugyanis Fav(S) = 1
n

∑n

i=1 fi(S), így pi = 1, (i = 1, . . . , n) esetén
Eav(S) = 1

Fmax(S)
nFav(S), amib®l következik, hogy Eav ↓⇔ Fav ↓, vagyis Eav ↓⇔ tiր.Hasonló gondolatmenet alkalmazható Aav esetén is: Láttuk, hogy(2.6) Aav(S) =

1

Fmax(S)

n∑

i=1

pifi(S).Ezt felhasználva Aav = 1
Fmax(S)

nFav(S), amib®l � mivel Fmax(S) konstans � követ-kezik, hogy Aav ↓⇔ Fav ↓, vagyis Aav ↓⇔ tiր.Természetesen ugyanígy Eav és Aav maximumára is levezethetjük a szükséges éselégséges feltételt.



2.3. MAXIMÁLIS JELLEMZ�K 112.3. Maximális jellemz®kA maximális késés és a maximális pontatlanság minimalizálásához elégséges feltételtbiztosít a következ® állítás.2.2. tétel. Ha a taszkokat a dij ajánlott határid®k növekv® sorrendjében ütemez-zük, akkor az Nmax maximális pontatlanság és az Lmax maximális késés minimálislesz.Bizonyítás. a) Mivel a taszkoknak 
sak véges sok permutá
iója van, ezért biztosanvan optimális ütemezés.b) El®ször a maximális pontatlanságra vonatkozó részt látjuk be. Tegyük fel, hogyvan olyan S ütemezés, azaz a taszkoknak olyan Ti1 , . . . , Tin permutá
iója, melyre
Nmax(S) minimális, de ugyanakkor van olyan j index (1 ≤ j ≤ n − 1), melyre(2.7) dij > dij+1

.Ekkor a Tij és Tij+1
taszkok pontatlanságai:(2.8) nij (S) = fij(S) − dij , nij+1

(S) = fij+1
(S) − dij+1

= fij (S) + tij+1
− dij+1

.Innen (2.7) és tij+1
> 0 �gyelembevételével nij+1

< nij , és így Nmax(S) =
max
1≤k≤n

nik ≥ nij+1
.Cseréljük fel az S ütemezésben a Tij és Tij+1

taszkok sorrendjét, és az így kapottúj ütemezést jelöljük S ′-vel. A továbbiakban az S ′-höz tartozó jellemz®k jelétvessz®vel, az S-hez tartozók jelét pedig vessz® nélkül használjuk. Az új üteme-zéssel a pontatlanságok:(2.9) n′
ij

= f ′
ij
−dij = fij +tij+1

−dij , n′
ij+1

= f ′
ij+1

−dij+1
= fij + tij+1
︸ ︷︷ ︸

fij+1

−tij−dij+1
.Figyeljük meg, hogy n′

ij
< nij+1

és n′
ij+1

< nij+1
, ezért Nmax(S

′) ≤ Nmax(S), teháta 
serét®l az Nmax értéke nem n®tt.Véges sok hasonló 
serével elérhet®, hogy a feladatok határid®k szerint növekv®sorrendjéhez jussunk. Ha akár egyetlen 
serével a korábbinál kisebb pontatlansá-got kapunk, akkor az ellentmondás állításunk helyességét bizonyítja. Ha minden
sere után változatlan marad a maximális pontatlanság, akkor is igaz, hogy azígy megadott algoritmus minimalizálja Nmax-ot.
) Hasonlóképpen láthatjuk be, hogy a határid®k szerint növekv® sorrend esetén
Lmax minimális lesz. Itt is igaz, hogy 
sak véges sok ütemezés van.



12 2. EGYPROCESSZOROS EREDMÉNYEKIsmét tegyük fel, hogy van olyan Ti1 , . . . , Tin permutá
ió, melyre Lmax minimális,és ugyanakkor van olyan j index, melyre (2.7) fennáll. Cseréljük fel a Tij és Tij+1taszkokat. A 
sere el®tti ütemezést jelöljük S-sel, a 
sere utánit S ′-vel. Ekkor a
sere el®tti késések:(2.10) lij = max(0, fij − dij ), lij+1
= max(0, fij + tij+1

− dij+1
.Mivel most (2.7) és tij+1

> 0 alapján lij+1
≥ lij , ezért Lmax(S) = max

1≤i≤n
li ≥ lij+1

.Az új késések értéke:(2.11) l′ij = max(0, fij + tij+1
− dij), lij+1

= max(0, fij + tij+1
− tij − dij+1

).Mivel most l′ij < lij+1
és l′ij+1

< lij+1
, ezért Lmax(S

′) ≤ Lmax(S).Véges sok hasonló 
serével a határid®k szerint növekv® taszk sorrendet kapunk.Akár volt olyan 
sere, amely után a maximális késés 
sökkent, akár minden 
se-rénél változatlan maradt Lmax értéke, mindkét esetben igaz, hogy a tétel Lmaxravonatkozó részét is bizonyítottuk.Tekintsük most azokat a T1, T2 és T3 feladatokat, melyekre d1 = 1, d2 = 2, d3 = 3,a végrehajtási id®k pedig t1 = t2 = t3 = 10. Ezeket a taszkokat a határid®k növekv®sorrendjében végrehajtva Nmax(S) = Lmax(S) = max(9, 18, 27) = 27, míg az el®z®t®leltér® T2, T1, T3 sorrend esetén ugyan
sak Nmax(S) = Lmax(S) = max(8, 19, 27) =
27. A példából látható, hogy � a 2.1. tételben tapasztaltakkal ellentétben � mégkülönböz® jellemz®k (itt: határid®k) esetén sem egyértelm¶ az optimális sorrend.A teljesség kedvéért vizsgáljuk meg annak feltételét is, hogy Nmax illetve Lmaxmaximális legyen. A maximális pontatlanság akkor és 
sak akkor lesz maximális,ha utoljára a legkisebb határidej¶ taszkot hajtjuk végre. Lmax maximalizálásakorkét esetet kell megkülönböztetnünk: ha a legkisebb határid® sem kisebb, mint avégrehajtási id®k összege, akkor Lmax(S) = 0 mind az n! lehetséges ütemezésre.Ha viszont van a végrehajtási id®k összegénél kisebb határid®, akkor a szükséges éselégséges feltétel din = min

1≤i≤n
di lesz.2.4. Minimális jellemz®kA minimális pontatlanság és a minimális késés minimalizálásához jó elvnek t¶nheta tartalékid®k (spi = di − ti) alapján való ütemezés. Némiképp meglep® ezért akövetkez® állítás.2.3. tétel. Ha a taszkokat a tartalékid®k növekv® sorrendjében ütemezzük, akkoraz Nmin minimális pontatlanság és az Lmin minimális késés maximális lesz.



2.4. MINIMÁLIS JELLEMZ�K 13Bizonyítás. a) Mivel a taszkoknak 
sak véges sok permutá
iója van, az optimálismegoldás létezik.b) Megmutatjuk, hogy a tartalékid®k növekv® sorrendje esetén Nmin maximális lesz.Tegyük fel, hogy van olyan S ütemezés, azaz a taszkoknak olyan Ti1 , . . . , Tinsorrendje, amelyre Nmin maximális, de ugyanakkor van olyan j index (1 ≤ j ≤
n − 1), amelyre(2.12) spij(S) > spij+1

(S).Cseréljük fel az S ütemezésben a Tij és a Tij+1
taszkokat (így kapjuk az S ′ üte-mezést). A fel
serélt taszkok eredeti pontatlanságai:(2.13)

nij = fij−dij = fij−tij−spij , nij+1
= fij+1

−dij+1
= fij +tij+1

−dij+1
= fij−spij+1

.Innen (2.12) és tij > 0 �gyelembevételével nij < nij+1
, és így Nmin = min

1≤i≤n
ni ≤

nij . A 
sere utáni pontatlanságok:(2.14)
n′

ij
= f ′

ij
− dij = fij + tij+1

− dij = fij + tij+1
− tij − spij = nij + tij+1

,

n′
ij+1

= f ′
ij+1

− dij+1
= fij + tij+1
︸ ︷︷ ︸

fij+1

−tij − dij+1
= fij − tij − spij+1

.Mivel n′
ij

> nij és n′
ij+1

> nij , így Nmin(S
′) ≥ Nmin(S). Tehát a 
serét®l aminimális pontatlanság értéke nem 
sökkent, így � S optimalitása miatt �ugyanakkora maradt.Véges sok 
serével elérhet®, hogy a taszkoknak a tartalékid®k szerint növekv®sorrendjéhez jussunk. Tehát a tartalékid®k növekv® sorrendjében való ütemezésmaximalizálja Nmin-t.
) Hasonló módon látjuk be, hogy a növekv® tartalékid®k szerinti ütemezés esetén

Lmin maximális. Tegyük fel, hogy van olyan S optimális permutá
ió és ahhozolyan j (1 ≤ j ≤ n − 1) index, melyre (2.12) fennáll. Ekkor(2.15)
lij = max(0, fij − dij) = max(0, fij − tij − spij),

lij+1
= max(0, fij+1

− dij+1
) = max(0, fij + tij+1

− dij+1
) = max(0, fij − spij+1

).Innen (2.12) és tij > 0 alapján lij ≤ lij+1
, így Lmin = min

1≤k≤n
lk ≤ lij . Cseréljük fel



14 2. EGYPROCESSZOROS EREDMÉNYEKmost a Tij és Tij+1
taszkokat. Az így kapott S ′ ütemezés szerinti késések:(2.16)

l′ij = max(0, fij + tij+1
︸ ︷︷ ︸

f ′
ij

−dij ) = max(0, fij + tij+1
− tij − spij),

l′ij+1
= max(0,

fij+1
︷ ︸︸ ︷

fij + tij+1
−tij

︸ ︷︷ ︸

f ′
ij+1

−dij+1
) = max(0, fij − tij − spij+1

).Mivel lij ≥ l′ij és lij ≥ l′ij+1
, így Lmin(S

′) ≥ Lmin(S). Ebb®l S optimalitása miatta két utóbbi érték egyenl®sége következik.Véges sok hasonló 
serével elérhet® a növekv® tartalékid®k szerinti sorrend, ami-b®l állításunk következik.Tekintsük most újra a 2.3. rész végén vizsgált taszkrendszert. Legyen az S üteme-zés a T1, T2, T3 permutá
ióval adott, míg az S ′ ütemezés a T1, T3, T2 sorrendheztartozzon. Most a tartalékid®k sp1 = −9, sp2 = −8, sp3 = −7, azaz S a 2.3. tételszerinti ütemezés. Ezekkel az adatokkal Nmin(S) = Lmin(S) = min(9, 18, 27) = 9és Nmin(S
′) = Lmin(S

′) = min(9, 17, 28) = 9. A példából látható, hogy a tételbenszerepl® feltétel valóban 
sak elégséges, de nem szükséges.Vizsgáljuk meg most annak feltételeit is, hogy ez a két teljesítménymérték mi-nimális értéket vegyen fel. Nmin akkor és 
sak akkor lesz minimális, ha el®ször alegnagyobb tartalékidej¶ taszkot hajtjuk végre. Lmin esetében két lehet®ség van at-tól függ®en, hogy van-e nemnegatív tartalékidej¶ taszk. Ha van, úgy Lmin akkor és
sak akkor lesz minimális, ha van olyan taszk, amelynek végrehajtását határid®rebefejezzük (ekkor a minimális késés nulla). Ha viszont minden tartalékid® negatív,úgy az a keresett szükséges és elégséges feltétel, hogy a legnagyobb tartalékidej¶taszkot hajtsuk végre el®ször.2.5. Egypro
esszoros eredmények összefoglalásaA 2.1. táblázatban összefoglaltuk az egypro
esszoros ütemezési eredményeket. Atáblázatból hiányzik az átlagos súlyozott késés széls®értékeihez tartozó feltétel, mi-vel nem ismeretes olyan polinomiális algoritmus, amely ezt az ütemezési problémátmegoldaná.



2.5. EGYPROCESSZOROS EREDMÉNYEK ÖSSZEFOGLALÁSA 15
Sorsz. Minimum feltétele Maximum feltétele1. Wmin = 0 ütemezést®l függetlenül2. Emin = 0 ütemezést®l függetlenül3. Amin = 0 ütemezést®l függetlenül4. Fmax =

n∑

i=1

ti ütemezést®l függetlenül5. Emax = n ütemezést®l függetlenül6. Amin =
n∑

i=1

pi ütemezést®l függetlenül7. Fmin↓⇔ ti1 = min
1≤j≤n

tj Fmin↑⇔ ti1 = max
1≤j≤n

tj8. Wmax↓⇔ tin = max
1≤j≤n

tj Wmax ↑⇔ tin = min
1≤j≤n

tj9. Fav ↓⇔
tij
pij

ր Fav ↑⇔
tij
pij

ց10. Wav ↓⇔
tij
pij

ր Wav ↑⇔
tij
pij

ց11. Nav ↓⇔
tij
pij

ր Nav ↑⇔
tij
pij

ց12. Eav ↓⇔
tij
pij

ր Eav ↑⇔
tij
pij

ց13. Aav ↓⇔
tij
pij

ր Aav ↑⇔
tij
pij

ց14. Nmax↓⇐ dijր Nmax↑⇔ din = min
1≤j≤n

dj15. Lmax↓⇐ dijր Lmax = 0 ⇐ Fmax ≤ min
1≤j≤n

dj

Nmax↑⇔ din = min
1≤j≤n

dj16. Nmin↓⇔ spi1 = max
1≤j≤n

spj Nmin↑⇐ spijր17. Lmin = 0 ⇔ ∃j : fij ≤ dij , ha ∃i : spi ≥ 0 Lmin↑⇐ spijր

Lmin↓⇔ spi1 = max
1≤j≤n

spj, egyébként18. Lav ↓??? Lav ↑???2.1. táblázat. Egypro
esszoros eredmények összefoglalása



3. Maximális befejezési id®minimalizálása
3.1. BevezetésEbben a fejezetben olyan ütemezési problémákat tárgyalunk, melyekben a maximálisbefejezési id® minimalizálása a 
él. Ebb®l adódik, hogy például a határid®k és asúlyok nem befolyásolják a taszkok ütemezését.A vizsgált problémákban kiegészít® er®források nem szerepelnek, így a formálismodell a következ®: π = (ρ, τ, µ), ρ = (P), P = {P1, . . . , Pm}, τ = (T, <, [tij]), µ =
Fmax ↓.A pro
esszorok az esetek többségében azonosak lesznek.A vizsgált ütemezési problémák mindegyikének megoldására ismeretes polino-miális algoritmus. A fejezet végén azt is megmutatjuk, hogy a korábban vizsgáltanomáliák mértéke mekkora lehet.3.2. Fastruktúrájú taszkrendszerekTegyük fel, hogy adott m azonos pro
esszor, amelyek mohóak. A taszkok legyenekmegszakíthatatlanok, egységnyi végrehajtási idej¶ek, és a megel®zési relá
iót fa adjameg.El®ször tekintsük a 3.1. ábrán bemutatott példát, ahol a taszkokat az A, . . . ,N bet¶kkel jelöltük, és az egységnyi végrehajtási id®ket elhagytuk. Be
süljük meg
Fmax(S) értékét. Mivel 14 taszk van, ezért m ≥ 1 mohó pro
esszor esetén Fmax(S) ≤
14 bármely szóba jöv® algoritmusra. Mivel van öt taszkot tartalmazó lán
 (példáulN<L<G<C<A), ezért Fmax ≥ 5. Tehát ha m ≥ 1, akkor 5 ≤ Fmax(S) ≤ 14 minden
A algoritmusra.A pontosabb be
sléshez rögzítsük a pro
esszorok számát: legyen m = 3. 14 meg-szakíthatatlan taszk végrehajtásához 3 pro
esszoron még független taszkok esetén islegalább 5 id®egységre van szükség, azaz ismét azt kaptuk, hogy Fmax(S) ≥ 5. Ha amegel®zési korlátozásokat is �gyelembe vesszük, akkor látjuk, hogy az A taszkot az16
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3.1. ábra. Fastruktúrájú taszkrendszerösszes többi taszk megel®zi: mivel 13 taszk 3 pro
esszort legalább 5 id®egységre lefog-lal, ezért Fmax(S) ≥ 6. Az eddigieket összesítve azt kapjuk, hogy 6 ≤ Fmax(S) ≤ 14minden szóba jöv® S ütemezésre.Az egyik lehetséges ütemezési stratégia az, hogy a taszkokat lexikogra�kus sor-rendben (nevük ábé
é szerinti sorrendjében) hajtjuk végre. Ekkor a 3.2. ábrán be-mutatott Slex ütemezést kapjuk, amelyre Fmax(Slex) = 8.
P1

P2

P3

B D F N L G C AE I K - - - - -H J M - - - - -3.2. ábra. Az Slex lexikogra�kus ütemezésEgy másik lehetséges megközezelítés, hogy az A befejez® feladattól legtávolabbifeladatot igyekszünk ütemezni (több jelölt esetén például az el®bbi, lexikogra�kusmódon választva. Ekkor a 3.3. ábrán bemutatott Sfur ütemezést kapjuk, amelyre
Fmax(Sfur) = 6.Mivel korábban láttuk, hogy a maximális befejezési id® legalább 6, ezért Sfuroptimális ütemezés. A továbbiakban megmutatjuk, hogy a most vizsgált ütemezésiproblémák esetén a �legtávolabbit el®ször� elv mindig optimális ütemezésre vezet.Ehhez el®ször vezessük be a taszkok szintjének fogalmát. Tegyük fel, hogy ataszkokat azonos pro
esszorokon hajtjuk végre, azaz a végrehajtási id® minden pro-
esszoron azonos. A (de�ní
iójuk szerint körmentes) megel®zési gráfokban egy taszkszintjét úgy de�niáljuk, mint a taszkból a befejez® taszkokhoz vezet® utak hossza-
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P1

P2

P3

M I L G C AN J E B - -H K F D - -3.3. ábra. Az Sfur �legtávolabbit el®ször� ütemezésinak maximuma. Megjegyezzük, hogy egy út hosszán az út mentén lév® taszkokvégrehajtási id®inek összegét értjük.Amint arról már volt szó, ebben a részben a végrehajtási id®k egységnyiek, amegel®zési gráf pedig fa, ezért egy taszk szintjét egyszer¶en a taszkból az egyetlenbefejez® taszkhoz vezet® egyetlen út mentén lev® taszkok száma adja.Szintes ütemezésr®l akkor beszélünk, ha valahányszor ütemezend® taszkot kellválasztanunk, mindannyiszor a végrehajtható és még nem ütemezett taszkok közül alegmagasabb szint¶ek egyikét választjuk. Ez például a következ®képpen valósíthatómeg: El®ször az n taszkhoz alkalmas módon hozzárendeljük az 1, 2, . . . , n 
ímkéket,majd a taszkokat 
ímkéik 
sökken® sorrendjében felsorolva prioritási listát készítünk,és ezzel a listával listás ütemezést végzünk. Ez utóbbi azt jelenti, hogy ha ütemezend®taszkot kell választani, azt a lista sorrendjében keressük.3.1. algoritmus (LEV). Legyen τ = (T, <, t) fastruktúrájú vagy erd®struktúrájútaszkrendszer, amely egységnyi végrehajtási idej¶, megszakíthatatlan taszkokat tar-talmaz. Ekkor a fastruktúrájú τ SLEV(τ) szintes ütemezése azonos pro
esszorokon akövetkez®képpen állítható el®.De�niálunk egy C : T → {1, . . . , n} �
ímkéz®� leképezést (1�3. lépés), majd a 
ímkéksegítségével listásan ütemezünk (4�5. lépés).1. lépés. Ha T ∈ T a taszkrendszer befejez® feladata, akkor C(T) := 1.2. lépés. Tegyük fel, hogy az 1, . . . , j − 1 (j ≤ n) 
ímkéket már hozzárendeltükbizonyos taszkokhoz. Legyen γj azon taszkok halmaza, amelyekneka) még nin
s 
ímkéjük, ésb) közvetlen rákövetkez®jüknek már van 
ímkéje.Ha ebben a halmazban T az egyetlen taszk, vagy T rákövetkez®jének a
ímkéje a legkisebb, akkor C(T) := j. Ha viszont több taszk rendelkezik(azonos) legkisebb 
ímkéj¶ közvetlen rákövetkez®vel, akkor ezek bármelyi-két (pl. a lexikogra�kusan legkisebbet) választhatjuk T-nek, és C(T) := j.3. lépés. Ha van még 
ímkézetlen taszk, akkor folytassuk a 2. lépést®l, egyébkéntpedig a 4. lépést®l.



3.2. FASTRUKTÚRÁJÚ TASZKRENDSZEREK 194. lépés. Indexeljük meg a taszkokat oly módon, hogy a (Tn, . . . ,T1) listára fenn-álljon C(Tj) = j minden j = 1, . . . , n 
ímkére.5. lépés. A (Tn, . . . ,T1) lista segítségével m azonos pro
esszoron adódó ütemezéstnevezzük SLEV-nek.Erd®struktúrájú τ esetén τ -t kiegészítjük egy 0 végrehajtási idej¶ taszkkal, mely-nek τ befejez® taszkjai lesznek a közvetlen megel®z®i, és erre az új taszkrendszerrealkalmazzuk a fenti lépéseket.Példa. A 3.1. ábrán szerepl® fa esetén egyértelm¶en adódik, hogy C(A) = 1. Ekkoraz a) tulajdonsággal A-n kívül minden taszk rendelkezik, közülük B, C és D rendel-kezik a b) tulajdonsággal is. Mindhárom taszk közvetlen rákövetkez®jének 
ímkéjeazonos (1), így mindhárom választható T-nek. Legyen például C(B) = 2. EzutánC és D alkotják γ3-at. Legyen C(C) = 3. Most γ4 = D, F, G, és az 1, 3 
ímkékösszehasonlításával C(D) := 4. Ezután γ5 = {E, F, G}, és F, G közül például F-etválasztva C(F) := 5. Hasonlóképpen folytatva C(G) = 6, C(E) = 7, C(H) = 8,
C(I) = 9, C(J) = 10, C(K) = 11, C(L) = 12, C(M) = 13 és C(N) = 14 adódik.Ez a 
ímkézés az (N, M, L, K, J, I, H, E, G, F, D, C, B, A) listára, az pediga 3.4. ábrán látható ütemezésre vezet.

P1

P2

P3

N L H F C AM J E D B -K I G - - -3.4. ábra. Az SLEV ütemezés Gantt-diagramjaA LEV ütemezési algoritmussal kap
solatban megjegyezzük, hogy a taszkok 
ím-kézése nem egyértelm¶: ha a γj-beli taszkok közül többnek a közvetlen rákövetkez®jeazonos (és így a vizsgált 
ímkék is azonosak), akkor ezen taszkok közül T tetsz®le-gesen választható az algoritmus 2. lépésében.3.1. tétel. Ha egységnyi végrehajtási idej¶, megszakíthatatlan taszkokat tartal-mazó fastruktúrájú taszkrendszert azonos pro
esszorokra a LEV algoritmussal (3.1.algoritmus) ütemezünk, akkor a maximális befejezési id® minimális lesz.Bizonyítás. a) Egyszintes (egyetlen taszkot tartalmazó) és kétszintes taszkrend-szerekre az állítás közvetlenül adódik.b) A továbbiakban tegyük fel, hogy a vizsgált taszkrendszerek legalább három szin-tet tartalmaznak. Azt is tegyük fel, hogy a tétel állításával ellentétben SLEV nem



20 3. MAXIMÁLIS BEFEJEZÉSI ID� MINIMALIZÁLÁSAminden esetben optimális. Ekkor van olyan, a taszkok n számát tekintve mini-mális taszkrendszer, amelyre a szintes ütemezés nem optimális. Egy ilyet τmin-neljelölve tehát Fmax(SLEV(τmin)) = F > Fmax(SOPT(τmin)) = F0. Természetesen τminmegválasztásából következik, hogy az n-nél kevesebb taszkot tartalmazó taszk-rendszerek esetén LEV optimális ütemezést ad.
) Mivel a végrehajtandó taszkok száma rögzített, ezért az üres periódusok számameghatározza F -et. A befejez® taszk mindig az utolsó id®egységben hajtódikvégre. Mivel SLEV nem optimális, a [0, F − 2] intervallumban van üres perió-dus (egyébként SLEV optimális lenne). Tegyük fel, hogy a p-edik id®egységbenvan üres periódus, ahol 1 ≤ p ≤ F − 2. Ha p < F − 2, akkor a p-edik id®egységután végrehajtott taszkok a p-edik id®egység elején még nem kezdhet®k el, hiszenegyébként a pro
esszorok mohósága miatt valamelyiket elkezdtük volna. Tehátezen taszkok valamelyik megel®z®je a p-edik id®egységben hajtódott végre. Mi-vel a fastruktúra miatt minden taszknak legfeljebb egy közvetlen rákövetkez®jevan, így a (p + 1), . . . , (F − 2)-edik id®egységekben végrehajtott taszkok számainem haladhatják meg (külön-külön sem) a p-edik id®egységben végrehajtott tasz-kok számát, és így az (F − 2)-edik id®egységben is van legalább egy pro
esszor,amelyik nem dolgozik.d) Legyen τmin befejez® taszkja T. SLEV szerint T az F -edik id®egységben hajtó-dik végre, ezért T-nek van olyan közvetlen megel®z®je, amelyik az (F − 1)-edikid®egységben hajtódik végre � legyen R egy ilyen taszk. Mivel az (F − 2)-edikid®egységben is van üres periódus, így R-nek van olyan közvetlen megel®z®je,amelyik ebben az id®egységben hajtódik végre (ha nem lenne, akkor R a pro-
esszorok mohósága miatt már az (F − 2)-edik id®egységben végrehajtódna) �legyen Q egy ilyen taszk.Tekintsük most azt a τ ′ taszkrendszert, amelyet τmin-b®l kapunk T és annakközvetlen megel®z®i eltávolításával. Ha az SLEV(τmin)-nek megfelel® Gantt-dia-gramban minden eltávolított taszkot üres periódussal helyettesítünk, akkor az S ′ütemezéshez jutunk, amely τ ′ szintes ütemezésének felel meg. Ugyanis:i.) T az utolsó, F -edik id®egységben hajtódik végre, így � mivel minden másfeladatnak rákövetkez®je � T üres periódussal való helyettesítése nem vál-toztatja meg a megmaradó ütemezés szintes szerkezetét.ii.) Legyen most P egy olyan közvetlen megel®z®je T-nek, amelyik a k-adikid®egységben (1 ≤ k ≤ F − 1) hajtódik végre. Ha P-t eltávolítjuk, akkor a
k-adik periódusban S ′ készítésekor 
sak olyan taszk ütemezhet®, amelynekszintje azonos P szintjével, vagy annál kisebb: ugyanis, ha S ′ szerint egyP-nél magasabb szint¶ taszk P után hajtódik végre, akkor a taszkot SLEVösszeállításakor P el®tt kellett vizsgálnunk, és annak kellett fennállnia, hogy



3.2. FASTRUKTÚRÁJÚ TASZKRENDSZEREK 21az a taszk nem hajtható végre. Mivel a P-vel azonos vagy nála ala
sonyabbszinten lév® taszkokat eltávolítottuk, így a P eltávolításával felszabadulóüres periódusban egyetlen taszk sem hajtódhat végre.Mivel a taszkok szintje τ ′-ben pontosan 2-vel kisebb, mint volt τmin-ben, így S ′valóban szintes ütemezés.e) Mivel τmin-b®l két szintet elhagytunk, így Fmax(S
′(τ ′)) = F ′ ≤ F − 2. Az el®bbemlített Q taszk az (F −2)-edik id®egységben hajtódik végre. Mivel Q a T taszkegyik közvetlen megel®z®jének közvetlen megel®z®je, amelyik az (F − 2)-edikid®egységben hajtódik végre, így Q szintje 3. Ezért az (F − 2)-edik id®egységel®tt nem lehet olyan id®egység, amelyben 
sak kettes szint¶ taszkok hajtódtakvégre. Így F ′ értéke pontosan F − 2.f) τ ′-höz vegyünk hozzá egy új taszkot, amelynek közvetlen megel®z®i pontosan τ ′befejez® taszkjai. Az így kapott τ ′′ taszkrendszer struktúrája ugyyan
sak fa. Haaz S ′ ütemezést úgy egészítjük ki S ′′ ütemezéssé, hogy az (F −1)-edik id®egység-ben a τ ′′ befejez® feladatát hajtjuk végre, akkor azt kapjuk, hogy Fmax(S

′′(τ ′′)) =
F ′′ = (F − 2) + 1 = F − 1.g) Mivel τ ′-t τmin-b®l két szinteltávolításával kaptuk, így τ ′-ben legfeljebb n − 2,és így τ ′′-ben legfeljebb n − 1 taszk van, azaz τ ′′ kisebb, mint τmin. Ha τmin-toptimálisan ütemezzük, akkor befejez®ú taszkja az F0-adik id®egységben hajtó-dik végre. Mivel az (F0 − 1)-edik id®egységben 
sak a befejez® taszk közvetlenmegel®z®i hajtódhatnak végre SOPT szerint, így Fmax(SOPT(τ ′)) = F ′

0 ≤ F0 − 2.Amikor τ ′-t egy új befejez® taszkkal egészítjük ki, akkor a maximális befejezésiid® legfeljebb egy egységgel n®, azaz Fmax(SOPT(τ ′′)) = F ′′
0 ≤ F0 − 1.Mivel F0 < F , F ′′

0 ≤ F0−1 és F ′′ = F−1, innen F ′′
0 < F ′′, azaz S ′′ nem optimális.Mivel τ ′′ kisebb, mint τmin, ellentmondásba kerültünk τmin de�ní
iójával, ami abizonyítandó tétel helyességét igazolja.3.1. következmény. Ha egységnyi végrehajtási idej¶, megszakíthatatlan taszkokattartalmazó, erd® struktúrájú taszkrendszert azonos pro
esszorokra a LEV algorit-mussal ütemezünk, akkor a maximális befejezési id® minimális lesz.Bizonyítás. A végrehajtandó taszkrendszert kiegészítjük egy új, egységnyi idej¶taszkkal, amelynek a közvetlen megel®z®i pontosan az eredeti taszkrendszer befejez®taszkjai. Az így kapott τ ′ taszkrendszer megfelel a 3.1. tétel feltételeinek. Ha LEVnem minimalizálja Fmax-ot τ -ra, akkor nem minimalizálhatja az új taszkrendszerresem � ezért a 3.1. tételt alkalmazva τ ′-re, megkapjuk a következmény állítását.



22 3. MAXIMÁLIS BEFEJEZÉSI ID� MINIMALIZÁLÁSA3.2. következmény. Ha egységnyi végrehajtási idej¶, megszakíthatatlan taszkokattartalmazó, antierd® struktúrájú taszkrendszert azonos pro
esszorokra a LEV algo-ritmussal ütemezünk (az alább ismertett módon), akkor a maximális befejezési id®minimális lesz.Bizonyítás. Fordítsuk meg az entierd®ben az élek irányítását. Az így kapott erd®-struktúrájú feladatrendszerre alkalmazzuk a LEV algoritmust. Könnyen belátható,hogy az így kapott SLEV(τ ′) ütemezést visszafelé olvasva az eredeti taszkrendszerszintes ütemezéséhez jutunk. Ha az antierd® struktúrájú eredeti taszkrendszerneklenne a visszafelé olvasással kapottnál jobb ütemezése, akkor annak megfordításávalaz erd® struktúrájú τ ′-re SLEV(τ ′)-nél jobb ütemezést kapnánk, ami ellentmondanaa 3.1. következménynek.Ha egy taszkrendszer gráfjában fa és antifa is van (az ilyen irányított gráfotnevezhetjük dzsungelnek), akkor egy ütemezés szintes volta már nem garantálja azoptimális megoldást. Ezt illusztrálja a 3.5. ábrán lév® dzsungel struktúrájú taszk-rendszer. Ekkor egy szintes ütemezés eredményezheti az (A, B, C, E, D, F, G, H, I)listát, amelyre három pro
esszor esetén Fmax = 4, míg az (E, A, B, C, D, F, G, H,I) lista esetén az optimális Fmax = 3 értéket kapjuk.
A B C

D F G H I

E

3.5. ábra. Dzsungel struktúrájú taszkrendszer3.3. Taszkrendszerek végrehajtása két pro
esszoronEbben a pontban a következ® ütemezési problémát vizsgáljuk: π = (ρ, τ, µ), ahol
ρ = (P), P = {P1, P2}, τ = (T, <, t), T = {T1, . . . ,Tn}, t = (1, . . . , 1), µ = Fmax ↓.A 3.6. ábrán bemutatott egyszer¶ taszkrendszer S ′ és S ′′ ütemezése is megfelel aszintes elvnek. Ez a példa bizonyítja, hogy tetsz®leges struktúra esetén a szintességmég két pro
esszorra sem garantálja az optimális ütemezést.Tekintsük most azt a taszkrendszert, melyben T={A, B, C, D, E, F, G, H, I,J, K, L, M, N, O, P, Q}, és < ={(D,B), (D,C), (E,C), (F,A), (F,C), (G,A), (G,D),(G,E), (H,D), (H,E), (H,F), (I,D), (I,F), (J,F), (K,G), (L,G), (L,H), (M,K), (M,L),(N,I), (N,M), (O,N), (P,N), (Q,J), (Q,N)} (3.7. ábra).Vizsgáljuk meg, hogyan lehetne a szintes algoritmust úgy általánosítani, hogybiztosítsa az optimális ütemezést tetsz®leges struktúra esetén. Ehhez megfogalma-
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D

A

F
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E

S ′ :
P1

P2

D F A CE - B - S ′′ :
P1

P2

E D AF C B3.6. ábra. Taszkrendszer, és két lehetséges szintes ütemezésezunk bizonyos 
élszer¶nek látszó tulajdonságokat. A T taszk 
ímkéjét (indexét) most
C(T), szintjét pedig L(T) jelöli.

D FE

H

A

G I J

K L

M

N

O P Q

B C3.7. ábra. Taszkrendszer a LEV algoritmus általánosításához3.1. tulajdonság. Ha a Q taszk szintje nagyobb, mint az R taszké, akkor az indexeis legyen nagyobb, azaz teljesüljön ∀Q,R ∈ T : L(Q) > L(R) → C(Q) > C(R).Ha például minden szinten páros számú taszk van, akkor ez az elv (tulajdonság)önmagában is elegend® az optimális ütemezés megtalálásához.



24 3. MAXIMÁLIS BEFEJEZÉSI ID� MINIMALIZÁLÁSA3.2. tulajdonság. Ha a Q taszk közvetlen rákövetkez®inek halmaza valódi részhal-mazként tartalmazza az R taszk közvetlen rákövetkez®inek halmazát, akkor C(Q) >
C(R).Ezek a tulajdonságok elegend®ek arra, hogy a 17-es indexet Q-hoz rendeljük, a15-öst és 16-ost pedig O-hoz és P-hez. A hatodik szinten 
sak az N taszk van, ezértaz kapja a 14-es indexet. Ezután az M taszk a 13-as indexet kapja, az L a 12-est, aK pedig a 11-est.Hogyan hasonlítsuk össze a harmadik szinten lév® taszkokat, mindenekel®tt aG-t és H-t? G-nek A, H-nak pedig F a harmadik rákövetkez®je a közös D és Emellett, így a 3.2. tulajdonság nem elég a választáshoz. Az egyik lehet®ség az,hogy H-hoz rendeljük a nagyobb indexet, mivel több második szinten lév® rákö-vetkez®je van, és a 3.1. tulajdonságot teljesít® ütemezésben az els® szint taszkjai
sak akkor kerülhetnek ütemezésre, ha a második szint minden taszkját ütemeztükmár. Így tehát C(H):=10, C(G):=9, C(I)=8 és C(J)=7. D és F közül megint nemtudunk a követ® halmazok alapján dönteni, legyen mondjuk C(D)=6 és C(F)=5,végül C(E):=4, C(A):=3, C(B):=2 és C(C):=1. Jelölje SGLEV(τ) az ezen lista alap-ján adódó ütemezést, és nevezzük GLEV algoritmusnak az eljárást, amivel a listát(és az ütemezést) el®állítottuk � vagyis a fenti két tulajdonság �gyelembevételévelm¶köd® ütemezési algoritmust. Megmutatjuk, hogy bármely S(τ) ütemezés esetén
Fmax(S(τ)) ≥ Fmax(SGLEV(τ)), vagyis hogy GLEV optimális.Ehhez el®ször de�niáljuk a LEV algoritmus általánosított változatát, a GLEValgoritmust.3.2. algoritmus (GLEV). Legyen τ = (T, <, t) tetsz®leges struktúrájú taszk-rendszer, amely egységnyi végrehajtási idej¶, megszakíthatatlan taszkokat tartal-maz. Ekkor τ SGLEV(τ) szintes ütemezése azonos pro
esszorokon a következ®képpenállítható el®.De�niálunk egy C : T → {1, . . . , n} �
ímkéz®� leképezést (1�3. lépés), majd a
ímkék segítségével listásan ütemezünk (4�5. lépés).1. lépés. Legyen T ∈ T a taszkrendszer tetsz®leges befejez® taszkja, és legyen

C(T) := 1.2. lépés. Tegyük fel, hogy az 1, . . . , j − 1 (j ≤ n) 
ímkéket már hozzárendeltükbizonyos taszkokhoz. Legyen γj azon taszkok halmaza, amelyekneka) még nin
s 
ímkéjük, ésb) nin
s 
ímkézetlen közvetlen rákövetkez®jük.3. lépés. Most kiválasztjuk γj azon elemét, amelyik a j 
ímkét fogja kapni.Ehhez minden T ∈ γj taszkhoz hozzárendeljük a közvetlen rákövetkez®i-nek indexeit 
sökken® sorrendben tartalmazó listát, melyet T-vel jelölünk.



3.3. TASZKRENDSZEREK VÉGREHAJTÁSA KÉT PROCESSZORON 25Legyen most T ∈ γj olyan taszk, amelyre T ≤ Q teljesül minden Q ∈
γj taszkra, ahol a ≤ lexikogra�kus összehasonlítást jelent. Ekkor legyen
C(T) := j.4. lépés. Ha van még 
ímkézetlen taszk, akkor folytassuk a 2. lépést®l, egyébkéntpedig a 4. lépést®l.5. lépés. Indexeljük meg a taszkokat oly módon, hogy a (Tn, . . . ,T1) listára fenn-álljon C(Tj) = j minden j = 1, . . . , n 
ímkére.6. lépés. A (Tn, . . . ,T1) lista segítségével m azonos pro
esszoron adódó ütemezéstnevezzük SGLEV-nek.Mivel a taszkok egységnyi végrehajtási idej¶ek, ezért végrehajtásuk olyan inter-vallumokban történik, amelyek végpontjai egész számok. Jelöljük λ(T)-vel azt azid®egységet, amelyben T végrehajtódik.Mint korábban is, minden id®egységben el®ször a P1 pro
esszorhoz rendelünktaszkot. Ekkor igaz a következ® állítás.3.1. lemma. Ha a GLEV algoritmussal kapott ütemezés szerint T a P1 pro
esszo-ron hajtódik végre, akkor T minden T-t®l különböz®, T-nél nem korábban végrehaj-tott elemének indexe kisebb, mint C(T), azaz ∀R ∈ T : R 6= T ∧ λ(R) ≥ λ(T) →

C(R) < C(T).Bizonyítás. Amikor a T taszkot GLEV szerint a P1 pro
esszorhoz rendeltük, akkora még ütemezetlen taszkok vagy ütemezhet®ek voltak, vagy nem. Mivel T a P1 pro-
esszoron a λ(T)-edik id®egységben hajtódik végre, a többi ütemezhet® taszk indexekisebb volt, mint C(T). A nem ütemezhet® taszkok 
sak valamelyik � az adott id®-pontban ütemezhet® � megel®z®jük befejezése után válnak végrehajthatóvá. MivelGLEV szerint a taszkok 
sak akkor kaphatnak 
ímkét, amikor már minden mege-l®z®jük kapott 
ímkét (és a 
ímkék 
sökken® sorrendben kerülnek kiosztásra), ígyminden taszk 
ímkéje kisebb, mint a megel®z®inek 
ímkéje. Tehát a nem ütemezhet®taszkok is rendelkeznek a fenti tulajdonsággal.A továbbiakban fontos szerepet játszanak a domináló taszkok, az ugró taszkok,és a segítségükkel de�niált követ® halmazok, amelyeket az alábbi (FOL) algoritmussegítségével adunk meg.3.3. algoritmus (FOL). Legyen SGLEV(τ) a τ taszkrendszer GLEV által el®állí-tott ütemezése. Ekkor az adott ütemezéshez tartozó k természetes számot, a Dk, . . . ,D1, D0 domináló taszkokat, a Jk, . . . , J1, J0 ugró taszkokat, valamint az F0, F1, . . . ,
Fk követ® halmazokat meghatározó FOL algoritmus a következ® lépésekb®l áll.



26 3. MAXIMÁLIS BEFEJEZÉSI ID� MINIMALIZÁLÁSA1. lépés. Legyenek Q, illetve R a P1, illetve P2 pro
esszoron az utolsó id®egységbenvégrehajtott taszkok (R üres periódus is lehet). Ekkor D0 := Q és J0 := R.2. lépés. Tegyük fel, hogy Dj−1, . . . ,D0 és Jj−1, . . . , J0 már ismert, Dj és Jj mégnem. Ekkor Jj (ha van ilyen) az a T taszk vagy üres periódus, amelyrea) C(T) < C(Dj−1), ahol feltesszük, hogy az üres periódus indexe nulla;b) λ(T) < λ(Dj−1);
) az el®z® két feltételnek eleget tev® taszkok közül λ(T) a lehet® legna-gyobb.3. lépés. Ha Jj létezik, akkor Dj legyen az a taszk, amely a λ(Jj)-edik intervallum-ban a P1 pro
esszoron hajtódik végre, és menjünk a 2. lépésre.4. lépés. Legyen k = j − 1. Ekkor Fk := { T | λ(T) < λ(Dk)} ∪ {Dk}, Fi := { T |
λ(Di+1) < λ(T) < λ(Di)} ∪ {Di}, (i = 0, 1, . . . , k − 1).A következ®, 3.8. ábra mutatja a de�ní
ióban szerepl® taszkok közötti kap
sola-tot. A Ji taszk megel®zi a Di−1-et, �elébe ugrik� abban az értelemben, hogy korábbanhajtódik végre annak ellenére, hogy az indexe kisebb. A következ® lemmában meg-mutatjuk, hogy a Di taszk dominál az Fi−1-beli taszkok felett abban az értelemben,hogy megel®zi ®ket.

Fi Fi−1Di+1 . . . Di . . . Di−1Ji+1 . . . Ji . . . Ji−13.8. ábra. Az ugró és domináló taszkok, és a követ® halmazok3.2. lemma. A Di (i = 1, . . . , k) taszk megel®zi az Fi−1 követ® halmaz mindenelemét.Bizonyítás. A Di és a Ji taszkok egyidej¶leg hajtódnak végre. Ji-t úgy választottukmeg, hogy C(Ji) < C(Di−1) teljesüljön, és Ji a lehet® legközelebbi legyen (balról,azaz a korábban végrehajtott taszkok közül) Di−1-hez. Ezért minden Fi−1-beli Ttaszkra teljesül, hogy C(Di−1) < C(T), és az egyenl®tlenség tranzitivitása miattfennáll C(Ji) < C(T). Mivel az Fi−1-beli taszkok indexe nagyobb, mint C(Ji), ezértaz ütemezés során el®bb vizsgáltuk ®ket, mint Ji-t. Mivel helyettük Ji-t ütemeztük,így akkor ®k nem voltak ütemezhet®ek. Ebb®l következik, hogy Di minden ilyen Ttaszknak megel®z®je (nem feltétlenül közvetlen megel®z®je).



3.3. TASZKRENDSZEREK VÉGREHAJTÁSA KÉT PROCESSZORON 27Most megmutatjuk, hogy nem
sak Di, hanem Fi minden eleme dominál Fi−1elemei felett.3.3. lemma. Az Fi halmaz (i = 1, . . . , k) bármely eleme megel®zi az Fi−1 halmazbármely elemét.Bizonyítás. Tegyük fel, hogy az állítás nem igaz. Akkor van olyan i index (1 ≤ i ≤
k), hogy egy Fi-beli Q taszk nem el®z meg egy Fi−1-beli R taszkot. Ekkor Q-nakvagy nin
s rákövetkez®je Fi-ben (a eset), vagy van (b eset):a) Ekkor a 3.2. lemma szerint Q különbözik Di-t®l, és Di < R. Fi de�ní
iója szerint

C(Q) > C(()Di), mivel egyébként Q szóba jött volna Ji+1-ként, és nem lehetne
Fi eleme.Legyen Di = (n1, . . . , nr) (a Di rákövetkez®inek indexeit tartalmazó lista), és
δi−1 legyen azon Fi−1-beli taszkok halmaza, amelyeknek nin
s közvetlen megel®-z®jük Fi−1-ben. Ekkor δi−1 elemeinek indexei jelen vannak Di-ban, hiszen ezekaz elemek Di közvetlen rákövetkez®i. Fi−1 azon elemeinek indexei, amelyek nemtartoznak δi−1-hez, nin
senek jelen Di-ban, mivel a megel®zési gráfban nin
se-nek redundáns élek. Fi−1 elemeinek indexei nem kisebbek C(()Di−1)-nél, viszont
Fi−2, . . . , F0 elemeinek indexei és a Ji−1, . . . , J0 taszkok indexei a 3.1. lemma sze-rint kisebbek C(()Di−1)-nél, ezért δi−1 elemeinek indexei az els® |δi−1| helyet fog-lalják el Di-ban. Mivel C(Q) > C(()Di), ezért Di ≤ Q, ezért nem üres Di eseténQ sem lehet üres lista. Mindez 
sak úgy lehetséges, hogy Q közvetlen megel®z®je
δi−1 valamennyi elemének; ekkor viszont Q megel®z®je Fi−1 valamennyi elemének,ami ellentmond R választásának.b) Ha Q-nak van rákövetkez®je Fi-ben, akkor van olyan Z rákövetkez®je is, amely-nek már nin
s rákövetkez®je Fi-ben. Ekkor a már bizonyított a) rész szerint Zmegel®zi Fi−1 bármely elemét, és így a megel®zés tranzitivitása miatt Q is mege-l®zi Fi−1 minden elemét, azaz R-et is. Ez az ellentmondás teljessé teszi a lemmabizonyítását.A 3.3. lemma segítségével bizonyítható GLEV optimalitása.3.2. tétel. Ha egységnyi végrehajtási idej¶, megszakíthatatlan taszkokat tartal-mazó taszkrendszert két azonos pro
esszorra a GLEV algoritmussal ütemezünk,akkor a maximális befejezési id® minimális lesz.Bizonyítás. Legyen SGLEV(τ) a GLEV algoritmussal kapott ütemezés, és F0, . . . , Fkaz ütemezéshez tartozó követ®halmazok. Ekkor a 3.3. lemma szerint Fi bármelyeleme megel®zi Fi−1 bármely elemét (i = 1, . . . , k), és így az Fi−1-beli taszkokvégrehajtása 
sak az Fi-beli taszkok végrehajtásának befejezése után kezd®dhet el.A követ® halmazok de�ní
iója szerint ezen halmazok elemszáma páratlan. Legyen
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Fi elemszáma 2mi − 1. Ekkor Fi elemeinek két pro
esszoron való végrehajtásáhozlegalább mi id®egységre van szüksége bármely algorimusnak, azaz Fmax(SA(τ)) ≥
∑k

i=1 mi bármely A algoritmus esetén. Mivel Fmax(SGLEV(τ)) =
∑k

i=1 mi, így GLEVvalóban minimalizálja Fmaxértékét.A tétellel kap
solatban vizsgáljuk meg azt a taszkrendszert, amelyben T = {A,B, C, D, E, F, G, H}, és < = {(E,D), (F,A), (F,B), (F,C), (F,E) (G,D), (G,E), (H,D),(H,E)}. GLEV szerint az indexek például ábé
ésorrendben rendelhet®k a taszkokhoz,és akkor a 3.9. ábra bal oldalán szerepl® Gantt-diagram szerint Fmax(SGLEV(τ)) = 5,szemben a jobb oldalon bemutatott Fmax(SOPT(τ)) = 4 értékkel.
SGLEV :

P1

P2

H F E D BG - - C A SOPT :
P1

P2

F G E DH C A B3.9. ábra. A GLEV algoritmussal kapott ütemezés, és egy optimális ütemezésA bal oldali ütemezést úgy kaptuk, hogy a taszkrendszer gráfját a 3.10. ábránláthatónak tételeztük fel. A példa nem mond ellent a 3.2. tételnek, ugyanis a 3.10.
A B C D

E

G HF

3.10. ábra. A taszkrendszer redundáns éleket tartalmazó gráfjaábrán lév® gráf a redundáns (H,D) és (G,D) éleket is tartamazza, ami miatt azindexelés hibás lett. A két élt elhagyva GLEV optimális megoldást ad.A 3.11. ábrán bemutatott taszkrendszer azt mutatja, hogy például három pro-
esszor esetén GLEV nem garantálja Fmaxoptimális értékét: az ábra szerint az általá-nos szintes algoritmus alkalmazása esetén 5, míg optimális esetben 
sak 4 id®egységkell a taszkrendszer végrehajtásához.3.4. Független feladatokEbben a pontban a következ® ütemezési problémát vizsgáljuk: π = (ρ, τ, µ), ahol
ρ = (P), P = {P1, . . . , Pm}, τ = (T, t), T = {T1, . . . ,Tn}, t = (t1, . . . , tn), apro
esszorok azonosak, a taszkok megszakíthatóak, µ = Fmax ↓.
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11 10 9 8
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5 4 3
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SGLEV :

P1

P2

P3

11 8 6 3 210 7 5 1 -9 - 4 - - SOPT :

P1

P2

P3

7 5 4 211 9 3 110 8 6 -3.11. ábra.Taszkrendszer 3-pro
esszoros ütemezéshez; a GLEV algoritmussal kapottütemezés, és egy optimális ütemezésLegyen a végrehajtási id®k összege X. Mivel a legkedvez®bb eset az állásid® nél-küli ütemezés lenne, így tetsz®leges A ütemezési algoritmus esetén fennáll Fmax(SA) ≥
X
m
. Legyen tmax = max1≤i≤n ti. Mivel egy feladat végrehajtásán egyidej¶leg legfeljebbegy pro
esszor dolgozhat, ezért tetsz®leges A ütemezési algoritmus esetén fennáll

Fmax(SA) ≥ tmax.3.4. algoritmus (CONT). A fenti jelöléseket használja a �folytonos� algoritmus:1. lépés. Legyen F = max(tmax, X
m

), és ütemezzük a T1 taszkot a P1 pro
esszorraa [0, t1] intervallumban.2. lépés. Ha minden taszkot ütemeztünk, akkor STOP.3. lépés. Tegyük fel, hogy eddig a T1, . . . ,Ti−1 taszkokat ütemeztük, és hogy a
P1, . . . , Pj−1 pro
esszorok teljesen (a [0, F ] intervallumban) foglaltak, a
Pj pro
esszor pedig 
sak részben foglalt (a [0, f ] intervallumban, ahol
0 ≤ f < F ).4. lépés. Ha ti ≤ F − f , akkor ütemezzük Ti-t Pj-re, az [f, f + ti] intervallumban,egyébként pedig ütemezzük Ti F −f végrehajtási idej¶ T′′ részét Pj-re az
[f, F ] intervallumban, és ti − (F − f) végrehajtási idej¶ T′ részét Pj+1-rea [0, ti − F + f ] intervallumban.3.3. tétel. Ha független, megszakítható taszkokat azonos pro
esszorokra CONTsegítségével ütemezünk, akkor Fmax minimális lesz, értéke pedig Fmax(SCONT) =

max(tmax, X
m

).



30 3. MAXIMÁLIS BEFEJEZÉSI ID� MINIMALIZÁLÁSABizonyítás. a) Mivel tetsz®leges A ütemezési algoritmus esetén Fmax(SA) ≥ tmaxés Fmax(SA) ≥ X
m
, így Fmax(SA) ≥ F = max(tmax, X

m
).b) CONT ezt az okvetlenül szükséges értéket biztosítja, mivel egyrészt F elég nagyahhoz, hogy CONT szerint egy taszkon egyszerre legfeljebb egy pro
esszor dol-gozzon (T′ és T′′ sávjai ne fedjék át egymást), másrészt F elég nagy ahhoz, hogyTn is id®ben befejez®djék (Tn sávja ne �lógjon ki�).Mit mondhatunk a megszakítások számáról, ha ragaszkodunk Fmax minimálisértékéhez? Megszakításról akkor beszélünk, ha egy T taszkot egy P pro
esszoronelkezdünk végrehajtani, és a végrehajtást adott t id®pontban annak ellenére felfüg-gesztjük, hogy a taszkot még nem fejeztük be. Egy T taszk egy adott t id®pontbanaktív, ha van olyan P pro
esszor, amelyik a t id®pontban éppen a T taszk végrehaj-tását végzi.Tekintsük például azt a taszkrendszert, amelynek futási id®it az (1, 2, 3, 4, 5, 6)vektor tartalmazza, és m = 3 pro
esszorunk van? A CONT algoritmus Fmax(SCONT) =

max(tmax, X
m

) = max(6, 21/3 = 7) id®egység alatt hajtja végre a hat taszkot, és köz-ben két megszakítást okoz. Ugyanakkor az 1 és 6, a 2 és 5, valamint a 3 és 4 futásiidej¶ taszkokat párosítva a 6 taszk megszakítás nélkül is végrehajtható.Általában azt mondhatjuk, hogy a CONT egyrészt minden taszkot legfeljebbegyszer szakít meg, másrészt minden pro
esszoron legfeljebb egy megszakítást okoz.S®t az is igaz, hogy CONT legfeljebb m − 1 megszakítást okoz, mivel az els® pro-
esszoron soha nem okoz megszakítást, továbbá legfeljebb n − 2 megszakítást okoz,mivel az els® pro
esszoron elkezdett és az utolsó pro
esszoron befejezett taszkotbiztosan nem szakítja meg.Érdekes ezzel kap
solatban a következ® tétel, amely azt mutatja, hogy m − 1 alehet® legjobb korlát.3.4. tétel. Legyen SCONT egy n független taszkból álló taszkrendszer CONT általel®állított ütemezése m azonos pro
esszoron. Ekkor
• SCONT legfeljebb m − 1 megszakítást tartalmaz;
• m−1 a lehet® legjobb korlát, mert minden m ≥ 1 pro
esszorszámhoz van olyantaszkrendszer, amelyet minden olyan algoritmus legalább m−1 megszakítássalhajt végre, amwelyik biztosítja, hogy Fmax minimális legyen.Bizonyítás. CONT szerint minden taszk legfeljebb két részben hajtódik végre. Hakét részben, akkor legfeljebb két aktív periódusban és két szomszédos pro
esszoronúgy, hogy a megszakítás a nagyobb index¶ pro
esszoron lesz, ezért CONT ütemezé-sében az els® pro
esszoron biztosan nin
s megszakítás, a többi pro
esszoron pediglegfeljebb egy van. Ezzel a tétel els® állítását beláttuk.



3.5. ÜTEMEZÉSI ANOMÁLIÁK I. 31Tekintsünk egy olyan taszkrendszert, amelyben a taszkok száma eggyel nagyobb,mint a pro
esszorok száma, azaz legyen n = m + 1, a taszkok végrehajtási ideje pe-dig legyen m. Tegyük fel, hogy egy A algoritmus ütemezésében legfeljebb m − 2megszakítás van. Akkor lesz legalább két olyan pro
esszor (legyenek ezek például P1és P2), amelyeken egyáltalán nin
s megszakítás. MIvel minden taszk hossza egysé-gesen m, ezért ezen a két pro
esszoron a [0, m] intervallumban folyik egy-egy taszk(legyenek ezek a T1 és T2 taszkok) végrehajtása. CONT ütemezése alapján tud-juk, hogy az optimális ütemezésben nin
s üres periódus, ezért ezek a pro
esszorokaz [m, m + 1] intervallumban is dolgoznak. Tegyük fel, hogy a [t, t′] intervallumban(ahol m < t < t′ < m + 1) egyik a T3, másik a T4 taszkot hajtja végre. Ekkor atöbbi m−2 pro
esszornak 
sak m+1−4 = m−3 taszk marad, ami kevés. Í�gy lesz aGantt-diagramban üres periódus, az ütemezés nem lesz optimális, ami ellentmondás.3.5. Ütemezési anomáliák I.Ebben a pontban azt mutatjuk be, hogy egy ütemezési probléma �könnyítése� iskiválthatja a hatékonysági jellemz®k romlását.3.1. példa. Tekintsük az alábbi τ1 taszkrendszert, és annak az L = (T1, . . . ,T9)listával kapott S1 ütemezését három (m = 3) azonos pro
esszoron. Ekkor (3.12.ábra) Fmax(S1) = 12, amir®l könnyen belátható, hogy optimális érték.
T /31 T /22 T /23 T /24

T /99 T /45 T /46 T /47 T /48

S1 :

P1

P2

P3

T1 T9T2 T4 T5 T7T3 - T6 T80 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 123.12. ábra. A τ1 taszkrendszer, és annak optimális ütemezése3.2. példa. Ütemezzük az el®bbi τ1 taszkrendszert m = 3 azonos pro
esszorra az
L′ = (T1,T2,T4,T5,T6,T3,T9,T7,T8) listával. Ekkor a kapott S2 ütemezésre (3.13.ábra) Fmax(S2) = 14.3.3. példa. Ütemezzük a τ1 taszkrendszert az L listával m′ = 4 pro
esszorra. Azeredmény Fmax(S3) = 15 (ld. 3.14. ábra).
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S2 :

P1

P2

P3

T1 T3 T9T2 T5 T7 -T4 T6 T8 -0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 13 12 143.13. ábra. A τ1 taszkrendszer ütemezése az L′ lista esetén
S3 :

P1

P2

P3

P4

T1 T5 -T2 T6 T9T3 T7 -T4 T8 -0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 13 12 14 153.14. ábra. τ1 ütemezése az L listával m′ = 4 pro
esszorra3.4. példa. Csökkentsük τ1-ben a végrehajtási id®ket eggyel. Ütemezzük az ígykapott τ2 taszkrendszert az L listával m = 3 pro
esszorra. Az eredmény: Fmax(S4) =
13 (ld. 3.15. ábra).

S4 :

P1

P2

P3

T1 T5 T8 -T2 T4 T6 T9T3 - T7 -0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 133.15. ábra. τ2 ütemezése az L listával m = 3 pro
esszorra3.5. példa. Enyhítsük a τ1 taszkrendszerben a pre
eden
ia-korlátozásokat: hagy-juk el a (T4,T5) és a (T4,T6) éleket a gráfból. Az így kapott τ3 taszkrendszer S5ütemezésének eredménye a 3.16. ábrán látható: Fmax(S5) = 16.A következ® példa azt mutatja, hogy Fmax növekedése nem 
sak a lista rosszmegválasztása miatt következhet be.3.6. példa. Legyen a τ taszkrendszer és annak SOPT optimális ütemezése a 3.17.ábra szerinti. Ekkor Fmax(SOPT) = 19.Könnyen belátható, hogy ha most a végrehajtási id®ket 1-gyel 
sökkentjük, akkora kapott τ ′ taszkrendszeren Fmax(S6) = 20 értéknél egyetlen listával sem érhetünkel jobbat (3.21. ábra).
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S5 :

P1

P2

P3

T1 T6 T9T2 T4 T7 -T3 T5 T8 -0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 163.16. ábra. A τ3 taszkrendszer ütemezése m = 3 pro
esszorra
T /22

T /23

5

1

4T /5

T /4

T /10

T /5 T /10

7

6

SOPT :
P1

P2

T1 T4 T6T2 T3 T5 T70 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 193.17. ábra. A τ taszkrendszer, és annak SOPT ütemezése két pro
esszoron
S6 :

P1

P2

T1 T4 T5 T7T2 T3 T6 -0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 203.18. ábra. A τ ′ taszkrendszer optimális listás ütemezéseEzen példák után az ütemezési paraméterek hatását jellemz® relatív korlátotadunk meg. Tegyük fel, hogy adott τ és τ ′ taszkrendszerekre T′ = T, <′ ⊆<, t′ ≤ t.A τ taszkrendszert egy L, a τ ′ taszkrendszert pedig egy L′ lista alkalmazásávalütemezzük � mégpedig el®bbit m, utóbbit pedig m′ azonos pro
esszorra. Az ígykapott S, illetve S ′ ütemezésekre legyen Fmax(S) = F és Fmax(S
′) = F ′.3.5. tétel. A fenti feltételek mellett F ′

F
≤ 1 +

m − 1

m′
.Bizonyítás. Tekintsük a vessz®s paraméterekhez (S ′-höz) tartozó D′ ütemezési di-agramot. Legyen a [0, F ′) intervallum pontjainak két � A és B � részhalmazánakde�ní
iója a következ®: A = {t ∈ [0, F ) | a t id®pontban minden pro
esszor foglalt},

B = [0, F ′) \ A. Érdemes megemlíteni, hogy mindkét halmaz diszjunkt, félig nyílt(balról zárt, jobbról nyílt) intervallumok uniója.Legyen Tj1 egy olyan taszk, melynek a végrehajtása D′ szerint az F ′ id®pontban



34 3. MAXIMÁLIS BEFEJEZÉSI ID� MINIMALIZÁLÁSAfejez®dik be (azaz fj1 = F ′). Ekkor két lehet®ség van: a Tj1 taszk sj1 kezd®pontjavagy B bels® pontja, vagy nem az.1. Ha sj1 B bels® pontja, akkor B de�ní
iója szerint van olyan pro
esszor, amelyre
ε > 0 mellett igaz, hogy az [sj1 − ε, sj1) intervallumban nem dolgozik. Ezazonban 
sak úgy fordulhat el®, ha van olyan Tj2 taszk, amelyre Tj2 < Tj1 és
fj2 = sj1 (a eset).2. Ha sj1 nem bels® pontja B-nek, akkor vagy sj1 = 0 (b eset), vagy sj1 > 0.Ha van B-nek sj1-nél kisebb eleme (
 eset), akkor legyen x1 = sup{x | x <
sj1 és x ∈ B}, egyébként pedig legyen x1 = 0 (d eset). Ha x1 > 0, akkor A és Bkonstruk
iójából következik, hogy van olyan pro
esszor, amelyhez talaálhatóolyan Tj2 taszk, amelynek ebben az intervallumban még tart a végrehajtása,és amelyre Tj2 < Tj1 .A két esetet összegezve tehát vagy van olyan Tj2 < Tj1 taszk, amelyre y ∈ [fj2, sj1)esetén y ∈ A (a vagy 
 eset), vagy pedig minden x < sj1 számra x ∈ A és x < 0egyike fennáll (a vagy d eset).Ezt az az eljárást ismételve olyan Tjr

,Tjr−1, . . . ,Tj1 taszklán
hoz jutunk, amelyreigaz, hogy x < sjr
esetén vagy x ∈ A vagy x < 0. Ezzel megmutattuk, hogy léteznekolyan taszkok, amelyekre(3.1) Tjr

<′ Tjr−1 <′ · · · <′ Tj1,továbbá minden t ∈ B id®pontban van olyan pro
esszor, amelyik dolgozik, és éppena lán
 valamelyik elemét hajtja végre. Ebb®l következik, hogy(3.2) ∑

φ∈S′

t′(φ) ≤ (m′ − 1)
r∑

k=1

t′jk
,ahol φ-vel az üres periódusokat jelöltük, és így a baloldali összeg az S ′-ben lév®összes üres periódusra vonatkozik.(3.1) és <′ ⊆< alapján Tjr

< Tjr−1 < · · · < Tj1 , és így(3.3) F ≥
r∑

k=1

tjk
≥

r∑

k=1

t′jk
.Mivel(3.4) mF ≥

n∑

i=1

ti ≥

n∑

i=1

t′i,
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1

m′

(
n∑

k=1

t′k +
∑

φ∈S′

t′(φ)

), így (3.2), (3.3) és (3.4) alapján
F ′ ≤

1

m′

(

mF + (m′ − 1)F
), ahonnan F ′

F
≤ 1 +

m − 1

m′
.A következ® példák nem
sak azt mutatják meg, hogy a tételben szerepl® korláta lehet® legjobb, hanem azt is, hogy az adott korlát (legalábbis aszimptotikusan) aparaméterek bármelyikének változtatásával elérhet®.3.6. Ütemezési anomáliák II.3.7. példa. Ebben a példában a lista változik, < üres, m tetsz®leges. A végrehajtásiid®k a következ®k:

ti =







1, ha i = 1, . . . , m − 1;

m, ha i = m;

m − 1, ha i = m + 1, . . . , 2m − 1.Ha ezt a τ4 taszkrendszert m pro
esszorra az L = (T1, . . . ,Tn) listával ütemezzük,akkor a 3.19. ábrán lév® S7(τ4) optimális ütemezést kapjuk.
S7 :

T1 Tm+1T2 Tm+2... ...Tm−1 T2m−1Tm3.19. ábra. Az L = (T1, . . . ,Tn) listához tartozó S7(τ4) ütemezésHa az L lista helyett az L′ = (Tm+1, . . . ,T2m−1,T1, . . . ,Tm−1,Tm) listát alkal-mazzuk, akkor a 3.20. ábrán látható S8(τ4) ütemezést kapjuk. Ebben az esetben
F = Fmax(S7) = m, F ′ = Fmax(S8) = 2m − 1, így F ′

F
= 2 − 1

m
; tehát a lista változ-tatásával elértük, hogy a tétel állításában az egyenl®ség teljesüljön, vagyis a ≤ jeljobb oldalán szerepl® kifejezés nem 
sökkenthet®.3.8. példa. Ebben a példában a végrehajtási id®ket 
sökkentjük. A lista mindkétesetben az L = L′ = (T1, . . . ,Tn). Itt és a fejezet további részében ε tetsz®legeskis pozitív számot jelöl. Az eredeti végrehajtási id®ket a t = (t1, . . . , tn) vektor
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S8 :

Tm+1 TmTm+2 -... ...T2m−1 -T1 T2 . . . Tm−1 -3.20. ábra. Az L′ listához tartozó S8(τ4) ütemezéstartalmazza, ahol
ti =







2, ε ha i = 1, . . . , m;

1, ha i = m + 1, . . . , 2m;

m − 1, ha i = 2m + 1, . . . , 3m.Az új végrehajtási id®k pedig:
t′i =

{

ti − ε, ha i = 1, . . . , m − 1;

ti, ha i = m, . . . , 3m.A τ5, illetve a módosított τ ′
5 taszkrendszer megel®zési gráfját a 3.21. ábra mutatja, az

S9(τ5) (optimális) ütemezés és az S10(τ
′
5) ütemezés pedig a 3.22. ábrán látható. Itt

2m+1

T T T T

T T T T

T

T T T1 2 m m

m m

−1

+2+1 2m−1 2m

2m 2m+2 +3 3m...

...

...

...

3.21. ábra. τ5 és τ ′
5 azonos gráfja

F = Fmax(S9(τ5)) = m+2ε és F ′ = Fmax(S10(τ
′
5) = 2m−1+ε, ezért ε 
sökkenésével

F ′

F
tart a 2− 1

m
értékhez (limε→0

F ′

F
= 2− 1

m
). Tehát a végrehajtási id®ket változtatvatetsz®legesen megközelíthetjük a tételben szerepl® korlátot.3.9. példa. Ebben a példában a megel®zési korlátozásokat gyengítjük. A τ6 taszk-rendszer megel®zési gráfját a 3.23. ábra mutatja. A taszkok végrehajtási ideje pe-dig: t1 = ε, ti = 1, ha i = 1, . . . , m2 − m + 1, és tm2−m+2 = m. τ6-nak az
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S9 :

T1 Tm+1 T2m+1T2 Tm+2 T2m+2... ... ...Tm−1 T2m−1 T3m−1Tm T2m T3m

S10 :

T1 T2m T2m−1 T2m+1T2 T2m+3 -... ... ...Tm−1 T3m -Tm Tm+1
. . . T2m−1 -3.22. ábra. Az S9(τ5) és S10(τ

′
5) ütemezések

T T ... T

T T1

32  m  −m

m  −m

+1

+22

23.23. ábra. A τ6 taszkrendszer gráfja
L = (T1, . . . ,Tm2−m+2) listához tartozó, optimális S11(τ6) ütemezését a 3.24. ábratartalmazza. Az összes megel®zési korlátozás elhagyásával kapjuk τ6-ból a τ ′

6 taszk-rendszert. A 3.25. ábra mutatja az S12(τ
′
6) ütemezést.

S11 :

T1 T2 Tm+1 . . . Tm2
−2m+2Tm2

−m+2 -- T3 Tm+2 . . . Tm2
−2m+3... ... ... . . . ...- Tm T2m−1 . . . Tm2
−m+13.24. ábra. Az S11(τ6) optimális ütemezés3.10. példa. Ezúttal a pro
esszorok számát növeljük: m-r®l m′-re. A τ7 taszkrend-
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S12 :

T1 Tm+1
. . . Tm2

−m+1 -T2 Tm+2
. . . Tm2

−m+2T3 Tm+3
. . . -... ... . . . ...Tm−1 T2m+1
. . . -Tm T2m
. . . -3.25. ábra. Az S12(τ

′
6) ütemezésszer gráfját a 3.26. ábra mutatja, a végrehajtási id®k pedig:

ti =







ε, ha i = 1, . . . , m + 1;

1, ha i = m + 2, . . . , mm′ − m′ + m + 1;

m′, ha i = mm′ − m′ + m + 2.A taszkrendszer optimális ütemezését m, illetve m′ pro
esszoron a 3.27. illetvea 3.28. ábra mutatja. A maximális befejezési id®ket összehasonlítva itt is a kívántaszimptotikus értéket kapjuk: F = Fmax(S13(τ7)) = m′ + 2ε, F ′ = Fmax(S14(τ7)) =
m′ + m − 1 + ε, így F ′

F
= 1 + m−1−ε

m′+2ε
, valamint limε→0 = F ′

F
= 1 + m−1

m′ .
T T ... T

Tm+1

m+2 m+3 mm’−m’+m+1

T T ... T1 2 m

Tmm’−m’+m+2 3.26. ábra. τ7 rákövetkezési gráfja
S13 :

T1 Tm+1 Tm+2
. . . TaT2 Tmm′

−m′+2 -T3 - Tm+3
. . . Tb... ... ... . . . ...Tm - T2m
. . . Tc3.27. ábra.Az S13(τ7) optimális ütemezés (a = mm′−m′ +3, b = a+1, c = mm′−m′ +m+1)
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S14 :

T1 Tm+2
. . . Ta Tmm′

−m′+m+2T2 Tm+3
. . . Ta+1 -... ... . . . ... ...Tb Tc
. . . Td -- ... . . . ... ...- Te
. . . Tf -3.28. ábra.Az S14(τ7) optimális ütemezés (a = mm′ − 2m′ + m + 2, b = m + 1, c = 2m + 2,

d = mm′ − 2m′ + 2m + 2, e = m + m′ + 1, f = mm′ − m′ + m + 1)Ezekkel a példákkal bebizonyítottuk a k®vetkez® tételt.3.6. tétel. A 3.4. tételben szerepl® korlát a négy paraméter (t, m, <, L) bármelyi-kének a változtatásával tetszés szerinti pontossággal megközelíthet®.


