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1. A determinisztikus utemezés
alapfogalmai

1.1. Bevezetés

A termelés kiilonb6z6 teriiletein gyakran jelentkezik a kovetkezs feladat: adott mun-
kakat kell elvégezni adott eszkozok felhasznaldsaval, adott korlatozo feltételek be-
tartasa mellett, adott értelemben optimumra torekedve. Az ilyen tipusu feladatok
jelentGsége a nagy értéki termelGeszkozok, bonyolult termelési folyamatok terjedé-
sével egyiitt n6. Ezen feladatkor kutatasa nagy lendiiletet kapott a szamitogépek
elterjedésével, mivel a gyors miiveletvégzési lehetGség kiszélesitette a realis id6 alatt
megoldhato feladatok korét.

A témakor fontossdgat mutatja, hogy az Osszegytlt ismeretek egy része iiteme-
zés elmélet (scheduling theory) néven a szamitastudomany 6nallo agava fejlsdott. Az
operacios rendszerekkel kapcsolatos, tipikus iitemezési feladat: kotegelt programfel-
dolgozas esetén az adott periféridkat adott ideig hasznalo, egymastol fiiggetlen pro-
gramokbol 4ll6 koteg minimaélis id6 alatt valo futtatasa adott konfiguracioji szami-
togépen. Masik tipikus feladat egymashoz adott moédon kapcsolodod alprogramokbol
allo program futtatisa egyprocesszoros szamitogépen vagy tobb processzort tartal-
mazo6 halézatban.

Ebben a jegyzetben az elvégzends munkakat (példaul lefuttatando programokat)
taszkoknak vagy feladatoknak', a rendelkezésre allo eszkézoket (példaul processzo-
rokat, periféridkat) erdforrasoknak fogjuk nevezni.

Ha a feladatok és eréforrasok jellemzs adatai rogzitett (rendszerint elére ismert)
értékek, akkor determinisztikus iitemezésrdl beszéliink. A nemdeterminisztikus iite-
mezésben gyakori, hogy a nem rogzitett paraméterek eloszlasfiiggvényeikkel adottak.
[lyenkor a feladatok végrehajtasat jellemz& mennyiség varhato értékének optimali-
zalasa a tipikus cél.

Ebben a jegyzetben csak a determinisztikus iitemezéssel foglalkozunk. ElGszor
osszefoglaljuk az alapfogalmakat, alapvets ismereteket (1. fejezet), majd a legegy-

LAz angol nyelvii szakirodalom a task szét hasznalja.
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szerlibb egyprocesszoros eredményeket ismertetjiik (2. fejezet). Ezutan a maximalis
befejezési id6 és az atlagos befejezési id6 optimalizalasaval foglalkozunk (3. fejezet).
Kiilon részben foglalkozunk a kiilonboz6 iitemezési algoritmusok dsszehasonlitdsaval
(4. fejezet).

1.2. Utemezési probléma

A 7= (p, 7, p) ilitemezési probléma egy harmas, melynek elemei a p erdforrasrend-
szer, a 7 taszkrendszer és a p teljesitménymeérték.

1.2.1. Erdéforrasrendszer

A taszkok egy részének végrehajtasahoz egyféle eréforras elegends. Ezeket az erd-
forrdsokat processzoroknak nevezziik: m-mel jel6ljik a processzorok szémat, P =
{Py,..., P,}-mel pedig a processzorok halmazat, illetve az egyes processzorokat.

Ha a P; és P; € P processzorokon végrehajthato feladatok halmazai kiilénbozéek,
akkor azt mondjuk, hogy P, és P; kiilonbdzé processzorok. Ha két processzoron
ugyanazok a taszkok hajthatok végre, de a végrehajtasi id6k nem minden taszkra
azonosak, akkor kiilénb6z6 sebességii processzorokrol beszéliink. Ha két processzoron
ugyanazok a taszkok hajthatok végre, és a végrehajtasi idGk is megegyeznek, akkor
a processzorok azonosak.

Altalanos esetben a processzorokon kiviil tovabbi, ngynevezett kiegészits erdfor-
rasokra is sziikség van. Ezek tipusainak szamat jeloljiik s-sel, a tipusok halmazat,
illetve az egyes tipusokat R = {Ry,..., Rs}-sel, tovabba jeldlje az r = (r1,...,7)
vektor az egyes kiegészits eréforras tipusokbol rendelkezésre 4116 mennyiségeket.

A p = (P,R,r) rendezett harmast nevezziik erdforrasrendszernek.

1.2.2. Taszkrendszer

A taszkok legfontosabb tulajdonsigai rendszerint leirhatok a kovetkezs jelolések
segitségével. Adott p = (P,R,r) er6forrasrendszerre vonatkozo taszkrendszer egy
7= (T, <, [tij], [rix], b,d, p) hetes, ahol

1.
T ={T1,...,T,} a végrehajtando taszkok halmaza,

< egy a T halmazon értelmezett tranzitiv, irreflexiv, aszimmetrikus binaris re-
lacio (< C T x T).
Ha T;,T; € T, akkor T; < T} azt jelenti, hogy T; végrehajtasat be kell fejezni,
miel6tt T végrehajtasat elkezdenénk. Ilyenkor azt mondjuk, hogy T; megel6zi

<, e,
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1.2.

Ha sem T; < T}, sem T; < T; nem teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy T; és T}
fiiggetlenek egymastol. Ha egy adott id6pontban minden olyan T}, feladatot vég-
rehajtottunk, amelyre T, < T}, és a T; végrehajtasahoz sziikséges eréforrasok
rendelkezésre allnak, akkor 7; az adott id6pontban végrehajthaté (végrehaj-
tasa megkezdhetd). A megeldzési relacio gyakran el6fordulo példai: lanc, fa és
fiiggetlen taszkok.

[tij] a végrehajtasi id6k matrixa: ¢;; (1 < i < n, 1 < j < m) azt az id6t
jelenti, amely alatt T; végrehajthatéo P;-n. Annak szokasos jelolése, hogy T;
nem hajthato végre Pj-n: t;; = oo. Altalaban feltessziik, hogy a matrix min-
den eleme porzitiv (a taszkok végrehajtasdhoz minden processzoron idére van
szitkség), és a matrix minden soraban van véges érték (minden taszk leg-
alabb egy processzoron végrehajthatd). Ha a processzorok azonosak, akkor
tii = tio = -+ = tyy (i = 1,2,...,n). llyenkor T; végrehajtasi idejét egy-

------

idsk t vektora szerepel 7-ban).

[rik] a kiegészitd erdforrasokra vonatkozo igények matrixa: ry (1 <i<n, 1<
k < s) azt adja meg, hogy a T; taszk végrehajtasihoz az Ry erdforrastipus-
bol hany egységre van sziikség (a végrehajtis egész iddtartamara). Altalaban
feltessziik, hogy ri <7 (1 <i<n, 1 <k <s) teljesiil, azaz a taszkok eréfor-
rasigénye kielégithets. Ha s = 0, akkor ezzel a matrixszal nem kell foglalkozni.

b = (by,...,b,) a belépési id6pontok vektora: b; jelenti azt az id6pontot, amely
el6tt T; végrehajtasa nem kezdhetd el.

d = (dy,...,d,) a hataridék vektora: d; jelenti azt az id6pontot, ameddig a
T; taszk végrehajtasat be kell fejezni. A hataridék lehetnek szigoriak, illetve
ajanlottak. Szigoru hataridé esetén csak a taszkok olyan végrehajtésa fogadhato
el, amely biztositja a hataridék betartasat, mig az ajanlott hataridsk tullépése
megengedett (bar a tullépésnek hatranyos kovetkezményei lehetnek).

p = (p1,...,pn) a silyok vektora: p; a T; taszk fontossagat jellemzi (a teljesit-
ménymértékek értékén keresztiil befolyasolja a taszkok végrehajtasat).

3. Teljesitménymértékek

A taszkok jellemz6it két csoportba oszthatjuk: az egyik csoportba tartozok (mint
bi,d;, pi, tij, rix) az iitemezés elkészitésekor ismert, dllandé értékek — a masik cso-
portba tartozok pedig az iitemezés elkészitése soran kapjak meg az értékiiket (attol
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fiigg az értékiik, hogy milyen iitemezést valasztunk):
Az iitemezést S-sel jelolve vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

si(9) a T; taszk kezdési id6pontja
fi(S) a T; taszk befejezési idépontja
wi(S) = a T; taszk varakozasi ideje

ni(S) = fi(S) — d;

i a T; taszk pontatlansaga
1;(S) = max(n;(S),0)

a T; taszk késése

Ezen iitemezéstdl fiiggs taszkjellemzdk segitségével fogjuk megadni a p = {Flax,
Fainy, Favy Winax, Winin, Wavy Nmax, Nminy Nav, Lmax, Lmins Lavs Emax, Emin, Eay,
Amaxs Amin, Aav} teljesitménymeértékeket (amelyek az iitemezést jellemzik). Ponto-
sabban csak F_, W, N és L szarmazik koziiliik a fenti taszkjellemzSkbdl, E - és
A pedig rendre az E(S,t) = [{T; : f;(S) > t}| (S iitemezés mellett a ¢ idSpontban
befejezetlen taszkok szdma), illetve az A(S,t) = 32 e, f,(5)=¢Pi (S iitemezés mel-
lett a ¢t idGpontban befejezetlen taszkok siilyainak dsszege) jellemzkbdl szarmaznak.
A teljesitménymeértékek indexe azt jeloli, hogy maximalis, minimalis avagy st-
lyozott atlagos jellemz6rl van-e sz6 (a taszkjellemzk koziil a maximalis, minimalis,
illetve stulyokkal szamolt atlagos érték). Tehat példaul Fp., a maximalis befejezési
id6, Fhin a minimélis befejezési id6, F,, pedig a silyozott atlagos befejezési idé.
(Hasonloan W a varakozasi id6, N a pontatlansag, L pedig a késés taszkonként
vett maximuma, minimuma, illetve silyozott atlaga.) Az E és A jellemzdk ter-
mészetszertileg nem taszkonként vett maximumot, minimumot, illetve dtlagot adnak
meg, hanem id§ szerintit, ahogy az az alabbi 6sszefoglald tablazatban lathato:

Fmax(s) = lrélzagxn fi (S)

Fmin(S) = lrgniléln fz(s)

Fur(8) = =3 pidi(S)
i=1

Wmnax (S) = 1r§nia§xn w; (S)

Whin(S) = 1I§Ilil£n w; (S)

War(8) = = 3 prwn(s)
i=1

Nmax(8) = 2, mi(5)

Npin (S) = lgliléln n;(S)

Nav(8) = =3 pina($)
=1

) 1 &
Lmax(S) = max. 1;(S) Linin(S) = min 1;(9) Lay(S) = - ;pizi(S)

1<i<n —
Fmax(S)
. 1
Bmax(S) T0<t4 Fopax () ESY | Bunin(S) T0<t< Pmax () B(S,8) | Eav(S) = Frmax(S) i
0
Fmax(S)
. 1
Amax(5) =, max o ASD | Amia($) =, gin o A | Aw(S) = Finax(S) A5t
0
Megjegyzés:

1. Evae(S) = E(S,0) = n,
AmaX(S> = A(S, 0) = Z?:l pi,
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2. Enin(S) = E(S, Frax(5)) =0,

(S
min(S) = A(Sa Fmax(s)) =Y,

A
- Ew(8) = 5t Y0, £i(S) (ldsd 1.1. dbra),
A

(
w(S) = 7ty Sy pifi(S) (ldsd 1.2. dbra).

E(S.Y)
n
£.(S) 1
n-1[" """ """ TTTTT ‘
() 1
1
S T
fra !
] s
f.(S) 1
£.(9) 5 (9) t.0 [ t
1.1. abra. [/ E(S, 1) dt kiszamitasa
A(S.t)
f.(S) P
£(S) - Pt
PR foomomoooooo- b
‘ f_, (S R,
pl 777777777777777>77777777%7777777777777‘ 7777777777777777
‘ f(9) )
f.(S) £ (S o fi. (S fe

1.2. dbra. OFm‘"‘X(S) A(S,t) dt kiszamitasa



2. Egyprocesszoros eredmények

2.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben viszonylag egyszerii iitemezési problémakat vizsgalunk, melyek-
ben egyetlen moho és oszthatatlan processzor van (m = 1), kiegészits eréforras nincs
(s = 0), a feladatok fiiggetlenek (< iires), és a taszkok végrehajtasa nem szakithato
meg. A taszkokhoz ajanlott hataridék tartoznak, listat nem alkalmazunk.

A vizsgalt litemezési problémak kozos formalizalt leirasa ezért a kovetkezd alakra
egyszertisodik: m = (p, 7, u), p = (P), P ={P}, 7= (T,t,d,p), T = (11,...,T,),
t=(t1,...,t,),d=(dy,...,dn), p= (p1,-..,Pn). Tovibba — mivel egyetlen moho
és oszthatatlan processzor van, és csak megszakitas nélkiili algoritmusok johetnek

Ezen feltevések mellett a minimalis varakozasi id6 a taszkok végrehajtasi sor-
rendjétdl fiiggetleniil nulla (W, (S) = 0, VS-re). Ugyancsak a sorrendtdl fiiggetlen
a maximalis befejezési id6: Finax(S) = >, t; mind az n! permutaciora.

FLin akkor és csak akkor lesz minimalis, ha a taszkok végrehajtasat a legkisebb
végrehajtasi ideji taszkkal kezdjiik, mig F},;, maximalis értéke a legnagyobb végre-
hajtési ideji taszkkal val6 kezdés esetén érhetd el.

A maximalis varakozasi id6 az utoljara végrehajtott taszk jo megvalasztasaval
befolyasolhato: a végrehajtast a legkisebb végrehajtasi ideji taszkkal befejezve Wi, .
maximalis lesz, mig a legnagyobb végrehajtasi ideji taszkkal befejezve minimélis
lesz.

Jelolések. A tovabbiakban az ,a taszkokat a (3; szerint ndévekvs sorrendben hajtjuk
végre” kifejezés helyett a ,,3; /" jelolést, az ,akkor és csak akkor, ha” kifejezés helyett
pedig a ,,<” jelolést is hasznaljuk. Ertelemszerd jelentéssel a ,,3;,\.", , =" és ,<”
jeloléseket is alkalmazzuk. Az adott iitemezés szerint j.-ként végrehajtott feladat
indexét pedig i;-vel (j = 1,...,n) jeloljik. Végiil a ,,u maximalis” és ,,u minimalis”
roviditésére a ,pu 17, illetve |7 jelolések szolgalnak.

Ezekkel a jelolésekkel példaul az Fj,;,-re vonatkozo allitasok réviden igy irhatok
fel: Fom &t = lrgl<nn t;, lletve Fln 1< 1, = max t;.

8
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A kovetkezd harom alfejezetben néhany atlagos, maximaélis, illetve minimalis jel-
lemz6 szélsGértékeinek elérését biztosito feltételt adunk meg.

2.2. Atlagos jellemz6k

Az atlagos sulyozott befejezési id6, varakozasi id6 és pontatlansag szélsGértékei a ;—?
7
szerint rendezett permutaciokhoz tartoznak.

2.1. tétel. F,, N,, és W,, akkor és csak akkor lesz miniméalis (maximalis), ha a

taszkokat - szerint novekve (csokkend) sorrendben hajtjuk végre.
i

Ennek az allitasnak tomor irdsmodja:

t;. t;
FaV7NaV7WaV J/<:> _J/‘7 és FaV’NaV7 Wav T<:> _J\ *

5 J

Bizonyitas. a) Mivel a feladatoknak csak véges sok (n!) iitemezése van, ezek kozott
kell lennie optimalisnak.

tij
Pi

b) Megmutatjuk, hogy F,, csak akkor lehet minimalis, ha a taszkokat a szerint,

j
novekvd sorrendben hajtjuk végre.

Tegyiik fel, hogy van olyan S iitemerzés, azaz a taszkoknak olyan T;,...,T;
permutacidja, amelyre F,,(S) minimalis, de ugyanakkor van olyan k (1 < k <
n — 1) index, amelyre
(2.1) e

Piy, DPiyyy

Vizsgaljuk most meg a T;, és T;, taszkok sorrendjének felcserélésével S-bol
elallithato S’ iitemezést, és a hozza tartozo F,,(S') atlagos befejezési idét.

F,, 1j értéke két ok miatt kiilonbozik a régitél: T;, befejezési id6pontja a csere
miatt ¢;,_ -gyel n6tt, mig T;, | befejezési id6pontja t; -val csokkent. Ezért

k+1
1 1 <
=1
Fav (S)

(2.1) atrendezésével azt kapjuk, hogy p;ti,,, < pi,.,ti,, amibol (2.2) alapjan
F.o(5") < Fiu(S) kovetkezik. Mivel ez ellentmond annak, hogy F,,(S) minimalis,
ezért csak ;71 szerint novekvs sorrendhez tartozhat minimalis F,.
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c) A sziikségesség utan most a vizsgalt feltétel elégségességét is belatjuk. A bizonyi-
tas b) része szerint tehat az egyik ,,jo” (ndvekvs) permutacio adja az optimumot.
Ha a ;—l hanyados két taszkra nézve azonos, akkor (2.1) és (2.2) alapjan sorrend-
cseréjiik F,, értékét nem befolyasolja, tehat valamennyi ,,j6” sorrend minimélis
F,, értékre vezet.

Ezzel a tétel F,,re vonatkozo részét bebizonyitottuk.

d) Az atlagos stlyozott varakozasi id6 és pontatlansag definicioja alapjan

1 — 1
2.3 aV zw@ - i \Ji S) — t;) = Fav S)—— ilis
(2.3) Zp n;p (fi( 35) ) (S) n;p

(24)  Nuof mez = () = ) = Fa(8) = s

(2.3) és (2.4) szerint W,, illetve N,, csak egy additiv konstanssal kiilonboznek
F,,-t61, tehat akkor és csak akkor lesznek minimaélisak, ha F,, is az.

e) Az eddigiekben megadtuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy a vizsgalt
teljesitménymeértékek értékei miniméalisak legyenek. Ha a b), ¢) és d) részben a
,minimalis” helyett ,maximélis”, ,n6vekv” helyett ,,csokkend”, ,,<” helyett ,,>" és

=" helyett ,,<<” szerepel, akkor a maximalis értékhez tartoz6 bizonyitast kapjuk.

Most megmutatjuk, hogy a 2.1. tételhez hasonlé allités teljesiil E,, és A,, értékére
is. Lattuk, hogy

(2.5) Ew(S) Z fi(S

max

Mivel Fl..(S) értéke allando, igy (a 2.5) egyenl&séghdl és a 2.1. tételbdl kovetke-

zik, hogy FE,, akkor és csak akkor minimalis, ha a taszkokat ¢; névekvs sorrendjé-

ben ﬁtemezzﬁk (ugyanis F,,(S) = =30 fi(S), igy pi = 1, (i = 1,...,n) esetén

E..(S) = (S) nk, (S), amibdl kovetkezik, hogy F,, |< F,, |, vagyis E., [ <t/
Hasonlo gondolatmenet alkalmazhato A,, esetén is: Lattuk, hogy

(2.6) Aav( szfz

max

Ezt felhasznalva A,, = max(S) nF,(S), amibsl — mivel Fi.(S) konstans — kévet-
kezik, hogy A., | F,. |, vagyis A,, | t; /.

Természetesen ugyanigy F., és A,, maximumara is levezethetjiik a sziikséges és
elégséges feltételt.
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2.3. Maximalis jellemzdék

A maximalis késés és a maximélis pontatlansag minimalizalasahoz elégséges feltételt
biztosit a kovetkezd allitas.

2.2. tétel. Ha a taszkokat a d;; ajanlott hataridSk novekvs sorrendjében iitemez-
ziik, akkor az N., maximéalis pontatlansig és az L., maximalis késés minimalis
lesz.

Bizonyitas. a) Mivel a taszkoknak csak véges sok permutécioja van, ezért biztosan
van optimadlis litemezés.

b) Elgszor a maximalis pontatlansagra vonatkozé részt latjuk be. Tegyiik fel, hogy
van olyan S {itemezés, azaz a taszkoknak olyan T;,,...,T; permutéicidja, melyre
Niax(S) minimaélis, de ugyanakkor van olyan j index (1 < j <n — 1), melyre

(2.7) d;; >d

ij i1

Ekkor a T;, ¢s T;,,, taszkok pontatlansigai:

j+1
(2'8) T (S) = fij (S) - dijv T (S) = fij+1 (S) - dij+1 = fij (S) + tij+1 - dij+1'
Innen (2.7) és ¢

max n;, > n;....
1<k<n e — ""l5+41

> 0 figyelembevételével n; ., < n;;, é igy Nmax(S) =

Ti+1

Cseréljiik fel az S litemezésben a T;, és T;, | taszkok sorrendjét, és az igy kapott
1j titemezést jeloljilk S’-vel. A tovabbiakban az S’-hoz tartozo jellemzdk jelét
vesszGvel, az S-hez tartozok jelét pedig vesszd nélkiil hasznaljuk. Az 1j iiteme-
zéssel a pontatlansagok:

ij+1 j+1

(29) n;j = f{j—dij = fij +tij+1_dij> 7’Ll = fi, dij+1 = fij + tij+1 _tij_dij_H-
——
Jijia

Figyeljiik meg, hogy n;j <My, es g <Ny, €261t Nia(S”) < Nimax(S), tehat

i
a cserétll az Ny, értéke nem ndétt. a

Véges sok hasonld cserével elérhetd, hogy a feladatok hataridGk szerint novekvs
sorrendjéhez jussunk. Ha akir egyetlen cserével a korabbinal kisebb pontatlansa-
got kapunk, akkor az ellentmondas allitasunk helyességét bizonyitja. Ha minden
csere utan véltozatlan marad a maximaélis pontatlansiag, akkor is igaz, hogy az
igy megadott algoritmus minimalizalja Ny .x-0t.

¢) Hasonloképpen lathatjuk be, hogy a hataridék szerint novekvd sorrend esetén
L minimélis lesz. Itt is igaz, hogy csak véges sok iitemezés van.
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Ismét tegyiik fel, hogy van olyan 7;,, ..., T; permuticid, melyre L,,x minimalis,
és ugyanakkor van olyan j index, melyre (2.7) fennall. Cseréljiik fel a T;, és T; |
taszkokat. A csere elStti litemezést jeloljiik S-sel, a csere utanit S’-vel. Ekkor a
csere elGtti késések:

(210) lij = maX(O, fij — dij), [ = maX(O, fij + 1 — dij+1-

ij+1 ij+1

Mivel most (2.7) és t

Az 1j késések értéke:

> 0 alapjan l;; , > I;;, ezért L. (S) = max [; > |

Jj+1 1<i<n j+1

(211) l/ = maX(O, fij + tij+1 — dij), [

5

iy = max(0, fi; i, — iy —diy.,)-

ésll <l

Mivel most ;< l;,, ésli | <li,,, €2t Lya(S) < Lnax(S)-

Véges sok hasonl6 cserével a hatarid6k szerint névekvs taszk sorrendet kapunk.
AKkar volt olyan csere, amely utan a maximaélis késés csokkent, akar minden cse-
rénél valtozatlan maradt L., értéke, mindkét esetben igaz, hogy a tétel L ..ra
vonatkozo részét is bizonyitottuk.

Tekintsiik most azokat a T}, T és T3 feladatokat, melyekre d; = 1, dy = 2, d3 = 3,
a végrehajtasi id6k pedig t; = to = t3 = 10. Ezeket a taszkokat a hataridék névekvs
sorrendjében végrehajtva Nyax(S) = Liax(S) = max(9, 18, 27) = 27, mig az el6z6t61
eltéré Ty, T1, T3 sorrend esetén ugyancsak Npax(S) = Lyax(S) = max(8,19,27) =
27. A példabol lathato, hogy — a 2.1. tételben tapasztaltakkal ellentétbhen — még
kiilonboz6 jellemzok (itt: hatariddk) esetén sem egyértelmii az optimalis sorrend.

A teljesség kedvéért vizsgaljuk meg annak feltételét is, hogy Npax illetve L.
maximalis legyen. A maximalis pontatlansag akkor és csak akkor lesz maximaélis,
ha utoljara a legkisebb hataridejd taszkot hajtjuk végre. L., maximalizalasakor
két esetet kell megkiilonboztetniink: ha a legkisebb hatarid6 sem kisebb, mint a
Ha viszont van a végrehajtéasi id6k osszegénél kisebb hatéaridg, akkor a sziikséges és
elégséges feltétel d;, = <Ain d; lesz.

i<n

2.4. Minimalis jellemz6k

A minimélis pontatlansag és a minimalis késés minimalizalasahoz jo elvnek tiinhet
a tartalékidsk (sp; = d; — t;) alapjan valo litemezés. Némiképp megleps ezért a
kovetkezG allités.

2.3. tétel. Ha a taszkokat a tartalékidék novekvs sorrendjében iitemezziik, akkor
az Npin miniméalis pontatlansag és az L.,;, miniméalis késés maximalis lesz.
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Bizonyitas. a) Mivel a taszkoknak csak véges sok permutacioja van, az optimalis

b)

megoldas 1étezik.

Megmutatjuk, hogy a tartalékid6k névekvs sorrendje esetén N,;, maximaélis lesz.
Tegyiik fel, hogy van olyan S iitemezés, azaz a taszkoknak olyan 7;,,...,T;,

sorrendje, amelyre Ny,;, maximaélis, de ugyanakkor van olyan j index (1 < j <
n — 1), amelyre

(2.12) 5pi; (S) > spi,., (5).

Cseréljiik fel az S litemezésben a T;, és a T; , taszkokat (igy kapjuk az S” iite-
mezést). A feleserélt taszkok eredeti pontatlansagai:
(2.13)

ni; = fi;=di; = fi;=ti; =sPijs Wiy = iy =disy = fiFtiy —dig = fi; =sPijp-

Innen (2.12) és t;, > 0 figyelembevételével n;, < n;_,, és igy Npin = 1m1<n n; <

ni;. A csere utani pontatlansigok:

(2.14)
n;j = fzj - dZ] = fZ] + t1]+1 - dij - f + tij+1 - tz - sz‘j - nij + tij+17
néj«rl - fi[j+1 iy, = fi; ity = dig, = fi; =t = spi
——

Jiji

Mivel n; > ny; és ng i > Ty, dgy Niin(S") > Npin(S). Tehat a cserétsl a
minimalis pontatlansag értéke nem csokkent, igy — S optimalitdsa miatt —
ugyanakkora maradt.

Véges sok cserével elérhetd, hogy a taszkoknak a tartalékidék szerint novekve
sorrendjéhez jussunk. Tehat a tartalékid6k névekvs sorrendjében vald iitemezés
maximalizalja Np,-t

Hasonl6é mdédon latjuk be, hogy a névekvs tartalékidék szerinti {itemezés esetén
Ly, maximalis. Tegyiik fel, hogy van olyan S optimalis permutéicié és ahhoz
olyan j (1 < j <n—1) index, melyre (2.12) fennall. Ekkor

(2.15)
li; = max(0, fi; — d;;) = max(0, f;; — ti; — sp;;),
li,, = max(0,f;,,, —di.,,)=max(0, f;, + 1, —d;.,)=max(0, fi, — spi,,,).

Innen (2.12) és t;, > 0 alapjan [;; <,

Lj4+12

igy Ly = 1mm I < lj;. Cseréljiik fel

<k<n
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most a T;; és T;,,, taszkokat. Az igy kapott S’ iitemezés szerinti késések:

1
(2.16)
l;j = maX(O, fl']. + tij+1 —dzj) = maX(O, fl']. + tij+1 — tij — Spij>7
—_——
7L
Jijn
, —_—
lij+1 = maX(O, fl']. + tij+1 _tij _dij+1) = maX(O, fij — tij — SPin)-
—_——

Tij
Mivel [;, > l;j és l; > lgm, igy Linin(S") > Lnin(S). Ebbdl S optimalitasa miatt
a két utobbi érték egyenlsége kovetkezik.

Véges sok hasonl cserével elérhetd a névekvs tartalékidék szerinti sorrend, ami-
bél allitdsunk kovetkezik.

Tekintsiik most djra a 2.3. rész végén vizsgalt taszkrendszert. Legyen az S iiteme-
zés a Ty, Ty, Ty permutacioval adott, mig az S’ iitemezés a T, T3, Ty sorrendhez
tartozzon. Most a tartalékidék sp; = —9, sp, = —8, sp3 = —7, azaz S a 2.3. tétel
szerinti litemezés. Ezekkel az adatokkal Npin(S) = Lupin(S) = min(9,18,27) = 9
¢S Nipin(S’) = Lmin(S") = min(9,17,28) = 9. A példabol lathato, hogy a tételben
szerepl6 feltétel valoban csak elégséges, de nem sziikséges.

Vizsgaljuk meg most annak feltételeit is, hogy ez a két teljesitménymeérték mi-
nimélis értéket vegyen fel. N, akkor és csak akkor lesz minimaélis, ha elGszor a
legnagyobb tartalékideji taszkot hajtjuk végre. L, esetében két lehetGség van at-
tol fiiggden, hogy van-e nemnegativ tartalékidejd taszk. Ha van, Ggy L., akkor és
csak akkor lesz minimalis, ha van olyan taszk, amelynek végrehajtasat hataridére
befejezziik (ekkor a minimaélis késés nulla). Ha viszont minden tartalékidé negativ,
gy az a keresett sziikséges és elégséges feltétel, hogy a legnagyobb tartalékidejii
taszkot hajtsuk végre elGszor.

2.5. Egyprocesszoros eredmények Osszefoglalasa

A 2.1. tablazatban Osszefoglaltuk az egyprocesszoros iitemezési eredményeket. A
tablazatbol hidnyzik az atlagos silyozott késés szélsGértékeihez tartozo feltétel, mi-
vel nem ismeretes olyan polinomialis algoritmus, amely ezt az litemezési problémat
megoldané.
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Sorsz. Minimum feltétele Maximum feltétele
1. Wiin = 0 iitemezéstdl fiiggetleniil
2. E.in=0 iitemezéstdl fiiggetleniil
3. Apin = O iitemezéstdl fiiggetleniil
4. Flhax Z t; iitemezéstdl fiiggetleniil
5. Eox=n iitemezéstdl fiiggetleniil
6. Amin Epz iitemezéstdl fiiggetleniil
7. Fonle t, = 1mm tj Fonle t, = max t;
<j<n <n
8. maxl<:> tin - 112]?2%1 tj max T<:> t - Hljlgn t]
9. Fy L& “—J‘/ Fo T 22N,
ij
10. aV l<:> / Wav T<:> ;z,j
ij
11, N le 7/ Nay 165 22,
vj
12. By 16 2/ Eule 4
i ij
13. Aw s 127 Awle L
14. Nmaxl<: dlj/ ]\']'maxT<:> dzn - 121]'1%111 d]
15. Lmaxl«<: dij/ Lmax 0« Fmax S mlil d
<j<n
Npax T d;, = min d;
1<j<n
16. Niin | € sp;, = max sp; Nuin 1= spi,/
1<j<n :
17. Lypin =0« 35 : fl-j < dij, ha Ji:sp; >0 Lyin T spij/
Linin < spi, = 0ax spj, egyébként
18. Lo 1777 Lo 1777

2.1. tablazat. Egyprocesszoros eredmények sszefoglalasa




3. Maximalis befejezési id6
minimalizalasa

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben olyan iitemezési problémakat targyalunk, melyekben a maximaélis
befejezési id6 minimalizalasa a cél. Ebbsl adodik, hogy példaul a hataridék és a
silyok nem befolyasoljak a taszkok iitemezését.

A vizsgalt probléméakban kiegészit eréforrasok nem szerepelnek, igy a formalis
modell a kévetkezs: m = (p, 7, 1), p= (P), P={P1,...,P.}, 7= (T, <, [t;j]), p=
Froax |-

A processzorok az esetek tObbségében azonosak lesznek.

A vizsgalt iitemezési problémak mindegyikének megoldasara ismeretes polino-
mialis algoritmus. A fejezet végén azt is megmutatjuk, hogy a korabban vizsgalt
anomalidk mértéke mekkora lehet.

3.2. Fastrukturaja taszkrendszerek

Tegyiik fel, hogy adott m azonos processzor, amelyek mohoak. A taszkok legyenek
megszakithatatlanok, egységnyi végrehajtasi idejiek, és a megel&zési relaciot fa adja
meg.

Elgszor tekintsiik a 3.1. abran bemutatott példat, ahol a taszkokat az A, ...,
N betiikkel jeloltiik, és az egységnyi végrehajtasi idGket elhagytuk. Becsiiljiik meg
Frax(S) értékét. Mivel 14 taszk van, ezért m > 1 moho processzor esetén Fi .. (S) <
14 barmely szoba jovs algoritmusra. Mivel van 6t taszkot tartalmazo lanc (példaul
N<L<G<C<A), ezért Fya > 5. Tehat ha m > 1, akkor 5 < Fj,.«(S) < 14 minden
A algoritmusra.

A pontosabb becsléshez rogzitsiik a processzorok szamat: legyen m = 3. 14 meg-
szakithatatlan taszk végrehajtasihoz 3 processzoron még fiiggetlen taszkok esetén is
legalabb 5 idGegységre van sziikség, azaz ismét azt kaptuk, hogy Fi.x(S) > 5. Ha a
megelGzési korlatozasokat is figyelembe vessziik, akkor latjuk, hogy az A taszkot az

16
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N
NN

\//

3.1. dbra. Fastruktiraja taszkrendszer

Osszes tobbi taszk megelzi: mivel 13 taszk 3 processzort legalabb 5 idGegységre lefog-
lal, ezért Fi.x(S) > 6. Az eddigieket Gsszesitve azt kapjuk, hogy 6 < Fj.«(S) < 14
minden szoba jovs S litemezésre.

Az egyik lehetséges litemezési stratégia az, hogy a taszkokat lexikografikus sor-
rendben (neviik abécé szerinti sorrendjében) hajtjuk végre. Ekkor a 3.2. 4brén be-
mutatott Sy, litemezést kapjuk, amelyre Fax(Siex) = 8.

Po|B|D|F|IN|L|G|C|A
Py |E|T|K|-|-]-1|-]-
P |H|I M| -[-]-]-]-

3.2. abra. Az Sie, lexikografikus iitemezés

Egy masik lehetséges megkozezelités, hogy az A befejezé feladattol legtavolabbi
feladatot igyeksziink {itemezni (t6bb jelolt esetén példaul az elgbbi, lexikografikus
modon valasztva. Ekkor a 3.3. dbran bemutatott Sp, litemezést kapjuk, amelyre
Fmax<Sfur) = 6.

Mivel korabban lattuk, hogy a maximélis befejezési id6 legalabb 6, ezért Sty
optimalis iitemezés. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a most vizsgélt litemezési
problémék esetén a ,legtavolabbit elGszor” elv mindig optimalis iitemezésre vezet.

Ehhez el6szor vezessiik be a taszkok szintjének fogalmat. Tegyiik fel, hogy a
taszkokat azonos processzorokon hajtjuk végre, azaz a végrehajtasi idé minden pro-
cesszoron azonos. A (definiciojuk szerint kormentes) megel6zési grafokban egy taszk
szintjét ugy definidljuk, mint a taszkbol a befejezs taszkokhoz vezetd utak hossza-
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P M
Py
P, |[H|K|F|DJ|-]|-

=
()]
Q
>

Z,
—
=
oS,

3.3. abra. Az S, ,Jlegtavolabbit elGszor” ilitemezés

inak maximuma. Megjegyezziik, hogy egy ut hosszian az Ut mentén 1évG taszkok
végrehajtasi idGinek Osszegét értjiik.

megelGzési graf pedig fa, ezért egy taszk szintjét egyszertien a taszkbol az egyetlen
befejezd taszkhoz vezets egyetlen it mentén levs taszkok szama adja.

Szintes iitemezésrdl akkor beszéliink, ha valahanyszor iitemezendd taszkot kell
valasztanunk, mindannyiszor a végrehajthato és még nem iitemezett taszkok koziil a
legmagasabb szintiiek egyikét valasztjuk. Ez példaul a kovetkezSképpen valdsithatod
meg: ElGszor az n taszkhoz alkalmas modon hozzarendeljiik az 1,2, ..., n cimkéket,
majd a taszkokat cimkéik csokken sorrendjében felsorolva prioritési listat készitiink,
és ezzel a listaval listas iitemezést végziink. Ez utdobbi azt jelenti, hogy ha iitemezendé
taszkot kell valasztani, azt a lista sorrendjében keressiik.

3.1. algoritmus (LEV). Legyen 7 = (T, <, t) fastrukturaju vagy erdgstrukturaja
taszkrendszer, amely egységnyi végrehajtési idejii, megszakithatatlan taszkokat tar-
talmaz. Ekkor a fastrukturaju 7 Spgyv(7) szintes iitemezése azonos processzorokon a
kovetkezGképpen allithato eld.

Definidlunk egy C': T — {1,...,n} ,cimkézs” leképezést (1-3. 1épés), majd a cimkék
segitségével listasan iitemeziink (4-5. 1épés).

1. lépés. Ha T € T a taszkrendszer befejezs feladata, akkor C'(T) := 1.

2. lépés. Tegyiik fel, hogy az 1,...,5 — 1 (j < n) cimkéket mar hozzarendeltiik
bizonyos taszkokhoz. Legyen ; azon taszkok halmaza, amelyeknek
a) még nincs cimkéjiik, és
b) kozvetlen rakovetkezdjiitknek mar van cimkéje.
Ha ebben a halmazban T az egyetlen taszk, vagy T rakovetkezGjének a
cimkéje a legkisebb, akkor C(T) := j. Ha viszont t6bb taszk rendelkezik

(azonos) legkisebb cimkéjii kozvetlen rakovetkezdvel, akkor ezek barmelyi-
két (pl. a lexikografikusan legkisebbet) valaszthatjuk T-nek, és C(T) := j.

3. 1épés. Ha van még cimkézetlen taszk, akkor folytassuk a 2. 1épéstil, egyébként
pedig a 4. lépéstol.
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4. lépés. Indexeljiik meg a taszkokat oly modon, hogy a (T, ..., Ty) listara fenn-
alljon C'(T;) = j minden j =1,...,n cimkére.

5. 1épés. A (T,,...,T) lista segitségével m azonos processzoron adodé iitemezést
nevezziik Stpv-nek.

Erd&struktiaraja 7 esetén 7-t kiegészitjiik egy 0 végrehajtéasi idejd taszkkal, mely-
nek 7 befejez6 taszkjai lesznek a kozvetlen megelGz6i, és erre az 1j taszkrendszerre
alkalmazzuk a fenti lépéseket.

Példa. A 3.1. abréan szerepl§ fa esetén egyértelmiien adodik, hogy C'(A) = 1. Ekkor
az a) tulajdonsaggal A-n kiviil minden taszk rendelkezik, koziiliik B, C és D rendel-
kezik a b) tulajdonsaggal is. Mindharom taszk kozvetlen rakovetkez$jének cimkéje
azonos (1), igy mindharom véalaszthaté T-nek. Legyen példaul C(B) = 2. Ezutéan
C és D alkotjak ~s-at. Legyen C(C) = 3. Most v4 = D, F,G, és az 1, 3 cimkék
osszehasonlitasaval C(D) := 4. Ezutén 5 = {E, F, G}, és F, G koziil példaul F-et
valasztva C(F) := 5. Hasonloképpen folytatva C'(G) = 6, C(E) = 7, C(H) = 8§,
cl)y=9,CJ) =10, C(K) =11, C(L) =12, C(M) = 13 és C(N) = 14 adodik.

Ez a cimkézés az (N, M, L, K, J, I, H, E, G, F, D, C, B, A) listara, az pedig
a 3.4. Abran lathato ilitemezésre vezet.

P \N|L|H|F|C|A
P, |M|J|E|D|B]| -
P, | K|I|G|-]-]-

3.4. abra. Az Sygy litemezés Gantt-diagramja

A LEV iitemezési algoritmussal kapcsolatban megjegyezziik, hogy a taszkok cim-
kézése nem egyértelmi: ha a ~y;-beli taszkok koziil tobbnek a kozvetlen rakovetkezdje
azonos (és igy a vizsgalt cimkék is azonosak), akkor ezen taszkok koziil T tetszdle-
gesen valaszthato az algoritmus 2. lépésében.

3.1. tétel. Ha egységnyi végrehajtasi idejii, megszakithatatlan taszkokat tartal-
maz06 fastruktiaraja taszkrendszert azonos processzorokra a LEV algoritmussal (3.1.
algoritmus) iitemeziink, akkor a maximalis befejezési id6 minimaélis lesz.

Bizonyitas. a) Egyszintes (egyetlen taszkot tartalmazo) és kétszintes taszkrend-
szerekre az allitas kozvetleniil adodik.

b) A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a vizsgalt taszkrendszerek legalabb harom szin-
tet tartalmaznak. Azt is tegyiik fel, hogy a tétel allitdsaval ellentétben Sy gy nem
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minden esetben optimalis. Ekkor van olyan, a taszkok n szamat tekintve mini-
malis taszkrendszer, amelyre a szintes iitemezés nem optimalis. Egy ilyet 7,,-nel
jelolve tehat Flax (SLEV(Tmin)) = F > Fiax(SopT(Tmin)) = Fo. Természetesen i,
megvalasztasabol kdvetkezik, hogy az n-nél kevesebb taszkot tartalmazo taszk-
rendszerek esetén LEV optimélis iitemezést ad.

Mivel a végrehajtandé taszkok szama rogzitett, ezért az iires periddusok szidma
meghatarozza F-et. A befejezd taszk mindig az utolsd idGegységben hajtodik
végre. Mivel Sjppy nem optimalis, a [0, F' — 2| intervallumban van iires perio-
dus (egyébként Sppy optimalis lenne). Tegyiik fel, hogy a p-edik idGegységhen
van iires periodus, ahol 1 < p < F — 2. Ha p < F — 2, akkor a p-edik idGegység
utan végrehajtott taszkok a p-edik idGegység elején még nem kezdhetdk el, hiszen
egyébként a processzorok mohodsiga miatt valamelyiket elkezdtiik volna. Tehéat
ezen taszkok valamelyik megel6zGje a p-edik idGegységben hajtodott végre. Mi-
vel a fastruktira miatt minden taszknak legfeljebb egy kozvetlen rakovetkezdje
van, igy a (p+1),...,(F — 2)-edik idGegységekben végrehajtott taszkok szamai
nem haladhatjak meg (kiilon-kiilon sem) a p-edik idGegységben végrehajtott tasz-
kok szamat, és igy az (F' — 2)-edik idGegységben is van legalabb egy processzor,
amelyik nem dolgozik.

Legyen Ty, befejezd taszkja T. Spgy szerint T az F-edik idGegységben hajto-
dik végre, ezért T-nek van olyan kozvetlen megel6zdje, amelyik az (F' — 1)-edik
idGegységben hajtodik végre — legyen R egy ilyen taszk. Mivel az (F' — 2)-edik
idGegységben is van iires periodus, igy R-nek van olyan kozvetlen megel6zdje,
amelyik ebben az idGegységben hajtodik végre (ha nem lenne, akkor R a pro-
cesszorok mohosaga miatt mar az (F — 2)-edik idGegységben végrehajtodna) —
legyen (Q egy ilyen taszk.

Tekintsiik most azt a 7’ taszkrendszert, amelyet 7,i,-b6l kapunk T és annak
kozvetlen megel6z6i eltavolitasaval. Ha az Sppv(7min)-nek megfelel6 Gantt-dia-
gramban minden eltavolitott taszkot iires periddussal helyettesitiink, akkor az S’
iitemezéshez jutunk, amely 77 szintes iitemezésének felel meg. Ugyanis:

i.) T az utolso, F-edik idGegységben hajtodik végre, igy — mivel minden més
feladatnak rakovetkezGje — T iires periddussal valo helyettesitése nem val-
toztatja meg a megmarado iitemezés szintes szerkezetét.

ii.) Legyen most P egy olyan kozvetlen megel6zGje T-nek, amelyik a k-adik
idGegységben (1 < k < F'— 1) hajtodik végre. Ha P-t eltavolitjuk, akkor a
k-adik periddusban S készitésekor csak olyan taszk iitemezhets, amelynek
szintje azonos P szintjével, vagy annal kisebb: ugyanis, ha S’ szerint egy
P-nél magasabb szint taszk P utan hajtodik végre, akkor a taszkot Spgy
osszedllitasakor P el6tt kellett vizsgalnunk, és annak kellett fennallnia, hogy
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az a taszk nem hajthato végre. Mivel a P-vel azonos vagy nala alacsonyabb
szinten 1évG taszkokat eltavolitottuk, igy a P eltavolitasaval felszabaduld
iires periodusban egyetlen taszk sem hajtodhat végre.

Mivel a taszkok szintje 7'-ben pontosan 2-vel kisebb, mint volt 7i,-ben, igy S’
valoban szintes litemezés.

e) Mivel 7;,-b6l két szintet elhagytunk, igy Fla(S' (7)) = F' < F — 2. Az elébb
emlitett QQ taszk az (F' — 2)-edik idGegységben hajtodik végre. Mivel Q a T taszk
egyik kozvetlen megel6zGjének kozvetlen megelézGje, amelyik az (F' — 2)-edik
idGegységben hajtodik végre, igy Q szintje 3. Ezért az (F — 2)-edik idGegység
el6tt nem lehet olyan id6egység, amelyben csak kettes szinti taszkok hajtodtak
véegre. Igy F’ értéke pontosan F — 2.

f) 7/-hoz vegyiink hozzéa egy 0j taszkot, amelynek kozvetlen megel6z6i pontosan 7/
befejezé taszkjai. Az igy kapott 7”7 taszkrendszer strukturdja ugyyancsak fa. Ha
az S’ iitemezést ugy egészitjiik ki S” litemezéssé, hogy az (F — 1)-edik idGegység-
ben a 7" befejezs feladatat hajtjuk végre, akkor azt kapjuk, hogy Fi.x(S”(7")) =
F'=(F-2)+1=F—1.

g) Mivel 7/-t 7n-b6l két szinteltavolitasaval kaptuk, igy 7'-ben legfeljebb n — 2,
és igy 7”-ben legfeljebb n — 1 taszk van, azaz 7" kisebb, mint 7. Ha Typin-t
optimalisan iitemezziik, akkor befejez6u taszkja az Fy-adik idGegységben hajto-
dik végre. Mivel az (Fy — 1)-edik idGegységben csak a befejezs taszk kozvetlen
megel6z6i hajtodhatnak végre Sopr szerint, 1gy Fiax(Sopr(7')) = Fj < Fy — 2.
Amikor 7-t egy 0j befejezd taszkkal egészitjiik ki, akkor a maximalis befejezési
id6 legfeljebb egy egységgel n6, azaz F.(Sopr(7")) = F < Fy — 1.

Mivel Fy < F, F) < Fy—1és F" = F—1, innen Fj) < F", azaz 5" nem optimalis.

c sz

bizonyitando tétel helyességét igazolja.

3.1. kovetkezmény. Ha egységnyi végrehajtasi idejl, megszakithatatlan taszkokat
tartalmazo, erdd struktiraju taszkrendszert azonos processzorokra a LEV algorit-
mussal iitemeziink, akkor a maximalis befejezési id6 minimélis lesz.

Bizonyitas. A végrehajtandé taszkrendszert kiegészitjiik egy 1j, egységnyi ideji
taszkkal, amelynek a kozvetlen megel6z6i pontosan az eredeti taszkrendszer befejezé
taszkjai. Az igy kapott 7’ taszkrendszer megfelel a 3.1. tétel feltételeinek. Ha LEV
nem minimalizalja F},..-ot 7-ra, akkor nem minimalizidlhatja az 1j taszkrendszerre
sem — ezért a 3.1. tételt alkalmazva 7'-re, megkapjuk a kovetkezmény allitasat.
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3.2. kovetkezmény. Ha egységnyi végrehajtasi ideji, megszakithatatlan taszkokat
tartalmazo, antierds strukturaju taszkrendszert azonos processzorokra a LEV algo-
ritmussal iitemeziink (az alabb ismertett modon), akkor a maximalis befejezési id6
minimalis lesz.

Bizonyitas. Forditsuk meg az entierd6ben az élek iranyitasat. Az igy kapott erds-
strukturaju feladatrendszerre alkalmazzuk a LEV algoritmust. Konnyen belathato,
hogy az igy kapott Syry(7') iitemezést visszafelé olvasva az eredeti taszkrendszer
szintes iitemezéséhez jutunk. Ha az antierd6 struktiaraja eredeti taszkrendszernek
lenne a visszafelé olvasassal kapottnal jobb ilitemezése, akkor annak megforditasaval
az erdd struktaraju 7'-re Sppy(7')-nél jobb iitemezést kapnank, ami ellentmondana
a 3.1. kdvetkezménynek.

Ha egy taszkrendszer grafjaban fa és antifa is van (az ilyen iranyitott grafot
nevezhetjiik dzsungelnek), akkor egy iitemezés szintes volta mar nem garantélja az
optimalis megoldéast. Ezt illusztralja a 3.5. abran 1évé dzsungel struktaraju taszk-
rendszer. Ekkor egy szintes iitemezés eredményezheti az (A, B, C, E, D, F, G, H, I)
listat, amelyre harom processzor esetén Fi,., = 4, mig az (E, A, B, C, D, F, G, H,
I) lista esetén az optimdlis Fi,.x = 3 értéket kapjuk.

\ B C /E\
D F G H I
3.5. abra. Dzsungel struktiraju taszkrendszer

3.3. Taszkrendszerek végrehajtasa két processzoron

Ebben a pontban a kovetkezd iitemezési probléméat vizsgaljuk: 7 = (p, 7, 1), ahol
p=(P),P=A{P,R}, 7= (T,<,t), T={Ty,...., T}, t =(1,...,1), p = Frax |-

A 3.6. 4bran bemutatott egyszer taszkrendszer S’ és S” iitemezése is megfelel a
szintes elvnek. Ez a példa bizonyitja, hogy tetszileges struktira esetén a szintesség
még két processzorra sem garantalja az optimalis iitemezést.

Tekintsiik most azt a taszkrendszert, melyben T—{A, B, C, D, E, F, G, H, I,
J, K, L, M, N, O, P, Q}, és <={(D,B), (D,C), (E,C), (F,A), (F,C), (G,A), (G,D),
(G.E), (H,D), (HE), (HF), (LD), (L), (L.F), (K,G), (L,G), (L,H), (MK), (ML),
(N.I), (N,M), (O,N), (PN), (Q,J), (QN)} (3.7. abra).

Vlzsgaljuk meg, hogyan lehetne a szintes algoritmust gy altalanositani, hogy
biztositsa az optimélis litemezést tetszbleges struktiira esetén. Ehhez megfogalma-
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)
il
b=

S’

3.6. dbra. Taszkrendszer, és két lehetséges szintes iitemezése

zunk bizonyos célszertinek latszo tulajdonsagokat. A T taszk cimkéjét (indexét) most

)
S
7\
L
ES
[ o=

A B C

3.7. abra. Taszkrendszer a LEV algoritmus altalanositasahoz

3.1. tulajdonsag. Ha a Q taszk szintje nagyobb, mint az R taszké, akkor az indexe
is legyen nagyobb, azaz teljesiiljon VQ,R € T : L(Q) > L(R) — C(Q) > C(R).

Ha példaul minden szinten péaros szamu taszk van, akkor ez az elv (tulajdonsag)
onmagaban is elegendé az optimélis litemezés megtalalasihoz.
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3.2. tulajdonsag. Ha a Q taszk kozvetlen rdkovetkezGinek halmaza valodi részhal-
mazként tartalmazza az R taszk kozvetlen rakovetkezoinek halmazat, akkor C'(Q) >

C(R).

Ezek a tulajdonsagok elegendek arra, hogy a 17-es indexet Q-hoz rendeljiik, a
15-6st és 16-ost pedig O-hoz és P-hez. A hatodik szinten csak az N taszk van, ezért
az kapja a 14-es indexet. Ezutdn az M taszk a 13-as indexet kapja, az . a 12-est, a
K pedig a 11-est.

Hogyan hasonlitsuk Ossze a harmadik szinten 16v6 taszkokat, mindenekelGtt a
G-t és H-t?7 G-nek A, H-nak pedig F a harmadik rékovetkezGje a kozos D és E
mellett, igy a 3.2. tulajdonsidg nem elég a valasztashoz. Az egyik lehetGség az,
hogy H-hoz rendeljiik a nagyobb indexet, mivel tobb mésodik szinten 1év6 rako-
vetkezGje van, és a 3.1. tulajdonsigot teljesit ilitemezésben az elsé szint taszkjai
csak akkor keriilhetnek {itemezésre, ha a méasodik szint minden taszkjat iitemeztiik
mar. Igy tehat C(H):=10, C(G):=9, C(I)=8 és C(J)=7. D és F koziil megint nem
tudunk a kéveté halmazok alapjan donteni, legyen mondjuk C(D)=6 és C(F)=5,
végiil C(E):=4, C(A):=3, C(B):=2 és C(C):=1. Jelolje Sarrv(7) az ezen lista alap-
jan adodo iitemezést, és nevezziik GLEV algoritmusnak az eljarast, amivel a listat
(és az litemezést) elGallitottuk — vagyis a fenti két tulajdonsag figyelembevételével
miikods iitemezési algoritmust. Megmutatjuk, hogy barmely S(7) litemezés esetén
Finax(S(7)) > Frax(Screv(7)), vagyis hogy GLEV optimalis.

Ehhez elGszor definidljuk a LEV algoritmus altalanositott valtozatat, a GLEV
algoritmust.

3.2. algoritmus (GLEV). Legyen 7 = (T,<,t) tetszGleges strukturaju taszk-
rendszer, amely egységnyi végrehajtasi idejii, megszakithatatlan taszkokat tartal-
maz. Ekkor 7 S ry(T) szintes iitemezése azonos processzorokon a kévetkezSképpen
allithato eld.

Definidlunk egy C' : T — {1,...,n} ,cimkéz§” leképezést (1-3. 1épés), majd a
cimkék segitségével listasan iitemeziink (4-5. 1épés).
1. lépés. Legyen T € T a taszkrendszer tetszGleges befejezé taszkja, és legyen

C(T) = 1.

2. lépés. Tegyiik fel, hogy az 1,...,5 — 1 (j < n) cimkéket mar hozzarendeltiik
bizonyos taszkokhoz. Legyen ; azon taszkok halmaza, amelyeknek
a) még nincs cimkéjiik, és
b) nincs cimkézetlen kozvetlen rakovetkezdjiik.

3. 1épés. Most kivalasztjuk «; azon elemét, amelyik a j cimkét fogja kapni.

Ehhez minden T € ; taszkhoz hozzarendeljiik a kozvetlen rakovetkezGi-
nek indexeit csokkend sorrendben tartalmazoé listat, melyet T-vel jel6liink.
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Legyen most T € 7, olyan taszk, amelyre T < Q teljesiil minden Q €
~; taszkra, ahol a < lexikografikus 6sszehasonlitast jelent. Ekkor legyen

C(T) :=j.

4. 1épés. Ha van még cimkézetlen taszk, akkor folytassuk a 2. lépéstél, egyébként
pedig a 4. lépéstol.

5. 1épés. Indexeljiik meg a taszkokat oly modon, hogy a (T, ..., T;) listara fenn-
alljon C'(T;) = j minden j =1,...,n cimkére.

6. lépés. A (T,,...,T) lista segitségével m azonos processzoron adodé iitemezést
nevezziik SGLEV—nek.

Mivel a taszkok egységnyi végrehajtéasi idejtiek, ezért végrehajtasuk olyan inter-
vallumokban torténik, amelyek végpontjai egész szamok. Jeldljiik A(T)-vel azt az
idGegységet, amelyben T végrehajtodik.

Mint korédbban is, minden id§egységben el&szor a P; processzorhoz rendeliink
taszkot. Ekkor igaz a kovetkezd allitas.

3.1. lemma. Ha a GLEV algoritmussal kapott iitemezés szerint T a P, processzo-
ron hajtodik végre, akkor T minden T-t6l kiilonb6z6, T-nél nem korabban végrehaj-
tott elemének indexe kisebb, mint C'(T), azaz VR € T : R # T AAR) > N(T) —
C(R) < C(T).

Bizonyitas. Amikor a T taszkot GLEV szerint a P; processzorhoz rendeltiik, akkor
a még iitemezetlen taszkok vagy iitemezhetGek voltak, vagy nem. Mivel T a P; pro-
cesszoron a \(T)-edik idGegységben hajtodik végre, a tobbi iitemezhetd taszk indexe
kisebb volt, mint C(T). A nem iitemezhetd taszkok csak valamelyik — az adott id6-
pontban iitemezheté — megel6zGjiik befejezése utan valnak végrehajthatova. Mivel
GLEV szerint a taszkok csak akkor kaphatnak cimkét, amikor mar minden mege-
16z6jiik kapott cimkét (és a cimkék csokkend sorrendben keriilnek kiosztésra), igy
minden taszk cimkéje kisebb, mint a megel6zGinek cimkéje. Tehat a nem iitemezhets
taszkok is rendelkeznek a fenti tulajdonsaggal.

A tovabbiakban fontos szerepet jatszanak a dominalé taszkok, az ugro taszkok,
és a segitségiikkel definialt kovetd halmazok, amelyeket az alabbi (FOL) algoritmus
segitségével adunk meg.

3.3. algoritmus (FOL). Legyen Sgrev(7) a 7 taszkrendszer GLEV altal elgalli-
tott iitemezése. Ekkor az adott litemezéshez tartozo k természetes szamot, a Dy, .. .,
Dy, Dy dominélo taszkokat, a Ji, ..., Ji, Jg ugr6 taszkokat, valamint az Fj, Fi, ...,
F}. kévets halmazokat meghatarozd FOL algoritmus a kovetkezs 1épésekbdl all.
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1. lépés. Legyenek Q, illetve R a Py, illetve P, processzoron az utolso idGegységben
végrehajtott taszkok (R iires periodus is lehet). Ekkor Dy := Q és Jy := R.

2. 1épés. Tegyiik fel, hogy D;_q,...,Dg és J;_y,...,Jo mér ismert, D; és J; még
nem. Ekkor J; (ha van ilyen) az a T taszk vagy iires periddus, amelyre

a) C(T) < C(Dj;_), ahol feltessziik, hogy az iires periodus indexe nulla;

c) az el6z6 két feltételnek eleget tevd taszkok koziil A(T) a lehetd legna-
gyobb.

3. lépés. Ha J; létezik, akkor D; legyen az a taszk, amely a A(J;)-edik intervallum-
ban a P, processzoron hajtodik végre, és menjiink a 2. 1épésre.

4. 1épés. Legyen k = j — 1. Ekkor Fj, := {T | \(T) < )\(Dk)} U{Dy}, F; :={T |
ADig1) <A(T) <A} UAD:}, (0=0,1,.. k= 1).

A kovetkezs, 3.8. abra mutatja a definicioban szerepld taszkok kozotti kapcsola-
tot. A J; taszk megel6zi a D;_-et, elébe ugrik” abban az értelemben, hogy korabban
hajtodik végre annak ellenére, hogy az indexe kisebb. A kovetkezd lemméban meg-
mutatjuk, hogy a D; taszk dominal az F;_i-beli taszkok felett abban az értelemben,
hogy megel6zi Gket.

F; iy
Di—i—l o D; ... D;_1
T | o b s

3.8. abra. Az ugréd és dominald taszkok, és a koveté halmazok

3.2. lemma. A D; (i = 1,... k) taszk megel6zi az F;_; kévet§ halmaz minden
elemét.

Bizonyitas. A D; és a J; taszkok egyidejiileg hajtodnak végre. J;-t gy valasztottuk
meg, hogy C(J;) < C(D;_1) teljesiiljon, és J; a lehetd legkozelebbi legyen (balrol,
azaz a korabban végrehajtott taszkok koziil) D;_j-hez. Ezért minden F;_i-beli T
taszkra teljesiil, hogy C(D;_1) < C(T), és az egyenlGtlenség tranzitivitiasa miatt
fennall C'(J;) < C(T). Mivel az F;_;-beli taszkok indexe nagyobb, mint C'(J;), ezért
az litemezés soran elgbb vizsgaltuk Sket, mint J;-t. Mivel helyettiik J;-t iitemeztiik,
igy akkor 6k nem voltak iitemezhetGek. Ebbdl kovetkezik, hogy D; minden ilyen T
taszknak megel6zGje (nem feltétleniil kozvetlen megel6zGje).
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Most megmutatjuk, hogy nemcsak D;, hanem F; minden eleme dominél F;_;
elemei felett.

3.3. lemma. Az F; halmaz (: = 1,...,k) barmely eleme megel6zi az F;_; halmaz
barmely elemét.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz. Akkor van olyan 7 index (1 <1 <
k), hogy egy Fi-beli Q taszk nem el6z meg egy F;_;-beli R taszkot. Ekkor Q-nak
vagy nincs rakovetkezGje Fi-ben (a eset), vagy van (b eset):

a) Ekkor a 3.2. lemma szerint Q kiilonbozik D;-t6l, és D; < R. F; definicioja szerint

C(Q) > C(()D;), mivel egyébként Q szoba jott volna J; q-ként, és nem lehetne
F; eleme.
Legyen D; = (ny,...,n,) (a D; rdkdvetkezGinek indexeit tartalmazo lista), és
0;_1 legyen azon F;_ ;-beli taszkok halmaza, amelyeknek nincs kozvetlen megels-
z6jiik F;_1-ben. Ekkor §,_; elemeinek indexei jelen vannak D;-ban, hiszen ezek
az elemek D; kozvetlen rakovetkezsi. F;_; azon elemeinek indexei, amelyek nem
tartoznak d;_;-hez, nincsenek jelen D,-ban, mivel a megel6zési grafban nincse-
nek redundans élek. F;_; elemeinek indexei nem kisebbek C'(()D;_1)-nél, viszont
F; o, ..., Fy elemeinek indexei és a J;_1, ..., Jo taszkok indexei a 3.1. lemma sze-
rint kisebbek C(()D;_1)-nél, ezért 6;_; elemeinek indexei az elsé |9;_1| helyet fog-
laljak el Ds-ban. Mivel C(Q) > C(()D;), ezért D; < Q, ezért nem iires D; esetén
Q sem lehet iires lista. Mindez csak tigy lehetséges, hogy Q kozvetlen megel6zéje
0;—1 valamennyi elemének; ekkor viszont Q megel6zGje F;_; valamennyi elemének,
ami ellentmond R vélasztasanak.

b) Ha Q-nak van rakovetkezGje Fi-ben, akkor van olyan Z réakovetkezgje is, amely-
nek mar nincs rakovetkezGje Fi-ben. Ekkor a mar bizonyitott a) rész szerint Z
megel6zi F;_; barmely elemét, és igy a megel$zés tranzitivitasa miatt QQ is mege-
16zi F;_; minden elemét, azaz R-et is. Ez az ellentmondés teljessé teszi a lemma
bizonyitasat.

A 3.3. lemma segitségével bizonyithato GLEV optimalitasa.

3.2. tétel. Ha egységnyi végrehajtasi idejii, megszakithatatlan taszkokat tartal-
maz6 taszkrendszert két azonos processzorra a GLEV algoritmussal iitemeziink,
akkor a maximaélis befejezési id6 minimalis lesz.

Bizonyitas. Legyen Sgrrv(7) a GLEV algoritmussal kapott iitemezés, és Fy, . .., Fj
az iitemezéshez tartozo kovetShalmazok. Ekkor a 3.3. lemma szerint F; barmely
eleme megel6zi F;_; barmely elemét (i = 1,...,k), és igy az F;_;-beli taszkok
végrehajtasa csak az Fj-beli taszkok végrehajtasanak befejezése utan kezdGdhet el.
A koveté halmazok definicioja szerint ezen halmazok elemszama pératlan. Legyen
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F; elemszama 2m; — 1. Ekkor F; elemeinek két processzoron valé végrehajtasahoz
legalabb m; idGegységre van sziiksége barmely algorimusnak, azaz Fi,..(Sa(7)) >
Zle m; barmely A algoritmus esetén. Mivel F.x(Sarev(T)) = Zle m;, igy GLEV
val6ban minimalizalja F}, . értékét.

A tétellel kapcsolatban vizsgaljuk meg azt a taszkrendszert, amelyben T = {A,
B,C,D,E,F, G, H}, és <= {(E,D), (F,A), (F,B), (F,C), (F,E) (G,D), (G,E), (H,D),
(H,E)}. GLEV szerint az indexek példaul abécésorrendben rendelhetdk a taszkokhoz,
és akkor a 3.9. abra bal oldalan szereplé Gantt-diagram szerint Fi..(SaLev(7)) = 5,
szemben a jobb oldalon bemutatott Fi..(Sopr(7)) = 4 értékkel.

PP |H|F|E|D|B P |F|G|E|D
Sopr :

SGLEV :
AV p al--]cla p, [H|C|A|B

3.9. dbra. A GLEV algoritmussal kapott litemezés, és egy optimélis iitemezés

A bal oldali iitemezést tgy kaptuk, hogy a taszkrendszer grafjat a 3.10. abréan
lathatonak tételeztiik fel. A példa nem mond ellent a 3.2. tételnek, ugyanis a 3.10.

Y

3.10. abra. A taszkrendszer redundéns éleket tartalmazé grafja

abran 1évs graf a redundans (H,D) és (G,D) éleket is tartamazza, ami miatt az
indexelés hibas lett. A két élt elhagyva GLEV optimalis megoldast ad.

A 3.11. abran bemutatott taszkrendszer azt mutatja, hogy példaul harom pro-
cesszor esetén GLEV nem garantalja Fi.optimélis értékét: az abra szerint az altala-
nos szintes algoritmus alkalmazasa esetén 5, mig optimalis esetben csak 4 idGegység
kell a taszkrendszer végrehajtasahoz.

3.4. Fiiggetlen feladatok

Ebben a pontban a kovetkezd iitemezési problémat vizsgaljuk: 7 = (p, 7, 1), ahol
p=@P),P=A{P,....,P,}, 7 = (T,t), T = {Ty,...., T}, t = (ts,...,t,), a
processzorok azonosak, a taszkok megszakithatoak, u = Fuax |-
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11 10 9 8 7

1 \‘2
Prl11]8|6]3]2 Pl 71542
Sarev: Py |10|7]5|1]- Sopr: Py | 11931
P9 l-lal-]- Py, | 108]6]-
3.11. abra.

Taszkrendszer 3-processzoros iitemezéshez; a GLEV algoritmussal kapott
iitemezés, és egy optimalis iitemezés

Legyen a végrehajtasi id6k osszege X. Mivel a legkedvez&bb eset az allasidd nél-

kiili iitemezés lenne, igy tetszéleges A {itemezési algoritmus esetén fennall F . (Sa) >
X

m

Legyen tmax = maxj<;<, ;. Mivel egy feladat végrehajtasan egyidejileg legfeljebb
egy processzor dolgozhat, ezért tetszéleges A iitemezési algoritmus esetén fennéall
Fmax(SA) Z tmax-

3.4. algoritmus (CONT). A fenti jeloléseket hasznalja a ,folytonos” algoritmus:

1. lépés. Legyen F' = max(tmax, %), és litemezziik a T, taszkot a P, processzorra
a [0, %] intervallumban.

2. lépés. Ha minden taszkot iitemeztiink, akkor STOP.

3. 1épés. Tegyiik fel, hogy eddig a Ty,..., T, | taszkokat iitemeztiik, és hogy a

Py, ..., P;_; processzorok teljesen (a [0, F] intervallumban) foglaltak, a
P; processzor pedig csak részben foglalt (a [0, f] intervallumban, ahol
0< f<F).

4. lépés. Ha t; < I' — f, akkor iitemezziik T;-t Pj-re, az [f, f + ;] intervallumban,
egyébként pedig litemezziik T; F — f végrehajtasi idejd T" részét Pj-re az
|f, F] intervallumban, és t; — (F' — f) végrehajtasi idejd T’ részét Pj;q-re
a [0,t; — F + f] intervallumban.

3.3. tétel. Ha fiiggetlen, megszakithato taszkokat azonos processzorokra CONT
segitségével iitemeziink, akkor Fy,., minimalis lesz, értéke pedig Fiax(Scont) =
max (tmax, %)
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Bizonyitas. a) Mivel tetszbleges A iitemezési algoritmus esetén Fia(Sa) > tmax
és FmaX(SA) Z %7 igy Fmax(SA) Z F - max(tmaxa z)

b) CONT ezt az okvetleniil sziikséges értéket biztositja, mivel egyrészt F elég nagy
ahhoz, hogy CONT szerint egy taszkon egyszerre legfeljebb egy processzor dol-
gozzon (T" és T” savjai ne fedjék at egymast), masrészt F' elég nagy ahhoz, hogy
T, is id6ben befejezédjék (T,, savja ne ,Jlogjon ki”).

Mit mondhatunk a megszakitdsok szamérol, ha ragaszkodunk F,,, minimalis
értékéhez? Megszakitdsrol akkor beszéliink, ha egy T taszkot egy P processzoron
elkezdiink végrehajtani, és a végrehajtast adott ¢ id6pontban annak ellenére felfiig-
gesztjiik, hogy a taszkot még nem fejeztiik be. Egy T taszk egy adott ¢ id6pontban
aktiv, ha van olyan P processzor, amelyik a ¢ id6pontban éppen a T taszk végrehaj-
tasat végzi.

Tekintsiik példaul azt a taszkrendszert, amelynek futési idéit az (1,2,3,4,5,6)
vektor tartalmazza, és m = 3 processzorunk van? A CONT algoritmus F},.x(SconT) =
max (tmax, %) = max(6,21/3 = 7) idGegység alatt hajtja végre a hat taszkot, és koz-
ben két megszakitast okoz. Ugyanakkor az 1 és 6, a 2 és 5, valamint a 3 és 4 futasi
idejd taszkokat parositva a 6 taszk megszakitds nélkiil is végrehajthato.

Altalaban azt mondhatjuk, hogy a CONT egyrészt minden taszkot legfeljebb
egyszer szakit meg, mésrészt minden processzoron legfeljebb egy megszakitast okoz.
S6t az is igaz, hogy CONT legfeljebb m — 1 megszakitast okoz, mivel az els§ pro-
cesszoron soha nem okoz megszakitast, tovaibba legfeljebb n — 2 megszakitast okoz,
mivel az elsé processzoron elkezdett és az utolsd processzoron befejezett taszkot
biztosan nem szakitja meg.

Erdekes ezzel kapcsolatban a kovetkezs tétel, amely azt mutatja, hogy m — 1 a
lehetd legjobb korlat.

3.4. tétel. Legyen Scont egy n fiiggetlen taszkbol allo taszkrendszer CONT &ltal
elgallitott iitemezése m azonos processzoron. Ekkor

e Scont legfeljebb m — 1 megszakitast tartalmaz;

e m—1 alehets legjobb korlat, mert minden m > 1 processzorszamhoz van olyan
taszkrendszer, amelyet minden olyan algoritmus legaldbb m — 1 megszakitassal
hajt végre, amwelyik biztositja, hogy Fi,.x minimélis legyen.

Bizonyitas. CONT szerint minden taszk legfeljebb két részben hajtodik végre. Ha
két részben, akkor legfeljebb két aktiv periddusban és két szomszédos processzoron
ugy, hogy a megszakitas a nagyobb indexii processzoron lesz, ezért CONT iitemezé-
sében az elsé processzoron biztosan nincs megszakitas, a tébbi processzoron pedig
legfeljebb egy van. Ezzel a tétel elsg allitasat belattuk.
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Tekintsiink egy olyan taszkrendszert, amelyben a taszkok szidma eggyel nagyobb,
mint a processzorok szama, azaz legyen n = m + 1, a taszkok végrehajtasi ideje pe-
dig legyen m. Tegyiik fel, hogy egy A algoritmus iitemezésében legfeljebb m — 2
megszakitas van. Akkor lesz legalabb két olyan processzor (legyenek ezek példaul Py
és Py), amelyeken egyaltalan nincs megszakitas. MIvel minden taszk hossza egysé-
gesen m, ezért ezen a két processzoron a [0, m] intervallumban folyik egy-egy taszk
(legyenek ezek a Ty és Ty taszkok) végrehajtasa. CONT iitemezése alapjan tud-
juk, hogy az optimélis iitemezésben nincs iires periodus, ezért ezek a processzorok
az [m, m + 1] intervallumban is dolgoznak. Tegyiik fel, hogy a [t, '] intervallumban
(ahol m < t < t' < m+ 1) egyik a T3, masik a T, taszkot hajtja végre. Ekkor a
tobbi m —2 processzornak csak m+1—4 = m — 3 taszk marad, ami kevés. Tigy lesz a
Gantt-diagramban iires periodus, az iitemezés nem lesz optimélis, ami ellentmondas.

3.5. Utemezési anomaliak I.

Ebben a pontban azt mutatjuk be, hogy egy iitemezési probléma ,konnyitése” is
kivalthatja a hatékonyséagi jellemzék romlasat.

3.1. példa. Tekintsiik az alabbi 7 taszkrendszert, és annak az L = (Ty,...,Ty)
listaval kapott S iitemezését harom (m = 3) azonos processzoron. Ekkor (3.12.
abra) Fl..(S1) = 12, amirdl konnyen belathato, hogy optimalis érték.

| AN

T3 T2 T2 T2
Ts

T,/9 4 TJA T4 T4

P, 1 Ty ‘ Ty
5&: fﬁ T, Ty T5 T7
Py T3 - Te Ts

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3.12. abra. A 71 taszkrendszer, és annak optimalis litemezése

3.2. példa. Utemezziik az el6bbi 7 taszkrendszert m = 3 azonos processzorra az
L' = (Ty,Te, Ty, Ts, Tg, T3, Ty, T7, Tg) listaval. Ekkor a kapott Sy iitemezésre (3.13.
abra) Fax(S2) = 14.

3.3. példa. Utemezziik a 7; taszkrendszert az L listaval m’ = 4 processzorra. Az
eredmény F.x(S3) = 15 (1d. 3.14. &bra).
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Pl T, ‘ T3 ‘ Ty
Sy Py Ty Ts T -
Py Ty Ts Ts -

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 13 12 14

3.13. 4bra. A 7, taszkrendszer litemezése az L' lista esetén

Py T, ‘ Ts ‘ _
S, - Py T, Ts Ty
3.
P3 T3 T, =
P, Ty Ts -

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 13 12 14 15

3.14. abra. 7 litemezése az L listaval m’ = 4 processzorra

......

kapott T, taszkrendszert az L listaval m = 3 processzorra. Az eredmény: Fy,.(S;) =
13 (Id. 3.15. dbra).

Pl T1 T5 Tg ‘ -
54 : P2 Ty Ty Tg Ty
Py Ts | - T7 -

o 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13

3.15. abra. 7, litemezése az L listaval m = 3 processzorra

3.5. példa. Enyhitsiik a 7 taszkrendszerben a precedencia-korlatozasokat: hagy-
juk el a (T4, T5) és a (T4, Tg) éleket a grafhol. Az igy kapott 73 taszkrendszer Ss
litemezésének eredménye a 3.16. abran lathato: Fl..(S5) = 16.

A kovetkezd példa azt mutatja, hogy Fi.. novekedése nem csak a lista rossz
megvalasztasa miatt kovetkezhet be.

3.6. példa. Legyen a 7 taszkrendszer és annak Sopr optimalis iitemezése a 3.17.
abra szerinti. Ekkor F.«(Sopr) = 19.

Konnyen belathato, hogy ha most a végrehajtasi idéket 1-gyel csokkentjiik, akkor
a kapott 7’ taszkrendszeren F..(Ss) = 20 értéknél egyetlen listaval sem érhetiink
el jobbat (3.21. abra).
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Pl T, ‘ Tg ‘ Ty
55 . P2 T2 T4 ‘ T7 ‘ -
P T3 Ts ‘ Ty ‘ =

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

3.16. abra. A 73 taszkrendszer ilitemezése m = 3 processzorra

T,/4 T2
T,/2 g ‘Pl T, Ty Tg
OPT -
Py | To |T3| Ts T,
Ts/5 T./5 Ts/10 012345678910111213 14 15 16 17 18 19
T,/10

3.17. dbra. A 7 taszkrendszer, és annak Sopr litemezése két processzoron

Pl T1 ‘ T4 ‘ T5 T7
Py T2 Ts) Ty :
01 234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

56:

3.18. abra. A 7’ taszkrendszer optimaélis listas iitemezése

Ezen példak utin az iitemezési paraméterek hatasat jellemzG relativ korlatot
adunk meg. Tegyiik fel, hogy adott 7 és 7" taszkrendszerekre T = T, </’ C <, t’ < t.
A 7 taszkrendszert egy L, a 7' taszkrendszert pedig egy L’ lista alkalmazasaval
litemezziik — mégpedig el6bbit m, utobbit pedig m’ azonos processzorra. Az igy
kapott S, illetve S’ iitemezésekre legyen Fi . (S) = F és Flax(S") = F'.

/

r 1
3.5. tétel. A fenti feltételek mellett — < 1+ m

m/

Bizonyitas. Tekintsiik a vesszds paraméterekhez (S’-hoz) tartozo D' {itemezési di-
agramot. Legyen a [0, F’) intervallum pontjainak két — A és B — részhalmazéanak
definicioja a kovetkezs: A = {t € [0, F') | a t id6pontban minden processzor foglalt},
B = [0, F") \ A. Erdemes megemliteni, hogy mindkét halmaz diszjunkt, félig nyilt
(balrol zart, jobbrol nyilt) intervallumok unioja.

Legyen T, egy olyan taszk, melynek a végrehajtisa D’ szerint az F’ id6pontban
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fejez6dik be (azaz f;, = F’). Ekkor két lehetGség van: a T, taszk s;, kezdépontja
vagy B bels6 pontja, vagy nem az.

1. Ha s;j, B bels6 pontja, akkor B definicidja szerint van olyan processzor, amelyre
e > 0 mellett igaz, hogy az [s;, — ¢,sj,) intervallumban nem dolgozik. Ez
azonban csak gy fordulhat els, ha van olyan T}, taszk, amelyre T;, < T}, és

fio = sj, (a eset).

2. Ha s;, nem bels6 pontja B-nek, akkor vagy s; = 0 (b eset), vagy s; > 0.
Ha van B-nek s;,-nél kisebb eleme (c eset), akkor legyen z; = sup{z | z <
sj, és x € B}, egyébként pedig legyen 1 = 0 (d eset). Ha x; > 0, akkor A és B
konstrukciojabol kovetkezik, hogy van olyan processzor, amelyhez taladlhato
olyan T}, taszk, amelynek ebben az intervallumban még tart a végrehajtasa,
és amelyre T;, <T},.

A két esetet Osszegezve tehat vagy van olyan T, < T,, taszk, amelyre y € [fj,, sj,)
esetén y € A (a vagy c eset), vagy pedig minden x < sj, szamra z € Aés z < 0
egyike fennall (a vagy d eset).

Ezt az az eljarast ismételve olyan T; ,T; ,..., T, taszklanchoz jutunk, amelyre
igaz, hogy = < s;, esetén vagy z € A vagy = < 0. Ezzel megmutattuk, hogy léteznek
olyan taszkok, amelyekre

/

(3.1) T, < T, , < <7y,

jrfl

tovabba minden ¢t € B idépontban van olyan processzor, amelyik dolgozik, és éppen
a lanc valamelyik elemét hajtja végre. Ebbdl kovetkezik, hogy

(3:2) d o)< (m' =1)) t,,

pes’

ahol ¢-vel az iires periddusokat jeloltiik, és igy a baloldali 6sszeg az S’-ben 1éve
Osszes iires periddusra vonatkozik.

(3.1) és <’ C < alapjan T;, < T, , <--- < Ty, és igy

(3.3) F=Y t,>> 1.
k=1 k=1
Mivel
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1 n
o 1= (Zt; +> t’<¢>), fgy (3.2), (3.3) és (3.4) alapjan
k=1 peS’
/

1 F —1
F' < ﬁ<mF+(m'— 1)F), ahonnan = <1+ 2

ml

A kovetkezd példak nemcsak azt mutatjak meg, hogy a tételben szerepld korlat
a lehetd legjobb, hanem azt is, hogy az adott korlat (legalabbis aszimptotikusan) a
paraméterek barmelyikének valtoztatasaval elérhetd.

3.6. Utemezési anomaliak II.

3.7. példa. Ebben a példaban a lista valtozik, < iires, m tetszéleges. A végrehajtasi
idsk a kovetkezdk:

1, ha:s=1,...,m—1;
ti=4 m, ha i = m;
m—1, hat=m+1,...,2m — 1.

Ha ezt a 74 taszkrendszert m processzorra az L = (Ty,...,T,) listaval iitemezziik,
akkor a 3.19. abran 16v6 S7(74) optimaélis iitemezést kapjuk.

Tl Tm+1
T2 Tm+2
Sy : :
Tyt Tom—1
T

3.19. dbra. Az L = (Ty,...,T,) listdhoz tartozé S;(74) iitemezés

Ha az L lista helyett az L' = (T,01,. .., Tom_1, Ty, ..., Tru1, Typ) listat alkal-
mazzuk, akkor a 3.20. abran lathato Ss(7y) iitemezést kapjuk. Ebben az esetben
F = FLax(S7) = m, F' = Fax(Ss) = 2m — 1, igy %’ =2 %; tehat a lista valtoz-
tatdsaval elértiik, hogy a tétel allitdsidban az egyenlGség teljesiiljon, vagyis a < jel
jobb oldalan szerepld kifejezés nem csokkenthetd.

3.8. példa. Ebben a példaban a végrehajtéasi idSket csokkentjiik. A lista mindkét
esetben az L = L' = (Ty,...,T,). Itt és a fejezet tovabbi részében e tetszileges
kis pozitiv szamot jelol. Az eredeti végrehajtasi idéket a t = (¢q,...,t,) vektor
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Tm+1 Tm
Tm+2 -
Sg : .
T2m—1 B
I -
3.20. abra. Az L’ listahoz tartozo Sg(7y) iitemezés

tartalmazza, ahol

2,¢e hai=1,...,m;
ti=4q 1, hai=m+1,...,2m;
m—1, hat=2m+1,...,3m.

Az 1j végrehajtasi id6k pedig:

v ti—e, hatr=1,...,m—1,
’ t;, hai=m,...,3m.

A 75, illetve a modositott 7; taszkrendszer megel6zési grafjat a 3.21. 4bra mutatja, az
So(75) (optimalis) litemezés és az Syo(75) iitemezés pedig a 3.22. abran lathato. Itt

T, T

<

T, T

m+1

m+2 e 2m-1

T

o

T Tomez  Tomes oo T

3m

2m+l

3.21. abra. 75 és 7/ azonos grafja

F = Frax(So(75)) = m+2e &8 F' = Fax(S10(75) = 2m —1+¢, ezért € csokkenésével
2 tart a 2— L értékhez (lim._g E=2- L). Tehat a végrehajtasi idSket valtoztatva
tetszblegesen megkozelithetjiik a tételben szerepl6 korlatot.

3.9. példa. Ebben a példaban a megel6zési korlatozasokat gyengitjiik. A 74 taszk-
rendszer megeldzési grafjat a 3.23. dbra mutatja. A taszkok végrehajtéasi ideje pe-

dig: t; = ¢, t; = 1, hai = 1,....m

2—m+1, &ty = m. Tg-nak az
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T1 Tm+1 T2m+1
TQ Tm+2 T2m+2
So: | : :
Tm—l T2m71 T3m71
Tm T2m T3m
T1 Tgm T2m—1 T2m+1
T2 T2m+3 B
S| ; :
Tm—l T3m B
Tm Tm+1 ‘ N ‘ T2m—1 ‘ _
3.22. abra. Az So(75) és S1o(7%) litemezések
‘//r\ T e -me2
T, T3 T e -me
3.23. dbra. A 74 taszkrendszer grafja
L = (Ty,..., The_pmye) listdhoz tartozo, optiméalis Si;(7g) iitemezését a 3.24. abra

tartalmazza. Az Osszes megelGzési korlatozas elhagyasaval kapjuk 74-bol a 7 taszk-
rendszert. A 3.25. dbra mutatja az Syo(7) litemezést.

Tl‘ T, ‘ Tt ‘ .. ‘ Tz _omyo
Tm27m+2 ‘ -

S| - T3 Toyo B
- T, T2m—1 cee Tm2—m+1

3.24. dbra. Az S11(76) optimalis iitemezés

3.10. példa. Ezittal a processzorok szamat noveljiik: m-rél m/-re. A 77 taszkrend-
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T Toin | - [ Torps | i
T, Tm+2 e Tmz—m+2
5, I, Tm‘+3 " :
Tt Toms1 N -
T, To, o _

3.25. abra. Az Si9(74) ilitemezés

szer grafjat a 3.26. 4bra mutatja, a végrehajtéasi idék pedig:

e, hai=1....m+1;
li=4q 1, hai=m+2,....,mm'—m'+m+1;

m', hai=mm —m'+m+ 2.

A taszkrendszer optimalis iitemezését m, illetve m’ processzoron a 3.27. illetve
a 3.28. dbra mutatja. A maximalis befejezési idGket Osszehasonlitva itt is a kivant
aszimptotikus értéket kapjuk: F' = F.x(S13(77)) = m/ + 2¢, F' = Frax(S1a(17)) =

m' +m—1+e, fgy & =1+ 2= valamint lim._, = % =1+ 2

m/+2e m’
T 1 T 2 aes Tm ‘//Tm +1
Tmm’—m’+m+2 Tm +2 Tm +3 e Tmm’—m’+m+1

3.26. abra. 7; rdkovetkezési grafja

Ty |Toes]| Togs | | T
T2 Tmm/fm’+2 ‘ =
513 | Ty = Tm+3 . T,
- . T
3.27. abra.

Az Si3(7m7) optimalis litemezés (a = mm’ —m'+3,b=a+1,c =mm’' —m/+ m+1)
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Tl Tm+2 Ta Tmm’—m’+m+2
TQ Tm+3 Ta-‘,—l B
514 : . . .
T, T, Ty -
- Te Tf -
3.28. 4bra.

Az S14(77) optimalis iitemezés (a = mm’' —2m' + m+2, b=m+ 1, ¢ =2m + 2,

d=mm' —=2m'+2m+2,e=m+m'+1, f =mm' —m' + m + 1)

Ezekkel a példakkal bebizonyitottuk a kévetkezs tételt.

3.6. tétel. A 3.4. tételben szerepls korlat a négy paraméter (t, m, <, L) barmelyi-
kének a valtoztatasaval tetszés szerinti pontossaggal megkdzelithetd.



