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ÜTEMEZ� ALGORITMUSOK
HIBAFÜGGVÉNYEI

(Processzorszámot minimalizáló algoritmusok)
Iványi Antal, 2011. április 7.

1. Bevezetés
Tegyük fel, hogy egymástól független programokat kell futtatnunk, és minden
számítógép csak egységnyi ideig m¶ködik (az egység lehet például 8 óra).
Célunk a programok olyan szétosztása a gépek között, hogy minél kevesebb
gépet használjunk.

A feladat formális megfogalmazása a következ®. Legyen n ≥ 1 egész szám,
t = (t1, t2, . . . , tn) pedig valós számokat tartalmazó vektor, ahol ti ∈ (0, 1]),
minden i = 1, 2, . . . , n indexre. Osszuk fel a sorozatot minél kevesebb olyan
részsorzatra, melyekben az elemek összege legfeljebb 1.

A feladat egydimenziós ládapakolási feladatként is ismert [19, 15, 24, 28].
A feladat NP-teljes [19, 24] (például visszavezethet® az összegzési feladatra
[19, 24]), ezért a gyakorlati megoldásra közelít® algoritmusokat [15, 23, 22]
alkalmaznak.

Ebben a cikkben a legismertebb közelít® algoritmusok (NF, FF, BF, NFD,
BFD, FFD) legrosszabb esetére vonatkozó eredményeket foglaljuk össze [14,
26, 25, 27].

Két algoritmus (A és B) relatív hatékonyságát gyakran jellemzik a kivá-
lasztott hatékonysági mérték értékeinek hányadosával, jelen esetben azA(t)/B(t)
relatív lemezszámmal. Ennek a hányadosnak a felhasználásával különböz® jel-
lemz®k de�niálhatók. Ezeket két csoportba szokás sorolni: egyik csoportba a
legrosszabb, míg a másikba az átlagos esetet jellemz® mennyiségek kerülnek.

Itt csak a legrosszabb esettel foglalkozunk (az átlagos eset vizsgálata rend-
szerint lényegesen nehezebb).

Legyen Dn azon valós listák halmaza, amelyek n elemet tartalmaznak, és
legyen D az összes valós lista halmaza, azaz

D = ∪∞i=1Di .

Legyen Alsz az állományelhelyez®, (azaz a minden t ∈ D listához egy
nemnegatív valós számot hozzárendel®, és így a D → R+

0 leképezést megva-
lósító) algoritmusok halmaza.

Legyen Aopt a minden listához az optimális lemezszámot rendel® algo-
ritmusok halmaza, és OPT ennek a halmaznak egy eleme (azaz egy olyan
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algoritmus, amely minden t ∈ D listához megadja a listához tartozó fájlok
elhelyezéséhez szükséges és elégséges lemezek számát).

Legyen Aköz azon A ∈ Alsz algoritmusok halmaza, amelyekre A(t) ≥
OPT(t) minden t ∈ D listára, és van olyan t ∈ D lista, amelyre A(t) >
OPT(t). Legyen Abecs azon E ∈ Alsz algoritmusok halmaza, amelyekreE(t) ≤
OPT(t) minden t ∈ D listára, és van olyan t ∈ D lista, amelyre E(t) <
OPT(t).

Legyen Fn azon valós listák halmaza, amelyekre OPT(t) = n, azaz Fn =
{t|t ∈ D és OPT(t) = n} (n = 1, 2, . . .). A továbbiakban csak Alsz-beli al-
goritmusokat fogunk vizsgálni. Az A és B algoritmusok (A, B ∈ A) RA,B,n
hibafüggvényét, RA,B hibáját (abszolút hibáját) és RA,∞ aszimptotikus hi-
báját a következ®képpen de�niáljuk:

RA,B,n = sup
t∈Dn

A(t)
B(t)

,

RA,B = sup
t∈D

A(t)
B(t)

,

RA,∞ = lim
n→∞RA,B,n .

Ezek a mennyiségek f®leg akkor érdekesek, ha B ∈ Aopt. Ilyenkor az egy-
szer¶ség kedvéért a jelölésekb®l elhagyjuk a B-t, és az A ∈ A, illetve az
E ∈ A algoritmusok hibafüggvényér®l, hibájáról és aszimptotikus hibájáról
beszélünk.

2. NF algoritmus
A NF fájlelhelyez® algoritmus jellemz® adatai ismertek.

1.1. tétel. Ha t ∈ Fn, akkor

n = OPT(t) ≤ NF(t) ≤ 2OPT(t)− 1 = 2n− 1 . (1)

Továbbá, ha k ∈ Z, akkor léteznek olyan uk és vk listák, melyekre

k = OPT(uk) = NF(uk) (2)

és
k = OPT(vk) és NF(vk) = 2k − 1 . (3)

Ebb®l az állításból adódik a NF fájlelhelyez® algoritmus hibafüggvénye,
abszolút hibája és aszimptotikus hibája.



3

1.2. következmény. Ha n ∈ Z, akkor

RNF,n = 2− 1
n

, (4)

továbbá
RNF = RNF,∞ = 2 . (5)

Iványi [25, 26]

3. FF algoritmus
A FF és BF fájlelhelyez® algoritmus legrosszabb esetére vonatkozik a követ-
kez® állítás.

1.3. tétel. Ha t ∈ Fn, akkor

OPT(t) ≤ FF(t), BF(t) ≤ 1.7OPT(t) + 2 . (6)

Továbbá, ha k ∈ Z, akkor léteznek olyan uk és vk listák, melyekre

k = OPT(uk) = FF(uk) = BF(uk) (7)

valamint
k = OPT(vk) és FF(vk) = BF(vk) = b1.7kc . (8)

A FF algoritmusra egy er®sebb fels® korlát is érvényes.

1.4. tétel. Ha t ∈ Fn, akkor

OPT(t) ≤ FF(t) < 1.7OPT(t) + 1 . (9)

Ebb®l a két állításból adódik FF és BF aszimptotikus hibája, valamint
hibafüggvényük jó becslése.

1.5. következmény. Ha n ∈ Z, akkor

b1.7nc
n

≤ RFF,n ≤ d1.7ne
n

(10)

és b1.7nc
n

≤ RBF,n ≤ b1.7n + 2c
n

(11)

továbbá
RFF,∞ = RBF,∞ = 1.7 . (12)



Ha n osztható tízzel, akkor a (10) egyenl®tlenségben az alsó és fels® hatá-
rok megegyeznek, azaz ebben az esetben 1.7 = RFF,n.

Baker-Co�man [3], Iványi [25, 26, 27]
Xia és Tan [29] 2010-ben a következ® tételt bizonyították.

1.6. tétel. Ha t ∈ Fn, akkor

OPT(t) ≤ FF(t) ≤ 1.7OPT(t) +
7
10

. (13)

4. BF algoritmus
5. NFD algoritmus
6. FFD algoritmus
7. BFD algoritmus
8. Átlagos eset

[12]

9. Érdekességek
Párhuzamos algoritmusok: Anderson et al. [1]

Duális probléma: [21]
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

Az irodalomjegyzékben letölthet® megjegyzéssel szerepl® m¶vek letölt-
het®k a megadott honlapról, a digitálisan megjegyzéssel szerepl® m¶vek le-
tölthet®ek a http://compalg.inf.elte.hu/∼tony/Kutatas/Proc-szam/ honlap-
ról, míg a nyomtatva megjegyzéssel szerepl® m¶veket nyomtatott formában
sikerült megszerezni.
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