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1. Bevezetés

Tegyiik fel, hogy egymastol fiiggetlen programokat kell futtatnunk, és
minden szamitogép csak egységnyi ideig miikodik (az egység lehet pél-
déaul egy 8 oras miiszak). Célunk a programok olyan szétosztasa a gépek
kozott, hogy minél kevesebb gépet hasznéljunk.

A feladat formalis megfogalmazasa a kovetkezs. Legyen n > 1 egész
szam, t = (t1,ts,...,t,) pedig valos szamokat tartalmazo vektor, ahol
t; € (0,1] minden i =1, 2,..., n indexre. Osszuk fel a sorozatot minél
kevesebb olyan részsorozatra, melyekben az elemek 6sszege legfeljebb 1.

A feladat egydimenzios ladapakolasi feladatként is ismert |19, 20, 30,
40]. A feladat NP-teljes [19, 30| (példaul visszavezethetd az Gsszegzési
feladatra [19,30]), ezért a gyakorlati megoldasra kozelit algoritmusokat
[20, 26| 28] alkalmaznak.

Az A és B algoritmus relativ hatékonysagat gyakran jellemzik a ki-
valasztott hatékonysigi mérték értékeinek hanyadoséaval, jelen esetben
az A((t)/B(t) relativ ladaszammal. Ennek a hanyadosnak a felhaszna-
lasaval kiilonbozd jellemzok definidlhatok, példaul a relativ 1ladaszam
legrosszabb, varhato és legjobb esete.

Ebben a cikkben a legismertebb kozelité (NF, FF, BF, NFD, BFD,
FFD) |17, 32, 33, 34, 39] és becslé (MAX, SUM, BIG, UPP) |2, 3,
39] algoritmusok legrosszabb esetére vonatkozo eredményeket foglaljuk
0ssze

Az atlagos eset vizsgalata rendszerint lényegesen nehezebb, mig a
legjobb eset vizsgalata rendszerint konnyt.

Legyen D,, azon valos listak halmaza, amelyek n elemet tartalmaz-
nak, és legyen D az Osszes valos lista halmaza, azaz

D:D D;. (1)
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Legyen A,,; a minden t € D listdhoz egy nemnegativ valos szamot
hozzarendel, és igy a D — R leképezést megvalosito algoritmusok hal-
maza. Ezeket az algoritmusokat lddapakolo algoritmusoknak nevezziik
annak ellenére, hogy nem éallitanak el konkrét pakolast, legfeljebb az
optimalis ladaszam valamilyen becslését adjak.

Legyen A,,; a minden listdhoz az optimalis ladaszdmot rendels al-
goritmusok halmaza, és OPT ennek a halmaznak egy eleme (azaz egy
olyan algoritmus, amely minden t € D listdhoz megadja a listdhoz tar-
tozo targyak elhelyezéséhez sziikséges és elégséges ladak szamat).

Legyen Ay, azon A € A, algoritmusok halmaza, amelyekre A(t) >
OPT(t) minden t € D listara, és van olyan t € D lista, amelyre A(t) >
OPT(t). Legyen A5 azon E € A, algoritmusok halmaza, amelyekre
0 < E(t) < OPT(t) minden t € D listara, és van olyan t € D lista,
amelyre E(t) < OPT(t).

Legyen F,, azon valos listak halmaza, amelyekre OPT(t) = n, azaz
F,={t|teDé OPT(t) =n(n=1,2,...)}. Az A és B € Ays,)
algoritmusok Ra p, hibafiiggvényét, Ra p abszolut hib4jat (réviden:
hibajat) és R4~ aszimptotikus hibajat a kovetkez6képpen definialjuk:

A(t)
RA B, =sup —=, 2
A,B, te}g B(t) ( )
A(t)
R =sup —=, 3
B =R B () ¥
RA,oo = lim RA,B,n- (4)

A becsld algoritmusok esetén a (2), (3) és (4) képletekben a szamlalot
és nevezGt feleseréljitk és a (4) képletben a lim sup helyett a lim inf
hatarértéket hasznaljuk.

Ezek a mennyiségek f6leg akkor érdekesek, ha B € A,p,. Ilyenkor az
egyszertiség kedvéért a jelolésekbdl elhagyjuk a B-t, és az Ags, € Apecs,
illetve az B € Ape.s algoritmusok hibafliggvényérél, hibajarol és aszimp-
totikus hib4jarol beszéliink. Mas algoritmusok esetén célszert a lim ha-
tarérték helyett a lim sup hatarérték alkalmazasa, hogy a hatéarérték
biztosan létezzen.



2. NF algoritmus

Az NF algoritmusra vonatkozé els§ jellemzés 1972-ben jelent meg, D.
S. Johnson PhD disszertaciojanak kézirataban [38]. Ma inkdbb D. S.
Johnson megvédett értekezésére [39] hivatkoznak.

1.1. tétel. (Johnson, 1972) Ha t € F,,, akkor
n=O0PT(t) < NF(t) <20PT(t) -1 =2n—1. (5)
Tovdbbd, ha k € Z*, akkor léteznek olyan wy, és vy, listdk, melyekre
k= OPT(u;) = NF(uy) (6)

€s

Bizonyitas. Johnson a felsé korlatot gy bizonyitotta, hogy feltette a
korlat ellenkezGjét, miszerint van olyan L = (t1,to,...,T),) lista, amelyre
OPT(L) = n és FF(L) > 2n. Mivel NF csak akkor nyit meg 1j ladat, ha
a soron kovetkezd targy nem fér be az utols6 megnyitott ladaba, ezért
az FF iitemezésében a szomszédos ladédkban lévs targyak stlydsszege
nagyobb egynél, igy a 2n ladaban n-nél nagyobb lenne a stlydsszeg, és
OPT nem tudna a listat n ladaba bepakolni.

A tétel méasodik részét pedig olyan wuy listaval bizonyitotta, amely
k darab egyest tartalmazott, és olyan vy listaval, amely 4k — 4 elemet
tartalmazott tigy, hogy a paratlan indext elemek sulya 1/2 volt, mig a
paros indextieké 1/(2k — 2). "

1984-ben a [32] cikkben ennél pontosabb (éles) korlatot adtunk.

Legyen v azon ladapakol6 algoritmusok halmaza, amelyek iitemezé-
sében a szomszédos ladakba keriil§ targyak silyosszege mindig nagyobb
egynél.

1.2. tétel. (Ivanyi, 1984) Ha t € F,,, akkor minden A € v lidapakold
algoritmusra fenndll

n=O0PT(t) <A(t) <20PT(t) —1=2n—1. (8)

Tovabba, ha k € Z, akkor létezik olyan B € v lddapakolo algoritmus és



léteznek olyan uy és vy listak, melyekre
k= OPT(u;) = B(uy) 9)
és
k= OPT(vy) és B(vy) =2k — 1. (10)
Bizonyitas. Johnson bizonyitasan csak annyit valtoztatunk, hogy a vy

lista 4k — 2 elemet tartalmaz tigy, hogy a paratlan indext elemek siilya
1/2, mig a paros indext elemek sulya 1/(4k — 2). "

Ez a tétel magyarul is megtalalhato a [37] konyv 500. oldalan, mint
11.9. tétel.
A NF ladapakol6 algoritmus jellemz§ adatai ismertek.

1.3. tétel. Ha t € F,,, akkor
n=O0PT(t) < NF(t) <20PT(t) —1=2n—1. (11)
Tovabbd, ha k € Z, akkor léteznek olyan uy és vy, listdk, melyekre
k= OPT(u;) = NF(ug) (12)
és
k= OPT(vy) és NF(vy) =2k — 1. (13)

Ebbdl az allitasbol adodik a NF fajlelhelyez6 algoritmus hibafiigg-
vénye, abszolut hibaja és aszimptotikus hibaja.

1.4. kévetkezmény. Ha n € Z, akkor

1
Rnpp =2 ——, (14)
n

tovabbd
Rnp = Rnpoo = 2. (15)



3. FF algoritmus

R. L. Graham, 1972-ben |31] 1972-ben megmutatta, hogy az L = (0.067,
0.51°,0.12,0.16%, (0.342)%, (0.51)'%) listara FF(L) = 17, és ha a listat
csokkend sorrendbe rendezziik, akkor az igy kapott L' = (0.51'9,0.341°,
0.1619,0.10'%) listara FFL' = OPT(L') = 10.

Graham ebben a cikkében megfogalmazta azt a sejtést, hogy ha
OPT(L) elég nagy, akkor Rpr/OPT(L) < 1.7.

A [32, 133] dolgozatban megmutattuk, hogy az FF relativ hibdja tet-
sz6legesen nagy optimalis ladaszam esetén is felveszi az 1,7 értéket.

1.5. tétel. Ivanyi, 1984. Ha ...

A FF és BF ladapakol6 algoritmus legrosszabb esetére vonatkozik a
kovetkez§ allitas [35]

1.6. tétel. (Ivanyi, 1986) Ha t € F,,, akkor

FF@)<:£. (16)

1994-ben D. Simchi-Levi [42] egy valamivel gyengébb éllitasra pub-
likalt bonyolultabb bizonyitast (viszont az § bizonyitasa a BF algorit-
musra is jo).)

[29].

1.7. tétel. (Garey, Graham, Ullman, 1973) Ha t € F,,, akkor

OPT(t) < FF(t), BF(t) < 1.TOPT(t) + 2. (17)
Tovdbbd, ha k € Z, akkor léteznek olyan wy és vy listak, melyekre

k=O0PT(u) = FF(ux) = BF(uy) (18)

valamint

k= OPT(vy) és FF(vy) = BF(vy) = |1.7k]. (19)

A FF algoritmusra egy erdsebb fels6 korlat is érvényes.

1.8. tétel. Ha t € F},, akkor

OPT(t) < FF(t) < 1.7OPT(t) + 1. (20)



Ebbdl a két allitasbol adodik FF és BE aszimptotikus hibaja, vala-
mint hibafiiggvényiik jo becslése.

1.9. kovetkezmény. Ha n € Z, akkor

1. 1.

L] g, < 110 (1)

n n

e 1.7 1.7 2

L] e, < LT +2) (22)

n n

tovdabba

RFF,oo - RBF7OO - 17 (23)

Ha n oszthato tizzel, akkor a (21) egyenlStlenségben az also és fels6
hatarok megegyeznek, azaz ebben az esetben 1.7 = Rpp,.

Baker-Coffman [5], Ivanyi [32, 33, [34]

Korlat a legrosszabb esetre: [42].

Xia és Tan [43] 2010-ben a kovetkezs tételt bizonyitottak.

1.10. tétel. Ha t € F,,, akkor

OPT(t) < FF(t) < 1.TOPT(t) + —

o (24)

4. BF algoritmus

Korlat a legrosszabb esetre: [42]

5. NFD algoritmus
6. FFD algoritmus

Korlat a legrosszabb esetre: [42]
Legjobb korlat a legrosszabb esetre: [44]

7. BFD algoritmus

Korlat a legrosszabb esetre: [42]



8. Atlagos eset

i
Ivanyi-Zolotarev: |36]
Bramel et al.: [13]

9. Erdekességek

Parhuzamos algoritmusok: Anderson et al. [1]
Duaélis probléma: [25]
Online ladalefedd: |21]
Korlatozott ladapakolas: [27]
Linearis programozas: [41]
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Az irodalomjegyzékben let6lthet6 megjegyzéssel szereplé miivek le-
tolthet6k a megadott honlaprol, a digitalisan megjegyzéssel szereplé
miivek letolthetGek a http://compalg.inf.elte.hu /~tony /Kutatas/BinPacking/
honlaprol, mig a nyomtatva megjegyzéssel szereplé miiveket nyomta-
tott formaban sikeriilt megszerezni.

A szerz6 cime: Ivanyi Antal:  tony@compalg.inf.elte.hu

Budapest, 2011. aprilis 12.
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TARGYMUTATO

B

BF = Best Fit, (1

BFD = Best Fit Decreasing, [1
BIG, 1

F
FF = First Fit, [1
FFD = First Fit Decreasing, (1

L

ladapakol6 algoritmus = bin packing
algorithm, |2

legrosszabb eset korlat FFD-re = worst case
bound for FFD, |6

M
MAX = Maximum, [

N
NF = Next Fit, [1
NFD = Next Fit Decreading, 1

NP-teljes = NP-complete, (1

P
parhuzamos algoritmus = parallel algorithm,
7

R

relativ ladaszdm = relativ number of bins, |1

relativ ladaszam legjobb esete — best case of
the relative number of bins, /1

relativ ladaszam legrosszabb esete = worst
case of the relative number of bins, (1

relativ ladaszam varhato értéke = expected
value of relative number of bins, [1

S
SUM = Sum of the sizes, 1

U, U
UPP = Upper, 1
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