1. WINKLER-PERKOLACIO

A matematika, informatika és a fizika egyik intenziven vizsgalt kutatési teriilete a perkold-
cib.

A perkoldciés vizsgdlatok [, 16, 7,110] nagy része azzal foglalkozik, hogy milyen mdd-
szerekkel és milyen valdszintiséggel hatolhatunk &t valdszin{iségi paraméterekkel adott tér-
részen — példaul négyzetracson.

Az ismert modellek egyike a kétdimenziés Winkler-modell [7].

Ez abban (is) kiilonbozik a szokdsos modellektél, hogy nem csak az 4thatolds | passziv”
lehetdségeit vizsgélja, hanem megengedi a térrész bizonyos dtalakitdsat is.

A szakirodalom eddig elsGsorban a kétdimenzios esettel, azaz a sik egy bizonyos részén
valé dthatoldssal foglalkozott. Mi kisérletet tesziink az eredmények egy részének a 3 és 4
dimenzids térre vald kiterjesztésére.

1.1. A feladat megfogalmazdsa

Legyen m > 2, n > 2 (n lehet végtelen is) €s legyen

X1 X2 ... X
X21 X22 P 493

7= " (1.1)
Xml Xm2  --- Xmn

olyan matrix, melynek elemei egymdstdl fiiggetlen, bindris valészintiségi valtozdk, melyek
kozos eloszlasa
D, hak =0,

g=1-p, hak=1. (1.2)

P[xij = k] = {

A legaldbb két egyest tartalmazd oszlopot fekete, az egy egyest tartalmazé oszlopot
sziirke és a csupa nulldt tartalmazé oszlopot fehérnek nevezziik.

A matrixot iitemezhetonek nevezziik, ha nincsen fekete oszlopa.

A végtelen mdtrixra vonatkozo valosziniiséget igy értelmezziik, mint a névekvd osz-
lopszdmu matrixokra vonatkoz6 valészinliségek sorozatdnak hatarértékét.

Az els6 oszlop (1 — p)™ valésziniiséggel lesz fehér és mp(1 — p)™~! valdszintiséggel lesz
sziirke, ezért a Z matrix [1—(1 - p)" —mp(1 - p)y"~']" valészintiséggel nem lesz iitemezhetd
— ez az érték pedig n ndvekedtével nulldhoz tart.
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Megprébdlhatjuk a Z matrix egy konkrét realizdcidjat olyan Z’ madtrixsz4 alakitani,
amelyik mar iitemezhetd. Az egyetlen megengedett miivelet a torlés: tetszbleges szami
nullat torolhetiink a matrixbol. A torolt nulla utdni elemek indexét eggyel csokkentjiik (ha a
matrix véges, akkor a sor végére befrunk egy nullat).

Példaul a fekete harmadik oszlop miatt nem {litemezhetd

0 0 1
Y/ —( 10 1 ) (1.3)
madtrixot az elsd sor elsé elemének torlésével litemezhet6vé tehetjiikk. A
1
Z= | (1.4)

Py

madtrixot azonban nem tudjuk iitemezhetSvé tenni.

A feladat az R(p, m, n) iitemezhetoségi (perkolacids) fliggvény meghatdrozasa, amely
megadja annak valdésziniségét, hogy a megfeleld matrix titemezhet6vé tehetd. Ha példaul
a matrixnak két sora és egy oszlopa van, és p = 1/2, akkor mind a 4 lehetséges oszlop
valoszintsége 1/4 és R(1/2,2,1) = 3/4.

A perkolécids kutatdsok tipikus célja az R(p, m, n) fliggvény végtelen matrixokra vo-
natkozd R(p, m) hatdrértékének meghatdrozdsa, tovabba annak az R, (m) kritikus valdszi-
nfiségnek a megaddsa, amely megakaddlyozza az iitemezhetSséget, de a ndla kisebb valé-
szinfiségek mar megengedik.

1.2. Ismert eredmények

A kiilonbozd perkoldciés modellekkel kapcsolatban szdmos eredmény van. A legismertebb
a Harris—Kesten-tétel [?, ?, 2,12]], amely szerint a 7??-modell kritikus valészintisége 1/2.
Konnyen beldthatd, hogy ha m > 2, akkor R, (m) < 1/m.
Giécs Péter [7] a kovetkezd als6 becslést adta R(2) = R(p, 2, o) értékére.

1.1. tétel. Ha p < 10740 gkkor
R(p,2,00) > 0.

Ennek az elemzésnek alapja a skatulyaelv: ha a Z matrix elsé &k (1 < k < n) oszlopdban
tobb az egyes, mint a nulla, akkor biztosan nem tehets iitemezhetvé.

Jelolje Q(p,m,n) annak valészinfiségét, hogy a Z madtrixhoz taldlhaté olyan k (1
k < n), hogy a matrix elsd k oszlopaban tobb az egyes, mint a nulla. Ekkor R(p, m, n)

1 - QO(p,m,n).

IANIA

1.2. tétel. Ha O < p < 1 akkor

1, ha3<p<l,
2 2
0(p,2,00) = 1- \/1_4(1_p2+f)11p)2 )7pzi(f),p)2 1 (1.5)
’ 2

[
P2H1-p?
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Megjegyezziik, hogy ha p elég kicsi, akkor az (??) egyenl6tlenség szerint Q(p, 2, 00 ~
P, 6s all.5képlet szerint Q(1/2,2,00 = 1.
A (1.1) és a (L.5) egyenl&tlenségekbdl adddik, hogy

1
107400 < R@) < 5.

1.3. Leszdmlélds két dimenzidban

Legyen

L (2
OSPSI, l’lZl, Cl‘l= (n)

7 = X1 X2 ... X
yro Y2 oo On
olyan valdszintiségi valtozdkat tartalmazé matrix, melyek — egymadstol fiiggetleniil — p va-

16szintiséggel az egy és g = 1 — p valdszintiséggel a nulla értéket veszik fel.
Legyen

és legyen

R(p,n)

annak a val6szinlisége, hogy Z egy realizdcidjanak van olyan prefixe, amelyben tSbb egyes
van, mint nulla, azaz van olyan k (1 < k < n), amelyre teljesiil

k
Dy <k
i=1

Legyen R(p) annak a val6szinisége, hogy ugyanez a hasonlé végtelen matrixra teljestil,
azaz legyen

R(p) = lim R(p, n).
n—oo

1.3. tétel. Ha 0 < p < p < 1, akkor

O(p) = a ), Ci(ab), (16)
i=0

ahol
P’ ) q’

a=——— és b=——.
P+ g P+ q

Bizonyitas. Jelolje B a fekete, W a fehér €s C a szines oszlopokat.
A nem biztos métrixok nagy része a C*B alakid matrixokbdl szdrmazik, melyek (2p(1 —
p))¥p? valészintiséggel fordulnak el6, ezért p = 1/2 esetén a Z matrix

1

> 1
_onwk,2 _
g:o(p(l p)p = 165/8 =0,1.

A kovetkez6 tipus f6 része a WBB oszlopsorozat. Itt az 4ltaldnos alak CWC? BC¢B. Az
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e

el6z6ekhez hasonldan itt is egy mértani sor 9sszegét kell meghatdrozni. Az eléz8 esethez
képest a W és B oszlop miatt megjelenik egy (9/16)-os és egy (1/16)-0s szorzétényezd, a két
1j C-sorozat miatt pedig két (8/5)-6s tényezs, ami dsszesen (9/100)-0s szorzast jelent, tehat
az ilyen matrixok valdészintisége 0,009.

Ezutan a bizonytalansdgot el6idézé fekete oszlop elétt 2-2, 3-3, . . . fehér és fekete osz-
lopot tartalmazé métrixok szdbavétele kovetkezik. Ek6zben felhaszndljuk a ballot-tételt [4],
valamint azt, hogy az n-edik Catalan-szam [11] megadja, hany olyan 2n hosszlsdgu sorozat
van, amely n fehér és n fekete oszlopot tartalmaz tigy, hogy a fekete oszlopok szdma egyik
prefixben sem haladja meg a fehér oszlopok szdmat:

c - 1 (Zn)
n+1\n

u
1.4.lemma. Ha 0 < x < 1, akkor
w1 (2% v [ &, haO<x<i,
S(x)—x;—kJrl(k)(x(l—x)) _{ " halevel (1.7)
Bizonyitas. [

Mivel R(p) valészintiségek monoton nemcsdkkend sorozatdnak hatarértéke, ezért 0 <
R(p) < 1 minden p-re. Az is természetes, hogy az R(p) monoton nemcsdkkend fiiggvénye
p-nek.

A vart viselkedés: R(p) a [0, 1/2) intervallumban folytonos, szigorian monoton ng (nul-
1at6l egyig), az [1/2, 1] intervallumban pedig konstans (az értéke 1).

A hasonlé vizsgdlatok [2, 15,16, 7, 8| 9] egyik kdzponti kérdése az 1 és az 1-nél kisebb
R(p) értékeket elvalasztd kritikus valosziniiség:

Perit = inf {P | R(P) =1}
0<p<1

A (L.6) 6sszegben a C; tényezSk a Catalan-szamok [1,3}/11,[12,14], melyekre a C;.1 /C;
hanyadosok szigorian monoton ndvekedve négyhez tartanak.

A (1.6) 6sszeget a hdnyados kritérium segitségével alulrdl €s feliilrdl is megbecsiilhet-
jiik. A hasznélhat6 felsd becslés érdekében célszer(i az elsé néhdny tagot pontosan kisza-
molni.

Ha példaul p = 0,4, akkor

0,4? 4 9
=———=—4ésbh=—,
0,42+0,6%2 13 13

az elsé 4 tag 6sszege pedig

4 4 28\ 43509
Colab) = = (1+ 5 +275 + 5755 ) = 55707 ~ 0-62
Z o(ab) %( 132 133) 132197
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A tovébbi tagokra
> CA A O G(144\ (4 169
Cilab) < —Ci— > =L [=| <5.69,216) (=] =5,4107 (== ~ 0.36.
a; @by < 13 4134;&(169) ;(13) (25)

Ezek szerint

R(p) < 0,62 +0,36 = 0,98.

Hai > 3, akkor Ci;1/C; = 3, gy

- ; 4 4 (108 5169
R(p) ~ 0,62+a Z Cilab)' < 0,62+ Cazg Z (@) ~0,62+5,69,216-10 36—1 ~0,14.

i=4 i=4

Ezek szerint

R(0,4) > 0,62 + 0,14 = 0,76
0,76 < R(0,4) < 0,98.

1.4. A kétdimenziés konvergencia sebessége

A kovetkez§ tdbldzatban a [?, 2] MATLAB segitségével végzett konkrét szamitdsok ered-
ményeit foglaljuk Sssze.

] a=0,49 \ a=0,50 a=0,51 \

0 0 = 0,490000 « = 0,490000 | Q = 0,500000 « = 0,500000 | Q = 0,510000 u = 0,510000

1 0=0,612451 u=0,122451 | Q= 0,625000u = 0,125000 | Q = 0,637449 u = 0, 127449

2 0 =0,673652 u = 0,061201 | Q= 0,687500 u = 0,062500 | Q = 0,701148 u = 0,063699

3 0=0,711887 u = 0,031538 | O =0,726562u = 0,039062 | Q = 0,740943 u = 0,039795

4 0 = 0,73864 0 =0,753906 u = 0,027343 | Q = 0,768789 u = 0, 027846

5 0 =0,75869 0 =0,774414 u = 0,020507 | Q = 0,789666 u = 0,020876

10 0 = 0,81477 0 =0,831811 u = 0,008895 | Q = 0,848033 u = 0,008136
100 0 =0,92372 0 =0,943930 u = 0,000278 | Q = 0,960898 u = 0,000273
1000 0 =0,95634 0 =0,982169 « = 0,000008 | Q = 0,995378 u = 0, 000006
10000 0 =0,96077 0 =0,994358 u = 0,000000 | Q = 0,999990 & = 0,000000
100000 0 = 0,960784 0 =0,998215 u = 0,000000 | Q = 0,999999 & = 0,000000
200000 0 = 0,960784 0 =0,998738 u = 0,000000 | Q = 0,999999 & = 0,000000

Az a =10,50és az a = 0,51 esetben a sor Osszege 1, mig az a = 0,49 esetben

Ha az eredeti mdtrixban az egyesek valdszinlisége példdul 1/4, 1/3, illetve 2/5, akkor

az egyesek valdsziniisége akkor a , siirftett métrixban” az egyesek valdsziniisége a stirftett
matrixban 1/10, 1/5, illetve 4/13 lesz.
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B a=1/10 a=1/3 a=4/13

0 Q = 0,100000 « = 0, 100000 Q = 0,200000 « = 0,200000 0 =10,307692 u = 0,307692
1 Q = 0,109000 « = 0,009000 Q =0,232000 « = 0,003200 Q =0,373236 u = 0,065543
2 0 =0,110600 « = 0,001600 0 =10,242240 u = 0,001024 Q0 =10,401160 u = 0,027924
3 Q =0,110984 u = 0,000364 Q = 0,246336 u = 0,000409 Q0 =0,416031 u = 0,014870
4 Q0 =10,111076 u = 0,000009 Q0 =0,248171 u = 0,0001.83 0 =0,424900 u = 0,008.869
5 Q=0,111101 « = 0,000002 Q =0,249051 u = 0,000088 Q = 0,430568 u = 0,0005.66
10 0 =0,111111 u = 0,000000 0 =0,249951 u = 0,000004 0 =0,441201 u = 0,000099
100 Q=0,111111 Q = 0,250000 « = 0,000000 Q = 0,444444 4 = 0,000273
1000 Q=0,111111 0 = 0,250000 u = 0, 000000 Q = 0,444444 y = 0,000000
10000 Q=0,111111 Q = 0,250000 « = 0,000000 Q = 0,444444 u = 0,000000
100000 Q=0,111111 Q = 0,250000 « = 0, 000000 Q = 0,444444 y = 0,000000
200000 Q=0,11111111111111 Q = 0,250000 « = 0,000000 Q = 0,444444 4 = 0,000000

A képlet szerint a p = 1/4 valdsziniiséghez

hatarval6szinliség tartozik, ami megfelel a szimuldcids értéknek.

x_l—QS_l
1,8 9

A képlet szerint az a = 1/5 valészinfiséghez

hatarval6szinliség tartozik, ami megfelel a szimuldcids értéknek.

25 1

Y7854

A képlet szerint az a = 4/13 val6szinliséghez

hatarval6szinfisg tartozik, ami megfelel a szimulacids értéknek.

_8/13

Lo 834
T18/13 9

1.5. Leszédmlélds hdrom dimenziéban

ElSszor az egyszerliség kedvéért csak harom dimenziéban szamolunk. Legyen

0<p<l, nxl, Cp=— (2”)
n+1\n
és legyen
X1 X12 X1in
Z=| xn x» Xon
X31 X3 X3n

olyan valdsziniiségi vdltozokat tartalmazé matrix, melyek — egymadstol fiiggetleniil — p va-
16szinfliséggel az egy és g = 1 — p valdsziniiséggel a nulla értéket veszik fel.
Legyen Q(p,n,3) annak a valészintisége, hogy Z egy realizacidjanak nincs olyan Z;
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prefixe amelyre
k

Z(x,-+y,-)§k (1<k<n)
i=1
Legyen Q(p, 3) annak a valdszinfisége, hogy ugyanez a hasonlé végtelen matrixra tel-
jestil, azaz legyen
R(p,3) = lim R(p,n, 3).
n—oo

A vizsgalt matrix oszlopaiban 0, 1 vagy 3 darab egyes van.

A | rossz” métrixok egyik tipusdt alkotjdk azok a matrixok, melyeknek 2k + 1 oszlopa
van, utolsé oszlopukban két egyes van, a t6bbi oszlopukban egy vagy két egyes van agy,
hogy a két egyest tartalmazd oszlopok szdma el8szor az utolsé oszlopban lesz nagyobb,
mint az egy egyest tartalmazé oszlopoké.

Az ilyen tipust végtelen matrixok valészintisége

3p%q ) C3p* ) Bpg)'. (1.8)
i=0

Ha p = 1/4, akkor ennek a sornak az 6sszege 9/64 = 0,15625. Az érdekesség kedvéért
megjegyezziik, hogy a Markov-lancos megkdzelitésnél az elnyels N dllapot valdszinfisége
az els$ dtmenet utan 9/64.

A rossz” métrixok mdsik tipusdt alkotjdk azok a matrixok, melyeknek 2k + 1 oszlopa
van, utolsé oszlopukban harom egyes van, a t&bbi oszlopukban nulla vagy harom egyes
van ugy, hogy a harom egyest tartalmazé oszlopok szdma el6szor az utolsé oszlopban lesz
nagyobb, mint a nulla egyest tartalmazd oszlopoké.

Az ilyen tipusi végtelen matrixok valdszinlisége

P Cphg (1.9)
i=0

Ha p = 1/2, akkor ennek a sornak az dsszege 1/192.
A ,rossz” matrixok tovabbi tipusaiban keverednek a , tiszta” és , vegyes” oszlopok.

1.6. Bolyongds két dimenzié esetén esetén

A Winkler-modell vizsgédlata (tetszbleges m dimenzidszdm esetén is) visszavezethetd az x
tengelyen val6 bolyongdsra.

A bolyongds az origébdl indul. A -1 pontba nyel&t tesziink (ez jelzi, hogy az egyesek
tobbségbe keriiltek). Ha m = 2, akkor 4ltaldban p? valészintiséggel balra, ¢> valészintiség-
gel jobbra 1épiink, és 2pg valdszinfiséggel helyben maradunk (amikor a matrixban vegyes
oszlop van).

Mivel elsGsorban a -1 pontba jutds valdszinlsége érdekel benniinket, a helybenjirds
val6szintiségét elosztjuk a balra és jobbra 1épés valoszintiségének ardnydban, és egy olyan

— egyszeribb — bolyongast vizsgalunk, amelyben a balra 1épés a valdszinlisége és a jobbra
1€pés b valdszintisége a kovetkezd:
2 2
a= 4 b= 9
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Legyen x annak valdsziniisége, hogy ebben az esetben el6szor elérjiik a -1 pontot. Ekkor
a teljes valdszindség tétele szerint

x = P(els6 1épés -1-be) P(el6szor jutunk -1-be | elsd 1€pés -1-be)+
P(els6 1épés 1-be)P(eldszor jutunk -1-be | elsd 1épés 1-be) =
a- 1+ P(eldszor jutunk a 0-ba | 1-b8l indultunk) P(elGszor jutunk -1-be | 0-bdl indultunk) =
a+(1-a)x’

Ennek a mdsodfoku egyenletnek a megolddsa 6 kiilonbozd p értékre ugyanazt a megol-
ddst adja, mint a leszamlalds.

1.7. Bolyongds hérom dimenzié esetén

Ha a vizsgdlt métrixnak 3 sora van, az oszlopokban mindig kiilonbozé az egyesek és nulldk
szama, ezért helybenjards nem fordulhat el6 — viszont a csupa nulldkat és a csupa egyeseket
tartalmazé oszlopoknak a bolyongds sordn ugrds felel meg.

A kétsoros métrixhoz hasonlé meggondolds a kivetkezS egyenletre vezet:

x=(p’ +3p’Q) +3pg* (X + xp’ + P + ¢ (X + X°p + xp).
Ennek az egyenletnek a rendezésével a
7+ (P +3pg" )X + (PP +3p* " - Dx+ (P’ +3p°q +3p*¢’) =0

harmadfoku egyenletet kapjuk.
Ha ide behelyettesitjiik a p = 1/4 értéket, az

1728 + 1729x% — 4042x + 667 = 0

egyenletet kapjuk, melynek a (0, 1) intervallumban egy gytke van. Az egyenlet bal oldala-
nak értéke az x = 0, 181705 helyen koriilbeliil 0,001, mig az x = 0, 181706 helyen koriilbe-
1l -0,002, ezért a gyok xo ~= 0, 181705.

1.8. Markov-dncok a kétdimenzids esethez

A feladat egy megszamlalhatéan végtelen allapottd, homogén Markov-lanccal [4] is lefrhatd.
Mivel els&sorban a kritikus val6szinliséget szeretnénk meghatdrozni, eltekintlink a szines
oszlopoktél, és ennek megfelelden megnoveljiik a fekete és fehér oszlopok valdszintiségét.
Az dllapotok indexe a fehér €s fekete oszlopok szdmdanak kiilonbsége, azaz —1,0, 1,2, ...
lehet.
A lanc kezdeti eloszlasa (0, 1,0,0,...), az dtmenetval6szinliségek pedig

1, hai=—16sj=-1,
2 . ’ . .
b = pzp—qu hai#0ésj=i—-1,
Y S, hai#0ésj=i+1,
0 egyébként,

vagy matrix alakjaban
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’ Allapot ‘ S_1 ‘ $0 ‘ K ‘ 82 ‘ $3 ‘ ‘
S_1 1 0 0 0 0
80 a 0 b 0 0
S1 0 a 0 b 0
$2 0 0 0 b
0 0

Ha p > 1/2, akkor az s_; dllapot mindent elnyel és a hatareloszlas (1,0,0,0,...). Ha
viszont p < 1/2, akkor az elnyeld allapot hatdrvaldszinfisége egynél kisebb, a tobbi dllapoté
pedig nulla, bar a tobbiek egyiittes valdszinlisége pozitiv.

Az s elnyeld allapot hatdrvalészinliségét x-szel jelolve a kovetkezd egyenlet frhato fel:

x=a+(l-a)x,

melynek megolddsa

T—40-aa . 1-VI=41-aa
2(1—a) e XM—a)

X1 =

1.9. Markovddncok a hdromdimenzids esethez

Ebben az esetben m = 3.

Az dtmenetvaldsziniiségeket Ggy hatdrozzuk meg, hogy hdrombites véletlen oszlopokat
generdlunk, és az egyesek, valamint a nulldk szdmdnak kiilonbsége szerint megylink 4t j
allapotba: ha tobb az egyes, a kisebb index felé megyiink, ha pedig a nulla tobb, akkor
a nagyobb index felé. A -1 pontban van az N éllapot (ez egy nyeld), a O pontban van a
7. allapot (egy valoszinliséggel ebbdl a kezddéllapotbdl indulunk), a tobbi dllapotot S ;-vel
jeloljuk.

A kovetkezd tdblazat mutatja az dtmenetvaldszintségeket.

1, hai=-16ésj=-1,
pP+3p%, hai=06ésj=-1,
P, hai=1ésj=-1
P, hai>2ésj=i-3
Py 3pq, hai>06sj=i+1,
3p%q, hai>0ésj=i—1,
7, hai>06sj=i+3
0 egyébként,

vagy matrix alakjaban
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Allapot | N=5_ [Z=5o | $1 | S2 [ 85 | 84 | S5 | 86 [ 57 [$7]
N=5_ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Z=Sy | pP+3p%q 0 3pg® 0 7 0 0 0 0 0

S1 P 3p%q 0 3pg? 0 Ve 0 0 0 0
S P 0 3p%q 0 3pg? 0 ¢ 0 0 0
S3 0 P’ 0 3p%q 0 3pg® 0 7 0 0
Sy 0 0 P 0 3p%q 0 3pg? 0 4 0
Ss 0 0 0 P? 0 3p%q 0 3pg? 0 7
S5 0 0 0 0 p 0 3p%q 0 3pq 0

Ha p > 1/3, akkor az N éllapot mindent elnyel és a hatdreloszlds (1,0,0,0,...). Ha

~ 2z

viszont p < 1/3, akkor az elnyeld dllapot hatdrvaldszinlisége egynél kisebb, a tobbi dllapoté
pedig nulla, bar a tobbiek egylittes valdszintisége pozitiv.

| 1ag/Ad. | N 7z 54 Ss Ss S4 S S
0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0,156250 0 0,421875 0 0421875 0 0 0
2 0,162841 0,065917 0 0,237304 0 0,355957 0 0,177978
3 0,176849 0 0,066741 0 0,180759 0 0,275310 0
4 0,177892 0,012209 0,169722 0 0,146649 0 0,225254
5 0,180704 0 0,031309 0 0,100895 0 0,168610
10 0,181970 0,001971 0 0,033754 0 0,27992 0 0,051339
20 0,181970 0,000138 0 0,002393 0 0,001982 0 0,003685
3 0,182079 0,000010 0 0,000170 0 0,000141 0 0,000263
40 0,182079 0,000001 0 0,000012 0 0,000100 0 0,000018
50 0,182079 0,000000 0 0,000001 0 0,000001 0 0,000001
60 0,182079 0,000000 0 0,000000 0 0,000000 0 0,000000
70 0,18207925400329 | 0,000000 0 0,000000 0 0,000000 0 0,000000
75 0,18207925400329 | 0,000000 0 0,000000 0 0,000000 0 0,000000

Az itt kapott 0,182079 érték nagyon kozel van a bolyongdssal kapott 0,181705 érték-
hez. Még pontosabb szdmoldssal ellendrizziik, hogy a két mddszer valéban ugyanazt az
eredményt adja-e.

1.10. Markov-ldncok a négydimenziés esethez

Ebben az esetben m = 4.

Az dtmenetvaldszinliségeket gy hatdrozzuk meg, hogy négybites véletlen oszlopokat
generdlunk, és az egyesek, valamint a nulldk szdmdnak kiilonbsége szerint megyiink at 4j
dllapotba: ha tobb az egyes, a kisebb index felé megyiink, ha pedig a nulla t6bb, akkor
a nagyobb index felé. A -1 pontban van az N éllapot (ez egy nyeld), a 0 pontban van a

7z

7. éllapot (egy valosziniiséggel ebbdl a kezdballapotbdl indulunk), a tobbi dllapotot S ;-vel
jeloljiik. A helybenjardstdl itt is megszabadulunk.
A kovetkezd tablazat mutatja az dtmenetvaloszintiségeket.
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1, hai=-16ésj=-1,
pP+3p%, hai=06sj=-1,
P, hai=16ésj=-1
_ P, hai>2ésj=i-3
pij = 3pq?, hai>06ésj=i+1,
3p?g, hai>0ésj=i-1,
7, hai>0ésj=i+3
0 egyébként,

vagy matrix alakjaban

Allapot | N=5_ [Z=So [ 81 [ $2 | 83 | Sa | 85 | 8¢ | 87 [87]

N=S_ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

z=5¢ | pP+3p%q 0 3pq® 0 4 0 0 0 0 0
81 P 3p%q 0 3pg? 0 ¢ 0 0 0 0
S» P’ 0 3p%q 0 3pg® 0 7 0 0 0
S 0 P? 0 3p%q 0 3pg? 0 Ve 0 0
S4 0 0 P’ 0 3p%q 0 3pg? 0 7 0
Ss 0 0 0 P’ 0 3p%q 0 3pg? 0 Ve
Ss 0 0 0 0 P’ 0 3p%q 0 3pg> | 0

1.11. Osszefoglalés

Kilonboz6 médzsrekkel vizsgaltuk a Winkler-perkoldcié titemezhet8ségi fliggvényének vi-
selkedését két, harom és négy dimenzidban.

Az litemezhetdség egy sziikséges feltételét kihaszndlva megmutattuk, hogy a kritikus
valdszinliségre tetsz8leges m > 2 dimenzidészdm esetén fennall ceiypmy < 1/m.

Két dimenzidban olyan — p-t8l fliggd — felsd korldtot vezettiink le a kritikus valdszinii-
ségre, amely a szimuldciés vizsgdlatok szerint kdzel van a tényleges szimuldcids valészint-
séghez.

Koszonom Gécs Péter, Kdsa Zoltan, Kiss Attila, 1.4sz16 Lajos, L.oczi Lajos, Méri Tamas
és Simon Péter segitségét.
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