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DENSITY OF 2-SAFE MATRICES

ANTAL IVANYI AND PETER SIMON

ABSTRACT. Egy m X m méretii bindris matrix r-jé, ha minden oszlopaban
legfeljebb r egyes van; r-iutemezhetd, ha nulla elemek torlésével j6 matrixszd
alakithaté; r-biztos, ha tetszéleges k-ra igaz, hogy a matrix elsé k oszlopaban
legfeljebb kr darab egyes van.

Legyen Z = [2;j]mxn olyan métrix, melynek elemei egymastdl fiiggetlen
valészinliségi valtozdk, és mindegyik valésziniiségi valtozé p valdszinliséggel
az 1 és 1 — p valdszinliséggel a 0 értéket veszi fel. Az m > 1 esetben a
j6 matrixok segitségével alsé, a biztos matrixok segitségével fels6 korlatokat
adunk annak aszimptotikus valdszinliségére, hogy a Z matrix egy konkrét
realizdciéja 2-iitemezhetd, és megadjuk azt a kritikus valészintiséget, amelynél
kisebb p-re a Z matrix pozitiv valészinliséggel 2-biztos.

1. INTRODUCTION

A kombinatorikusok [3, ?, 6, 7, 16, 17] és a fizikusok [1, 4, 12, 14] egyik népszer(
kutatési témaja a kiillonbozo grafokon valé bolyongas.

Ebben a cikkben egy olyan — a perkoldcié [6, 7, 12, 14] vizsgélatabdl szdrmazé
feladatot elemziink, amely a kolcsonos kizarast igényld erdforrasokat haszndld
parhuzamos folyamatok titemezésénél is érdekes.

A folyamatok litemezhetdségi valoszintiségének becslését egyenes mentén térténd
aszimmetrikus bolyongas vizsgédlatara vezetjiik vissza.

2. FORMULATION OF THE PROBLEM

Let m and n be positive integers, let r (0 < r < m) be a real number and let

211 212 Z1n

Z921 Z99 e Z9
(1) Z= "

Zml  2m?2 Zmn
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2 ANTAL IVANYI AND PETER SIMON
be a matrix of independent random variables with the common distribution

o P, ifk=1land1<i<m, 1<j<n,
(2) P(Zwk){ g=1-p, ifk=0andl<i<m, 1<j<n.

Let

ail ai12 . A1n

a1 a2 ce a2
(3) A= "

am1 Am2 ... (mn

be a concrete realization of Z.

The good, safe and schedulable matrices are defined as follows.

Matrix A is called r-good, if the number of the 1’s is at most /2 in all columns.
The number of different r-good matrices of size m x n is denoted by G(m,n,r)
and the probability that Z is good is denoted by g(m,n,p,r).

Matrix A is called r-safe (0 < b < 2m), if

m k
(4) Zz%gkr (k=1,2,...,n).

i=1 j=1

The number of different r-safe matrices of size m x n is denoted by S,(m,n)
and the probability that Z is safe, is denoted by s,(m,n,p).

If a;; = 0, then it can be deleted from A. Deletion of a;; means that we decrease
the second indices of a; jt1,...,aim and add a;y, = 0 to the i-th row of A.

Matrix A is called Winkler r-schedulable (shortly r-schedulable or r-
compatible) if it can be transformed into a r-good matrix B using deletions. The
number of different r-schedulable matrices of size m x n is denoted by W (m,n,r)
and the probability that Z is r-schedulable is denoted by w(m,n,p,r). The func-
tion w(m,n,p,r) is called r-schedulability function.

The functions gy (m, n,r), wy(m,n,r) and sp(m,n,r) are called the density func-
tions of the corresponding matrices. The asymptotic density of the good, safe
and schedulable matrices are defined as

(5) gr(m,p) = lim_g.(m,n,p),
(6) sp(m,p) = lim s,(m,n,p),
(7) wy(m,p) = lim w,.(m,n,p).

The critical probabilities defined as
(8) Werit,r(M) = sup{p | wy(m,p) > 0},

(9) Yerit,r(m) = sup{p | gr(m,p) > 0},
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and

(10) Scm’t,r(m> = Sup{p ‘ Sr(mvp) > O}

represent special interest for some applications.

The aim of this paper is to characterize the density, asymptotic density and
critical probability of good, schedulable and safe matrices.

Starting point of our research is due to Péter Gécs [7] proving that w1 (2, p) is
positive for p small enough. His proof implies that we1(2) > 1074%.

We remark that some recent papers are closely connected with our efforts:
[?] enumerates some r-safe matrices, [?] presents density of 2- and ((m/2)-safe
matrices and [9] investigates algorithms generating all schedulable matrices.

2.1. Interpretation of the problem. Bar a Winkler-modellt a perkolécio leira-
sara javasoltak, a problémék egy-egy lehetséges informatikai értelmezését mutatjuk
be. m folyamatnak idonként ugyanarra az ertforrasra van sziiksége, amelybol
r/2 egység van. Az i-edik folyamat eréforrdsigényét az a;q, a;o, . . ., aim sorozattal
adjuk meg. Ha ennek a sorozatnak az a;; eleme egyes, akkor az i-edik folyamat a
[j — 1,/) intervallumban igényli az eréforrast. Ha a;; = 0, akkor ugyanabban az
intervallumban a folyamat nem igényli az eréforrast, mert késébbre halaszthatd
hattérmunkat végez — ez magyarazza, hogy az litemezhet6ség érdekében a nullak
torélhetdk.

Az m =1, r = 1 specidlis eset az ismert jegyvaltasi probléma [13, 16] és sza-
vazasi probléma [5], az m = 2, r = 2 specidlis eset pedig a Winkler-féle perkoldcids
modell [7, 17].

A j6 métrixok torlés nélkiil itemezheték. A nem jé métrixok egy része torlés(ek)
segitségével jova alakithatd, azaz litemezhetd. A biztossig az iitemezhetség
sziikséges feltétele. Ezért a jé métrixok szama alsé korlat, a biztos matrixok szama
pedig felsé korlat az titemezheté matrixok szamara.

Mivel a problémat informatikai problémaként kezeljiik, ezért a tovabbiakban
elsdsorban Feller [5] informatikai (t6megkiszolgdldsi) terminoldgidjat hasznéljuk.

3. ANALYSIS

Ebben a részben els6sorban azt vizsgaljuk — kiilonb6zé moédszerekkel — ho-
gyan fligg a biztos matrixok aszimptotikus siliriisége az egyesek el6forduldsanak
p valdszinliségétol és a sorok m szamatol.

A vizsgalt g.(m,n,p), w.(m,n,p) és s.(m,n,p) figgvények tulajdonsdgai:

e ne NVt neNt reR¥Wdre0,m], peRondp e [0,1];
e 1 szerint monoton csokkenok;

e p szerint monoton novekvok;

e m szerint monoton csokkendk;

e 7 szerint monoton novekvok.
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A tovébbiakban mindeniitt feltessziik, hogy r = 2, azaz a jé méatrixok oszlopai-
ban legfeljebb egy egyes, a biztos matrixok k hosszisigu prefixeiben pedig legfel-
jebb k egyes lehet. Mivel r értéke mindeniitt ugyanaz, a tovabbiakban elhagyjuk
az r indexet.

3.1. Preliminary results. A késébbiekben felhasznéljuk az aldabbi allitdsokat.

Jeloljiik Cp-nel (n € NT azon ag,as,...,as, bindris sorozatok szamat, ame-
lyekben n darab egyes és n darab nulla van ugy, hogy minden aq,aq,...,ar (1 <
k < 2n) kezddsorozatban legfeljebb annyi egyes van, mint nulla.

. - 1 (2n>
n+1\n

Megjegyezziik, hogy C,, az n-edik Catalan-szam, melynek explicit alakja szamos
tankoényvben és cikkben [2, 11, 13, 16] megtaldlhato.

Ismert [2, 15], hogy egy Descartes-féle koordindtarendszer origdjabdl C,, kiilon-
boz6 tton juthatunk el az (n,n) pontba tgy, hogy kozben Gsszesen n-szer 1épiink
jobbra és n-szer lépilink felfelé gy, hogy kozben soha nem keriiliink az y = x
egyenes folé. Ennek analégidjara S(2,n) azt adja meg, hdny olyan n-lépéses ut
van, amelyben minden 1épésben jobbra vagy felfelé 1éphetiink vagy helyben ma-
radhatunk, és az tUtnak nincs pontja az y = x egyenes felett. Az s(2,p), illetve
1 — s(2,p) valészintliségértékek a szogfelezd alatt maradd és a szogfelezbt atlépd
utak valészinliségét jellemzik.

Lemma 1. Ha n > 0, akkor

Lemma 2. Ha 0 <z <1, akkor

=1 (2 X =, ha0<
1y f@ x};w(k)(x(lx)) ~{ T it
Proof. O
Ismert [2, 15], hogy egy Descartes-féle koordindtarendszer origéjabdl C,, kiilon-
boz6 tton juthatunk el az (n,n) pontba tigy, hogy kozben Osszesen n-szer 1épiink
jobbra és n-szer 1éplink felfelé, és kdzben soha nem kertiliink az y = x egyenes f6lé.
Ennek analdgidjara az s(1,n,p) valészinliség az olyan — az origébdl indulé — n
lépéses utak valésziniiségét adja meg, amelyekben jobbra vagy felfelé 1éphetiink és
az dtnak nincs pontja az y = x egyenes felett. s(1,p,1) annak a valdsziniiségét
adja meg, hogy van tetszoleges hosszisagu it a y = x tengely alatt.

3.2. Two rows in the matrix. If m > 2, then the columns containing less 0’s
than 1’s are called white (W), the columns containing more 1’s than 0’s are called
black (B) and the columns containing the same number of 0’s and 1’s are called

grey (G).
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Ha m > 2, akkor az A maétrix minden oszlopa ¢™ + mgq valészintliséggel lehet
fehér vagy sziirke, ezért g(m,n,p) = ((¢™ + mq))" . Ha p > 0, akkor

(12) g(m,p) = lim (¢" +mq)" =0,

tehat az oszlopok szaméanak novekedtével a jé matrixok stirtisége tart a nullahoz.
Ha az m = 2 esetben egy jé matrixbdl tordljiik a fehér oszlopokat, akkor csak

sziirke oszlopok maradnak, azaz a matrix két sora egymasnak a komplementere.
Vizsgalataink szempontjabol fontos szerepet jatszik a kovetkezd egyszerii allitas.

Lemma 3. Ha m > 2, akkor a jo mdtrizok titemezhetdk, az titemezhetd mdtrizok
pedig biztosak.

Proof. Ha az A matrix minden oszlopaban legfeljebb egy egyes van, akkor a
matrix els6 k oszlopaban Gsszesen legfeljebb k egyes van.

Ha van olyan k (1 < k < n), amelyre az A métrix els§ k oszlopdban tobb
egyes van, mint k, akkor a skatulyaelv szerint az elsé k oszlop kozott van olyan,
amelyikben legalabb két egyes van. Ha az A matrixbdl torliink egy nullat, ezzel
az els6 k oszlopban 1év6 nullak szdma nem csokken — tehat A nem iitemezhetd. O

Ennek az allitdsnak hasznos kovetkezménye az alabbi.

Corollary 4. Ha m > 2, akkor

(13) g(m,n,p) < w(m,n,p) < s(m,n,p),
(14) g(m,p) < w(m,p) < s(m,p),
(15) gcrit(m) S wcrit(m) S Scm’t(m)~

3.3. Two rows in the matrix. Az egyszeriiség kedvéért az s(2,n,p) fiiggvény
helyett az u(2,n,p) = 1 — s(2,n,p) fliggvényt elemezziik. Elészor megadunk egy
zért képletet u(2,n,p) meghatdrozdsdira.

Lemma 5. Ifn > 1, then

n LG-1)/2] il _
16 w(2,n,p) = 2i=1=2ic. R
( ) ( ) ap) Z Z J 2]

i=1  j=0

Proof. A lehetséges 2 x n méretli, nem biztos matrixokat osztalyozzuk azon
oszlopuk szerint, amelyben az egyesek szama el6szor haladta meg a nullak szaméat
(ezt az oszlopot dontd oszlopnak nevezziik).

A két egyest tartalmazé oszlopokat feketének nevezziik és B-vel jeldljik, a két
nullat tartalmazé oszlopokat fehérnek nevezziik és W-vel jeloljiik, az 1-1 nulldt és
egyest tartalmazé oszlopokat pedig sziirkének nevezziik és G-vel jeldljiik.

A donté oszlop indexe 0, 1,...,n—1 vagy n. Az egy osztalyba keriilt matrixokat
pedig osztalyozzuk aszerint, hogy a donté oszlop elétt hany fekete oszlopuk volt:
ezaszam 0, 1,..., [(n—1)/2] lehet.
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A kiils6 6sszegzés a donté oszlopokat veszi figyelembe, a belsé pedig a dontd
oszlop el6tti fekete oszlopokat. Az Gsszegben a binomidlis egyiitthaté azt veszi
szdmba, hényféleképpen helyezhetd el a dontd oszlop el6tti ¢ — 1 oszlopban az
Osszesen 2j fekete és fehér oszlop. A C; Cataldn-szdm azt adja meg, hany megfe-
lel6 sorrendje van a fekete és fehér oszlopoknak. A 2 alapd hatvany azt mondja
meg, hogy hanyféleképpen valaszthatok meg a sziirke oszlopok. Végil a 4 alapu
hatvanytényezd azt veszi figyelembe, hogy a donté oszlop utani oszlopok tetszés
szerint kitolthetok — a matrix mindenképpen bizonytalan lesz. O

Az u(2,n,p)-re kapott (16) képlet nehezen kezelhetének latszik. Ezért bemu-
tatunk egy kombinatorikus és két bolyongdsos mddszert s(2, p) explicit alakjanak
levezetésére.

Theorem 6. If 0 < p <1, then

P2 ; 1
(17) u(2,p) =3 @’ f0<p<s,
1, ifs<p<L

Proof. A bizonytalan matrixok egy részét az elsé fekete oszlop teszi bizonyta-
lanné. Ezek altaldnos alakja G¢BA®, ahol a + b+ 1 = n, tovdbba G sziirke, B
fekete és A tetszOleges oszlopot jelent. Az ilyen oszlopok aszimptotikus részaranya

2

(e}

p
E Co(2pq)“p* = Co .
2 0(2pq)"p 1— 2pg 0

A bizonytalan matrixok kovetkez6 csoportjanak altalanos alakja G* BG*W G°BA?,
ahol a + b+ ¢+ d + 3 = n. Az ilyen matrixok aszimptotikus részaranya
o0 2 2 2

> _2pa)* Y (2p0)"a* Y (2p0) P = 1 o d
b=0 c=0

1 .
= —2pq " 1—=2pq1—2pq

Altaldban, ha az (i + 1)-edik fekete oszlop a dént8, akkor az ilyen matrixok
aszimptotikus hozzdjaruldsa a bizonytalan matrixok valdsziniiségéhez

2
L O 7
1—2pg "\1—2pg1—2pq) "’

o0 2 2 2 2
u(2,p) = P Ci( P q ) .

i:OI—qu 1—-2pg1l—2pq

és igy

A p?/(p? +¢?) =z és ¢*/(p* + ¢*) = 1 — x helyettesitéssel alkalmazva a 2. lemmat
megkapjuk a kivant képletet. O

Matrixaink vizsgalatanak hasznos mdédszere, ha minden matrixhoz hozzéarendeliink
egy — az x-tengelyen valé — bolyongéast.

A bolyongé pont a k-adik idépontban a Py (2, 0) pontban van, ahol zj a matrix
els6 k oszlopaban elofordult nullak és egyesek szamanak kiilonbségét jellemzi.



DENSITY OF SAFE MATRICES 7
Ha a bolyongas az origdbdl indul, akkor

e =4 b if 3k with k < 1 (@i + ai2),
T k- Zf:l(ail + a;z) otherwise.

Ebben az esetben is alkalmazhaté a feladat bolyongdsos megoldasa.

Theorem 7. Ha 0 < p <1, akkor

2
— (-2 1
(18) sep=] 1= () reose<s
0, ha%gpgl.

Proof. Azt akarjuk meghatdrozni, hogy az origébdl indulé pont milyen valdszintiséggel
nyelédik el a —1 pontban 1év6 nyelében. Bar a fehér, illetve fekete oszlop utan
kettovel valtozik az addig el6fordult nulldk és egyesek szamanak kiilonbsége, az
egyszeriiség kedvéért azt tételezziik fel, hogy fekete oszlop utén p? valésziniiséggel
lépiink egyet balra, fehér oszlop utédn ¢ valészintiséggel 1épiink egyet jobbra, és
sziirke oszlop utan 2pq valdsziniiséggel helyben maradunk.

Az u(2,p) = z jeloléssel a teljes valdsziniiség tétele alapjan azt kapjuk, hogy

(19) x = p? 4+ 2pqx + ¢*2%
Ennek az egyenletnek a gyokei

(20) oo 1200 V(- 2p9) — 4% p*+ @7 V(7 — @)
— _ o ,

1,2 2

ahonnan

2
p
(21) €Tl = q727

and xo = 1.
Innen s(2,p) = 1 — u(2, p) alapjan megkapjuk a bizonyitandé képletet.

Mivel benniinket els6sorban az elnyel6dés valdszintlisége érdekel, egy masik bo-
lyongast is hozzarendelhetiink az Z matrixhoz ugy, hogy a sziirke oszlopoktdl elte-
kintiink — azok ugyanis az elnyel6dés hatarvalészintiségét nem befolyasoljak, csak
lassitjak a konvergencidt. A sziirke oszlopok valdszinliségét a fekete és fehér osz-
lopok kozott a megfelelé6 ardnyban elosztva a balra 1épés a és a jobbra lépés b
valészintiségére azt kapjuk, hogy

p? . 'S

a= m és b= m
Ezekkel a valdészinliségekkel a (?7?) egyenletet kapjuk. A (??) egyenlet meg-
olddsaiba (22) szerint visszahelyettesitve a és b helyére a p és ¢ valdsziniiségeket,
itt is megkapjuk a (21) képlet szerinti gyokoket.

Végiil egy olyan mdédszert is bemutatunk, amelyet a kés6bbiekben tetszéleges
m > 2 értékre alkalmazni tudunk.

(22)
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Jeloljik zg-val (K = —1,0,1,2,...) annak valészin(iségét, hogy a k pontbdl
indulé bolyongé pont elnyelédik az x = —1 helyen. A két egyest tartalmazd, p?
valészintiséggel el6fordulé oszlopnak feleltessiink meg balra 1épést, a 2pq valésziniiséggel
el6fordulé vegyes oszlopkhoz tartozzon helybenmaradas és a két nullat tartalmazd,

q? valészintiséggel eléfordulé oszlopoknak feleljen meg jobbra 1épés.

Ekkor a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fel.

xo = ¢’m + 2qpro + P
v = xa + 2qpr1 + pao,
(23) Ty = ¢Pwy + 2qprs + pian,
3 = ¢*ry + 2qprs + pPas,
Legyen
o0
(24) G(z) =) ;7'
i=1
az xg,T1, T2, ... sorozat generdrorfiiggvénye. A 32. egyenlet x;-vel kezd6do egyen-

leteket rendre z°-vel beszorozva és az egyenleteket dsszeadva a

G(2)—=g

(25) G(2)=q = +2pgG(2) +p*(1 + 2G(2)).
Innen G(z) kifejezhetd
P(z)
(26) Gt = 5
alakban, ahol
(27) P(z) =¢* —p*z
és
(28) Q(z) = p*2* + 2pg +p° — 2.

A Q(z) polinom legfeljebb egy abszolut értékii zérushelyein a P(z) polinomnak a
nulla értéket kell felvennie. A Q(z) = 0 egyenletet

(29) (pz+q)* =1

alakban felfrva kozvetleniil adédik, hogy z = 1 gyoke a Q(z) polinomnak. A
P(1) = 0 egyenletbél azt kapjuk, hogy

2
(30) 2o = %.
0
A 1. dbra mutatja a [0, 1] intervallumban értelmezett S(2, p) fliggvény gérbéjének
a [0,1/2] intervallumhoz tartozé részét.

Osszefoglalhatjuk a kritikus valészintiségekre vonatkozé ismereteinket.
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0.4
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FIGURE 1. Az s(2,p, 1) iitemezhetéségi fliggvény gorbéje.

Corollary 8.
1
(31) 0= gcrit(2) < wcrit(2) < Scrit(2) = 5 .
Emlékeztetiink Gécs eredményére, amely szerint w,(2,1) > 107400,
A 2. téblazatban megadjuk a j6, iitemezheté és biztos matrixok szdmat és
részardanyat — ami megfelel a p = 0.5 értéknek. Az oszlopok szama a tablazatban
1,2, ..., 15 vagy 16.

Jeloljiik a m x n méretil bindris matrixok szdméat T'(m, n)-nel. Ekkot T'(m,n) =
2mn'

Az eddigi eredmények alapjén mind a G(m, n)/T(m,n), mind pedig a W(m,n)/T(m,n)
és S(m,n)/T(m,n) értékeknek nulldhoz kell tartani n névekedtével.
Nyitott kérdés a W(2,n)/S(2,n) hanyados viselkedése.

A 3. téblazat s(2,n,0.4) oszlopdban a szdmoknak az 5/9 hatarértékhez kell
tartaniuk — ami még messze van.

A 6. tdbldzatban a s(2,n, 0.35) oszlop szdmainak a 120/169 ~ 0.7101 hatarértékhez
kell tartaniuk.

3.4. Three rows in the matrix. Az m = 3 esetben 3:0, 2:1, 1:2 és 0:3 lehet a
nulldk és egyesek ardnya. A vizsgalt métrixhoz olyan bolyongast rendeliink, ame-
lyikben a csupa egyes oszlop p? valészintiségével ugrunk balra kettével, a két egyest
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n] T | G [3ZR] wen | el s@a | ies | Ten
1 4 3| 0.750 3 0.750 3| 0.750 1
2 16 91 0.562 10 0.625 10 | 0.625 1
3 64 27 | 0.452 35 0.547 35 | 0.547 1
4 256 81 0.316 124 0.484 126 | 0.492 0.984
5 1024 243 | 0.237 444 0.434 462 | 0.451 0.961
6 4096 729 | 0.178 1592 0.389 1716 | 0.419 0.927
7 16384 2187 | 0.133 5731 0.350 6435 | 0.393 0.890
8 65536 6561 | 0.100 20671 0.315 24310 | 0.371 0.850
9 262144 19683 | 0.075 74722 0.285 92378 | 0.352 0.808
10 1048576 59049 | 0.056 270521 0.258 352716 | 0.336 0.767
11 4194304 177147 | 0.042 980751 0.234 1352078 | 0.322 0.725
12 16777216 531441 | 0.032 3559538 0.212 5200300 | 0.310 0.684
13 67108864 1594323 | 0.022 12931155 0.193 20058300 | 0.299 0.646
14 268435456 4782969 | 0.018 47013033 0.175 77558760 | 0.289 0.606
15 | 1073741824 | 14348907 | 0.013 | 171036244 0.159 | 300540195 | 0.280 0.568

FIGURE 2. A p = 1/2 valdszintliséghez tartozé kerekitett adatok.

[ n] T2 | 8@n04) [ w(2n,04)]s(2n,04) | 2F0TH
1 4T 0.8400 0.8400 0.8400 1
2 16 |  0.7056 0.7632 0.7632 1
3 64|  0.5927 0.7171 0.7171 1
4 256 | 0.4979 0.6795 0.6862 | 0.9902
5 1024 | 0.4182 0.6487 0.6639 | 0.9771
6 4096 | 0.3513 0.6206 0.6470 | 0.9592
7 16384 | 0.2951 0.5957 0.6339 | 0.9397
8 65536 | 0.2479 0.5731 0.6234 | 0.9193
9 262144 | 0.2082 0.5524 0.6149 | 0.8984

10 1048576 |  0.1749 0.5332 0.6078 | 0.8773
11 4194304 | 0.1469 0.5155 0.6019 |  0.8565
12| 16777216 | 0.1234 0.4988 0.5967 | 0.8359
13| 67108864 |  0.1037 0.4832 0.5924 | 0.8157
14 | 268435456 |  0.0871 0.4685 0.5886 | 0.7960
15 | 1073741824 |  0.0731 0.4545 0.5854 | 0.7764
16 | 4204967296 |  0.0644 0.4412 0.5825 | 0.7777

FIGURE 3. A p = 0.4 valdsziniiséghez tartozé kerekitett adatok.
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n Métrixok J6 | Utemezhet | s(2,m,0.35) | Utemezhets/
szama matrixok matrixok matrixok biztos
valészintisége | valoszinlisége | valdszinlisége hényados

1 4 0.8775 0.8775 0.8775 1
2 16 0.7700 0.8218 0.8218 1
3 64 0.6757 0.7901 0.7901 1
4 256 0.5929 0.7645 0.7699 0.9930
5 1024 0.5203 0.7441 0.7561 0.9841
6 4096 0.4565 0.7255 0.7462 0.9723
7 16384 0.4006 0.7094 0.7389 0.9601
8 65536 0.3515 0.6949 0.7334 0.9475
9 262144 0.3085 0.6817 0.7291 0.9350
10 1048576 0.2707 0.6696 0.7258 0.9226
11 4194304 0.2375 0.6585 0.7231 0.9107
12 16777216 0.2084 0.6481 0.7210 0.8989
13 67108864 0.1839 0.6383 0.7192 0.8875
14 | 268435456 0.1605 0.6291 0.7178 0.8764
15 | 1073741824 0.1401 0.6204 0.7166 0.8658
16 | 4294967296 0.1236 0.6122 0.7156 0.7777

FIGURE 4. A p = 0.35 valdsziniiséghez tartozé kerekitett adatok.

tartalmazé oszlop 3p?q valészintiségével 1épiink balra, az egy egyest tartalmazé osz-
lopok 3p? valészintiségével maradunk helyben és a harom nullat tartalmazé oszlop
q® valdsziniiségével 1épiink jobbra.

A korabban is hasznalt zj jelolést bevezetve a kovetkezd egyenleteket irhatjuk
fel:

ro = ¢z + 3¢pre + 3@ 4+ PP
r1 = ¢*za + 3¢*pxr1 + 3gp’ze + PP,
(32) T2 = ¢zs + 3¢%pra + 3qp*m 4+ piuo,
r3 = ¢y + 3¢°prs + 3qpPra + pPa,
Legyen
o0
(33) G(z) = Zznz”
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n | Matrixok J6 | Utemezhets | s(2,m,0.35) | Utemezhet6/
szama matrixok matrixok matrixok biztos
valészintisége | valoszinlisége | valdsziniisége hanyados

1 4 0.5000 0.5000 0.5000 1

2 64 0.2500 0.2969 0.2969 1

3 256 0.1250 0.1914 0.1914 1

4 4096 0.0625 0.1296 0.1296 1

5 32768 0. 0. 0. 0.7777

FIGURE 5. A p = 0.5 valészintiséghez tartozé kerekitett adatok.

AZ Ty L1, X2y ...

sorozat generatorfiiggvénye. Akkor a (32) egyenleteket rendre

beszorozva z megfelel hatvanyaval és Osszeadva Cket azt kapjuk, hogy

(34) G(z) =

Gz)—x
q3 ()Z 0+3q2p

G(2)

z

ahonnan G(z) kifejezhet6 két polinom hényadosaként:

(35)

ahol
(36)
és

(37)

(38)

alakra hozhatjuk, ahonnan a z; = 1 gy6két kapjuk. A P(1) = 0 egyenletet ¢3-nel

P(2) = ¢*xo — 3qp*2 — p*(2 + 22)

Q(z) =p°2° +3p*q2" +3pg*z + ¢° — 1.
A Q(z) = 0 egyenletet

(g+p2)°=1

osztva és a p/q =t helyettesitést bevezetve az

(39)

egyenletet kapjuk. Az x¢ = xo(t) fiiggvény értéke a t = 0 helyen nulla, és pozitiv ¢-
re monoton né. A t = p/(1—p) értéket visszahelyettesitve és (1—p)3-nel beszorozva

a

(40)

1/3.

3p
L—p
egyenletet kapjuk, amelybdl rendezés utén a p = 1/3 értéket kapjuk, azaz s.,+(3) =

zo = 3t2 + 23

2 3

2p
1-p

=1

+ 3% (1 + 2G(2)) + p* (1 +z+ ZQG(Z)) ,
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n | Matrixok J6 | Utemezhets | s(2,m,0.35) | Utemezhet6/
szama matrixok métrixok matrixok biztos
valészintisége | valoszinlisége | valdsziniisége hanyados

1 4 0.5000 0.5000 0.5000 1
2 64 0.2500 0.2969 0.2969 1
3 256 0.1250 0.1914 0.1914 1
4 4096 0.0625 0.1296 0.1296 1
5 32768 0. 0. 0. 0.7777

FIGURE 6. A p = 0.25 valdsziniiséghez tartozo kerekitett adatok.
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3.5. Four or more rows in the matrix. Az m X n méretli biztos matrixok
elemzését az m > 4 esetben az m = 3 esethez hasonlé mdédon végezhetjiik el.

A bolyongé pont a legaldbb b > 3 egyest tartalmazé oszlop esetén (b—2)-t ugrik
balra, két egyest tartalmazd oszlop esetén egyet 1ép balra, egy egyest tartalmazé
oszlop esetén helyben marad és az m nullat tartalmazé oszlop esetén egyet 1ép

jobbra.
A (b—2)-vel balra ugrds valészintlisége (?)pb_zqn_b“, a balra 16pésé (?)pm_qu,
a helyben maradésé (q”) pg™ ! és a jobbra lépésé (761) q™, ezért a kovetkezo egyen-
leteket irhatjuk fel.
xo = (D™ + (T)pg" we + (Z?pzqm‘2
+ (m3p3qm_3 + . + ™p™,
o= (gme D+ (P
B e S T
g = (9)qmwsrs  + (T)pg" e+ (B)pPe™
b()pte e+ + (e
Legyen
o0
(41) G(z) =) zp2"
i=0

az xo,T1,Ta,... sorozat generatorfiiggvénye. Akkor a (3.5) egyenleteket rendre
beszorozva z megfelel hatvanyaval és Osszeadva Gket azt kapjuk, hogy

6 = (7 )am = (T4 4 (7 )2+ 2600

+ (?;)p3qm_3(1+ZG(Z)+22G(Z))+. .+ (Z) ¢" (L+z+...+2"2+2"1G(2)),
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ahonnan G(z) kifejezhet6 két polinom hényadosaként:

(12 6() = o

ahol

(43) P(z)=Y i=0" (T) pigmTiE — 2.

(44) Qlz) = in; (ZL) q"wo — <7;>p2qm2 (T)piqmi -z

Ahol a nevezének legfeljebb 1 abszolut értékii gycke van, ott a szamlalénak a
nulla értéket kell felvennie.
A Q(z) = 0 egyenletet

(45) (g+pz)" =1

alakra hozhatjuk, ahonnan a z; = 1 gy6kot kapjuk. A P(1) = 0 egyenletet ¢™-nel
osztva és a p/q = t helyettesitést bevezetve az

(46) xo = 3t> 4+ 2t°
egyenletet kapjuk. Az xo = xo(t) fliggvény értéke a t = 0 helyen nulla, és pozitiv
t-re monoton né. A t = p/(1 — p) értéket visszahelyettesitve a

3 2
B 2
IL-p 1-p
egyenletbdl az p = 1/m értéket kapjuk, azaz sqr(m) = 1/m.

(47) =1

4. SUMMARY

Az m > 2 sort tartalmazé matrixokra megadtuk az iitemezhetségi fliggvény
explicit alakjdt és meghatéroztuk az s..+(m) kritikus valdszintiségeket. sq.i+(2)
értéke a tobb perkoldciés modellre jellemzd 1/2, a tovabbi kritikus valészintiségek
értéke m novekedtével csokken.

A szimulécids vizsgalatok szerint a kritikus litemezhetdségi valdszintliségek kozel
vannak a kapott felsé korlatokhoz: a 2. tdblizat a p = 0.5, a 3. téblazat a
p = 0.4, a 6. tadblazat pedig a p = 0.35 valdszinliséghez tartozd adatokat mutatja.
A téblazatok adatai azt mutatjdk, hogy a [7] cikkben szerepld korldtnal jobb is
adhaté: ha p < 0.4, akkor w(2,p) > 0.

A 6 tdblazat tizenotodik sordnak kiszamitdsa 201 percig tartott.

A cikkben szerepld alsé korlatokndl nagyobbakat is meg tudunk adni, de azokbdl
is csak a természetes nulla alsé korlat adédik.
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