
1. PÁRHUZAMOS ÜTEMEZÉS

A kölcsönös kizárást igényl�o er�oforrások [6, 23, 26] és az adatáramok [6] az informatikában,
a perkoláció [1, 2, 4, 7, 12, 13, 28] pedig a �zikában vezet az alábbi probléma különböz�o
speciális eseteinek vizsgálatára.

Legyen n, m és s pozitív egész szám (s ≥ 2, n és m lehet végtelen is).
m folyamat s olyan er�oforrást használ fel, amelyeket egyidej�uleg legfeljebb egy folya-

mat használhat.

1.1. Az általános feladat megfogalmazása
A folyamatok er�oforrásigényét egy

Z =



x11 x12 . . . x1n
x21 x22 . . . x2n
. . .
xm1 xm2 . . . xmn


(1.1)

mátrixszal adjuk meg, melynek elemei egymástól független, azonos eloszlású valószín�uségi
változók, melyek közös eloszlása

P[xi j = k] =

{
p, ha k = 0,
1−p
m−1 , ha 1 ≤ k ≤ m − 1 (1.2)

minden i = 1, 2, . . . ,m és j = 1, 2, . . . , n indexre, valamint minden k = 0, 1, 2, . . . ,m − 1
értékre.

Az els�o er�oforrás tulajdonságai különbözhetnek a többi er�oforrás tulajdonságaitól. Ez
a különbség megnyilvánulhat a többiekét�ol eltér�o el�ofordulási valószín�uségben és/vagy ab-
ban, hogy erre az er�oforrásra nem vonatkozik a kölcsönös kizárás és igénylése azt jelzi,
hogy az igényl�o feladat az adott intervallumban nem igényel er�oforrást (például hasznos
háttérmunkát végez az adott intervallumban). Utóbbi esetben az ütemezés során ez az elem
törölhet�o a folyamat igényeit leíró sorozatból (a törlés során a sorozat további elemeinek
második indexét eggyel csökkentjük � és véges sorozat esetén a sorozat n-edik eleme m
lesz).

A folyamatokat különböz�o feltételek mellett ütemezhetjük.
Azt mondjuk, hogy a Z mátrix egy konkrét realizációjának ütemezése biztosítja a köl-

csönös b-kizárást, (röviden: b-kizárt), ha minden id�opontra teljesül, hogy minden er�oforrást
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legfeljebb b-szer használunk fel (ez a követelmény esetleg az m-edik er�oforrásra nem vo-
natkozik).

Azt mondjuk, hogy a Z mátrix egy konkrét realizációja b-kizárttá tehet�o, ha nullák
törlésével b-kizárttá tehet�o (a törölt elemek száma nulla is lehet). Annak valószín�uségét,
hogy egy adott Z mátrix b-kizárttá tehet�o, E(Z, p,m, b, n)-nel jelöljük.

Azt mondjuk, hogy a Z mátrix egy konkrét realizációja ütemezhet�ové tehet�o, ha m
elemek törlésével (a törölt elemek száma nulla is lehet) olyan mátrixszá alakítható, amely
ütemezhet�o.

Végtelen mátrixokra a valószín�uséget úgy de�niáljuk, mint a megfelel�o véges mátri-
xokra vonatkozó valószín�uségek sorozatának határértékét (limesz inferiorját). Ha több pa-
raméter is végtelen, akkor a pontos de�níciót a konkrét feladatnál adjuk meg.

A folyamatokat különböz�o feltételek mellett ütemezhetjük.
Az oszlopos ütemezésnél az i-edik id�opontban a Z mátrix i-edik oszlopában lév�o ele-

meket dolgozzuk fel � ebben az esetben a feldolgozhatóság feltétele, hogy a mátrix b-kizárt
legyen.

Az oszlopos ütemezésnél különös jelent�osége van azoknak a paraméterértékeknek, ame-
lyek mellett a Z mátrix pozitív valószín�uséggel feldolgozható. Legyen

pcrit(p,m, b) = lim inf
0≤p≤1

{p | Z(Z, p,m, b, n) > 0} (1.3)

A prioritásos ütemezésnél feltesszük, hogy a folyamatoknak az indexük növekedésével
csökken�o prioritásuk van és minden id�oegységben el�oször az els�o, majd a további sorozat
elejér�ol vesszük a lehet�o legtöbb feldolgozandó elemet (a b-kizártságot �gyelembe véve).

A prioritás nélküli ütemezésnél minden id�opontban tetszés szerint választhatjuk meg a
feldolgozandó elemeket (a sorozatok elejér�ol, és a b-kizártságot biztosítva).

Néhány tipikus feladat:
1. annak eldöntése, hogy a véges Z mátrix egy konkrét realizációja b-kizárt-e és b-kizárttá

tehet�o-e;
2. annak jellemzése, hogyan függ a véges vagy végtelen Z mátrixban a paraméterekt�ol

(p,m, n, s) annak valószín�usége, hogy a mátrix b-kizárttá alakítható;
3. prioritásos és prioritás nélküli ütemezési algoritmusok futási idejének és feldolgozási

sebességének jellemzése;
4. anomália (kedvez�obb paraméterekhez rosszabb hatékonyság tartozik) vizsgálata.

1.2. Eredmények
A továbbiakban néhány speciális esetet és hozzájuk tartozó eredményeket mutatunk be.

1.2.1. Winkler perkoláció két dimenzióban
Legyen m = 2, s = 2, n = ∞ és b = 1. Az els�o er�oforrásra nem vonatkozik a kölcsönös
kizárás követelménye, és az ütemezés során a 0 típusú elemek törölhet�ok.

Gács Péter polinomiális algoritmust javasolt annak eldöntésére, hogy adott mátrix 1-
kizárttá tehet�o-e és bebizonyította [12], hogy ha p < 10−400, akkor R(p) > 0.
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Iványi Antal bebizonyította [17], hogy ha 0 ≤ p ≤ 1, akkor

R(p, 2, 1) ≤ 1 −
1 −

√
1 − 4

(
1 − p2

p2+(1−p)2
1−p2

1−p2+(1−p)2

)

2
(
1 − p2

p2+(1−p)2

) . (1.4)

Megjegyezzük, hogy ha p elég kicsi, akkor a (1.4) egyenl�otlenség jobb oldala körülbelül
1 − p2.

A bizonyításban fontos szerepet játszanak a Catalan-számok [3, 5, 29, 30, 31, 32].
Így a két eredmény következménye, hogy ha p < 10−400, akkor

0 < R(p) < 1 − p2. (1.5)

A szimulációs eredmények arra utalnak, hogy ebben az esetben R(p) pontos értéke közel
van a fels�o korláthoz.

1.2.2. Winkler perkoláció több dimenzióban
Legyen m ≥ 2, s = 2, n = ∞ és 1 ≤ b ≤ m − 1.

A szimulációs eredmények arra utalnak, hogy ekkor

0 < pcrit ≤ b
m . (1.6)

1.2.3. Átfedéses memória két prioritás nélküli folyamattal
Ismét legyen m = 2, s = 2 és n = ∞. Az er�oforrások mindegyikét mindkét folyamat
1/2 valószín�uséggel igényli. A prioritás nélküli ütemez�o algoritmus minden id�opontban 5
m�uvelet közül választhat: az els�o sorozat els�o elemét ütemezi, a második sorozat els�o elemét
ütemezi, az els�o sorozat els�o két elemét ütemezi, a második sorozat els�o két elemét ütemezi,
a sorozatok els�o elemét ütemezi. A kölcsönös kizárás követelmény, ezért két elem csak
akkor dolgozható fel egyszerre, ha azok különböznek egymástól.

Legyen OPT olyan algoritmus, amely minden konkrét mátrixot a lehet�o legrövidebb
id�o alatt dolgoz fel. Jelöljük S (n)-nel annak várható értékét, hogy az n hosszúságú mátrixok
feldolgozása során OPT id�oegységenként hány elemet dolgoz fel.

Iványi és Kátai megmutatták [23], hogy OPT polinomiális id�o alatt megvalósítható,
továbbá S (n) szigorúan monoton n�o és

7
4 ≤ lim

n→∞
S (n) = L ≤ 2. (1.7)

A szimulációs eredmények szerint L kett�o, vagy ahhoz közeli érték.
Iványi megmutatta [15], hogy

S (n) ≤ 2 −
(n + 1)

( 2n
n−1

)

2n22n , (1.8)

azonban a jobb oldalon lév�o kifejezés n növelésével kett�ohöz tart, így nem bizonyítja, hogy
L < 2.
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1.2.4. Átfedéses memória m prioritásos folyamattal
Ismét legyen m = 2, s = 2 és n = ∞. A feldolgozás legyen prioritásos, ami azt jelenti, hogy
minden id�oegységben végrehajtjuk az els�o sorozat els�o elemét � továbbá az az els�o sorozat
második eleme, a második sorozat els�o eleme, . . . , az utolsó sorozat els�o eleme közül a
legels�o olyat (ha van ilyen), amelyik különbözik az els�o sorozat els�o elemét�ol.

Jelöljük S (p,m)-mel a sorozatok feldolgozási sebességét.
Iványi és Pergel megmutatták [26], hogy akkor

S (p,m) = 2 − ptm(t − 1)
tm+1 − 1 −

(1 − p)(t − 1)
tm+1 − 1 ,

ahol
t =

p2

(1 − p)2 .

Innen adódik például, hogy p = 1/2 esetén az összsebesség a sorozatok számának növelé-
sével kett�ohöz tart, míg ha p , 1/2, akkor

lim
m→∞

S (p,m) =
1

max(p, q) , (1.9)

azaz az összsebesség a sorozatok számának növelésével p = q esetén a természetes kett�o
értékhez tart, míg p , q esetén � némiképp meglelp�o módon � a határsebesség kett�onél
kisebb.

1.2.5. Anomália az átfedéses memóriában két prioritásos folyamattal
Ismét legyen m = 2 és n = ∞, most azonban legyen s er�oforrás. A mátrix elemei nem
valószín�uségi változók, hanem általunk választott értékek, amelyek megmutatják, hogy a
feldolgozó algoritmus bizonyos esetekben meglep�o módon viselkedik.

A Gb feldolgozó algoritmus minden id�oegységben feldolgozza az els�o sorozat lehet�o
legnagyobb kezd�osorozatát úgy, hogy a kezd�osorozatban minden er�oforrás legfeljebb b-szer
fordulhat el�o.

Iványi megmutatta [14], hogy

1.2.6. Átfedéses memória két prioritásos folyamattal, s er®forrással
Legyen m = 2, n = ∞, és legyen s er�oforrás, melyek mindegyikére p = 1/s valószín�uséggel
van szükség.

A feldolgozó algoritmus minden id�oegységben az egyetlen sorozat lehet�o leghosszabb
kezd�osorozatát dolgozza fel úgy, hogy a kezd�osorozat elemei különböz�ok.

Legyen az i-edik folyamat által id�oegységenként feldolgozott elemek számának várható
értéke V(s, i).

Iványi és Kátai megmutatták [18], hogy

V(s, 1) =

s∑

i=1

s!
ss

s−1∑

i=1

si

i! =

√
πs
2 −

1
3 + τs, (1.10)

ahol τ1 ∼ 0, 08, τ2 ∼ 0, 06 és τi monoton csökkenve nullához tart, ha i tart a végtelenhez.
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Iványi és Kátai megmutatták [20], hogy

V(s, 2) =
1
2V(s, 1) + O(1). (1.11)
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