
1. A KRITIKUS VALÓSZÍN�SÉG ALSÓ
KORLÁTJA

A kölcsönös kizárást igényl�o er�oforrások használata az informatikában [9, 10], a perkoláció
[2, 7, 8, 11] pedig a �zikában vezet az alábbi (és ehhez hasonló) problémák vizsgálatára.

1.1. Leszámlálás
Legyen

0 ≤ p ≤ 1, n ≥ 1, Cn =
1

n + 1

(
2n
n

)

és legyen
Z =

(
x1 x2 . . . xn
y1 y2 . . . yn

)

olyan valószín�uségi változókat tartalmazó mátrix, melyek � egymástól függetlenül � p va-
lószín�uséggel az egy és q = 1 − p valószín�uséggel a nulla értéket veszik fel.

Legyen
R(p, n)

annak a valószín�usége, hogy Z egy realizációjának van olyan pre�xe, amelyben több egyes
van, mint nulla, azaz van olyan k (1 ≤ k ≤ n), amelyre teljesül

k∑

i=1
(xi + yi) ≤ k.

Legyen R(p) annak a valószín�usége, hogy ugyanez a hasonló végtelen mátrixra teljesül,
azaz legyen

R(p) = lim
n→∞

R(p, n).

Ekkor
R(p) = a

∞∑

i=0
Ci(ab)i, (1.1)

ahol
a =

p2

p2 + q2 és b =
q2

p2 + q2 .

Mivel R(p) valószín�uségek monoton nemcsökken�o sorozatának határértéke, ezért 0 ≤
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R(p) ≤ 1 minden p-re. Az is természetes, hogy az R(p) monoton nemcsökken�o függvénye
p-nek.

A várt viselkedés: R(p) a [0, 1/2) intervallumban folytonos, szigorúan monoton n�o (nul-
lától egyig), az [1/2, 1] intervallumban pedig konstans (az értéke 1).

A hasonló vizsgálatok [2, 5, 6, 7, 8, 11] egyik központi kérdése az 1 és az 1-nél kisebb
R(p) értékeket elválasztó kritikus valószín�uség:

pcrit = inf
0≤p≤1

{p | R(p) = 1}.

A (1.1) összegben a Ci tényez�ok a Catalan-számok [1, 3, 12, 13, 14], melyekre a Ci+1/Ci
hányadosok szigorúan monoton növekedve négyhez tartanak.

A (1.1) összeget a hányados kritérium segítségével alulról és felülr�ol is megbecsülhet-
jük. A használható fels�o becslés érdekében célszer�u az els�o néhány tagot pontosan kiszá-
molni.

Ha például p = 0, 4, akkor

a =
0, 42

0, 42 + 0, 62 =
4
13 és b =

9
13 ,

az els�o 4 tag összege pedig

a
3∑

i=0
C0(ab)i =

4
13

(
1 +

4
13 + 2 42

132 + 5 43

133

)
=

4
13

3509
2197 ∼ 0, 62.

A további tagokra

a
∞∑

i=4
Ci(ab)i <

4
13C4

44

134

∞∑

i=4

Ci
C4

(
144
169

)i−4
< 5, 6·9, 216

∞∑

i=0

(
4
13

)i
= 5, 4·10−3·

(
169
25

)
∼ 0, 36.

Ezek szerint
R(p) < 0, 62 + 0, 36 = 0, 98.

Ha i ≥ 3, akkor Ci+1/Ci ≥ 3, így

R(p) ∼ 0, 62+a
∞∑

i=4
Ci(ab)i < 0, 62+

4
13C4

44

134

∞∑

i=4

(
108
169

)
∼ 0, 62+5, 6·9, 216·10−3 169

61 ∼ 0, 14.

Ezek szerint
R(0, 4) > 0, 62 + 0, 14 = 0, 76

és
0, 76 < R(0, 4) < 0, 98.

1.2. Szimuláció
A következ�o táblázatban a MATLABKA segítségével végzett konkrét számítások eredmé-
nyeit foglaljuk össze.
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n a = 0, 49 a = 0, 50 a = 0, 51
0 Q = 0, 490000 u = 0, 490000 Q = 0, 500000 u = 0, 500000 Q = 0, 510000 u = 0, 510000
1 Q = 0, 612451 u = 0, 122451 Q = 0, 625000 u = 0, 125000 Q = 0, 637449 u = 0, 127449
2 Q = 0, 673652 u = 0, 061201 Q = 0, 687500 u = 0, 062500 Q = 0, 701148 u = 0, 063699
3 Q = 0, 711887 u = 0, 031538 Q = 0, 726562 u = 0, 039062 Q = 0, 740943 u = 0, 039795
4 Q = 0, 73864 Q = 0, 753906 u = 0, 027343 Q = 0, 768789 u = 0, 027846
5 Q = 0, 75869 Q = 0, 774414 u = 0, 020507 Q = 0, 789666 u = 0, 020876
10 Q = 0, 81477 Q = 0, 831811 u = 0, 008895 Q = 0, 848033 u = 0, 008136

100 Q = 0, 92372 Q = 0, 943930 u = 0, 000278 Q = 0, 960898 u = 0, 000273
1000 Q = 0, 95634 Q = 0, 982169 u = 0, 000008 Q = 0, 995378 u = 0, 000006
10000 Q = 0, 96077 Q = 0, 994358 u = 0, 000000 Q = 0, 999990 u = 0, 000000
100000 Q = 0, 960784 Q = 0, 998215 u = 0, 000000 Q = 0, 999999 u = 0, 000000
200000 Q = 0, 960784 Q = 0, 998738 u = 0, 000000 Q = 0, 999999 u = 0, 000000

1.3. Bolyongás
A feladat a p = 1/2 esetben egy elnyel�o falat tartalmazó bolyongásként [4] is vizsgálható.

Az eredmény R(1/2) = 1.

1.4. Markov-láncok
A feladat egy megszámlálhatóan végtelen állapotú, homogén Markov-lánccal [4] is leírható.
Mivel els�osorban a kritikus valószín�uséget szeretnénk meghatározni, eltekintünk a színes
oszlopoktól, és ennek megfelel�oen megnöveljük a fekete és fehér oszlopok valószín�uségét.

Az állapotok indexe a fehér és fekete oszlopok számának különbsége, azaz−1, 0, 1, 2, . . .
lehet.

A lánc kezdeti eloszlása (0, 1, 0, 0, . . .), az átmenetvalószín�uségek pedig

pi j =



1, ha i = 0 és j = 0,
p2, ha i , 0 és j = i − 1,
q2, ha i , 0 és j = i + 1,
0 egyébként

vagy mátrix alakjában

Állapot s−1 s0 s1 s2 s3 . . .
s−1 1 0 0 0 0 . . .
s0 a 0 b 0 0 . . .
s1 0 a 0 b 0 . . .
s2 0 0 a 0 b . . .
. . . 0 0 0 . . . . . . . . .

Ha p ≥ 1/2, akkor az s−1 állapot mindent elnyel és a határeloszlás (1, 0, 0, 0, . . .). Ha
viszont p < 1/2, akkor az elnyel�o állapot határvalószín�usége egynél kisebb, a többi állapoté
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pedig nulla, bár a többiek együttes valószín�usége pozitív.
Az s0 elnyel�o állapot határvalószín�uségét x-szel jelölve a következ�o egyenlet írható fel:

x = a + (1 − a)x2,

melynek megoldása

x1 =
1 +
√

1 − 4(1 − a)a
2(1 − a) és x1 =

1 − √1 − 4(1 − a)a
2(1 − a) .

Ha az eredeti mátrixban az egyesek valószín�usége például 1/4, 1/3, illetve 2/5, akkor
az egyesek valószín�usége akkor a �s�urített mátrixban� az egyesek valószín�usége a s�urített
mátrixban 1/10, 1/5, illetve 4/13 lesz.

n a = 1/10 a = 1/3 a = 4/13
0 Q = 0, 100000 u = 0, 100000 Q = 0, 200000 u = 0, 200000 Q = 0, 307692 u = 0, 307692
1 Q = 0, 109000 u = 0, 009000 Q = 0, 232000 u = 0, 003200 Q = 0, 373236 u = 0, 065543
2 Q = 0, 110600 u = 0, 001600 Q = 0, 242240 u = 0, 001024 Q = 0, 401160 u = 0, 027924
3 Q = 0, 110984 u = 0, 000364 Q = 0, 246336 u = 0, 000409 Q = 0, 416031 u = 0, 014870
4 Q = 0, 111076 u = 0, 000009 Q = 0, 248171 u = 0, 0001.83 Q = 0, 424900 u = 0, 008.869
5 Q = 0, 111101 u = 0, 000002 Q = 0, 249051 u = 0, 000088 Q = 0, 430568 u = 0, 0005.66
10 Q = 0, 111111 u = 0, 000000 Q = 0, 249951 u = 0, 000004 Q = 0, 441201 u = 0, 000099
100 Q = 0, 111111 Q = 0, 250000 u = 0, 000000 Q = 0, 444444 u = 0, 000273
1000 Q = 0, 111111 Q = 0, 250000 u = 0, 000000 Q = 0, 444444 u = 0, 000000

10000 Q = 0, 111111 Q = 0, 250000 u = 0, 000000 Q = 0, 444444 u = 0, 000000
100000 Q = 0, 111111 Q = 0, 250000 u = 0, 000000 Q = 0, 444444 u = 0, 000000
200000 Q = 0, 11111111111111 Q = 0, 250000 u = 0, 000000 Q = 0, 444444 u = 0, 000000

A képlet szerint a p = 1/4 valószín�uséghez

x =
1 − 0, 8

1, 8 =
1
9

határvalószín�uség tartozik, ami megfelel a szimulációs értéknek.
A képlet szerint az a = 1/5 valószín�uséghez

x =
2/5
8/5 =

1
4

határvalószín�uség tartozik, ami megfelel a szimulációs értéknek.
A képlet szerint az a = 4/13 valószín�uséghez

x =
8/13
18/13 =

4
9

határvalószín�usg tartozik, ami megfelel a szimulációs értéknek.
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