1. AKRITIKUS VALOSZINUSEG ALSO
KORLATJA

A kolesonos kizdrast igénylé erbforrdsok haszndlata az informatikdban [9,110], a perkolacié
[2,7, 8, [11] pedig a fizikdban vezet az aldbbi (és ehhez hasonld) problémak vizsgéilatara.

1.1. Leszdmléldas

Legyen

és legyen
7 = X1 X2 ... X
yir Y2 ..o n
olyan valdszin{iségi vdltozokat tartalmazd matrix, melyek — egymadstol fiiggetleniil — p va-

16sziniiséggel az egy és ¢ = 1 — p valdszinliséggel a nulla értéket veszik fel.
Legyen

R(p,n)

annak a valészinlsége, hogy Z egy realizicidjanak van olyan prefixe, amelyben tobb egyes
van, mint nulla, azaz van olyan k (1 < k < n), amelyre teljestil

k
Z(X,‘ +y) <k
=1

Legyen R(p) annak a valészinfisége, hogy ugyanez a hasonlé végtelen matrixra teljestil,
azaz legyen

R(p) = ,}i_)lg R(p,n).

Ekkor -
R(p) =a ) Ciab), (LD)
i=0
ahol 5 5
P 4
a=— 5 € b= 5 5
petq petq

Mivel R(p) valészinfiségek monoton nemcsokkend sorozatanak hatarértéke, ezért 0 <
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R(p) < 1 minden p-re. Az is természetes, hogy az R(p) monoton nemcsdkkend fiiggvénye
p-nek.

A vart viselkedés: R(p) a [0, 1/2) intervallumban folytonos, szigordan monoton ng (nul-
1at6l egyig), az [1/2, 1] intervallumban pedig konstans (az értéke 1).

A hasonl6 vizsgalatok [2, 15,16, 7,18, [11]] egyik kdzponti kérdése az 1 és az 1-nél kisebb
R(p) értékeket elvalasztd kritikus valoszinidiség:

Perit = inf {P | R(P) =1}
0<p<1

A (1.1) osszegben a C; tényez6k a Catalan-szamok [1,13,112, 13, [14], melyekre a Ci11/C;
hdnyadosok szigortian monoton ndvekedve négyhez tartanak.

A (1.1) 6sszeget a hdnyados kritérium segitségével alulrdl €s feliilrdl is megbecsiilhet-
jik. A haszndlhat6 fels§ becslés érdekében célszer(i az elsé néhany tagot pontosan kisza-
molni.

Ha példaul p = 0,4, akkor

az elsé 4 tag 6sszege pedig

3
A4\ 4350
Colab) = — (1 + = + 20 +5— | = — o= ~ 0,62.
a; olab) 13( [ERE? 133) 132197

A tovébbi tagokra

= 44 S 144\ <4\ 169
Cilab) < —Ci—x > (-] <5,69,216 Y (= = 5,410 =) ~ 0,36
a; @by < 13 4134204(169) < ;(13) (25)

Ezek szerint
R(p) <0,62+0,36 =0,98.

Hai > 3, akkor Ci;,/C; > 3, igy

44 (108 169
169

> . 4
R(p) ~ 0, 62+az Cilab)' < 0,62+ Cazy Z ~0,62+5,69, 216~10—3H ~0,14.
i=4 Y =4

Ezek szerint
R(0,4)>0,62+0,14=0,76

0,76 < R(0,4) < 0,98.

1.2. Szimulécid

A kovetkezd tabldzatban a MATLABKA segitségével végzett konkrét szamitdsok eredmé-
nyeit foglaljuk Gssze.




1.3. Bolyongds

[ a=0,49 a=0,50 a=0,51

0 0 = 0,490000 = 0,490000 | Q = 0,500000 « = 0,500000 | Q = 0,510000 u = 0, 510000

1 0=0,612451 u=0,122451 | Q= 0,625000u = 0, 125000 | Q = 0, 637449 u = 0, 127449

2 0=0,673652u = 0,061201 | Q= 0,687500 u = 0,062500 | Q =0,701148 1 = 0,063699

3 0 =0,711887 u = 0,031538 | Q= 0,726562 u = 0,039062 | Q = 0,740943 1 = 0,039795

4 0 =0,73864 0 =0,753906 u = 0,027343 | Q = 0,768789 u = 0,027846

5 0 = 0,75869 0 =0,774414 u = 0,020507 | Q = 0,789666 u = 0, 020876

10 0=0,81477 0 =0,831811 u = 0,008895 | Q = 0,848033 u = 0,008136
100 0 =0,92372 0 = 0,943930 « = 0,000278 | Q = 0,960898 u = 0,000273
1000 0 =0,95634 0 =0,982169 u = 0,000008 | Q = 0,995378 u = 0,000006
10000 0 = 0,96077 0 = 0,994358 u = 0,000000 | Q = 0,999990 & = 0,000000
100000 0 = 0,960784 0 =0,998215 u = 0,000000 | Q = 0,999999 & = 0,000000
200000 0 = 0,960784 0 = 0,998738 u = 0,000000 | Q = 0,999999 & = 0,000000

1.3. Bolyongdés

A feladat a p = 1/2 esetben egy elnyeld falat tartalmazé bolyongéasként [4] is vizsgalhato.
Az eredmény R(1/2) = 1.

1.4. Markov-lancok

A feladat egy megszdmlalhatdan végtelen dllapotd, homogén Markov-1dnccal [4] is lefrhatd.
Mivel elsésorban a kritikus valdszinliséget szeretnénk meghatdrozni, eltekintiink a szines
oszlopoktél, és ennek megfelelden megnoveljiik a fekete és fehér oszlopok valdszintiségét.

Az allapotok indexe a fehér és fekete oszlopok szdmanak kiilonbsége, azaz —1,0, 1,2, ...
lehet.

A lanc kezdeti eloszldsa (0, 1,0,0,...), az dtmenetvaldsziniiségek pedig

1, hai=06és j=0,
| P’ hai#0ésj=i-1,
Pi=\ @2 hai#0ésj=i+]1,
0  egyébként

vagy matrix alakjiban

‘ Allapot ‘ S_1 ‘ S0 ‘ K ‘ 82 ‘ $3 ‘ ‘
S—1 1 0 0 0 0
80 a 0 b 0 0
S1 0 a 0 b 0
$2 0 0 0 b
0 0

Ha p > 1/2, akkor az s_; dllapot mindent elnyel és a hatdreloszlds (1,0,0,0,...). Ha

7 2

viszont p < 1/2, akkor az elnyel6 dllapot hatdrvaldszinfisége egynél kisebb, a tébbi dllapoté
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pedig nulla, bar a tobbiek egyiittes valdsziniisége pozitiv.

7 2

Az s elnyeld dllapot hatdrvaldszinliségét x-szel jelolve a kovetkezd egyenlet {rhato fel:
x=a+(1-a)x’,

melynek megolddsa

o —4(1 —a)a L =N AT - aa
L= 2(1 - a) L= 2(1—a) '

Ha az eredeti matrixban az egyesek valdszintisége példaul 1/4, 1/3, illetve 2/5, akkor

s

az egyesek valdszintisége akkor a , sfiritett matrixban” az egyesek valdszinfisége a stiritett
matrixban 1/10, 1/5, illetve 4/13 lesz.

’ n

|

a=1/10

|

a=1/3

a=4/13

0 0 = 0,100000 u = 0,100000 | @ =0,200000 z = 0,200000 | © =0,307692 u =0,307692

1 Q =0,109000 u = 0,009000 | @ =0,232000« = 0,003200 | Q =0,373236 u =0,065543

2 0 =0,110600 u = 0,001600 | Q=0,242240u =0,001024 | © =0,401160 u = 0,027924

3 0 =0,110984 u = 0,000364 | Q =0,246336 u = 0,000409 Q =0,416031 u = 0,014870

4 0 =0,111076 u = 0,000009 | Q =0,248171u =0,0001.83 | Q=0,424900 u = 0,008.869

5 Q=0,111101 u = 0,000002 | Q= 0,249051 u« = 0,000088 | Q =0,430568 u = 0,0005.66
10 0 =0,111111 # = 0,000000 | Q =0,249951 u = 0,000004 | © =0,441201 u = 0,000099
100 0=0,111111 0 =0,250000 u = 0,000000 | Q =0,444444 y = 0,000273
1000 Q=0,111111 Q = 0,250000 z = 0,000000 | Q =0,444444 u = 0,000000
10000 0=0,111111 0 =0,250000 u = 0,000000 | Q =0,444444 y = 0,000000
100000 Q=0,111111 Q = 0,250000 uz = 0,000000 | Q =0,444444 u = 0,000000
200000 Q=0,11111111111111 0 =0,250000 u = 0,000000 | Q =0,444444 y = 0,000000

A képlet szerint a p = 1/4 valdszinfiséghez

hatdrval6szinlség tartozik, ami megfelel a szimul4cids értéknek.

X =

_1-0,8 1

L8 9

A képlet szerint az a = 1/5 valészinfiséghez

hatarval6szinliség tartozik, ami megfelel a szimuldcids értéknek.

x_2/5_1
T 8/5 4

A képlet szerint az a = 4/13 val6szinliséghez

hatarval6szinfisg tartozik, ami megfelel a szimulacids értéknek.

_8/13 4

TT18/13 7 9
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