Fiiggvények novekedési korlatainak jellemzése

A jellemzés j6l bevilt eszkozei az Q, O, O, o és w jelolések. Mivel az igények altaldban
nemnegativak, ezért az aldbbi meghatdrozasokban mindeniitt feltessziik, hogy az f és g
fliggvények a pozitiv egészek halmazan vannak értelmezve, az f(n) és g(n) fliggvényértékek
pedig nemnegativ valds szdmok.

Az O jeloléssel aszimptotikus felsd, az Q jeldléssel aszimptotikus alsé korlatot tudunk
adni, mig a ® jeloléssel pontosan meg tudjuk adni a vizsgalt fiiggvény aszimptotikus visel-
kedését.

O(g(n)) (nagy ordo) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, amelyekhez 1éteznek olyan
¢ pozitiv valds és ng pozitiv egész dllanddk, hogy

han > ng, akkor f(n) < cg(n) . (1.1)
Toémoren:
O(gm) ={fm)|AceR* Ang € Z* : n > ng — f(n) < cgn)}.

Q(g(n)) (nagy omega) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, amelyekhez léteznek
olyan c pozitiv val6s és ng pozitiv egész allanddk, hogy

han > ngy, akkor f(n) > cg(n) . (1.2)

O(g(n)) (nagy teta) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, amelyekhez léteznek olyan
pozitiv valds ¢, ¢; €s pozitiv egész ny dllanddk, hogy

han > ny, akkor cig(n) < f(n) < crg(n) . (1.3)

Az elemzésekben arra téreksziink, hogy O tipusu becsléseket adjunk, amihez azonos ar-
gumentumfiiggvényt tartalmazoé O és Q tipusu becslésekre van sziikség. Ha egy becslésben
hangsilyozni akarjuk, hogy a becslés nem éles, akkor hasznos a o €s a w jeldlés.

o(g(n)) (kis ords) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, melyekre teljesiil, hogy min-
den pozitiv valds ¢ dllandéhoz megadhat6 egy pozitiv egész ng tgy, hogy

ha n > ny, akkor f(n) < cg(n) . (1.4)
Témoren:
o(gn) = {fn) |VYc e R* Ing € Z* : n 2 ng — f(n) < cgln)}.

w(g(n)) (kis omega) azon f(n) fliggvények halmazat jelenti, melyekre teljesiil, hogy minden
pozitiv valds ¢ dllandéhoz megadhato egy pozitiv egész ng tgy, hogy

han > ng, akkor f(n) > cg(n) . (1.5)
Ha f(n) = o(g(n)), akkor

lim 2 _ o, (1.6)

we gn)
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Sorszdm | Novekedési korldt képlettel | Korlét tipusa széval
1 (1) konstans
2 Odg* n) majdnem konstans
3 o(lgn) szublogaritmikus
4 O(gn) logaritmikus
5 01g%" n) polilogaritmikus
6 w(lgn) szuperlogaritmikus
7 o(n) szublinedris
8 B(n) linedris
9 wn) szuperlinedris
10 Omn?) négyzetes
11 o) kobds
12 o) szubpolinomidlis
13 AnOM) polinomiélis
14 w(n®M)y szuperpolinomidlis

1.1. tdblazat. Figgvények novekedésének leggyakoribb korldtai.

és ha f(n) = w(g(n)), akkor

lim M =0
% g

(1.7)

A logaritmikus tényez8ket gyakran elhanyagoljdk. Azt mondjuk, hogy f(n) = 5(g(n))
gyenge ordo ha léteznek olyan ¢ pozitiv valds, k és ng pozitiv egész allandok dgy, hogy, ha
n = ng, akkor 0 < f(n) < cg(n) lgk(n).

Tomoren:

O(g(n)) = {f(n) | Ac e R* Tng € Z* : n > ny — f(n) < cg(n)} .

Hasonldképpen definidlhatdk a ﬁ(g(n)) és @(g(n)) jelolések is.
Az[1.1l tablazatban 6sszefoglaltuk a fiiggvények ndvekedésével kapcsolatban leggyak-
rabban haszndlt jeloléseket €s kifejezéseket. A tdblazatban szerepld korlatok tetszbleges erd-
forrdssal kapcsolatban haszndlhaték — elemzéseinkben azonban elssorban 1épésszdmokra

vonatkoznak.

A tablazatban a szub kifejezést kisebb, a szuper kifejezést pedig nagyobb értelemben
haszndltuk. Erdemes megemliteni, hogy szokds a kisebb vagy egyenld, illetve a nagyobb
vagy egyenld értelm( hasznélat is.

A konyvben a szuperpolinomidlis kifejezés szinonimdjaként fogjuk haszndlni az expo-

nencidlis jelz6t. Ezzel az exponencidlis futdsi idot a matematikdban szokdsosndl tdgabban
definidltuk: ha egy algoritmus futdsi ideje feliilr6l nem korldtozhato polinommal, akkor ex-
ponencialisnak nevezzik.
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1.1. Hatékonysédgi mértékek

Az algoritmusok elemzése sordn az igényelt er6forrasok mennyiségét abszoliit és relativ
mennyiségekkel jellemezziik.

Ezeknek a mennyiségeknek a célszerli megvalasztdsa attdl is fiigg, hogy az algoritmus
konkrét gépen vagy absztrakt gépen (szamitdsi modellen) fut.

Jeloljik W(n,m, A)-vel, illetve W(n,r, p, P)-vel azt az id6t (azoknak a Iépéseknek a
szamdt), amely alatt a & problémat az A soros, illetve a P parhuzamos algoritmus — (utébbi
p processzort felhaszndlva) — n méretfi feladatokra legrosszabb esetben megoldja.

Hasonl6képpen jeloljiik B(n, w, A)-vel, illetve B(n,n, p, P)-vel azt az id6t (azoknak a
1épéseknek a szdmadt), amely alatt a r problémat az A soros, illetve a P parhuzamos algorit-
mus (utébbi p processzort felhaszndlva) — n méretii feladatokra legjobb esetben megoldja.

Jeloljik N(n,n)-vel, illetve N(n,n, p)-vel azoknak a 1épéseknek a szdmat, amelyekre
az n méretli 7 feladat megoldasdhoz mindenképpen sziiksége van barmely soros, illetve
barmely parhuzamos algoritmusnak — utébbinak akkor, ha legfeljebb p processzort vehet
igénybe.

Tegyiik fel, hogy minden n-re adott a m feladat n méretli konkrét eléforduldsainak
D(n, ) eloszlasfiiggvénye. Ekkor legyen E(n, mr, A), illetve E(n,w, p, P) annak az idének
a varhat6 értéke, amennyi alatt a 7 problémat n méretti feladatokra megoldja az A soros,
illetve a P parhuzamos algoritmus — utébbi p processzort felhaszndlva.

A tankonyvekben az elemzések sordn gyakori az a feltételezés, hogy az azonos mé-
ret{i bemenetek eléforduldsi valdszinlisége azonos. Ilyenkor dtlagos futdsi idorél beszéElink,
amit A(n, A)-val jeldliink.

A W,B,N, E és A jellemz&k fuiggnek attdl a szamitasi modelltél is, amelyen az algorit-
must megvaldsitjuk. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, az algoritmus egyuttal a szam{tasi
modellt is egyértelmtien meghatdrozza.

Amennyiben a szovegkornyezet alapjan egyértelmfi, hogy melyik problémdrdl van szg,
akkor a jelolésekbdl n-t elhagyjuk.

Ezek kozott a jellemz8k kozott érvényesek az

N(n) < Bn,A (1.8)
< E(m,A) (1.9)
< WnA) (1.10)

egyenl6tlenségek. Hasonloképpen a parhuzamos algoritmusok jellemzg adataira az

N(n,p) < Bn,P,p) (1.11D)
< EMm,P,p) (1.12)
< Wmn,P,p) (1.13)

egyenlGtlenségek teljesiilnek. Az dtlagos futdsi idére pedig a

A

Bn,A) < A A) (1.14)
W(n, A), (1.15)

IA
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illetve

B(n, P, p)

IA

A(n, P, p) (1.16)
W, P, p) (1.17)

IA

all fenn.

Hangsulyozzuk, hogy ezek a jelolések nem csak futési idére, hanem az algoritmusok
mds jellemzdire — példdul memdriaigény, kiildott tizenetek szdma — is alkalmazhatdk.

Ezutan relativ jellemz&ket, dgynevezett hatékonysdgi mértékeket definidlunk.

A gyorsitds (vagy relativ 1épésszam) azt mutatja, hanyszor kisebb a parhuzamos algo-
ritmus futdsi ideje a soros algoritmus futdsi idejénél.

A P parhuzamos algoritmusnak az A soros algoritmusra vonatkozé gyorsitdsa

W(n, A)
W(n, p,P)’

Ha a gyorsitds egyenesen ardnyos a felhaszndlt processzorok szamaval, akkor linedris
gyorsitdsrdl beszElink. Ha a P parhuzamos és az A soros algoritmusra

W(n, A)
Wn, p,P)

g, A,P) = (1.18)

= 0O(p), (1.19)

akkor P A-ra vonatkozé gyorsitdsa linedris.
Ha a P parhuzamos és az A soros algoritmusra

W(n, A)
—— = , 1.20
wanpp) P (2
akkor P A-ra vonatkozé gyorsitdsa szublinedris.
Ha a # parhuzamos és az A soros algoritmusra

W(n, A)
A , 1.21
Wonp.p) P (20
akkor P A-ra vonatkozd gyorsitdsa szuperlinedris.
A péarhuzamos algoritmusok esetében fontos jellemzdé az m(n, p, P) munka, amit a fu-

//////

processzorok egy része csak a futdsi id6 egy részében dolgozik:
m(n, p,P) = pW(n, p,P). (1.22)

Erdemes hangsilyozni, hogy — kiiléndsen az aszinkron algoritmusok esetében — a tény-
legesen elvégzett 1épések szdma lényegesen kevesebb lehet, mint amit a fenti (1.22) képlet
szerint kapunk.

Egy # parhuzamos algoritmusnak az ugyanazon problémat megoldé soros algoritmusra
vonatkozé h(n, p, P, A) hatékonysdga a két algoritmus munkdjinak hanyadosa:

W(n, A)

h n, ,P,ﬂ = .
PP = o)

(1.23)

Abban a természetes esetben, amikor a parhuzamos algoritmus munkdja legaldbb ak-
kora, mint a soros algoritmusé, a hatékonysdg nulla és egy kozotti érték — és a viszonylag
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nagy érték a kedvezd.
Kozponti fogalom a padrhuzamos algoritmusok elemzésével kapcsolatban a munkahaté-
konysdg €s munkaoptimalitds. Ha a P parhuzamos és A soros algoritmusra

pW(n, p,P) = O(W(n, A)), (1.24)

akkor P A-ra nézve munkahatékony.
Ez a meghatdrozds egyenértéki a

pW(ﬂ, P> P) k

—— =0 1.25
W A) (Ig" n) (1.25)

egyenl8ség elbirdsdval. Eszerint egy parhuzamos algoritmus csak akkor munkahatékony, ha

van olyan k érték, hogy a parhuzamos algoritmus munkdja nagysdgrendileg nem nagyobb,

mint a soros algoritmus munkdjénak (1g* n)-szerese.

Ha a # parhuzamos és A soros algoritmusra
pWn, p,P) = O(W(n, A)), (1.26)

akkor P A-ra nézve munkaoptimadlis.
Ez a meghatdrozds egyenértéki a

pWn, p.P)

WA " o) (1.27)

egyenldség eldirdsdval. Eszerint egy parhuzamos algoritmus csak akkor munkaoptimadlis, ha
van olyan k érték, hogy a parhuzamos algoritmus munk4ja nagysdgrendileg nem nagyobb,
mint a soros algoritmus munkéja.

Egy parhuzamos algoritmus csak akkor munkahatékony, ha a gyorsitdsa legalabb line-
aris. Egy munkahatékony parhuzamos algoritmus hatékonysdga ®(1).

Ha egy algoritmus egy feladat megolddsahoz adott er6forrdsbol csak O(N(n)) mennyi-
séget haszndl fel, akkor az algoritmust az adott er6forrdsra, szdmitdsi modellre (és pro-
cesszorszamra) nézve aszimptotikusan optimdlisnak nevezzik.

Ha egy A (P) algoritmus egy feladat megoldasahoz adott eréforrasbol a bemenet min-
den lehetséges n > 1 mérete esetében csak az okvetlentil sziikséges N(n, A) — illetve
(N(n, p, A)) — mennyiséget haszndlja fel, azaz

Wn,A) = Nn,A), (1.28)

illetve
W(n, p,P) = N(n, p,P), (1.29)

akkor az algoritmust az adott er6forrdsra (és az adott szdmitdsi modellre) nézve abszo-
lut optimdlisnak nevezziik és azt mondjuk, hogy a vizsgélt feladat pontos bonyolultsdga
N(n) (N(n, p)).

Két algoritmus 6sszehasonlitdsakor a

W(n,A) = O(W(n, B)) (1.30)

esetben azt mondjuk, hogy a A és B algoritmus futdsi idejének novekedési sebessége aszimp-
totikusan azonos nagysdgrendii.
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Amikor két algoritmus futdsi idejét (példdul a legrosszabb esetben) Osszehasonlitjuk,
akkor gyakran taldlunk olyan helyeket, melyeknél kisebb méretli bemenetekre az egyik,
mig nagyobb méretdi bemenetekre a masik algoritmus futdsi ideje kedvezsbb. A formalis
definicié a kovetkezd: ha a pozitiv egész helyeken értelmezett f(n) és g(n) figgvényekre,
valamint a v > 2 pozitiv egész szdmra teljesiil, hogy

Lo ) =g
2. (fv=-D=-gv=1D)(flv+1)-gv+1)) <0,

akkor a v szdmot az f(n) és g(n) fiiggvények valtdsi helyének nevezziik.

Példaul két matrix szorzatdnak a definicié alapjan torténd és a Strassen-algoritmussal
torténd kiszamitasat osszehasonlitva (1asd példaul Cormen, Leiserson, Rivest €s Stein tébb-
szOr idézett 4j konyvét) azt kapjuk, hogy kis matrixok esetén a hagyomanyos médszer, mig
nagy matrixok esetén a Strassen-algoritmus az elénydsebb — egy vdltdsi hely van, melynek
értéke koriilbeliil 20.

Az id6 mellett algoritmusok szdmos mds erSforrdst is haszndlnak — példdul memdriat,
tizeneteket. Utébbira példaul Wi e, (n, p, ) mdédon hivatkozhatunk.




