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6. fejezet

Egyetértés processzorhibak
esetében

Ebben a fejezetben folytatjuk a szinkron modellre vonatkozd egyetér-
tési/megegyezesi feladat targyalasat, melyet az 5. fejezetben kezdtiink el. Most
azzal az esettel foglalkozunk, amelyben a folyamatok, és nem a vonalak hibazhat-
nak. Természetesen értelmesebb lenne fizikai ,, processzor” hibakrél beszélni, mint
logikai ,folyamat” hibakrél, de hogy kovetkezetesek maradjunk a kdényv tébbi
részében hasznalt szaknyelvhez, a folyamatok kifejezést fogjuk hasznalni. Két-
fajta hibamodellt vizsgalunk meg: a megdlldsi hiba modellt, melyben a folyamat
minden el6zetes értesités nélkiil megdallhat, és a bizdnci hiba modellt, melyben
a folyamat teljesen tetszélegesen viselkedhet. A megallasi hibak a megj6solha-
tatlan processzor Osszeomlasokat hivatottak modellezni. A bizanci hibak a pro-
cesszor egyfajta onkényes, hibas viselkedését modellezik, ide sorolhaté példaul,
ha a processzoron beliil valamelyik 6nallo egység meghibasodik.

A bizdnci kifejezést az ilyenfajta hibdkra elGszér Lamport, Pease és Shos-
tak hasznaljdk egy iranyt mutaté cikkiikben, melyben az egyetértési problémat
bizdnci tdbornokok példajan keresztiil vezetik be. Az 5. fejezet &sszehangolt tama-
dasi probléméajahoz hasonléan, a bizanci tdbornokok megprébéalnak megegyezni,
hogy tamadjanak-e. Most viszont a tdbornokoknak nincs félni valéjuk amiatt,
hogy a hirnokok elesnek, hanem a tobbi 4drulé tabornok viselkedésétsl kell tar-
taniuk. A bizdnci jelz6 egy szojaték eredménye — a torténet az 6kori Bizanchan
jatszodik, igy lett a néhany arulé médon viselkedd tdbornok jelzéje ,,bizanci”.

Azokban a feladatokban —egyszertien megegyezési feladatnak nevezziik ket —,
melyeket ebben a fejezetben targyalunk, a folyamatok egyedi kezd§ értékiiket egy
V halmazbdl veszik. Az dsszes hibamentesen miik6ds folyamat kimeneti értéke
ugyanezen V halmazba tartozik a megegyezési és érvényességi feltételek értel-
mében. (Az érvényesség feltétele, hogy amikor minden folyamat ugyanazzal a v
értekkel kezd, az egyetlen megengedett dontési érték v lehet.)

A megegyezési probléma egy egyszertisitett viltozata annak a problémanak,
mely eredetileg a repiilégépek fedélzeti ellen6rzé rendszerével kapcsolatban me-
riilt fel. Ott processzorok egy csoportjanak kell megegyeznie a repiilési magassig
tekintetében, ugy, hogy mindegyikiik egy kiilonall6 magassagmeérdvel all kapcso-
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latban, amely magassdgmérsk kozott lehet hibéas is. Bizdnci megegyezési algo-
ritmusokat alkalmaznak a hibattiré tobbprocesszoros hardverek esetében is, ame-
lyekben a processzorok egy kis csoportja ugyanazt a szamitast végzi el, és lépésen-
ként megegyezésre kell jutniuk. E redundancidnak készénheten a processzorok
eltiirik az egyik processzor bizanci hibajat. A bizénci algoritmusok hasznosak a
hibadiagnézisban is, lehet6vé teszik, hogy a processzorok megegyezzenek, melyik
hibas koziiliik (ezért azt vagy helyettesiteni kell, vagy figyelmen kiviil kell hagyni).

Mindkét hiba modelliink esetében egy hatart kell szabnunk a processzorhibak
el6fordulasanak gyakorisdgara. Hogyan irhatok le ezek a korlatok? Egyéb olyan
munkakban, ahol processzorhibakat tartalmazé rendszerek elemzésével foglalkoz-
nak, a korlatok valészintiségi eloszlasokon alapulnak, mely eloszldsok a hibdk
el6fordulasait hatarozzak meg. Itt, valdszintiség hasznalata helyett, egyszerdien
azt feltételezziik, hogy a hibak szamat egy el6re megadott, rogzitett f érték kor-
latozza. Ez egy egyszertien kezelhet6 megkotés, elkeriilhetjiik vele azt a bonyolult-
sagot, melyet a hiba el¢fordulasok valdszintségi leirdsa okozna. A gyakorlatban
ez a megkdzelités élethd lehet olyan értelemben, hogy nem tartjuk valdszintinek
azt, hogy t6bb mint f hiba lép fel. Mindamellett ne feledkezziink meg roéla, hogy
e feltevésiink egy kissé vitathato6: a legtobb val6sagos helyzetben, ha mar nagy
szamu hiba 1épett fel, valészini, hogy még t6bb hiba fog eléfordulni. Feltevé-
stinkb6l, hogy a hibdk szadma korlatos, az kovetkezik, hogy a hibék korreldcidja
negativ, ugyanakkor a valésdgban a hibak vagy fiiggetlenek, vagy korrelaciéjuk
pozitiv.

A megegyezési probléma definialdsa utan bemutatunk egy sor algoritmust a
megallasi hiba és a bizanci hiba kezelésére. Majd bebizony{tunk két alsé korlatot,
egyet a processzorok szaméra, melyek képesek a bizanci hiba probléméjanak meg-
oldaséra, egy masikat pedig azon menetek szdmara, melyek — mindkét hibatipus
esetében — sziikségesek a megoldéshoz.

6.1.. A feladat

Feltessziik, hogy a halézat egy n-cstcst Osszefliggd, iranyitatlan graf, Py, ..., P,
folyamatokkal, amelyben minden egyes folyamat ismeri a teljes grafot. Feltessziik,
hogy minden egyes folyamat egy adott rendszer-0sszetevében tarolt, és egy rog-
zitett V halmazba tartozo bemeneti értékkel kezd; feltessziik tovabba azt, hogy a
folyamatok egy adott bemeneti értékéhez egy kezddallapot tartozik. A cél, hogy
a folyamatok — a déntési allapot Osszetevdjiiket bedllitva — olyan dontést hozza-
nak, mely a V halmazba tartoz6 érték. Itt is a 3-5. fejezetben targyalt szinkron
modellt hasznaljuk, csak most megengedjiik, hogy korlatos szamu (legfeljebb f)
folyamat hibazhat. Ebben a fejezetben feltessziik, hogy a kapcsolatok teljesen
meghbizhatok — az Osszes elkiildott lizenet megérkezik. Kétfajta folyamathibaval
foglalkozunk: a megéllasi hibaval és a bizénci hibaval.

A megalldsi hiba modellben a folyamat az algoritmus végrehajtdsanak bar-
mely pontjan egyszertien ledllhat és a tovdbbiakban mar nem tart 1épést a tob-
biekkel. Az is el6fordulhat, hogy a folyamat az dizenetkildd lépés kdzepén all le;
igy abban a menetben, amikor a folyamat ledllt, azoknak az tizeneteknek csak



90 6. Egyetértés processzorhibdk esetében

egy részhalmaza indul el ténylegesen, amelyeket a folyamat eredetileg el akart
kiildeni. Elsfordulhat processzor-megallas abban a pillanatban is, amikor a folya-
mat egy adott menetben az iizeneteit mar elkiildte, de épp az adott menetnek
megfelel§ dtmenet eltt all.

A megalldsi hiba modellben a megegyezési probléma helyességi feltételei az
alabbiak.

Megegyezés. Nincs két olyan folyamat, mely eltéré dontést hoz.

Ervényesség. Ha mindegyik folyamat ugyanazzal a v € V kezdeti értékkel kezd,
akkor egyediil v a lehetséges dontési érték.

Befejezés. Végiil minden hibamentes folyamat déntést hoz.

A bizanci hiba modellben a folyamat hibajénak nemcsak a megallas lehet az
oka, hanem az dnkényes viselkedés is. FEz azt jelenti, hogy a folyamat induléskor
tetsz6leges allapotban lehet, nemcsak a kezd@éllapotainak egyikében; tetsz6leges
iizenetet kiildhet, nemcsak a sajat izenet fliggvényének megfelel6t, és tetsz6leges
dllapot dtmenetet hajthat végre, nemcsak az dimenet fliggvényében meghata-
rozott atmeneteket. (Gyakorlatilag — kényelmi okokbol — azt az esetet is meg-
engedjik, hogy egy bizénci folyamat teljesen hibéatlanul miikodik.) Az egyetlen
megkotés a hibas folyamat viselkedésére, hogy csak azon rendszeralkotokra lehet
hatassal, amelyek felett irdnyitasi joga van, nevezetesen a sajit kimeng tizeneteire
és a sajat allapotaira. Nem ronthatja el példaul a tobbi folyamat allapotat, nem
moédosithatja vagy helyettesitheti méssal azok iizeneteit.

A bizanci hiba modell megegyezési és érvényességi feltételei kissé eltérnek a
megallasi hiba modellnél megadottaktol.

Megegyezés. Nincs két olyan hibamentes folyamat, mely eltérd dontést hoz.

Ervényesség. Ha mindegyik hibamentes folyamat ugyanazzal a v € V kezdeti
értékkel kezd, akkor egyediil v a lehetséges dontési érték a hibamentes fo-
lyamatoknal.

Befejezés. A befejezés feltétele ugyanaz.

A moédositott feltételek azt a tényt tiikrozik, hogy a bizanci modellben nem
adhatunk korlatot a hibas folyamat kezdeti bedllitasaira és végs§ dontésére. A bi-
zénci modell szerinti megegyezési problémaéara bizdnci megegyezést probléma néven
fogunk hivatkozni.
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A megallasi és a bizanci megegyezési probléma kozotti osszefiiggés. Az
nem igaz, hogy egy olyan algoritmus, amelyik megoldja a bizanci megegyezési
problémat, automatikusan megoldja a megegyezési problémat megallasi hibak
esetében; az a kiilonbség, hogy a megallasi hiba modellben megkivanjuk, hogy az
Osszes dontésre jutott folyamat megegyezzen, még azok is, amelyek utolag meghi-
basodtak. Ha kicseréljiik a megallasi hiba megegyezési feltételét a bizanci hibanal
megadottal, akkor mér helytallé a fenti kovetkeztetés. Egy masik lehetéség az,
ha a bizanci algoritmusban az Gsszes hibamentes folyamat mindig egyazon me-
netben hoz doéntést, akkor megallasi hibak esetére is miikédik az algoritmus. A
bizonyitasokat a 6-1. és 6-2. gyakorlatra hagyjuk.

Erdsebb érvényességi feltétel megallasi hibara. Egy masik érvényességi fel-
tétel, melyet a megéllasi hiba modellben hasznalnak, igy sz6l.

Ervényesség. Tetszoleges folyamat tetszoleges dontési értékere igaz, hogy az
kezdeti értéke volt valamelyik folyamatnak.

Koénnyen belathato, hogy ez a feltétel magaban foglalja az dltalunk korabban meg-
adott érvényességi feltételt. Ezt az er6sebb érvényességi feltételt fogjuk hasznalni
a megegyezési probléma altalanositdsanal, a 7. fejezetben targyalt k-megegyezési
problémanél. Ebben a fejezetben a korabban megadott gyengébb feltételt hasz-
naljuk; ez kissé gyengiti az algoritmussal kapcsolatos allitdsainkat, és kissé erdgsiti
a megoldhatatlansiagi eredményeinket. E fejezet algoritmusainal kiilon kitériink
arra, hogy kielégitik-e ezt a szigorubb érvényességi feltételt.

Bonyolultsagi mértékek. Az id6bonyolultsag mértékéhez megszamoljuk, hany
menet sziikséges ahhoz, hogy az Osszes hibamentes folyamat dontésre jusson. A
kommunikéciés bonyolultsdg mértékéhez az elkiildott lizenetek szaméat és az iize-
netek bitszdmét hatarozzuk meg; a megallasi hiba modellben szamftasba vessziik
az Osszes folyamat altal kiildott iizenetet, mig a bizanci hiba modellben csak a
hibamentes folyamatokra alapozzuk a szdmitast. Ennek az az oka, hogy a bizanci
modellben a hibas folyamatok kommunikaciéjara nem tudunk egyszertd korlatot
adni.

6.2.. Algoritmusok megallasi hibak kezelésére

Ebben az alfejezetben a megallasi hiba modell megegyezési probléméjira muta-
tunk be algoritmusokat, specidlisan az n-cstcsu teljes grafok esetére. Egy alap
algoritmussal kezdjiik, melyben a folyamatok egyszertien djra meg djra kozzéte-
szik az Osszes altaluk valaha megkapott értéket. Folytatjuk az alap algoritmus
néhany cstkkentett bonyolultsdgi valtozataval, és végil bemutatunk olyan al-
goritmusokat, melyek az exponencidglis informdcidgyijtés (EIGY ) néven ismert
stratégiat hasznaljak. Bar az exponencialis informaciogydjté algoritmusok kolt-
ségesebbek és némileg bonyolultabbak, a kevésbé jol viselkedé hibamodellekre is
kiterjeszthetdk.
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Megallapodasok. Ebben és a kovetkez§ részben a vg jelolés egy elére meghata-
rozott alapértéket jeldl, mely eleme a V' bemeneti halmaznak. Ugyszintén hasz-
naljuk a b jelolést azon bitek szadmanak fels6 korlatjara, mely egy V-beli érték
abrazolasdhoz sziikséges.

6.2.1.. Egy alapvets algoritmus

A megallasi hiba modell megegyezési problémajara van egy igen egyszeri algorit-
mus, melynek neve HALMAZTERJED. A folyamatok egyre csak terjesztik az 0sszes
olyan V-beli értéket, melyr6l valaha tudomaést szereztek, és végiil egy egyszerii
dontési szabély szerint dontenek.

HALMAZTERJED algoritmus (vazlatosan)

Mindegyik folyamat egy W valtozét hasznal, melynek értéke a V' halmaz
egy részhalmaza. Kezdetben a P; folyamat W véltozoja csak P; kezdeti
értékét tartalmazza. Minden egyes menetben az (f + 1)-edik menetig beza-
rolag, a folyamatok elkiildik W-t, majd hozzdadjak W-hez a kapott tizenet
Osszes elemét.

f + 1 menet utdn P; a kovetkez6 dontési szabalyt alkalmazza. Ha W egy
egyelemii halmaz, akkor P; dontése az az érték, ami a W halmaz eleme;
kiilénben P; a vy alapérték mellett dont.

Az algoritmus kddja a kovetkezd.

HALMAZTERJED algoritmus (formaélisan)

Az lizenet 4bécé V halmaz részhalmazaibol all.

allapotok;:

menetek € N, kezdetben 0

dintés € V U {ismeretlen}, kezdetben ismeretlen

W C V, kezdetben egyelemii halmaz, amely kezdetben P; kezdeti értékét tartalmazza

tizenetek;:
if menetek < f then kiildd el W-t az Gsszes tobbi folyamatnak

atmenet;:
menetek := menetek + 1
legyen X; a P;-t&l érkezett iizenet minden olyan j esetében,
amelyre P;-t8l érkezett {izenet
w:=wul ;X
if menetek = f + 1 then
if [W| =1 then dintés := v, ahol W = {v}
else dontés := vy

A HALMAZTERJED algoritmus helyességének targyalasa soran W;(r) a P; folya-
mat W valtozdjanak r menet utani értékét fogja jeldlni. Ahogy éaltalaban, az 4
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index a P; folyamathoz tartoz6 rendszeralkoto jelolésére szolgal. Azt mondjuk,
hogy a folyamat r menet utan aktiv, ha az r-edik menet végéig nem hibazik.

Az els6 egyszeri lemma szerint, ha létezik olyan menet, amelyben egyik fo-
lyamat sem hibézik, akkor a menet végén az Gsszes aktiv folyamat W halmaza
megegyezik.

6.1. lemma . Ha egy folyamat sem hibdzik egqy adott r-edik (1 < r < f + 1)
menetben, akkor W;(r) = W;(r) minden olyan P; és Pj folyamat esetében, amely
az r-edik menet utdn akiiv.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az r-edik menetben egy folyamat sem hibézik, és
legyen I a folyamatoknak azon halmaza, amelyek aktivak az r-edik menet utén
(vagy ennek megfelelGen, az (r — 1)-edik menet utén). Azt kovetGen, hogy az
Osszes I-beli folyamat elkiildi a sajat W halmazat az Osszes tobbi folyamatnak,
az r-edik menet végén mindegyik I-beli folyamat W halmaza pontosan azoknak
az értékeknek a halmaza, melyek az r-edik menet el6tti valamely I-beli folyamat
W halmazaba tartoztak. a

A kovetkez6 allitdsban belatjuk, hogy ha adott r menet utan az aktiv folya-
matok W halmaza megegyezik, akkor ez igaz a rdkovetkezd menetekben is.

6.2. lemma . Tegyik fel, hogy Wi(r) = W;(r) minden olyan P; és P; folyamat
esetében, amely az r-edik menet utdn aktiv. Akkor ez igaz lesz barmely r'-edik
(r <" < f+1) menetben is, azaz Wi(r") = W;(r') minden olyan P; és P;
folyamat esetében, amely az r'-edik menetl utdn aktiv.

Bizonyitas. A bizonyitast a 6-3. gyakorlatra hagyjuk. O

A kovetkez6 lemma dont6 fontossagn a megegyezési kovetelmény szempont-
jabol.

6.3. lemma . Ha P; és P; folyamatok mindketten aktivak f + 1 menet utdn,
akkor az (f + 1)-edik menet végén W; = W;.

Bizonyitas. Minthogy legfeljebb f hibés folyamat van, biztosan létezik egy olyan
r-edik (1 < r < f + 1) menet, melyben egyetlen folyamat sem hibézott. A 6.1.
lemmabol kévetkezik, hogy Wj(r) = W;(r) minden olyan P; és P; folyamat ese-
tében, amely az r-edik menet utan aktiv. Ebbél a 6.2. lemma szerint kovetkezik,
hogy Wi(f +1) = W;(f + 1) minden olyan P; és P; folyamat esetében, amely az
(f + 1)-edik menet utan aktiv. O

6.4. tétel . A HALMAZTERJED algoritmus megoldja a megeqyezési problémdt
megdlldsi hibdk esetében.

Bizonyitas. A befejezés nyilvanvaléan adodik a dontési szabdlybol. Az érvényes-
ség bizonyitdsahoz tételezziik fel, hogy az Gsszes kezdeti érték egyenls v-vel. Ek-
kor a folyamatok egyediil a v értéket kiildozgetik. A W;(f 4+ 1) halmazok egyike
sem ires, minthogy P; kezdeti értékét tartalmazzak. Ezekbdl kovetkezik, hogy
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Wi(f 4+ 1) egyediil a {v} halmazzal lehet egyenls, amibdl a dontési szabély sze-
rint adodik, hogy az egyetlen lehetséges dontési érték a v.

A megegyezést illetSen, legyen P; és P; két tetszdleges folyamat, mely dontést
hozott. Minthogy a dontések csak az (f + 1)-edik menet végén keletkeznek, ez
azt jelenti, hogy P; és P; aktivak az (f+ 1)-edik menet utan. Ebbél a 6.3. lemma
szerint kovetkezik, hogy Wi(f +1) = W;(f + 1). Ekkor a dontési szabaly szerint
P; és P;j azonos déntést hoz. O

Bonyolultsiagelemzés. A HALMAZTERJED algoritmusnak pontosan f + 1 me-
netre van sziiksége, hogy az Osszes folyamat hibatlan folyamat dontést hozzon.
Az iizenetek szama Osszesen O((f + 1)n?). Minden egyes iizenet legfeljebb egy n
elemii halmazt tartalmaz (minthogy a halmaz minden elemére igaz, hogy vala-
mely folyamat kezdé értéke), igy az tizenetenkénti bitszam O(nb), ahol b az egy
érték dbrazolasihoz sziikséges bitek szdma. Ebb6l adédik, hogy a kommunikacié
bitszama sszesen O((f + 1)n®b).

Masfajta dontési szabaly. A HALMAZTERJED algoritmusnél megadott déntési
szabaly kicsit 6nkényes. Mivel a HALMAZTERJED algoritmus garantalja, hogy az
Osszes hibamentes folyamat ugyanazzal a W halmazzal rendelkezik f + 1 me-
net utan, tobb dontési szabélyt hasznalva is helyesen fog miikddni az algoritmus
mindaddig, mig az 0sszes folyamat ugyanazon szabély alapjan dont. Példaul, ha a
V halmagz elemein értelmezve van egy teljes rendezés, akkor mindegyik folyamat
valaszthatnad a W halmaz legkisebb elemét. Ennek a szabalynak megvan az az
elénye, hogy kielégiti a 6.1. alfejezet vége felé kozolt erGsebb érvényességi felté-
telt. A HALMAZTERJED algoritmusnal megadott déntési szabaly nem feltétleniil
biztositja ezen erGsebb feltétel szerinti érvényességet, mivel el6fordulhat, hogy a
dontés alapértékeként hasznélt vg egyetlen folyamatnak sem kezdeti értéke.

Osszevetés a kommunikacios hibak esetével. A HALMAZTERJED algorit-
mus igazolja, hogy a megegyezési probléma megallasi hibdk esetében megoldhato.
Vessiik Gssze ezt a pozitiv eredményt az Osszehangolt tdmadasi probléma meg-
oldhatatlansagaval kommunikéciés hibakat tartalmaz6 kornyezetben. (Lasd 5.1.
tétel és 5-1. gyakorlat)

6.2.2.. A kommunikaciés bonyolultsag csokkentése

Az informacié mennyisége csokkentheté a HALMAZTERJED algoritmusban sziik-
séges O((f +1)n?) iizenethez és O((f +1)n3b) bithez képest. Péld4ul, a sziikséges
iizenetek szama lecsokkentheté 2n? értékre, a kommunikaciohoz sziikséges bitek
szama pedig O(n?b) értékre, ha a kovetkezd egyszert gondolatmenetet kovetjiik.
Vegyiik észre, hogy a befejezésnél elegendd, ha a W; halmazok elemeit csak akkor
ismerik pontosan a folyamatok, ha |W;| = 1, kiilonben elegendd, ha azt a tényt
tudjak, hogy |W;| > 2. Igy kézenfekvs, hogy a folyamatoknak csak az altaluk
megismert elsd két értéket kell kozvetiteniiik, nem pedig az Gsszes értéket. Ezen
a gondolaton alapszik a kévetkez§ algoritmus.

Az OPTHALMAZTERJED algoritmus (vazlatosan)
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A folyamatok ugyanazt teszik, mint a HALMAZTERJED algoritmusban, ki-
véve, hogy minden egyes P; folyamat legfeljebb két értéket kozvetit. Az
els6 kozreadéas az els§ menetben torténik, amikor P; a sajat kezdeti értékét
kozvetiti. A masodik kozreadas az elsé olyan r-edik (2 < r < f+ 1) me-
netben zajlik, amelyben igaz, hogy P; mar a menet elején ismer egy sajit
kezdeti értéketdl eltérs v értéket (ha egyéltalan létezik ilyen menet). Ekkor
P; kozreadja ezt az 0j v értéket. (Ha két vagy t6bb 0j érték van ebben a
menetben, akkor koziilitk barmelyiket kozvetitheti.)

Ugyantgy, mint a HALMAZTERJED algoritmusban, P; dontése v lesz, ha a
végsé W; halmaz az egyelemt {v} halmazzal egyenld, és vy kiilonben.

Bonyolultsagelemzés. Az OPTHALMAZTERJED algoritmusban a sziikséges me-
netek szama éppagy f+ 1, mint a HALMAZTERJED-ben. Az {izenetek szama leg-
feljebb 2n?, minthogy minden egyes folyamat legfeljebb két nem null iizenetet
kiild a tobbi folyamatnak. A kommunikacié bitszama O(n?b).

Az OPTHALMAZTERJED algoritmus helyességét a a HALMAZTERJED algo-
ritmusra vonatkozo szimuldcids reldcidra tamaszkodva fogjuk bizonyitani, (ehhez
hasonlé stratégiat hasznaltunk a 4.1.3. szakaszban az OPTMAXTERJED algorit-
mus helyesség-bizonyitdsanal, felhasznalva a MAXTERJED algoritmusra vonat-
kozo szimulacios kapcsolatat). Ehhez csakugy, mint HALMAZTERIJED-nél, meg
kell adnunk az OPTHALMAZTERJED algoritmus leirdsahoz sziikséges részleteket,
beleértve a kovetkezsket: menetek, dontés, W valtozo. A Wi(r) jelolést hasznéljuk
a HALMAZTERJED algoritmusban r menet utani W értékekre, mig az OW;(r) je-
16lést az OPTHALMAZTERJED algoritmus hasonld értékeire. A kovetkezs lemma
az lUzenetek terjedését irja le a HALMAZTERJED algoritmusban.

6.5. lemma . Tegyiik fel, hogy a HALMAZTERJED algoritmusban P; folyamat

kiild egy izenetet az (r+ 1)-edik menetben P; folyamatnak, amelyet az megkap és
feldolgoz. Ekkor Wi(r) C W;(r +1)

Bizonyitas. A bizonyitast a 6-9. gyakorlatra hagyjuk. O

A kovetkez§ lemma fogalmazza meg az OPTHALMAZTERJED algoritmus
kulcsfontossagu ritkité tulajdonsagat.

6.6. lemma . Tegyiik fel, hogy az OPTHALMAZTERJED algoritmusban P; folya-
mat kild egy tizenetet az (r+1)-edik menetben P; folyamatnak, amelyet az megkap
és feldolgoz. Ekkor

1. Ha |OW;(r)| =1, akkor OW;(r) C OW;(r +1).

2. Ha |OW;(r)| > 2, akkor |OW;(r +1)| > 2.
S6t, e két dllitds akkor is igaz, ha P; folyamat hibdtlanul mikodik az elséd v menet-
ben és nem kild uzentet az (r +1)-edik menetben Pj-nek, minthogy az OPTHAL-
MAZTERJED algoritmusban nincs arra kikotés, hogy a folyamatnak ilyen izenetet
kellene kiildenie.

Bizonyitas. A bizonyitast a 6-9. gyakorlatra hagyjuk. O



96 6. Egyetértés processzorhibdk esetében

Most futtassuk OPTHALMAZTERJED és HALMAZTERJED algoritmusokat
azonos bemenettel és azonos hib&zasi mintaval. Ez azt jelenti, hogy mindkét
végrehajtasban ugyanazok a folyamatok ugyanazokban a menetekben hibaznak.
Azonkiviil, ha P; az r-edik menetbeli iizeneteinek csak egy részét kiildi el az
egyik algoritmusban, akkor ugyanazon folyamatoknak kiild iizenetet a masik al-
goritmusban; még pontosabban, nincs olyan Pj, melynek P; az egyik algoritmus-
ban kiild iizenetet az r-edik menetben, de a mésikban nem. Invarians allitasokat
adunk a két algoritmus dllapotaira vonatkozolag.

6.7. lemma . Tetszdleges r (0 < r < f+ 1) menet utdn fenndll
1. OWZ(T) Q Wz(?”)
2. Ha |W;(r)| = 1, akkor OW;(r) = W;(r).

Bizonyitas. A bizonyitast a 6-9. gyakorlatra hagyjuk. |

6.8. lemma . Tetszdleges r (0 < r < f+ 1) menet utdn fenndll
e Ha |W;i(r)| > 2, akkor |OW;(r)| > 2.

Bizonyitas. A bizonyitas teljes indukcioval torténik. Az r» = 0 alapesetre az
allitas nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy a lemma igaz egy adott r-re. Megmutatjuk,
hogy akkor igaz (r 4+ 1)-re is. Legyen |W;(r 4+ 1)| > 2. Ha |W;(r)| > 2, akkor
az induktiv feltevésbol adodik, hogy |OW;(r)| > 2, ebb6l viszont az kovetkezik,
hogy |OW;(r + 1)| > 2, és ezt akartuk bizonyitani.

Most legyen |W;(r)| = 1. Ekkor 6.7. lemmabol kovetkezik, hogy OW;(r) =
W;(r). Bontsuk ketté a bizonyitést.

1. |Wj(r)| =1 az Osszes Pj-re, melyekt6l P; tizenetet kap a HALMAZTERJED
algoritmusban, az (r + 1)-edik menetben.

Ekkor a 6.7. lemma szerint az osszes ilyen Pj-re OW;(r) = W;(r) is fennall,
tehat |OW;(r)| = 1. A 6.6. lemmabol kovetkezik, hogy minden ilyen Pj-re
OW;(r) € Wi(r + 1). Ebbdl kovetkezik, hogy OW;(r + 1) = W;(r + 1),
amire az indukcioés 1épés bizonyitasahoz sziikségiink volt.

2. Legyen [W;(r)| > 2, valamelyik olyan Pj-re, amelytsl P; {izenetet kap a
HALMAZTERJED algoritmusban, az (r 4+ 1)-edik menetben.

Ekkor az indukcios feltevésb6l [OW;(r)| > 2 adodik. Majd a 6.6. lemmabol
kovetkezik, hogy |[OW;(r 4+ 1)| > 2, amit igazolni akartunk.

|

6.9. lemma . Tetszdleges v (0 < r < f + 1) menet utdn, a menetek és a don-
tést vdltozok értékei megegyeznek o HALMAZTERJED és az OPTHALMAZTERJED
algoritmusokban.

Bizonyitasvazlat. A bizonyitas szempontjabol az az érdekes, hogy tetsz6leges
P; folyamatra igazoljuk, hogy az (f + 1)-edik menet utan mindkét algoritmus-
ban ugyanazt a dontést hozza. Ez kovetkezik a 6.7. és 6.8. lemmabdl, és a két
algoritmus dontési szabalyaibol. O
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6.10. tétel . Az OPTHALMAZTERJED algoritmus megoldja a megegyezési prob-
lémdt megdlldast hibak esetében.

Bizonyitas. Az allitas kovetkezik 6.9. lemmébol és a 6.4. tételbsl (amely a HAL-
MAZTERJED algoritmus helyességének tétele). a

Mas modszerek a kommunikiciés bonyolultsag cs6kkentésére. Vannak
mas lehet&ségek is a HALMAZTERJED algoritmus kommunikiciés bonyolultsa-
ganak cstkkentésére. Emlékezziink vissza példaul arra, hogy ha a V halmazon
értelmezve van egy teljes rendezés, a déntési szabalyt mdédosithatjuk gy, hogy
egyszerien véalasszuk W halmaz legkisebb elemét. Ekkor a HALMAZTERJED al-
goritmust moédosithatjuk gy, hogy a csicspontok csak az altaluk megismert
legkisebb értéket jegyzik meg és tovabbitjak, nem az Gsszes értéket. Ennek az
algoritmusnak O((f + 1)n?b) a kommunikiciés bitszama, ami korrekt médon
bizonyithaté a HALMAZTERJED algoritmusra (a modositott dontési szaballyal)
vonatkozo szimulacioval. Ez az algoritmus kielégiti a 6.1. fejezetben adott erésebb
érvényességi feltételt is.

6.2.3.. Exponencialis informaciégytijté algoritmusok

Ebben a részben olyan, az exponencidlis informdcidgyijtés (EIGY ) stratégian
alapulé algoritmusokat mutatunk be, melyek megoldjak megegyezési problémét
megallasi hibak esetében. Az exponenciélis informéciogytjtésen alapuld algorit-
musokban a folyamatok t6bb meneten keresztiil kiildik és tovabbitjak a kezdeti
értékeket, mikdzben az dltaluk megismert, kiillénféle kommunikiciés utakon ér-
kezett értékeket egy EIGY fa nevi adatszerkezetben rogzitik. Végiil egy kozosen
elfogadott szabaly szerint dontenek a fajukban tarolt értékek alapjan.

Az FIGY algoritmusok altalaban koltségesek a megegyezés megoldasahoz
a megéallasi hiba modellben, mind a kommunikaciéhoz sziikséges bitek szamat
tekintve, mind a felhasznélt helyi tarolomennyiséget tekintve. A {6 ok, amiért
itt targyaljuk ezt a stratégiat, hogy ugyanezt az EIGY fa adatszerkezetet fel-
hasznalhatjuk a bizanci megegyezési probléma megoldasahoz a 6.3.2. szakaszban.
A megéllasi hiba esete bevezet minket az adatszerkezet hasznalatiba. A méso-
dik oka ezen stratégia bemutatasdnak megallasi hibak esetére, hogy az egyszerd
EIGY megallasi hiba algoritmusok konnyen alkalmazhaték a megegyezési prob-
léma megoldasara a bizanci hiba modell hitelesitett bizdnci hiba néven ismert,
lesziikitett valtozatdban. Az EIGY algoritmusok alapvetd adatszerkezete egy
megcimkézett 1" = T, ; EIGY fa, melyben a gyokértél indulé utak folyamatok
egy lancolatat abrazoljak, melyeken at a kezdeti értékek elterjednek; mindegyik
abréazolt lanc kiilonboz6 folyamatokbol all. A T fanak f + 2 szintje van, a 0-
adik szintt6l (a gyokértsl) az (f + 1)-edik szintig (a levelekig). Minden k-adik
(0 < k < f) szinten 1év6 csicsnak pontosan n — k gyereke van. 7' mindegyik
csiicsat megeimkézziik egy a folyamatoktol fliggs szoveggel az aldbbi médon. A
gyokér cimkéje az {ires szdveg, jeldlje A, tovabba barmely ;.. .1 szdveggel cim-
kézett csucsnak pontosan n — k gyereke van, melyek cimkéje 7 ...1757, ahol j
végigfut {1,...,n} — {i1,..., it} elemein. Lasd a 6.1. abrat.



98 6. Egyetértés processzorhibdk esetében

0. szint

1. szint

2. szint

ven ven 3. szint
123 12n 231 234 23n

(f+1). S;int

6.1.. 4bra. A T,, y EIGY fa.

A megallasi hibédkra vonatkozo EIGY algoritmusban, melyet EIGY STOP-nak
hivunk, a folyamatok az értékeket egyszertien az 6sszes lehetséges tutra szétkiildik.
Mindegyik folyamat fenntartja az FIGY fa egy T' = T, ; példanyat. A szamitas
pontosan f+1 meneten keresztiil zajlik. A szamitas folyamén az egyes folyamatok
feldiszitik a fajuk csicsait a V' halmazba tartozo értékekkel, vagy a null értékkel,
a k-adik menet végére k-adik szintig elhelyezkedd Osszes cstucsot feldiszitik. P;
fajanak gyokerére P; bemeneti értéke keriil. Amennyiben P; fajanak egy cstcsa
az i1...1 (1 < k < f+ 1) szoveggel van megcimkézve, és a v € V értékkel
feldiszitve, akkor ez azt jelenti, hogy F;, a k-adik menetben azt mondta Pj-nek,
hogy P;, , a (k — 1)-edik menetben azt mondta P;, -nak, hogy ..., hogy P;, az
els6 menetben azt mondta Pj,-nek, hogy F;, kezdeti értéke v. Masrészrsl, ha
egy 11 ...1 szoveggel megcimkézett cstcsot a null értékkel diszitjiik fel, akkor
az azt jelenti, hogy a F;,, F;,, ..., F;, , P; folyamatok kozti kommunikacié hiba
miatt megszakadt. f+1 menet utan a folyamatok a sajat maguk &altal feldiszitett
fat hasznaljak, hogy egy V halmazba tartozo dontést hozzanak, egy (fentebb
leirt) kézosen elfogadott dontési szabaly alapjan. Most az algoritmus részletesebb
targyalasa kovetkezik.

Az algoritmus most kivetkez§ leirdsaban és néhany késébbiben is kényelme-
sebb, ha gy tekintjiik, mintha valamennyi P; folyamat énmaganak is kiildhetne
iizenetet a tobbi folyamatnak kiildott lizenet mellett; ez segit benniinket abban,
hogy az algoritmusok leirdsa egységesebb legyen. Ezek az iizenetek a modellben
technikailag nincsenek engedélyezve, de kirt nem okozunk, ha megengedjiik ket,
mert a szinlelt atvitelek helyi szamitésokkal szimulalhatok.

EIGYSTOP algoritmus (vazlatosan)
Legyen minden folyamatnak, az 6sszes olyan x szovegre, mely a T fa egy
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csticsanak cimkéjeként elfordul, egy érték(z) nevii valtozoja. A érték(x)
valtozo tarolja azt az értéket, mellyel a folyamat az x cimkéjd csiucsot fel-
disziti, a érték(A) valtozot a folyamat sajat kezdeti értékére allitja.

Elsé menet: P; folyamat elkiildi érték(\)-t az Osszes folyamatnak, beleértve
onmagat is. Majd P; feljegyzi a beérkezd informaciokat:

1. ha Pr-hez a v € V {izenetet érkezik Pj-t6l, akkor P; a sajat érték(j)
valtozojat v-re allitja;

2. ha nem érkezik P;-hez Pj-t6l olyan tizenet, melynek értéke a V' hal-
mazbol valo, akkor P; a érték(j) valtozojat null-ra allitja.

k-adik menet (2 < k < f+1): P; szétkiildi az (x,v) parokat, ahol = egy T-
beli (k —1)-edik szinten 1év6 csicsnak a cimkéje, ami nem tartalmazza az
indexet, v € V és v = érték(x).! Majd P; feljegyzi a beérkezs informéciokat:

1. ha zj a T faban a k-adik szinten 1év§ csticsnak a cimkéje, ahol x széveg
folyamatok indexeinek sorozata, a j pedig egy index, és a P;-hez Pj-t6l
érkezé tizenet szerint érték(x) = v € V, akkor P; a érték(zj)-t v-re
allitja;

2. ha xj aT faban a k-adik szinten 1év6 csucsnak a cimkéje, és nem érke-
zik P;-hez olyan tizenet Pj-t6l, mely szerint érték(z) egy V halmazbeli
értek, akkor P; a érték(xj) valtozojat null-ra allitja.

Az (f+1)-edik menet végeén P; egy dontési szabélyt alkalmaz. Nevezetesen,
W halmaz elemei legyenek P; folyamat fajat diszit6 nem null érték-ek. Ha
W halmaz egyelemd, akkor P; déntése ez az egyediili elem; egyébként pedig
P; a vy dontést hozza.

Nem nehéz belatni, hogy a fakat a mar korabban bemutatott értékek fogjak
disziteni. Tehat a P; folyamat fajanak gyokerét P; kezdeti értéke disziti. Tovabba,
ha P; fajanak egy csicsa az i1 ...1;, 1 < k < f+1 széveggel van megcimkézve, és
av €V értékkel feldiszitve, akkor ez azt jelenti, hogy P;, a k-adik menetben azt
mondta P;-nek, hogy P;, , a (k — 1)-edik menetben azt mondta P;, -nak, hogy
..., hogy P;, az els6 menetben azt mondta Pj,-nek, hogy P;, kezdeti értéke v.
Valamint, ha P; fajanak egy az i1...4x, 1 < k < f + 1 széveggel megcimkézett
csucsa a null értékkel van feldiszitve, akkor az azt jelenti, hogy P;, nem kiildott
iizenetet P;-nek a k-adik menetben, mely tovabbitotta volna az i1, ...,4;_1-nek
megfelel§ értéket.

6.2.1. példa. Az EIGYSTOP algoritmus miikddése

Vizsgéljuk meg egy példan, hogyan miikodik az EIGYSTOP algorit-
mus, tekintsiik azt az esetet, amikor harom folyamatunk van (n = 3),
amelyikb6l az egyik lehet, hogy hibas (f = 1). Ekkor a protokoll 2

'Ha eleget akarunk tenni a formalis modelliinknek, melyben P; folyamat csak egy-egy iizene-
tet kiildhet a tobbieknek egy adott meneten beliil, azokat az iizeneteket, melyeknek a cimzettje
azonos, Osszecsomagoljuk egy nagy iizenetbe.
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12 13 21 23 31 32

6.2.. abra. A T31 FIGY fa szerkezete.

menetben zajlik, a fanak 3 szintje van. A T31 FIGY fa szerkezete a
6.2. dbra szerinti.

Legyen P és P, folyamatok kezdeti értéke 0, mig Ps folyamaté 1. Te-
gyiik fel, hogy Ps folyamat hibazik: miutan az els6 menetben elkiildte
az lizenetet Pi-nek, hibéssé valik, és Po-nek nem kiild {izenetet. A 6.3.
abra mutatja, hogy ezek utan milyen értékekkel lesznek a folyamatok
fai kitoltve.

Figyeljiik meg, hogy Pe-nek egészen addig nem jut tudomasara, hogy
P folyamat kezdeti értéke 1, amig a masodik menetben meg nem
hallja P;-t6l.

Hogy az EIGYSTOP algoritmus helyességét belathassuk, elszor két lemmét
mondunk ki, melyek a kiilonb6z6 fak értékeire vonatkoznak. Az elsé lemma az
inicializdlast és a fak szomszédos szintjein 1évs folyamatokhoz tartozd érték-ek
kozti Osszefliggést irja le.

6.11. lemma . Az EIGYSTOP algoritmusban az (f + 1)-edik menet utdin fenn-
dall, hogy:
1. érték(N\); P; bemeneti értéke;
2. ha xj egy csucs cimkéje, és érték(zj); =v € V, akkor érték(z); = v;
3. ha xj egy csics cimkéje, és érték(xj); = null, akkor vagy érték(x); = null,
vagy Pj hibds lett, mieldtt P;-nek tzenetet kildott volna az (x| + 1)-edik
menetben.

Bizonyitas. A bizonyitast a 6-12. gyakorlatra hagyjuk. ad

A miésodik lemma a fa nem feltétleniil szomszédos szintjein 1év§ csiicsaihoz tar-
tozo érték-ek kozotti Osszefiiggeést irja le. Az elsd két feltétel a faban tetszéleges
helyen szereplé értékek eredetét mutatja. A harmadik egy technikai feltétel, mely
azt allitja, hogy barmely a fiban megjelend v-nek meg kell jelennie egy olyan
csucsnal, melynek cimkéje nem tartalmazza az ¢ indexet. Lazan fogalmazva, ez
azt jelenti, hogy amikor P; elGszor hall egy adott értékrél, az nem lehet annak az
eredménye, hogy az értéket sajat maganak kiildte el.
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1. folyamat 2. folyamat
null 0 null 1 null null 0 null 1 null
3. folyamat
1

6.3.. abra. Az EIGYSTOP algoritmus végrehajtasa; Ps folyamat hibazik az elsg
menetben.

6.12. lemma . Az EIGYSTOP algoritmusban az (f + 1)-edik menet utdin fenn-
all, hogy:
1. ha y egy csics cimkéje, érték(y); = v € V és xj az y prefive, akkor
érték(x); = v;
2. ha av €V érték megjelenik, valamely folyamat érték vdltozdinak értékeibdl
d@llé halmaz elemeként, akkor van olyan i, hogy v = érték(\);;
3. ha v € V megjelenik, mint a P; folyamat érték vdiltozdinak értékeibdl dllo
halmaz eqy eleme, akkor van olyan y cimke, mely nem tartalmazza i-t és
v = érték(y);.

Bizonyitas. Az 4llitas elss része a 6.11. lemma mésodik részének ismételt alkal-
mazaséaval adodik.

A masodik rész bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy v = érték(y);- Ha y = A,
akkor készen vagyunk. Egyébként jelolje j az els§ indexet y-ban. A lemma elsd
részebol kovetkezik, hogy v = érték(N);.

A harmadik rész bizonyitasahoz tegyiik fel az &llitas ellenkezgjét, hogy v
egyediil olyan cimkékhez tartozo érték-ként jelenik meg, melyekben az ¢ szerepel.
Legyen y a legrovidebb olyan cimke, melyre v = érték(y);. Ekkor y-nak van egy
xi alaki prefixe. De ebbdl az els6 rész szerint kovetkezik, hogy érték(z); = v, ami
ellentmond y kivalasztasanak. |

A kovetkezd lemma adja a kulcsot a megegyezési feltételhez.

6.13. lemma . Ha P; és P; folyamatok hibamentesek, akkor W; = W;.
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Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy i # j. Belatjuk, hogy a tartalmazési relacié mind-
két iranybdl fennall.
1. W; CW;.
Tegyiik fel, hogy v € W;. Ekkor a 6.2. lemmabol adodik, hogy v = érték(z);
fennall egy olyan x esetében, mely az ¢ indexet nem tartalmazza. Tekintsiik
a kovetkez6 két esetet.

(a)

|z < f.

Ekkor |zi| < f 4+ 1, és mivel az x szdveg nem tartalmazza az i in-
dexet, a (hibamentes) P; folyamat a |xi|-edik menetben kézvetiti P;
folyamatnak a v értéket. Ebbol kivetkezik, hogy érték(xi); = v, tehat
RS Wj.

|z| = f + 1.

Ekkor, mivel a hibas folyamatok szdma legfeljebb f, és az x szdveg-
ben az Osszes index kiilonb6z6, 1étezik egy olyan P, hibamentes folya-
mat, amelynek indexe szerepel az z-ben. Ezért x-nek van egy yl alaka
prefixe, ahol y egy szdveg. Innen a 6.12. lemma, szerint addédik, hogy
érték(y); = v. Mivel P, hibamentes, ezért az |yl|-edik menetben koz-
vetiti Pj-nek a v értéket. Ebbdl viszont a érték(yl); = v adodik, tehat
ismét azt kapjuk, hogy v € Wj.

2. W; C Wi
Szimmetrikus az eléz§ esetre.
A két eset egyiittesen bizonyitja a sziikséges egyenlGséget. O

6.2.2. példa. A 6.1.3. lemma bizonyitasanak esetei

A 6.2.1. példa szemlélteti a 6.13. lemmaban targyalt (a) és (b) esetet.
Els6ként a P folyamat disziti fel a fajat az 1 értékkel az els§ menet-
ben, és mivel nem ez az utolsé menet, ezért az (a) eset értelmében
Py a masodik menetben disziti fel a fajat az 1 értékkel. Pontosabban
érték(3)1 = 1, igy érték(31)y = 1.

Masrészrsl viszont, Py folyamat elészor az utolsd, masodik menetben
disziti a fajat az 1 értékkel, elvégezve a érték(31)y = 1 értékadast.
Ebbél kovetkezik, hogy egy hibamentes folyamat indexe, ebben az
esetben az 1, megjelenik a cstcs cimkéjében. Innen a (b) eset értel-
mében az 1 érték a P fajaban a 31 cimkéjd cstcsndl jelenik meg.
Tehat érték(31), = 1, igy érték(31); = 1.

6.14. tétel . Az EIGYSTOP algoritmus megoldja a megegyezési problémdt meg-
dalldsi hibdk esetére.

Bizonyitas. A befejezés nyilvanvaléan adodik a dontési szabalybol.

Az érvényesség bizonyitdsadhoz tételezziik fel, hogy az Gsszes kezdeti érték
egyenld v-vel. Ekkor a 6.12. lemma szerint az egyediili értékek, melyekkel a folya-
matok a faikat diszitik, a v és a null. A W,; halmazok egyike sem iires, minthogy
P; kezdeti értékét tartalmazzak. Ebb6]l kdvetkezik, hogy mindegyik W; halmaz
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csak a {v} halmazzal lehet egyenls, amibél a dontési szabaly alapjan az egyetlen
lehetséges dontési érték a v.

A megegyezést illetSen, legyen P; és P; két tetszdleges folyamat, mely dontést
hozott. Minthogy a dontés a végrehajtas végén torténik, ez azt jelenti, hogy F;
és P; folyamatok hibamentesek. Ebb6l a 6.13. lemma szerint kdvetkezik, hogy
W; = W;. Ekkor a dontési szabéalybdl adoddan P; és P; azonos dontést hoz. O

Bonyolultsagelemzés. A menetek szama f + 1, az elkiildétt iizenetek szama
O((f + 1)n?). (Ez az egyesitett {izenetek szama, melyet tetszéleges folyamat tet-
sz6leges menetben kiild a tobbi folyamatnak, mint sz616 iizenet.) A kommunikacio
bitjeinek szama exponencialis a hibak szamanak fiiggvényében: O(n/+1b).

Masfajta dontési szabaly. Mivel az EIGYSTOP algoritmus biztositja, hogy a
hibamentes folyamatok fajaban eléfordulé értékek halmaza ugyanaz a W halmaz,
tobb masfajta déntési szabaly is helyesen miikédhet. Példaul, ha a V halmaz
értékein adott egy teljes rendezés, akkor az Gsszes folyamat vilaszthatja a W
halmaz legkisebb elemét. Ahogy korabban lattuk, ennek az az elénye, hogy a 6.1.
alfejezetben emlitett er6sebb érvényességi feltételt is kielégiti.

A HALMAZTERJED algoritmusnél latott modszerrel csdkkenthets az EIGY-
STOP algoritmus kommunikacié igénye. Ahogy mar lattuk, elegendd, ha P; fo-
lyamat csak abban az esetben ismeri a W; halmaz elemeit pontosan, amikor
|W;| = 1. Igy ismét elegendd, ha a folyamat csak az altala megismert els két
értéket kozvetiti.

Az OPTEIGYSTOP algoritmus (vazlatosan)

A folyamatok ugyanazt teszik, mint az EIGYSTOP algoritmusban, kivéve,
hogy minden egyes P; folyamat legfeljebb két értéket kozvetit. Az els6 kozre-
adas az els§ menetben torténik, amikor P; a sajat kezdeti értékét kozvetiti.
A maésodik kozreadéas az els6 olyan r (2 < r < f 4 1) menet valamelyi-
kében zajlik, amelyben igaz, hogy P; mar a menet elején ismer egy sajat
kezdeti értéketdl eltérs v értéket (ha egyéltalan létezik ilyen menet). Ekkor
P; kozreadja ezt az 0 v értéket, azzal az (r — 1)-edik szinten 1évG cstuicsnak
a cimkéjével, mely a v értékkel van feldiszitve. (Ha két vagy t6bb lehetséges
(x,v) péaros van, akkor koziilik barmelyiket valaszthatja kozvetitésre.)

Ugyanigy, mint az EIGYSTOP algoritmusban, legyen W azon nem null
érték-ek halmaza, melyek P; folyamat fajat diszitik. Ha a W halmaz egye-
lemd, P; dontése a W-beli elem lesz, kiilonben pedig vg.

Bonyolultsagelemzés. Az OPTEIGYSTOP algoritmus f + 1 menetet hasznal.
Az {izenetek szama legfeljebb 2n?, mivel mindegyik folyamat feljebb két nem
null {izenetet kiild a tobbi folyamatnak. O(n?(b+ (f +1)logn)) a kommunikicié
bitjeinek szama: az iizenetek érték részéhez O(b) bit sziikséges, mig a cimke rész
O((f + 1) logn) bitbél all.

Az OpTEIGYSTOP algoritmus helyességét az EIGYSTOP algoritmusra vo-
natkozé szimuldciés kapcesolat alapjan bizonyithatjuk. A bizonyitas hasonld az
OPTHALMAZTERJED algoritmus helyességének bizonyitasahoz. Masik lehetdség,
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ha az OPTEIGYSTOP algoritmus helyességének bizonyitasat az OPTHALMAZ-
TERJED algoritmusra vonatkoztatva végezziik el. A részleteket a 6-17. gyakorlatra
hagyjuk.

6.2.4.. Bizanci megegyezés hitelesitéssel

Bar a fejezetben leirt EIGY algoritmusok csak a megallasi hibdk eltiirésére hiva-
tottak, mégis alkalmasak rosszabb természet(i hibdk elviselésére is. Nem tudnak
viszont megbirkézni a bizanci hiba modell 6sszes nehézségével, mely modellben a
folyamatok onkényesen viselkedhetnek. Mégis, megfelelnek a bizénci hiba modell
egy érdekes lesziikitésében, melyben a folyamatoknak egy extra lehetségiik van,
hitelesithetik a kommunikaciojukat digitdlis aldirds hasznalataval. A P; folyamat
digitalis alairasa egy transzformécid, melyet P; a kimeng iizeneteire alkalmazhat,
hogy bizonyithassa, hogy az iizenet valéban téle szarmazik. P; alairdsanak el6-
allitasara — P; egyiittmiikbdése nélkiil — egyetlen masik folyamat sem képes. A
digitalis alairadsok valodi lehet@ségek, melyek a modern kommunikéicios haléza-
tokban alkalmazhatok.

A hitelesitéses bizanci hiba modell formélis definiciojat nem adjuk meg —mivel
nem ismeriink ra szép definiciét — csak vazlatosan irjuk le. Ebben a modellben
feltessziik, hogy a folyamatok digitalis alairast hasznalhatnak, hogy hitelesitsék
barmely kimeng iizenetiiket. Az irodalomban altalaban feltételezik, hogy a kezdeti
értékek egy kozos forrasbol szarmaznak, mely szintén aldirdssal latja el azokat;
itt most azt feltételezziik, hogy mindegyik hibamentes folyamat egy egyszertd, a
forras altal alairt bemeng értéket tartalmazoé kezdd allapotbol indul, mig minde-
gyik hibas folyamat egy tetsz6leges, a forras altal alairt (szignélt) kezdeti értéket
tartalmazé tetszéleges allapotbol indul. A hibas folyamatok tetszéleges lizenete-
ket kiildhetnek és tetsz6leges dllapot atmeneteket hajthatnak végre; az egyetlen
megkotés, hogy nem képesek a hibamentes folyamatok és a forras alafrasanak
elgallitasra.

A helyesség feltételei ebben a modellben a bizanci megegyezésben szokasos
befejezési és megegyezési feltételek, és a kivetkezs érvényességi feltétel.

Ervényesség. Ha mindegyik folyamat pontosan ugyanazon, a forras altal szignalt
v € V kezdeti értékkel kezd, akkor csak a v a lehetséges dontési érték a
hibamentes folyamatok szdmara.

Nem nehéz belatni, hogy az EIGYSTOP és OPTEIGYSTOP algoritmusok
azzal a moédositassal, hogy minden iizenet szignélt, és csak a helyesen szignélt
iizeneteket fogadjuk el, megoldjidk a megegyezési problémat a hitelesitéses bizanci
hiba modellben. A bizonyitas hasonld, mint a megallasi hiba modellben, a 6-18.
gyakorlatra hagyjuk.

6.3.. Algoritmusok bizanci hibak kezelésére

Ebben a fejezetben, a bizdnci megegyezésre mutatunk algoritmusokat, specilisan
n-csicst, teljes grafok esetére. Egy olyan algoritmussal kezdjik, mely az expo-
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nencialis informéaciégytijtést hasznalja. Majd megmutatjuk, hogy egy olyan algo-
ritmus, mely megoldja a bizanci megegyezés problémat egy kételemtd V = {0,1}
értékhalmazra, hogyan hasznélhat6 ,,szubrutinként” a bizanci megegyezés megol-
dasara egy altalanos V értékhalmaz esetében. Végiil bemutatunk egy cstkkentett
kommunikaciés bonyolultsagi bizanci megegyezés algoritmust.

Ezen algoritmusok kozos tulajdonséga, hogy tobb, mint hdromszor annyi fo-
lyamat sziikséges, mint amennyi a hibdk szama: n > 3f. Ez a koriilmény més,
mint a megallasi hiba esetében, mivel ott nem volt specialis kikétés az n és f ko-
z0Otti Osszefiiggésre. Ez a korlat a folyamatok szamat tekintve jelzi a bizénci hiba
modell fokozott bonyolultsdgat. S6t, a 6.7. alfejezetben meg fogjuk latni, hogy ez
a korlat velejardja a probléméanak. Fz elsére meglep6nek ttinhet, mivel gy kép-
zelnénk, hogy 2f + 1 folyamat képes eltiirni f bizénci hibat a tobbségi szavazas
algoritmus valamely valtozatat hasznalva. (Van egy szabvény hibatiir§ technika,
mely hdromszoros-modul redundancia néven ismert, abban egy adott feladat ha-
rom példanyban fut és a tébbségi eredményt fogadjuk el; azt gondolhatnank, hogy
ez hasznalhat6 a bizanci megegyezés megoldasdhoz egy hibas folyamat esetében,
de latni fogjuk, hogy ez nem lehetséges.)

6.3.1.. Egy példa

Miel6tt az FIGY bizanci megegyezés algoritmust bemutatjuk, gondolkodjunk el
azon, hogy miért bonyolultabb a bizanci megegyezési probléma, mint a megegye-
zési probléma megallasi hibak esetében. Egy példan keresztiil megvilagitjuk (bar
nem bizonyitjuk), hogy harom folyamat nem képes megoldani a bizénci megegye-
zést, ha felmeriil annak lehetdsége, hogy az egyikiik hibazik.

Tegyiik fel, hogy P, P» és P53 folyamat megoldja a bizénci megegyezési prob-
lémat, egy hibat eltirve. Tegyiik fel példaul, hogy két menet van, a folyamatok
a masodik végén dontenek, valamint egyénre szabott, meghatarozott médon cse-
lekszenek: az els6§ menetben mindegyik kozreadja a sajat kezdeti értékét, mig a
mésodik menetben mindegyik jelenti a tébbinek, hogy mit hallott az elsé menet-
ben a harmadiktol. Tekintsiik a kovetkezs végrehajtasi sorozatot.

Az aq végrehajtdsi sorozat

P és P, hibatlanok, és az 1 kezdeti értékkel indulnak, P5; viszont
hibazni fog, és a 0 kezdeti értékkel indul. Az elsé menetben mindegyik
folyamat az igazsagnak megfelelGen kiildi el sajat értékét. A masodik
menetben P és P az igazsdgnak megfelelGen jelenti, hogy mit hallott
az els6 menetben, mig P3 a Pj-nek (hibasan) azt iizeni, hogy az els6
menetben P, lizenete 0 volt, egyébként helyesen viselkedik. A 6.4.
abran lathatjuk az oy végrehajtasi sorozatban kiildétt, minket érdekls
tizeneteket. Ebben a végrehajtasi sorozatban az érvényességi szabaly
értelmében P; és P, mindketten az 1 dontést hozzak.

Most tekintsiik a mésodik végrehajtasi sorozatot.

Az ao végrehajtdsi sorozat
A végrehajtas szimmetrikus ag-re. Most P> és P hibatlanok, és a
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P
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1 P iizenete 1 volt
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6.4.. dbra. Az a; végrehajtéasi sorozat — hibés tizenet kering.

0 kezdeti értékkel indulnak, P; viszont hibazni fog, és az 1 kezdeti
értékkel indul. Az els§ menetben mindegyik folyamat az igazsagnak
megfelelgen kiildi el sajat értékét. A masodik menetben P, és Ps az
igazsdgnak megfelelGen jelenti, hogy mit hallott az els6 menetben, mig
Py a Ps-nak (hibasan) azt {izeni, hogy az els6 menetben P, iizenete
1 volt, egyébként helyesen viselkedik. A 6.5. dbran lathatjuk az a9
végrehajtasi sorozatban kiildétt, minket érdekls iizeneteket. Ebben a
végrehajtasi sorozatban az érvényességi szabdly értelmében P és Ps
mindketten az (0 déntést hozzak.

@PQ P2
[ J [ ]
1 0
0 0
-
1

I —— I r—— Y

0 @ P> {izenete 0 volt

6.5.. dbra. Az ag végrehajtési sorozat — hibés tizenet kering.

Nézziik a harmadik végrehajtasi sorozatot, mely ellentmondéasra vezet.

Az az végrehajtdsi sorozat
Most legyen P; és Ps hibatlan, az egyik 1, a masik 0 értékkel indul. P
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hibasan P;-nek azt mondja, hogy 1 a kezdeti értéke, P3-nak pedig azt,
hogy 0. A masodik menetben mindegyik folyamat helyesen viselkedik.
A helyzetet a 6.6. abra mutatja.

P2 P2
° °
1 ©
@ 0
1 P5 iizenete 1 volt
Pl ° - [ ] P3 Pl [ J 4>- [ ] P3
0 @ P; {izenete 0 volt

6.6.. abra. Az as végrehajtasi sorozat — egymaéssal iitkdzs iizenetek keringenek.

Vegyiik észre, hogy mindkét menet alatt P» ugyanazokat az {izeneteket kiildi
Pi-nek az as-ban, mint az aj-ben, és ugyanazokat az iizeneteket kiildi Ps-nak
az as-ban, mint az ag-ben. Ebbél konnyen belathaté, hogy Pi szaméra az o3

és a1 megkiiléonboztethetetlen, azaz as A a1, és hasonléan as 3 ag. Mivel Py
az ai-ben l-est dont, ugyanigy tesz as-ban, és mivel Ps3 dontése 0 az as-ben,
ugyanigy tesz as-ban. Ez viszont megsérti a megegyezési szabalyt as-ban, mely
ellentmond annak, hogy Py, P» és Ps megoldjik a bizdnci megegyezési probléméat.
Megmutattuk, hogy ebben a felallasban nincs olyan algoritmus, mely meg tudja
oldani a bizanci megegyezést.

Megjegyezziik, hogy P; példaul megmondhatné, hogy as-ban valamelyik fo-
lyamat hibas, mivel P» azt mondja Pj-nek, hogy a kezdeti értéke 1, de Ps azt
mondja Pj-nek, hogy neki Py azt mondta, hogy 0 a kezdeti értéke. A probléma
ott van, hogy P nem tudja eldénteni hogy P» és Ps koziil melyik a hibés.

A példa nem bizonyitja azt, hogy hidrom folyamat nem tudja megoldani a
bizdnci megegyezést egyszeri hibalehet&ség mellett. Ennek az az oka, hogy az ér-
velés elsfeltétele volt, hogy az algoritmus két menetet hasznal, és az lizenetek egy
adott tipusba tartoznak. Lehetséges azonban a példa kiterjesztése t6bb menetre
és tetszoleges lizenetekre. Meg fogjuk latni a 6.4. alfejezetben, hogy elgondolasunk
odaig kiterjeszthetd, hogy n > 3 f szdmu folyamat sziikséges a bizdnci megegyezés
megoldasahoz, f hibat feltételezve.

6.3.2.. EIGY algoritmus a bizinci megegyezésre

Most bemutatunk egy FIGY algoritmust a bizdnci megegyezésre, a neve legyen
EIGYBIiz. Ellentétben az EIGYSTOP algoritmussal, EIGY B1z eléfeltétele, hogy
a folyamatok szdma nagy a hibakéhoz képest, nevezetesen n > 3f. Ez a 6.3.1.
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és a 6.4. alfejezetekben lefrt korlatok miatt sziikséges. Miel6tt elolvasnank az
algoritmus lefrasat, probaljunk egy sajat megoldéast késziteni az n =7 és f = 2
esetre.

Az EIGYBIz algoritmus n szamu folyamat és f szamu hiba esetében ugyan-
azt a Ty, y FIGY fa adatszerkezetet hasznélja, mint az EIGYSTOP. Lényegében
ugyanazt a terjesztési stratégiat hasznaljuk, mint az EIGYSTOP-ban; az egyet-
len kiilénbség, hogy az a folyamat, amely egy ,helytelen forméju” iizenetet kap,
kijavitja az informaciot, hogy elfogadhaté legyen. A déntési szabaly egészen maés,
jollehet — ez mar t6bbé nem az az eset, melyben a folyamatok megbizhatnak az
Osszes olyan értékben, amely a fajukban valahol megjelenik. Most a folyamatok
kénytelenek tenni valamit, hogy leleplezzék a hibas {izenetben érkez6 értékeket.

Az EIGYBIz algoritmus (vazlatosan)

A folyamatok f + 1 meneten keresztiil terjesztik az értékeket, pontosan
gy, mint az EIGYSTOP algoritmusban, a kovetkezd kivételekkel. Ha P;
folyamat valaha is kapna valamely masik P;-t6l egy lizenetet, mely nem
felel meg a leirasnak (példaul a tartalma teljesen hasznalhatatlan, vagy P;
fajaban ugyanahhoz a csticshoz kettés értéket rendel), akkor P; ,eldobja”
az iizenetet, azaz Ggy tesz, mintha P; semmit sem kiildott volna az adott
menetben.

Az (f + 1)-edik menet végén P, megigazitja a érték hozzarendeléseket, a
null értékeket az alapértékként adott vy értékkel helyettesiti.

Ezutan, hogy P; meghatarozhassa a dontését, elindul a kiigazitott, fel-
diszitett fajaban a levelektdl felfelé, hogy minden egyes csacsot feldiszit-
sen egy uj érték értékkel a kovetkezdk szerint. Minden x cimkéjd levélre,
ij_érték(x) := érték(x). Minden x cimkéjd nem levél csticsra ) érték(x)
definicié szerint legyen az az 4j érték, melyet az x csiics gyerekeinek szi-
goriian vett tobbsége tarol, pontosabban legyen az a v € V elem, melyre
i érték(zj) = v az xj alaku csticsok tobbségénél, feltéve, hogy ilyen t6bb-
ség létezik. Ha nem létezik a tobbség, P; az uj érték(z) := vy beallitast
hajtja végre. P; végst dontése 1) érték(\).

Az EIGYBI1z algoritmus helyességének bizony{tasat néhany el6zetes allitassal
kezdjiik. Az elsé azt mondja ki, hogy az G6sszes hibatlan folyamat olyan értékek
alapjan jut megegyezésre, melyek kdzvetleniil hibatlan folyamatoktol szarmaznak.

6.15. lemma . Az EIGYBI1z algoritmus (f + 1)-edik menete utdn fenndll a ko-
vetkezd. Ha P;, Pj és Py, hibdtlan folyamatok és i # j, akkor érték(x); = érték(x);
minden x cimkére, mely k-ra végzédik.

Bizonyitas. Ha k ¢ {i, j}, akkor az éllitas abbdl a ténybsl adodik, hogy Py, hiba-
mentes, ezért ugyanazt az iizenetet kiildi P;-nek és Pj-nek az |z|-edik menetben.
Ha k € {4, j}, akkor hasonléan kovetkezik abbol a megallapodéasbol, mely szerint
a folyamatok sajat maguknak is kozvetitik az értékeket. O

A kovetkezd lemma azt allitja, hogy az Gsszes hibatlan folyamat azon 4j  érték
értékek alapjan jut megegyezésre, melyeket olyan csticsokra szamitottunk ki, ame-
lyek cimkéje egy hibamentes folyamat indexére végzddik.
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6.16. lemma . Az EIGYB1z algoritmus (f + 1)-edik menete utdn fenndll a ko-
vetkezd. Tegyiik fel, hogy x cimke egy hibdtlan folyamat indexével végzddik. Ekkor
van olyan v € V| hogy érték(x); = uj_érték(x); = v minden hibdtlan P; folya-
matra teljestil.

Bizonyitas. A bizonyitas indukciéval torténik a fa cimkéi alapjan, a levelektdl
felfelé haladva — tehéat az f + 1 hosszisagtol az 1-ig cstkkenGen.

Alapeset: legyen x egy levél, azaz |x| = f+1. Ekkor a 6.15. lemm&bol kivetke-
zik, hogy az 6sszes hibatlan P; folyamatra a érték(z); érték ugyanaz; hivjuk ezt a
kozos értéket v-nek. Tovabba az is igaz, hogy ) érték(x); = v, minden hibatlan
Pyi-re, a 1j_érték levelekre adott definicioja alapjan. Igy v a kivant érték.

Indukcios lépés: legyen |x| = r, 1 <r < f.Ekkor a 6.15. lemmabol kovetkezik,
hogy az Osszes hibatlan P; folyamatra a érték(x); érték ugyanaz; hivjuk ezt az
értéket v-nek. Ezért az Osszes hibatlan P folyamat ugyanazt a v, xz-hez tartozo
értéket kiildi el az (r+1)-edik menetben, igy érték(xl); = v minden hibamentes P;
és P, folyamatra. Az indukcios feltevesbdl kovetkezik, hogy az 4ij érték(xl); = v
is teljesiil minden hibamentes P; és P, folyamatra.

Azt allitjuk, hogy az x cstcs gyerekeinél a tébbség cimkéje hibatlan folyamat
indexére végzédik. Ez igaz, mert x gyerekeinek szdma pontosan n —r > n — f.
Valamint feltettiik, hogy n > 3f, ez a szdm szigortan nagyobb, mint 2f, és
minthogy a gyerekek koziil legfeljebb f-nek a cimkéje végz&dik hibas folyamat
indexével, a sziikséges tobbség megvan.

Ebbél kovetkezik, hogy barmely hibamentes Pj-re az x csics xl gyerekeinek
tobbségere uj érték(xzl); = v fennall. Ekkor az algoritmusban hasznalt tobbségi
szabalybol kovetkezik, hogy 1j érték(x); = v a hibatlan P; folyamatoknal. Igy v
a kivant érték. O

Ellenérizziik az érvényességet.

6.17. lemma . Ha mindegyik hibdtlan folyamat ugyanazzal a v € V' kezdeti ér-
tékkel kezd, akkor egyediil v a lehetséges dontési érték a hibdtlan folyamatokndl.

Bizonyitas. Ha az 0sszes hibatlan folyamat v-vel kezd, akkor az Gsszes hibatlan
folyamat az els6 menetben kozreadja v-t, ezért érték(j); = v minden hibatlan P;
és Pj folyamatra. A 6.16. lemmabol kovetkezik, hogy 4j érték(j); = v minden
hibatlan P; és P; folyamatra. Ekkor az algoritmusban hasznalt tobbségi szabaly-
bol adédik, hogy 4j érték(\); = v minden hibatlan P;-re. Igy P; dontése v, amire
sziikségiink volt. |

A megegyezési tulajdonsag bizonyitasahoz két 0 definiciora van sziikségiink.
Az els6: egy gyOkeres fa csiicsainak egy C' halmaza ttvonal lefedés, ha minden
gyokértol levélhez vezetd utvonal legalabb egy C-beli csiicsot tartalmaz.

A masodik: tekintsiik az EIGYBIz algoritmus egy tetsz6leges o végrehajtési
sorozatatat. A fa egy x csucsa kézds az a-ban, ha az o végrehajtasi sorozat
(f +1)-edik menetében az Gsszes hibamentes P; ugyanazon ij  érték(x); értékkel
rendelkezik. A fa cstucsainak egy halmaza (példaul egy utvonal lefedés) kdzos az
a-ban, ha a halmazba tartozé csticsok mindegyike k6zos az a-ban. Vegyiik észre,
hogy a 6.16. lemma szerint, ha P; hibamentes, akkor minden z-re az zi egy kézos
csncs.
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6.18. lemma . Az EIGYBI1z algoritmus tetszéleges végrehajtasdnak (f+1)-edik
menetében létezik eqy olyan utvonal lefedés, mely kéz0s az a-ban.

Bizonyitas. Legyen C azon zi alakt csicsok halmaza, ahol P; hibamentes.
Ahogy fentebb méar észrevettiik, minden C-beli cstucs kozos. Megmutatjuk hogy
C egy utvonal lefedés. Tekintsiink egy tetszéleges, a gyokértdl egy levélhez vezets
utvonalat. Ez pontosan f + 1 nem gyokér cstucsot tartalmaz, és T' felépitésébdl
ad6doan mindegyik cstics cimkéje kiilonb6z6 folyamat indexével végzédik. Mivel
legfeljebb f hibas folyamat van, az titvonalon kell egy olyan csiicsnak lennie, mely
cimkéje hibatlan folyamat indexére végzddik. Ez a cstics viszont eleme C-nek. O

A kévetkez6 lemma megmutatja, hogyan terjeszkednek felfelé a faban a k6zos
csicsok.

6.19. lemma . Az EIGYBIz algoritmus f + 1 menete utdn igaz az aldbbi. Le-
gyen x eqy tetszbleges cimke az EIGY fdban. Ha lélezik k6z6s ttvonal lefedés az
x gydkerd részfaban, akkor az x kdzos.

Bizonyitas. A bizonyitas indukcioval torténik a fa cimkéi alapjan a levelektdl a
gyokér felé haladva.

Alapeset: legyen x egy levél. Ekkor az x részfa utvonal lefedése csak magabdl
az x csicsbol all. Igy o kozos, ami a bizonyitandé volt.

Indukcids lépés: legyen |x| =1, 0 < r < f. Tegyiik fel, hogy az z részfajanak
van egy C kozos dtvonal lefedése. Ha x eleme C-nek, akkor x kozos, és kész
vagyunk, ezért legyen x ¢ C.

Vegyiik x egy tetszdleges zl gyerekét. Mivel z ¢ C, igy C generél egy ttvonal
lefedést az xl gydkert részfaban. Fzért az indukcids feltevés szerint xl kozos. Mivel
xl tetszblegesen kivalasztott gyereke volt z-nek, x 6sszes gyereke kézos. Ekkor a
ij _ érték(x) definiciojabol kovetkezik, hogy = kozos. a

Egyszertd kovetkezményként kapjuk az alabbit.

6.20. lemma . Az EIGYBIZ algoritmus f + 1 menete utin a A gydkér kozos.

Bizonyitas. A 6.18. és 6.19. lemmakbol adodik. O

Most Gsszekotve a részeket, 1lassuk a f§ helyességi tételt.

6.21. tétel . Az EIGYBIz algoritmus megoldja a bizdnci megegyezési problémdt
n folyamat és f hiba esetében, ha n > 3f teljesiil.

Bizonyitas. A befejezés nyilvanvalo. Az érvényesség a 6.17. lemmabol kovetkezik.
A megegyezés a 6.20. lemmabol és a dontési szabalybol adodik. O

Bonyolultsagelemzés. A koltségek ugyanazok, mint az EIGYSTOP algoritmus
esetében: f + 1 menet, O((f + 1)n?) iizenet és O(nfT1b) a kommunikicié bit-
szdma. Fzenkivill 4j kévetelményként megkivanjuk, hogy a folyamatok szdma
legyen nagy a hibdkhoz képest: n > 3f.
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6.3.3.. A binaris bizanci megegyezésen alapulé altalanos bizanci
megegyezés

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogyan hasznalhat6é szubrutinként egy olyan
algoritmus, mely megoldja a bizanci megegyezést {0, 1} bemenetre, az altalanos
bizanci megegyezés megoldasahoz. A plusz koltség két tobblet-menet, 2n? tobblet-
iizenet ¢s O(n?b) bit a kommunikéciora. Ez tekintélyes megtakaritashoz vezethet a
kommunikaci6hoz sziikséges bitek szamat tekintve, mivel nem sziikséges, hogy V-
beli értékeket kiildjiink, elegend6 binaris értékek kiildése a szubrutin végrehajtasa
alatt. Bar ez el6relépés, de nem elegendé arra, hogy a kommunikécidhoz sziikséges
bitek szama exponencidlisrol polinomidlisra cstkkenjen f fiiggvényében.

Az algoritmus neve, a tervezéi utdn, TURPINCOAN. Az algoritmus felteszi,
hogy n > 3f. Ahogy korabban, most is feltessziik, hogy a folyamat énmaganak
ugyanugy kiildhet iizenetet, mint a tébbi folyamatnak.

TURPINCOAN algoritmus (vazlatosan)

Minden egyes folyamatnak lokalis valtozoi az z, y, z és szavaz, x kezdetben
a folyamat bemeneti értékét veszi fel, y, z és szavaz tetszéleges kezdGérték-
kel indul.

Elsé menet: P; folyamat elkiildi sajat x valtozdjanak értékét az Osszes fo-
lyamatnak, beleértve 6nmagét is. Ha az ebben a menetben érkezett iizene-
tekben egy adott v érték > n — f példanyban fordul el6, akkor P; az y := v
beallitast hajtja végre, egyébként az y := null értékadast.

Madsodik menet: P; folyamat elkiildi sajat y valtozéjanak értékét az Osszes
folyamatnak, beleértve 6nmagat is. Ha az ebben a menetben érkezett {ize-
netekben egy adott V-beli érték > n — f példanyban fordul els, akkor P;
a szavaz 1= 1 beéllitast hajtja végre, egyébként a szavaz := 0 értékadast.
Ugyanekkor, P; a z valtoz6jit a menetben kapott iizenetekben szerepls
nem null értékek koziil a leggyakoribbra 4llitja be, dontetlen esetében tet-
sz6legesen dontve; ha mindegyik tizenet null, akkor z hatarozatlan értékd
marad.

r-edik menet (r > 3): A folyamatok a binéris bizdnci megegyezés algorit-
musat futtatjak, szavaz értékét bemend értékként hasznalva. Ha P; dontése
1 a szubrutinban, és z értéke definialt, akkor az algoritmus végs6 déntése
z, egyébként az alapértékként megadott vy a dontés.

Egy kulcsfontossagn tény a TURPINCOAN algoritmusndl a kovetkezd.

6.22. lemma . Legfeljebb egy olyan v € V érték van, melyet a hibamentes folya-
matok egymdsnak kiildenek o mdsodik menetben.

Bizonyitas. Tegyiik fel, az allitas ellenkezdjét, hogy a P; és P; hibamentes folya-
matok a méasodik menetben kiilén-kiilon a v és w értékeket tartalmazé iizenetet
kiildik, v,w € V és v # w. Ekkor P; legalabb n— f szamu, v-t tartalmazo elsé me-
netbeli {izenetet kapott. Minthogy legfeljebb f hibas folyamat lehet, és a hibatlan
folyamatok ugyanazt az iizenetet kiildik az 6sszes folyamatnak az els§ menetben,
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igy Pj legalabb n — 2f darab v-t tartalmazé iizenetet kap. Minthogy n > 3f,
Pj-hez legalabb f + 1 darab v-t tartalmaz6 {izenet érkezik.

Viszont abbdl, hogy P; a méasodik menetben w-t kiild, az kévetkezik, hogy
legalabb n — f darab els6 menetbeli w-t tartalmazé iizenetet kapott, ezek Osszege
legalabb (f +1) + (n — f) > n iizenet. Azonban a P; folyamat az els6 menetben
csak n lizenetet kaphatott, tehat ellentmondésra jutottunk. O

6.23. tétel . A TURPINCOAN algoritmus megoldja az dltaldnos bizdnci megegye-
zési problémdt a bindris bizdnci megegyezés algoritmusdt szubrutinként haszndlva,
ha n > 3f fenndll.

Bizonyitas. A befejezés egyszertien belathato.

Az érvényesség belatésahoz be kell bizonyitanunk, hogy ha az &sszes hibamen-
tes folyamat ugyanazzal a v kezdeti értékkel indul, akkor az Gsszes hibamentes
folyamat dontése v lesz. Ezért tegyiik fel, hogy mindegyik hibamentes folyamat
v értékkel kezd. Ezutdn az 6sszes > n — f hibamentes folyamat sikeresen szét-
kiildi az els6 menetbeli v-t tartalmazo iizeneteket valamennyi folyamatnak. Igy
az els6 menetben az Osszes hibamentes folyamat az y valtozojat v értékre allitja.
Majd a masodik menetben mindegyik hibatlan folyamat legalabb n — f darab
v-t tartalmazo iizenetet kap, amibdl az kovetkezik, hogy a z valtozdjukat v-re
allitjak, szavaz valtozdjukat pedig 1-re. Mivel az 6sszes hibamentes folyamat az 1
bemenetet alkalmazza a binaris bizdnci megegyezés szubrutinjaban, mindannyiuk
dontése 1 lesz a szubrutinban, az algoritmus érvényességi feltételének megfelelGen.
Ez viszont azt jelenti, hogy a f6 algoritmusban mindegyikiik déntése v lesz, ami
épp az érvényesség feltétele.

Végiil belatjuk a megegyezést. Ha a szubrutin dontési értéke 0, akkor a vg
értéket valasztja valamennyi hibatlan folyamat a végsé dontésként, igy a mege-
gyezés alapértelmezés szerint fennall.

Ezért tegyiik fel azt, hogy a szubrutin déntése az 1 érték. Ekkor a szubru-
tinra vonatkoz6 érvényességi szabély szerint néhany hibamentes P; folyamatra a
szubrutint kezdetekor a szavaz; = 1 fennall. Ez azt jelenti, hogy P; legalabb n— f
darab, egy adott v € V értéket tartalmazo, masodik menetbeli {izenetet kap, és
minthogy legfeljebb f hibés folyamat van, igy P; legalabb n—2f darab v-t tartal-
maz6 lizenetet kap a hibamentes folyamatoktol. Tovabba, ha P; egy tetszéleges
hibatlan folyamat, akkor a P; is legalabb n — 2f darab v-t tartalmaz6, masodik
menetbeli {izenetet kap ugyanazon hibétlan folyamatoktol. A 6.22. lemma sze-
rint csak egy adott v € V értéket kiildhetnek a hibatlan folyamatok a masodik
menetben. Ezért P; nem kaphat f-nél tobb olyan iizenetet, melynek egy masik,
v-t8l kiilonbozs V-beli elem az értéke (ezek a hibas folyamatok iizenetei). Mivel
n > 3f, igy n—2f > f, ezért a v érték a leggyakoribb a P; folyamathoz érke-
zett masodik menetbeli tizenetek kozott. Ebbdl kévetkezik, hogy P; a masodik
menetben a z := v értékadast végzi el. Mivel a szubrutin déntési értéke 1, ez azt
jelenti, hogy P; déntése v. Minthogy ez tetszéleges hibamentes Pj-re fennall, a
megegyezést belattuk. |

A TURPINCOAN algoritmus bizonyitasanal a hibas folyamatok darabszamara
adott korlatot felhasznaltuk arra, hogy segédallitasokat kapjunk a kiillénbozg fo-
lyamatok nézetei kozti hasonldsigrol a végrehajtas soran. Ezt a fajta érvelést
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egyéb egyetértési algoritmusra vonatkozé bizonyitasnal is hasznéljuk, példéul a
kézelitd megegyezésnél a 7.2. fejezetben.

Bonyolultsagelemzés. A menetek szama r+2, ahol r a binéris bizanci megegye-
zés szubrutin meneteinek szama. A tobblet-kommunikacié, amit a TURPINCOAN
algoritmus a szubrutinon kiviil hasznal, 2n? iizenet, mindegyik legfeljebb b bites,
tehat a bitszam osszesen O(n?b) bit.

6.3.4.. A kommunikaciés koltség csokkentése

Bar a TURPINCOAN algoritmus alkalmas arra, hogy valamelyest csokkentsiik a bi-
zanci megegyezés kommunikacios koltségének a bitszamét, de a koltség tovabbra
is exponencialis fiiggvénye lesz f-nek, a hibak szaménak. A bizdnci hiba modell-
ben nehezebb olyan algoritmust talalni, mely polinomialis a hibak szdmara nézve,
mint a megallasi hibdkat tartalmazé modellben. Ebben a részben mutatunk ra
egy példat; ez az algoritmus a futasi idé§ koltségét tekintve nem lesz optimélis, de
nagyon egyszerii és néhany érdekes technikat alkalmaz. Az algoritmus speciali-
san a {0, 1} értékd bizanci megegyezésre vonatkozik, a 6.3.3. szakasz eredmeényei
alapjan lathatjuk, hogyan lehet ezt az algoritmust az &ltalanos esetre alkalmazni.

Az algoritmus a kévetkezetes tizenetszoras miikodési modszert hasznalja az
Osszes kommunikaci6jahoz. Kz a mikodési médszer egy moédja annak, hogy a
kiilénbo6z6 folyamatok altal kapott {izenetek kozott bizonyos mennyiségd 6ssze-
fliggést biztositsunk. A kiévetkezetes iizenetszorast alkalmazva egy P; folyamat
kézreadhat egy (m,i,r) alaku iizenetet az r-edik menetben, és ezt az {izenetet a
folyamatok (beleértve P;-t magét is) tetszdleges ezutani menetben elfogadhatjik.
A kovetkezetes tizenetszoras miikddési modszer a kovetkezs harom feltételnek tesz
eleget.

1. Ha egy hibatlan folyamat az r-edik menetben kozread egy (m,i,r) {izene-
tet, akkor a hibatlan folyamatok ezt az iizenetet az (r + 1)-edik menetig
elfogadjak (azaz vagy az r-edik, vagy az (r + 1)-edik menetben).

2. Ha a P; hibatlan folyamat nem ad kozre az r-edik menetben egy (m,i,r)
lizenetet, akkor az (m,i,r) lizenetet soha egyetlen hibatlan folyamat sem
fogadja el.

3. Ha egy hibatlan P; folyamat elfogad egy (m,,r) iizenetet, mondjuk az r’-
edik menetben, akkor ezt az dsszes hibatlan folyamat elfogadja az (r' + 1)-
edik menetig.

Az els6 feltétel kimondja, hogy a hibatlan folyamatok kozreadott tizeneteit
gyorsan elfogadjak, a masodik szerint hibatlan folyamatnak tévesen soha nem
tulajdonithaté tizenet. A harmadik feltétel szerint egy hibatlan folyamat altal
elfogadott iizenetet (akar hibas, akar nem hibés a kiild6) nem sokkal késébb az
Osszes t6bbi hibatlan folyamat is elfogadja.

A kovetkezetes {izenetszoras modszere konnyen kivitelezhetd.

A KOVETKEZETES UZENSZORAS algoritmus (vazlatosan)

Az (m,i,r) ftzenet 7r-edik menetbeli kozreadasdhoz P; kild egy
(,kezd”, m,i,r) lizenetet az Osszes folyamatnak az r-edik menetben. Ha P;
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kap egy (kezd”,m,i,r) iizenetet P;-t6] az r-edik menetben, akkor kiild egy
(,echd”,m,i,r) lizenetet az dsszes folyamatnak az (r + 1)-edik menetben.

Ha tetsz6leges ©’ > r + 2 menet el6tt P; legalabb f + 1 folyamattol kapott
(sechd”, m,i,r) lizenetet, akkor Pj (,echd”, m,i,r) iizenetet kiild az r'-edik
menetben (ha addig még nem tette meg).

Ha tetszéleges ' > r 4+ 1 menet végéig P; legalabb n — f folyamattol
kapott (,echd”,m,i,r) lizenetet, akkor P; elfogadja a kommunikaciot az
r’-edik menetben (ha addig még nem tette meg).

6.24. tétel . A KOVETKEZETESUZENSZORAS algoritmus megoldja a kévetkeze-
tes tizenetszdrds problémdt, ha n > 3f fenndll.

Bizonyitas. Bebizonyitjuk, hogy a harom tulajdonsag fennall.

1. Tegyiik fel, hogy a hibatlan P; folyamat kozreadja az (m, i, r) iizenetet az r-
edik menetben. Ekkor P; az (,kezd”, m,i,r) iizenetet kiildi az r-edik menet-
ben, és az > n — f szama hibatlan folyamat mindegyike az ( ,echd”, m,i,r)
tizenetet kiildi az (r 4+ 1)-edik menetben. Majd az (r + 1)-edik menet végén
a hibatlan folyamatok mindegyike (,echd”, m,i,r) iizenetet kap legalabb
n — f folyamattol, és igy elfogadja az iizenetet.

2. Ha a hibatlan P; folyamat nem ad kozre egy (m,i,r) lizenetet az r-edik
menetben, akkor nem kiild (,kezd”, m,i,r) iizeneteket, igy a hibatlan fo-
lyamatok soha nem kiildenek (,echd”, m,i,r) {izenetet. Ekkor a hibatlan
folyamatok soha nem fogjak elfogadni ezt az iizenetet, mivel az elfogadas
feltétele, hogy az adott folyamathoz legalabb n — f > f szamu folyamattol
echd lizenet érkezzen.

3. Tegyiik fel, hogy az (m, i, ) tizenetet a hibamentes P; folyamat elfogadta az
r’-edik menetben. Tovabba, hogy P; (,echd”,m,1,r) iizenetet kap legalabb
n — f folyamattol az r’-edik menetig. Az n — f folyamat kozott legalabb
n—2f > f+1 a hibatlan folyamatok szama. Mivel a hibatlan folyamatok
ugyvanazt az iizenetet kiildik az 6sszes folyamatnak, igy mindegyik hibamen-
tes folyamat legalabb f + 1 szamu (,echd”, m,i,r) lizenetet kap az r’-edik
menetig. Ebbdl kovetkezik, hogy az (r' + 1)-edik menetig mindegyik hiba-
mentes folyamat kiild egy ( ,echd”,m,i,r) {izenetet, tehat mindegyik folyamat
legalabb n — f darab (,echd” m,ir) lizenetet kap az (1’ + 1)-edik menetig.
Ezért az tizenetet valamennyi hibatlan folyamat elfogadja az (1’ + 1)-edik
menetig.

O

Bonyolultsagelemzés. Egyetlen iizenet kovetkezetes szorasa O(n?) iizenetet
igényel.

Most bemutatunk egy egyszerti bizdnci megegyezés algoritmust, mely a ko-
vetkezetes lizenetszoérast hasznalja a teljes kommunikacioja soran. A PoLIBIz
algoritmus csak az 1 kezdeti értékekrsl kiild szét informéciét. Egy novekvd kii-
szObértéket hasznal az {izenetszorashoz.

A PoLiBiz algoritmus (vazlatosan)
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Az algoritmus f + 1 szintet hasznal, minden szint két menethdl all. Az
elkiildott iizenetek (kovetkezetes iizenetszorast hasznalva) (1,4, 7) alakuak,
ahol i egy folyamat indexe, r egy paratlan szidm, a menet szdma. Tehat
az lUzenetek elkildése csak az adott szint elsé menetében torténik, és az
elkiildott informéacié értéke csak 1 lehet.

Annak feltételei, hogy a P; folyamat kézreadjon egy {izenetet, a kdvetkezdk.
Az els6 menetben P; akkor adja kozre az (1,4,1) iizentet, ha P; kezdeti
érteke 1. A (2s — 1)-edik menetben, mely az s-edik szint els6 menete, ahol
2 < s < f+1, P, pontosan akkor adja kozre az (1,4,2s — 1) iizenetet, ha
P; legalabb f + s — 1 szamu, kiilonb6z6 folyamatoktol érkezett iizenetet
elfogadott a (2s — 1)-edik menet elétt, és eddig P; még nem adott kozre
iizenetet.

A 2(f + 1)-edik menet végén P; pontosan akkor hoz 1-es dontést, ha a
2(f + 1)-edik menet végéig legalabb 2f + 1 kiilonboz6 folyamat iizenetét
elfogadta. Egyébként P; dontése 0 lesz.

6.25. tétel . A PoLIBI1Z algoritmus megoldja a bizdnci megegyezést, ha n > 3f
fenndll.

Bizonyitas. A befejezés nyilvanvalé.

Az érvényességet tekintve két eset lehetséges. Az elsé, amikor az 6sszes hi-
batlan folyamat az 1-es értékkel kezd, ekkor legalabb n — f > 2f + 1 folyamat
ad kozre iizenetet az els6 menetben. A kovetkezetes lizenetszoras elsd tulajdon-
sagabol adédoan az Osszes hibamentes folyamat elfogadja ezeket az iizeneteket
a mésodik menetig, igy a hibamentes folyamatok mindegyike legalabb 2f + 1
kiilénbo6zé folyamattol fogad el iizenetet a masodik menet végéig. Ez elegendd
ahhoz, hogy a hibatlan folyamatok mindegyike 1-est déntson.

A miésik eset, ha az Osszes folyamat a 0 kezdeti értékkel kezd, ekkor a hiba-
mentes folyamatok egyetlen iizenetet sem adnak kozre. Ennek az az oka, hogy
legalabb f + 1 folyamatnak el kell fogadnia az {izenetet, hogy az kézreadhatova
valjon, aminek elérése lehetetlen anélkiil, hogy el6zetesen egy hibatlan folyamat
kozre ne adna. (A kovetkezetes iizenetszoras mésodik tulajdonsagat hasznaljuk
fel itt.) Ebbdl kovetkezik, hogy az 6sszes hibamentes folyamat dontése 0 lesz.

Végiil megvizsgaljuk a megegyezést. Legyen a hibatlan P; folyamat dontése
1; elegend megmutatni, hogy az 0sszes tobbi hibamentes folyamat dontése is 1.
Mivel P; dontése 1, P;-nek legalabb 2f 41 szamu kiilonb6z6 folyamattol kell elfo-
gadnia iizenetet a 2(f 4+ 1)-edik menet végéig. Legyen I azoknak a folyamatoknak
a halmaza, melyek ezek koziil hibamentesek, ekkor |[I] > f + 1.

Ha mindegyik I-beli folyamat kezdeti értéke 1, akkor ezt mindannyian koz-
readjak az els6 menetben, és a kovetkezetes iizenetszoras elsé tulajdonsaga mi-
att valamennyi hibamentes folyamat elfogadja ezeket az lizeneteket a masodik
menetig. Majd a harmadik menet? el6tt, a hibamentes folyamatok mindegyike
legalabb f + 1 kiilonb6z6 folyamattol érkezd tizenetet fogadott el, mely elegendd
ahhoz, hogy a harmadik menetre ez kozreadhatéva véaljon, és ismét a kovetkeze-
tes lizenetszoras els6 tulajdonsaga miatt, az 6sszes hibatlan folyamat elfogadja

2Feltessziik, hogy f > 1, ezért all itt épp a harmadik menet.
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ezt az iizenetet a negyedik menetig. Igy mindegyik hibamentes folyamat legalabb
n— f > 2f+1 kiilonb6z6 folyamat lizenetét fogadja el a negyedik menet végéig,
emiatt a dontésiik 1 lesz, amit bizonyitani akartunk.

Miésik esetben tegyiik fel, hogy az egyik I-bel folyamatnak, legyen az P;, a
kezdeti értéke nem 1. Ekkor P; a 2s —1 menet valamelyikében ad kozre iizenetet,
ahol 2 < s < f+1, ami azt jelenti, hogy P; legalabb f+s—1 kiilonb&z6 folyamat
tizenetét fogadja el a (2s — 1)-edik menet el6tt; mi tobb az iizenetek egyike sem
szarmazik 6nmagatol. Ekkor a kovetkezetes tizenetszoras harmadik tulajdonsaga
miatt ezen f 4+ s — 1 szamu folyamat iizenetét az Gsszes hibamentes folyamat
elfogadja a (2s — 1)-edik menet végéig, és igy az els6 tulajdonsagbol kovetkezik,
hogy a P; altal kozreadott iizenetet az Osszes hibamentes folyamat elfogadja a
2s-edik menet végéig. Ebbdl kovetkezik, hogy valamennyi hibamentes folyamat
elfogadja legalabb (f +s—1)+1 = f + s kiilonb6z6 folyamat tlizenetét a 2s-edik
menet végéig.

Ekkor két eset lehetséges. Ha s = f + 1, akkor mindegyik hibamentes fo-
lyamat legalabb 2f + 1 kiilonboz6 folyamat iizenetét fogadja el a 2(f + 1)-edik
menet végéig, mely elegendd, hogy biztositsa, hogy a folyamatok mindegyikének
1 legyen a dontése. A masik esetben s < f, akkor az Osszes hibamentes folya-
mat elegend@en sok iizenetet fogad el a (2s + 1)-edik menet el6tt ahhoz, hogy
kozreadjon a (2s + 1)-edik menetben, ha eddig még nem tette volna. Majd a
kovetkezetes iizenetszoras els tulajdonsiga szerint, az Osszes hibatlan folyamat
elfogadja valamennyi hibatlan folyamat tlizenetét a (2s + 2)-edik menet végéig.
Fz ismét elegendd ahhoz, hogy valamennyien 1-est dontsenek, amire sziikségiink
volt. a

Bonyolultsagelemzés. A PoLiBI1z algoritmus meneteinek szama 2f + 2. Leg-
feljebb n a kézreadasok szama, melyek mindegyike O(n?) iizenet jelent; igy az
iizenetek szama O(n3). A bitek szama iizenetenként O(logn), mivel az {izenetek
a folyamatok indexeit tartalmazzak. Igy a kommunikaciés bonyolultsig bitszama
O(n?logn).

Kapcsolat a hitelesitett bizanci hiba modellel. Ha a kozénséges bizanci mo-
dellhez hozzadadjuk a kovetkezetes {izenetszoras képességét, egy olyan modellhez
jutunk, ami valamiképp hasonlé a 6.2.4. szakaszban vazlatosan ismertetett hitele-
sitett bizdnci hiba modellhez. Jéllehet a kett§ nem pontosan ugyanaz. Példaul a
kovetkezetes tizenetszoéras csak fizenetszorasra szolgal és nem az egyedi iizenetkiil-
désre. Még kifejezGbben, a kovetkezetes lizenetszoras nem védi meg P; folyamatot
attol, hogy kozreadjon egy iizenetet, melyben (hibasan) azt allitja, hogy egy adott
Pj folyamat egy bizonyos iizenetet kiildott; a hibatlan folyamatok mindannyian
elfogadjék ezt az lizenetet, akkor is, ha a tartalma téves allitds. A hitelesitett bi-
zénci hiba modellben, a digitalis alafras lehet6vé teszi, hogy a folyamatok az ilyen
iizeneteket azonnal elutasitsdk. Bar a modellek némileg kiilonb6z6k, a kovetkeze-
tes iizenetszoras elég erds ahhoz, hogy felhasznalhaté legyen a kézdnséges bizanci
modell néhany olyan algoritmusanak megvalositasahoz, melyeket a hitelesitett
bizanci hiba modellhez terveztek.



6.4. A bizanci megegyezés folyamatainak szdma 117

6.4.. A bizanci megegyezés folyamatainak szima

Eddig olyan algoritmusokat mutattunk be, melyek megoldjak a megegyezési prob-
lémat egy teljes halozati grafban, megallasi, s6t bizdnci hibak jelenlétében. Lat-
hattuk, hogy ezek igen koltséges algoritmusok. Megéllasi hibak esetére az altalunk
adott algoritmusok koziil a legjobb a OPTHALMAZTERJED algoritmus, melynek
koltségei f+1 menet, 2n? fizenet és O(n2b) bit a kommunikaciora. A bizanci eset-
ben az EIGYBI1z algoritmus f + 1 menetet hasznal, a kommunikaciés koltsége
exponencidlis nagysagrendd, mig a POLIBIZ algoritmus 2(f 4+ 1) menetet hasznal
és a kommunikéciés koltsége polinomialis nagysagrenddi. Mindkét bizénci algo-
ritmus megkivanja, hogy n > 3f fennalljon.

A fejezet hatralevs részében megmutatjuk, hogy nem véletlenek ezek a magas
koltségek. Ebben a részben el@szor bebizonyitjuk, hogy az n > 3f megszoritis
sziikségszerd a bizdnci megegyezési probléma tetszdleges megoldasaban. A kovet-
kezs két alpont ezzel kapcsolatos eredményeket tartalmaz: a 6.5. alfejezet meg-
adja az Osszefliggség pontos mértékét arra, hogy tetszéleges nem teljes halozati
graf esetében a bizanci megegyezés megoldhato legyen, mig a 6.6. alfejezetben
megmutatjuk, hogy az n > 3f korlat kiterjed a bizanci megegyezésnél gyengébb
allitasokat tartalmazé probléméra is. A fejezet utolséd részében beldtjuk, hogy a
menetek darabszamara megadott f + 1 alsoé korlat ugyszintén sziikséges, még a
megallasi hibdkat tartalmazé egyszertbb esetben is.

A bizonyitast, hogy f hiba jelenlétében n < 3 f folyamat nem képes megoldani
a bizanci hibat, a legegyszertibb specidlis esettel kezdjiik: megmutatjuk, hogy ha-
rom folyamat nem tudja megoldani a bizdnci megegyezést, ha fennéll egy hibanak
a lehet6sége. Ezt az eredményt elérevetitette a 6.3.1. szakaszban leirt példa, bar
a példa 6nmagaban nem adott bizonyitast. Most egy altalanos eredményt adunk,
olyan tetsz@legesen valasztott n, f értékekre, melyekre n < 3f fenndll, agy, hogy
,redukaljuk” a problémat a harom egy ellen tipusu felallasra.

6.26. lemma . Hdrom folyamat nem képes a bizdnci megegyezés megolddsdra
eqy hiba jelentkezése esetében.

Bizonyitas. Indirekten: tegyiik fel, hogy az A algoritmus megoldja a bizanci
megegyezési problémat a P;, P5, P folyamatokra, akkor is, ha a harom koziil az
egyik hibazhat. Alkossunk egy 4j S rendszert az A két példanyabol, és megmutat-
juk, hogy S ellentmondéasosan viselkedik. Ebbdl az kovetkezik, hogy a feltételezett
A algoritmus nem létezik.

Egész pontosan vegyiik az A-beli folyamatok két-két példanyat, és rendezziik
6ket egy hatszog alaka S rendszerbe. A folyamatok egyik példanyat (a mésolt
példanyt) a 0 bemeneti értékkel inditjuk, a masik példanyt (az eredetit) az 1
bemeneti értékkel. Az elrendezés a 6.7. abran lathato.

Mit mondhatunk az S rendszerrdl formalisan? Ez egy szinkron rendszer egy
hatszog alakt hélézati grafban, a 2. fejezet altalanos modelljéhez tartozik. Je-
gyezziik meg, nem allitjuk azt, hogy ez a rendszer megoldja a bizanci megegyezési
problémat — nem az a fontos szdmunkra, hogy mit tud, a lényeg, hogy ez egyfajta
szinkron rendszer. Nem fogjuk vizsgalni az S-beli folyamatok mtikédési hibait.
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Py Py

Py P

6.7.. dbra. Az A két példanyabol osszeallitott S rendszer.

Emlékezziink ra, hogy azokban a rendszerekben, melyeket a bizadnci megegye-
zési probléma megoldasanak tekintettiink, feltettiik, hogy mindegyik folyamat
ismeri a teljes halozati grafot. Példaul A-ban P; ismeri a P» és P53 neveket, és fel-
tételezi, hogy pontosan harom csiticspont van, P, P> és P3, melyek haromszoget
alkotnak. S-ben nem azt feltételezziik, hogy a folyamatok az egész hatszogi gra-
fot ismerik, hanem csak azt, hogy a folyamatok a szomszédaik egy helyi nevével
rendelkeznek. Példaul S-ben a P; azt tudja, hogy két szomszédja van, akiknek
Py és Py a neviik, bar valojaban az egyikiikk Pi. P; nem tudja, hogy a csicsok
két peldanyban vannak a hal6zatban. A helyzet hasonl6 a 4. fejezetbelihez, ahol
a folyamatoknak csak helyi ismereteik voltak a hélézati graf sajat maguk koriili
részérsl. Azt mondhatjuk, hogy az S-beli halozat a folyamatok szamara gyakor-
latilag tgy néz ki, mintha A-beli lenne.

Nem varunk el az S rendszertl semmiféle kiilonleges viselkedést. Azt viszont
igen, hogy S barmely bemeneti érték hozzarendelésre egy adott, jol definialt vi-
selkedést mutasson. Ugy fogunk ellentmondésra jutni, hogy megmutatjuk, nem
lehetséges ilyen jol definialt viselkedése S-nek a fentebb emlitett bemeneti értékek
esetére.

Tegyiik fel tehat, hogy S-ben a folyamatok a 6.7. abran lathato kezdeti ér-
tékkel indulnak, a folyamatok maésolt példanyai a 0-val, az eredeti példanyok az
1-gyel; legyen « az eredményiil kapott végrehajtasi sorozat S-ben.

Els6ként a Py és P folyamatok szemszogébdl vizsgaljuk az o végrehajtasi so-
rozatot. A Py és Ps folyamatoknak gy ttnik, hogy egy A, haromszog elrendezés
rendszerben futnak, egy olyan végrehajtasi sorozatban, legyen ez o, melyben a
P, folyamat hibds. Az « és az o1 megkiilénboztethetetlen a Po és P3 folyamatok

szaméra, o 2 ap és « 2 a1 a ,megkiillonboztethetetlenség” 2.4. alfejezetben meg-
adott definicioja szerint. Lasd a 6.8. abrat. Az ag-ben P; egy kiilonds fajta hibas
viselkedést mutat — ugy viselkedik, mintha az a-beli P, Py, P} és P; kombina-
cidja lenne. Bar ez a viselkedés kiilonleges, de megengedhets egy A-beli hibas
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folyamatnak, bizanci hibakat feltételezve.

By By

6.8.. abra. A P, és P3 folyamatok szamara az « és a; megkiillonboztethetetlen
végrehajtasok.

Tudjuk, hogy a; egy olyan A-beli végrehajtéasi sorozat, amelyben a P; hibas,
Py és P3 a 0 kezdeti értékkel kezd, és mivel feltevésiink szerint A megoldja a
bizanci megegyezést, a bizdnci megegyezés helyességi kovetelményeibsl adodik,
hogy végiil aj-ben Ps-nek és Ps-nak 0-4s dontést kell hoznia. Minthogy o meg-
kiilonboztethetetlen ay-t6l Po és Ps szdmara, mind kett6jiik déntése az a-ban is
0 lesz.

Most tekintsiik az « végrehajtasi sorozatot a P| és Pj folyamatok szemszo-
gébdl. A P és Pj folyamatoknak tgy ttnik, hogy egy A, haromszog elrendezést
rendszerben futnak, egy olyan végrehajtasi sorozatban, legyen ez ao, melyben P;

hibas. Azaz o ~ a9 68 « 2 ag. Lasd a 6.9. abrat. A fentivel azonos érvelésbdl
adodoan P| és Pj végiil 1-es dontést hoz a-ban.

Végiil tekintsiik az o végrehajtéasi sorozatot a Py és Pj folyamatok szemszo-
gébdl. A Ps és P| folyamatoknak ugy tinik, hogy egy A, haromszog elrendezést
rendszerben futnak, egy olyan végrehajtasi sorozatban, legyen ez as, melyben P

folyamat hibés. Azaz o 2 o3 és o L ag. Lasd a 6.10. abrat. A bizanci megegyezés
helyességi feltételeibsl adodik, hogy Ps és Pj folyamatoknak végiil dontést kell
hozniuk as-ban, és ugyanazt kell donteniiik. Mivel P53 a 0 kezdeti értékkel indul
és P az 1 kezdeti értékkel, nincs elvaras, hogy melyik érték mellett dontenek, de
a megegyezési feltétel szerint megegyeznek. Ezért a-ban is ugyanazt dontik.

Ez viszont ellentmondés, mivel azt mar tudjuk, hogy a-ban P5 folyamat a 0
dontést hozza, P| pedig az 1-et. O

Most a 6.26. lemmat hasznélva bebizony{tjuk, hogy a bizanci megegyezés
megoldésa lehetetlen n < 3f folyamattal. Ehhez megmutatjuk, hogy ha létezne
n < 3f folyamattal megoldés, mely f szamu hibat eltiir, akkor abbol kovetkezik,
hogy létezik megoldas harom folyamatra és egy bizanci hibara, ami ellentmond a
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6.9.. abra. Az P és P, folyamatok szaméra az o és as megkiilonboztethetetlen
végrehajtasi sorozatok.

6.10.. abra. A Ps és P| folyamatok szamara az « és ag megkiilonboztethetetlen
végrehajtasi sorozatok.

6.26. lemmanak.

6.27. tétel . A bizdnci megegyezés problémdnak nincs megolddsa n folyamatra
f bizdnci hiba eldforduldsa esetében, ha 2 <n < 3f.

Bizonyitas. Arra a specidlis esetre, amikor n = 2, egyszertien belathatd, hogy
nincs megoldéds. Vézlatosan elmondva, tegyiik fel, hogy az egyik folyamat 0-val
kezd, a méasik 1-gyel. Ekkor mind egyikdjiik —annak lehetGségét megengedve,
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hogy a mésik hibas— sajat értéke szerint dont, hogy kielégitse az érvényesség
feltételét. Azonban, ha egyikdjiik sem hibas, ez megsérti a megegyezési feltételt.
Igy feltehetjiik, hogy n > 3.

Tegyiik fel, indirekten, hogy A egy megoldésa a bizanci megegyezésnek
3 < n < 3f mellett. Megmutatjuk, hogyan transzformalhat6 A egy olyan B
megoldasba, mely harom, Py, P», P53 folyamattal egy hibét eltirve megoldja a
bizanci megegyezést. Mindegyik B-beli folyamat nagyjabol az A-beli folyamatok
egy harmadat fogja szimulalni.

Az A-beli folyamatokat hidrom nemiires alhalézatra bontjuk, legyenek ezek
Iy, Is és I3, mindegyikiik legfeljebb f méretii. A B-beli P; folyamat a kévetkezd
modon fogja szimulalni 1;-t.

B:

A P; folyamatok mindegyike nyomon koveti az dsszes I;-beli folyamat
allapotat, I; minden eleméhez hozzarendeli sajat kezdeti értékét, és
szimulalja az I;-beli folyamatok 1épéseit, csakigy mint az I;-beli parok
kozti lizeneteket. Azokat az lizeneteket, melyek I;-beli folyamatok egy
masik alhalézathoz kiildenek, P; elkiildi ahhoz a folyamathoz, mely a
mésik alhalézatot szimulalja. Ha tetsz6leges szamu folyamat v déntést
hoz I;-ben, akkor P; dontése is v lesz. (Amennyiben egynél t6bb ilyen
érték lenne, P; tetsz6legesen valaszt koziiliik.)

Bebizonyitjuk, hogy B helyesen oldja meg a bizdnci megegyezést harom fo-
lyamatra. Valasszuk A-ban pontosan azokat a folyamatokat hibasnak, amelyeket
a B-beli hibasan viselkedé folyamat szimuldl®. Rogzitsiik B egy tetszéleges a
végrehajtasi sorozatat, melyben legfeljebb egy folyamathiba 1ép fel, és legyen o
az az A-beli végrehajtas, melyet ez szimulal. Mivel mindegyik B-beli folyamat
legalabb f szamu A-beli folyamatot szimulal, legfeljebb f hibas folyamat van
o/-ben. Tovabba feltettiik, hogy A megoldja a bizanci megegyezést n folyamat és
legfeljebb f hiba esetében, igy a szokasos megegyezési, érvényességi és befejezési
feltételek a bizénci megegyezésre fennallnak o/-ben.

Bebizonyitjuk, hogy ezek a feltételek a-ra is atvihetdk. A befejezés igazola-
sahoz legyen P; egy B-beli hibatlan folyamat. Ekkor P; legalabb egy A-beli P;
folyamatot szimulal, és P; biztosan hibatlan, mivel P; is az. Az o/-re fennallo
befejezési feltételbdl kovetkezik, hogy Pj-nek végiil dontenie kell; és amint ezt
megtette, P; is dont (ha eddig még nem tett volna igy).

Az érvényesség belatasahoz tudjuk, hogy amennyiben a B-beli 6sszes folya-
mat egy adott v értékkel kezd, akkor az Gsszes hibamentes A-beli folyamat is
v értékkel kezd. Az o érvényességébdl kovetkezik, hogy az o'-beli hibatlan fo-
lyamatok dontése csak v lehet. Ekkor csak v lehet a dontése az a-beli hibatlan
folyamatoknak is.

A megegyezés fennéllasahoz tegyiik fel, hogy P; és P; hibatlan folyamatok
B-ben. Ekkor ezek csak A-beli hibatlan folyamatokat szimulélnak. Az o/-re fenn-
allé megegyezéshdl adodik, hogy ezek a szimulalt folyamatok mind megegyeznek,
tehat P; és P; is megegyezik.

3Felhasznaljuk azt a technikai sajatossagot, hogy a bizanci hibas folyamatok teljesen helyesen
is viselkedhetnek, hogy ez az osztalyozas fenntarthato legyen.
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Osszefoglalva, azt kapjuk, hogy B megoldja a biz4dnci megegyezési problémat
harom folyamatra egy hiba elttirése mellett. Fz ellentmond a 6.26. lemméanak. O

6.5.. Bizanci megegyezés altalanos grafokban

A fejezetben eddig a megegyezési problémakat csak teljes grafokban vizsgaltuk.
Az n csucsu teljes grafokra a 6.3. és 6.4. alfejezetekben belattuk, hogy a bizanci
megegyezés csak akkor oldhaté meg, ha n > 3f fennall. Ebben a részben al-
talanos halézati grafban vizsgaljuk a bizanci megegyezési problémét. Pontosan
jellemezziik azokat a grafokat, amelyekben a probléma megoldhato.

Vegyiik elészor azt, amikor a halézat grafja egy legalabb 3 csiccsal rendelkezd
fa, ekkor nincs esélyiink a bizdnci megegyezési probléma megoldasara, ha akar
egy folyamat is hibasan viselkedik, hisz barmely hibas folyamat, ami nem levél,
lényegében ,szétvalaszthatja” a fa egyik részében 1évs folyamatokat a méasik rész
folyamataitol. A kiilonb6zo6 részben elhelyezkedd hibatlan folyamatok képtelenek
a valés kommunikaciora, még kevéshé a megegyezésre. Hasonléan kézenfekvének
latszik, hogy ha f szamu csics elegendd a graf szétvalasztisara, akkor a bizanci
megegyezés nem oldhatoé meg f hibas folyamatra.

A megérzés formalizaldshoz a kovetkezd grafelméleti fogalmat hasznéljuk. Egy
G graf osszefiiggdségének mertéke, jelolje dssz_fiigg(G), definici6é szerint azon
csucsok szaméanak minimuma, melyeket eltavolitva a grafbol, egy nem osszefiiggd
grafot, vagy a trividlis egy cstucsbdl 4ll6 grafot kapjuk. A G graf c-dsszefiiggd, ha
ossz_fiigg(G) > c.

6.5.1. példa. Osszefiiggdség
Ha egy fanak legaldbb két csiicsa van, akkor az Osszefiigg@sége 1.
Az n cstucsu teljes graf Osszefliggfsége n — 1. A 6.11. abran egy 2
Osszefligg@ségt grafot latunk. Ha a 2-es és 4-es csucsot eltavolitjuk,
akkor az eredmény az egymaéstol elvalasztott 1-es és 3-as cstcs.

6.11.. abra. Egy G graf, melyre dssz_ fiigg(G) = 2.

A gréafelmélet egy klasszikus tételét fogjuk haszndalni, melyet Menger tételének
neveznek.
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6.28. tétel . (Menger tétele.) A G grdf akkor és csak akkor c-6sszefiiggd, ha
G bdrmely két csicsa legaldbb ¢ cstcs-fiiggetlen dttal van dsszekitve.

Most mar jellemezhetjiik azokat a grafokat, melyekben a bizanci megegye-
zés egy adott szamu hiba mellett megoldhat6. A jellemzéshez a graf csidcsainak
szaméat és az Osszefiiggtség mértékét vizsgaljuk. A jellemzés megoldhatatlansagi
részének bizonyitasdhoz hasonlé médszereket hasznélunk, mint amit a 6.4. alfe-
jezetben hasznaltunk a hibas folyamatok szdmara adott alsé korlatnél.

6.29. tétel . A bizdnci megegyezési probléma egy n csicsi G hdldzati grifban f
hiba eltirése mellett akkor és csak akkor oldhato meg, ha mindkét aldbbi feltétel
teljestil:

1. n>3f;

2. dssz_figg(G) > 2f.

Bizonyitas. A 6.27. tételben mar belattuk, hogy n > 3f folyamat sziikséges,
hogy a bizanci megegyezés megoldhaté legyen egy teljes grafban. Kénnyen be-
lathatjuk, hogy az n > 3f feltétel fennéllasa tetszéleges (nem feltétleniil teljes)
grafok esetében is sziikséges; hiszen ha egy algoritmus n < 3f mellett nem teljes
grafban megoldana a problémat, akkor azt hasznalhatniank egy n-cstcsu teljes
grafban is.

Most megmutatjuk, hogy igaz az &llitds ha irdnya, nevezetesen, a bizanci
megegyezés lehetséges, ha n > 3f és dssz_figg(G) > 2f. Mivel G graf 2f + 1-
Osszefiiggs, Menger tételébdl, a 6.28. tételbsl kovetkezik, hogy G barmely két
csticsa kozott legalabb 2f + 1 csties-fliggetlen ut van. Barmely két hibamenetes
P; és Pj kozott megvalosithaté megbizhatoé kommunikicié agy, hogy P; iizenetet
kiild Pj-nek a koztiik 1év6 2f + 1 szami atvonalon. Mivel a hibas folyamatok
szama legfeljebb f, a P; folyamathoz a kiilonb6z6 Gtvonalakon érkezd iizenetek
tobbsége helyes lesz.

Ha a hibamentes folyamatok koziil barmely kett§ kézott megbizhato a kom-
munikacié, akkor a bizdnci megegyezés megoldhaté tetszéleges olyan algoritmus
szimuléacidjaval, mely egy n-csicsi teljes grafban megoldja a problémét. A meg-
bizhat6 kommunikacié fentebb megadott megvalésitasat hasznaljuk a teljes graf-
beli cstcstol cstcsig torténs adatatvitel helyett. Természetesen a bonyolultsig
megnovekszik, de most ez nem lényeges, — az algoritmus helyesen miikodik.

Térjlink r4 a bizony{tas érdekesebb részére, belatjuk, hogy a bizanci megegye-
zés csak akkor oldhato meg, ha dssz_ fiigg(G) > 2f. Leegyszertsitve a problémét,
azt az esetet vizsgaljuk, amikor f = 1; a nagyobb f értékekre torténd, hasonldéan
elvégezhet6 bizonyitast a 6-41. gyakorlatra hagyjuk.

Legyen G egy olyan graf, melyre dssz_fiigg(G) < 2, és amelyben az A algo-
ritmussal megoldhat6 a bizanci megegyezés egy hiba esetében. Ekkor két olyan
csticsa van G-nek, melyek vagy szétvalasztjak G cstucsait, vagy egy egy-csucsu
grafra redukaljak. Ha egy-csucsi grafra redukaljik, akkor G csak harom csiicsbol
all, és azt mar tudjuk, hogy egy harom csiicsbdél allo grafban egy hiba eseté-
ben nem oldhat6é meg a bizanci megegyezés. Igy feltehetjilk, hogy a két cstcs
szétvalasztja G csicsait.
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Ekkor a 6.11. abrahoz hasonlé a kép, kivéve hogy az l-es és 3-as cstics he-
lyettesithets tetszGleges Osszefliged részgrafokkal, és a 2-es és 4-es csics Ossze
lehet kotve az Osszefliggd részgrafok mindegyik cstucsaval. (Hidnyozhat a 2-es és
4-es csucsot Osszekots él is, de ez csak rontana a helyzetet.) Ismét az egyszertiség
kedvéért azt az esetet vizsgaljuk, amikor az 1-es és 3-as csak egyszerti csticsok.
Egy S rendszert épitiink A két példanyanak osszerakasaval. A folyamatok egyik
példanyat a 0 bemend értékkel inditjuk, a masikat 1-gyel, ahogy a 6.12. abran
latjuk. A 6.26. lemma bizonyitasdhoz hasonléan, S az adott bemenetre jol de-
finidlt modon viselkedik. Ismét tigy jutunk ellentmondésra, hogy belatjuk, nem
lehetséges ez a viselkedés.

Py P P}

P, ¢ Py

Ps Py
6.12.. abra. Az A két példanyanak kombinacidjaként kapjuk meg az S algorit-
must.

Tegyiik fel tehéat, hogy S-ben a folyamatok a 6.12. &dbran lathatd kezdeti
értékekkel indulnak, azaz a masolat folyamatok 0-val, az eredetiek 1-gyel; legyen
a az eredményiil kapott végrehajtés.

Tekintsiik az o végrehajtisi sorozatot a Py, P és P3 folyamatok szemszo-
gébsl. A folyamatoknak tgy ttinik, mintha az A rendszerben futnénak egy oy
végrehajtasi sorozatban, amelyben P4 hibas. Lasd a 6.13. 4brat. Ekkor a bizénci
megegyezés helyességének feltételeibél adodik, hogy végiil ag-ben Py, P» és Ps
dontése 0 lesz. Minthogy a megkiilénboztethetetlen ai-t6l a P, P» és Ps folya-
matok szaméra, mind harmo6juk dontése az a-ban is 0 lesz.

Majd tekintsiik az « végrehajtast a Pj, Pj és Py folyamatok szemszogébdl. E
harom folyamatnak tigy tiinik, mintha az A rendszerben futnanak egy ao végre-
hajtési sorozatban, amelyben Py hibéas. Lésd a 6.14. abrat. Az el6z6hoéz hasonlo
bizonyitassal azt kapjuk, hogy Py, Pj és Pj folyamatok dontése 1 lesz az a-ban.

Végiil tekintsiik az o végrehajtési sorozatot a Ps, Py és P| folyamatok szem-
sz0gébdl. Ezeknek a folyamatoknak tigy tlinik, mintha az A rendszerben futnédnak
egy a3 végrehajtasi sorozatban, amelyben P» hibas. Lasd a 6.15. 4brat. A bizanci
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Py Py Py

6.13.. abra. Az a és a megkiilénboztethetetlen Py, Py és Ps folyamatok szamara.

megegyezés helyességének feltételeibsl adodik, hogy végiil e harom folyamat don-
tést hoz az as-ban, és dontésiik azonos lesz. Ugyanez igaz a-ban.

De ez ellentmondés, mivel méar belattuk, hogy Ps dontése csak 0 lehet a-ban,
P/ déntése pedig csak 1. Ebb6l kivetkezik, hogy nem lehet megoldani a bizénci
megegyezést a G grafban dssz_ fiigg(G) < 2 és f = 1 esetében.

Az eredmények f > 1 esetre torténd dltalanositasahoz ugyanezeket a diag-
ramokat hasznalhatjuk Ggy, hogy a Ps és Py cstcsokat az Is és Iy, legfeljebb f
csicsbdl 4ll6 halmazokkal helyettesitjik, a P, és P53 csticsokat pedig tetsz6leges
I; és I3, csiucsokat tartalmazo halmazokkal. Az Osszes Is és Iy-beli cstuicsot el-
tavolitva, I; és I elszakad egymaéstol. A 6.11. abra éleit az Iy, Iz, I3 és I4-beli
cstcsokbél allé csoportok kozotti élek kotegeinek tekinthetjiik. O
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6.14.. abra. Az « és ag megkiilonboztethetetlen Pj, Py és Pj folyamatok szamara.

6.6.. Gyenge bizanci megegyezés

Ugyanaz az altaldnos bizonyitasi séma, amit a 6.4. és 6.5. alfejezetekben hasz-
naltunk, hogy bebizonyitsuk a megoldhatatlansagi eredményeket a bizanci mege-
gyezésre n < 3f vagy dssz_fiigg < 2f esetében, alkalmazhatéd egyéb megegyezési
problémak megoldhatatlansagi eredményeinek bizonyitasahoz. Példaul, ebben az
alfejezetben megmutatjuk, hogyan alkalmazhat6é ez a mddszer a bizédnci mege-
gyezés egy gyengitett viltozatara, melyet gyenge bizdnci megegyezésnek hivnak.

Az egyetlen kiilonbség a gyenge bizanci megegyezés és az altaldnos bizanci
megegyezés kozott az érvényességi feltételben van. A gyenge bizanci megegyezés
érvényessége a kovetkezd.

Ervényesség. Ha nincs hibas folyamat és mindegyik folyamat ugyanazzal a v €
V kezdeti értékkel indul, akkor csak v a lehetséges dontési érték.

Az &ltalanos bizanci modellben, ha az 6sszes hibéatlan folyamat ugyanazzal a
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Py

6.15.. dbra. Az « és az megkiilonboztethetetlen Py, Py és P| folyamatok szaméra.

v kezdeti értékkel indul, akkor mindannyiukra nézve kotelezd a v dontés, akkor s,
ha vannak hibds folyamatok. A gyenge bizdnci megegyezésben csak akkor varjuk
el t6lilkk a v dontést, ha nincsenek hibék.

Mivel a probléma kikotése gyengébb, mint az altaldnos esetben, ezért az algo-
ritmus, melyet az altaldnos bizanci problémara adtunk, miikddik a gyenge bizadnci
megegyezésre is. Mésrészrsl, a megoldhatatlansigi eredmények nem viheték at
kézvetleniil; elképzelhets, hogy a gyenge bizdnci megegyezésre 1éteznek hatéko-
nyabb algoritmusok. Jollehet, ki fog deriilni (egy apr6 technikai feltétel mellett),
hogy a folyamatok darabszamara és a graf dsszefiiggésére fennalld korlat tovabbra
is igaz. (A technikai feltétel, amire sziikségiink van: feltessziik, hogy n > 3, mivel
a gyenge bizanci megegyezés n = 2 esetére van egy trivialis algoritmus.)

6.30. tétel . Legyenn > 3. A gyenge bizdnci megegyezési probléma akkor €s csak
akkor oldhatd meg egy n-csicsbdl dllé G hdlézati grafban f hiba eltdrése mellett,
ha mindkét alabbe dllitds teljestil:
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1. n>3f;
2. 6ssz_fiigg(G) > 2f.

Bizonyitas. A ha irdny kévetkezik azon protokollok létezésébdl, melyet a 6.29.
tételben az altalanos bizanci megegyezésre adtunk. Bebizonyitjuk, hogy harom
folyamat nem képes a gyenge bizanci megegyezés megoldasara egy hibalehetdség
mellett, és a 6-43. gyakorlatra hagyjuk az allitds f > 1 esetre torténd kiter-
jesztésének, valamit az Osszefiiggbségre vonatkozo allitdsnak a bizonyitasat. Az
egyszertiség kedvéert tegyiik fel, hogy V = {0,1}.

Legyen A egy harom-folyamatos algoritmus, mely megoldja a gyenge bizanci
megegyezést a P, Py és P; folyamatokra, még ha az egyik hibas is. Legyen o A-
nak az a végrehajtasi sorozata, melyben mindharom folyamat a 0 értékkel indul és
hiba nem 1ép fel. A befejezési és érvényességi szabalyokbol kivetkezik, hogy végiil
mindhédrom folyamat 0 déntést hoz az ag-ban; legyen g azon menetek sorszamai
koziil a legkisebb, melyre mindegyik folyamat déntésre jut. Hasonloképpen legyen
a1 az a végrehajtas, melyben mindegyik folyamat 1-gyel kezd és hiba nem 1ép fel,
igy végil mindegyik folyamat dontése 1 lesz a1-ben. Legyen 71 az ehhez sziikséges
menetek szama és valasszuk r-nek az r > max{rg,ri, 1} értéket.

Keészitsiink egy 1j S rendszert, az A rendszer 2r szamu példanyanak egy kor
mentén val6 elhelyezésével, azaz 6r folyamattal, melybdl 3r a kor ,fels6 felén”
helyezkedik el, 3r pedig az ,als6 felén”. A felss felkéron lévoket 0 kezdeti értékkel
inditjuk, az als6 félkoron lévéket 1-gyel. Az elrendezést a 6.16. dbran lathatjuk.
(Most nem bonyolitjuk az abrat az eredeti és tobbi, tobb példanyban szerepls
A-beli folyamat megkiilonboztets jelolésével.) Legyen « az eredményiil kapott
S-beli végrehajtas.

P

6.16.. abra. Az A 2r darab példanyanak egyiitteseként megkapjuk az S rendszert.

A 6.26. lemma bizonyitdsdhoz hasonléan megmutathatjuk, hogy barmely két
szomszédos S-beli folyamatnak ugyanarra a dontésre kell jutnia az o végrehajtési
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sorozatban, mivel a két folyamat szempontjabol ugy tekinthetjiik, hogy egy hé-
romszogben vannak elhelyezve, egy harmadik, hibas folyamattal 6sszekapcsolva.
Ebbél az kovetkezik, hogy S mindegyik folyamata ugyanazt a dontést hozza az
a végrehajtasi sorozatban. Tegyiik fel, az altaldnossig megsértése nélkiil, hogy
valamennyiiik dontése 1.

Most, hogy ellentmondésra jussunk, belatjuk, hogy néhény, a fels§ félkoron
elhelyezkedd folyamatnak 0 doéntést kell hoznia. Legyen B tetszéleges, az S felss
félkorén egymds utan kovetkezd, 2r + 1 darabszami folyamatbol allé , blokk™;
ezek mindegyike a 0 kezdeti értékkel indul a-ban. Ekkor az 6sszes B-beli folya-
mat ugyanabbdl az allapotbol indul a-ban, mint az azonos nevi folyamat ap-ban,
és ugyanazokat az iizeneteket kiildi az elsé menetben. Igy, az elsé menetben az
Osszes B-beli folyamat, kivéve esetleg a blokk két szélén lévd egy-egy folyamatot,
ugyanazt az lizenetet kapja a-ban, mint a névrokonaik ap-ban, igy azonos &l-
lapotban maradnak és azonos iizenetet kiildenek a masodik menetben mindkét
végrehajtasi sorozatban. A masodik menetben mindegyik B-beli folyamat, ki-
véve kettt-kett6t a blokk két szélén, ugyanazt az iizenetet kapja, és ugyanabban
az allapotban marad mindkét végrehajtasi sorozatban. Ezt folytatva, a k-adik,
1 < k < r menetben az Osszes B-beli folyamat, kivéve k darabot a két szé-
len, ugyanazt az lizenetet kapja, és ugyanabban az allapotban marad a-ban és
ag-ban. Mas szavakkal az o és ag k menetet vizsgalva megkiilénbéztethetetlen
valamennyi B-beli folyamat szdmara, kivéve a két szélen k darabot. Véazlatosan
szolva, ennek az a magyardzata, hogy az informéciénak nincs ideje arra, hogy a
blokk két szélérdl eljusson ezekhez a folyamatokhoz.

Gyakorlatilag az a és ap megkiilonboztethetetlen a B blokk kézepén elhe-
lyezked§ P; szamara az r-edik menetben. Minthogy P; folyamat 0 déntést hoz az
r-edik menet végére az a-ban, igy tesz az ap-ban is. Ez ellentmond a kiinduléskor
tett feltevésiinknek, hogy P; 1 dontést hoz a-ban. O

6.7.. A menetek szama megallasi hibak esetében

A fejezet befejezéseként megmutatjuk, hogy a megegyezési probléma nem oldhat6
meg kevesebb, mint f+41 menet alatt, akér bizdnci, akar megallasi hibak esetében.
Mas szavakkal nem létezik olyan megegyezési protokoll egyik hibafajta esetére
sem, melyben az Osszes hibamentes folyamat az f-edik menetig déntést hoz.
Moédszeriink az lesz, hogy feltessziik, hogy létezik f-menetes megegyezési al-
goritmus, és a bizonyitds soran ellentmondésra jutunk. Kényelmi okokbol né-
hény megszoritast tesziink a feltételezett algoritmusra vonatkozdan, de egyik sem
okozza az altaldnossig megcesorbitasat. Elséként feltessziik, hogy a halézati graf
teljesen Osszefiiggs; egy gyors, nem teljes grafon futd algoritmus teljes grafon is
miikédik, igy biztosan nem veszitiink az altaldnossagbol ezzel a megszoritassal.
Feltessziik tovabba, hogy az 6sszes olyan folyamat, amelyik déntést hoz, az ezt
pontosan az f-edik menet végén teszi, majd régtén megdll. Ebben az esetben a
bizanci megegyezést megold6 algoritmus sziikségképp a megallasi problémara is
j6 (lasd a 6.1. alfejezet megjegyzését a két probléma kozotti kapcsolatrol). Igy
célunk, a megoldhatatlansigi eredmény eléréséhez elegendd, ha csak a megallasi
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hiba probléma vizsgalatara szoritkozunk. Azt is feltessziik, hogy mindegyik fo-
lyamat mindegyik masik folyamatnak kiild lizenetet valamennyi k, 1 < k < f
menetben (hacsak, és amig nem hibazik). Végiil, vizsgalatunkat leszikitjiik a
V ={0,1} értékhalmazra.

Az 5. fejezetben targyalt Osszehangolt tamadasi problémahoz hasonlban, a
bizonyitas kényelmessé valik a kommunikécios minta fogalménak hasznalatéval,
mely annak jel6lése, hogy az egyes menetekben melyik folyamat mely més fo-
lyamatoknak kiild {izenetet. Az el6z6 definiciot alkalmazva a teljes graf esetére
a kommunikaciés mintat dgy definialjuk, hogy barmely részhalmaza a kévetkezs
halmaznak:

{(i,4,k): 1 <i,j <mn,i#7j,1<k}.

A kommunikaciés minta nem &brazolja az iizenetek tartalmat, csak azt, hogy
melyik folyamat mely folyamatoknak, melyik menetben kiild {izenetet.

A kommunikacioés mintara vonatkozolag hdrom megszoritast tesziink. ElGszor,
mivel a vizsgalt algoritmus f menetes, csak azokat a kommunikicios mintakat
tekintjiik, melyekben mindegyik (4,7, k) harmasban k < f fennall. Méasodszor,
minthogy a megallasi hiba modellel dolgozunk, a lehetséges kommunikéciés min-
tak eleget tesznek a kovetkezd megkotésnek: ha egy tetszéleges (i, j, k) harmas
hidnyzik a mintabol, akkor ez igaz minden olyan (7, j', k') harmasra, ahol k¥’ > k.
Azaz, ha P; folyamat hiba miatt nem kiild {izenetet a k-adik menetben, akkor
egyetlen rdkovetkezd menetben sem fog. Harmadszor, mivel azokat a végrehaj-
tasi sorozatokat vizsgaljuk, amelyekben legfeljebb f hiba fordul els, az Osszes
sz0ba jové kommunikaciés minta legfeljebb f szdmua hibas folyamatot tartalmaz.
(Egy P; folyamatot hibdsnak tekintiink egy kommunikéciés mintaban, ha néhany
(i,7,k), k < f alakd harmas hidnyzik a mintdbol.) Azt mondjuk (csak a fejezet
hatralévs részében), hogy egy kommunikicios minta jd, ha kielégiti ezt a harom
feltételt.

6.7.1. példa. J6 kommunikaciés minta.
A j6 kommunikéciés minta egy példajat dbrazolja (n = f = 4 eseté-
ben) a 6.17. abra. Ebben a mintdban P3 az els§ menetben Pj-nek kiild
tizenetet, de hiba miatt nem kiild Pj-nek és P>-nek. Tehat P megall
az elsé menetben, és a kés6bbi menetekben mar semmit sem kiild. A
P, folyamat is megdll a masodik menet végén. P és P, hibatlanok.

Most definidljuk a futam fogalmat, mely a kdvetkezd kett6 kombinécidja:

1. bemeneti értékek hozzarendelése az 0sszes folyamathoz;

2. egy j6 kommunikiciés minta.
(Ez hasonlé ahhoz a fogalomhoz, amit az 5.2.1 részben ellenfélnek neveztiink.)

A megegyezési probléma egy bizonyos A algoritmuséira minden egyes p futam
természetes modon definial egy megfelels végrehajtds(p) végrehajtast. Nevezete-
sen a folyamatok kezdeti allapotat meghatdrozza a bemeneti allapot dsszetevik
beallitasa a p-ban megadott bemeneti értékek szerint; az elkiildésre keriil§ iize-
neteket a p kommunikicios mintédja hatarozza meg, mivel A iizenet fliggvényét
alkalmazzuk a kiilds folyamat eredeti allapotara; a kezdeti allapotokat kovets
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folyamatok

1. menet 2. menet 3. menet 4. menet

6.17.. abra. Példa egy j6 kommunikéiciés mintara.

allapotokat pedig A atmeneti fiiggvénye hatarozza meg. (Miutan egy folyamat
hiba miatt t6bbé nem kiild {izenetet, arra mar nem alkalmazzuk tobbet az alla-
potatmenet fiiggvényt.)

Az f = 1 specialis esettel kezdjiik a bizonyitast, hogy ezzel egy sejtést adjunk
az als6 korlatra.

6.31. tétel . Legyen n > 3. Ekkor nincs olyan algoritmus, mely megoldja a meg-
alldsi hiba problémdt n folyamattal, eqy hibdt eltdrve gy, hogy az dsszes hibdtlan
folyamat minden esetben az elsd menet végére dontést hozzon.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten, hogy 1étezik egy ilyen A algoritmus, és az A
kielégiti az alfejezet elején felsorolt 6sszes feltételt.

Konstrualjunk egy lancot az A végrehajtasi sorozataibol, melyek legfeljebb
egy hibas folyamatot tartalmaznak, és (a) a lancbeli els6 végrehajtasi sorozat
egyediili dontési ertékként a 0-at tartalmazza, (b) a lancbeli utolsé végrehajtasi
sorozat egyediili dontési értékként az l-et tartalmazza, és (c¢) barmely ket egy-
mést kdvets végrehajtasi sorozata megkiilénboztethetetlen azon folyamat szé-
mara, mely mindkettében hibatlan. Ekkor mivel a hibamentes P; folyamat sza-
méra barmely két egymast kovets végrehajtasi sorozat megkiilonboztethetetlen,
P; ugyanazt a dontést hozza mindkét végrehajtasi sorozatban; ebbél kovetkezik,
hogy a két végrehajtasi sorozatnak ugyanaz az érték az egyediili dontési értéke.
Ez azt jelenti, hogy a lanc dsszes végrehajtasi sorozatdnak ugyanaz az érték az
egyediili dontési érteke, ami ellentmond az (a) és (b) kikotésnek.

Kezdjiik a lancot azzal az végrehajtds(po) végrehajtasi sorozattal, melyet az a
po futam hataroz meg, amelyben az 6sszes folyamat a 0 kezdeti értékkel indul, és
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6.18.. d4bra. A po futam — minden bemenet 0, hibak nincsenek.

nincs hibéas folyamat. Ezt a futamot adbrazolja a 6.18. 4bra. Az érvényesség sze-
rint végrehajtds(po)-ban az egyediili dontési érték a 0, a kovetkezs végrehajtasi
sorozatot gy kapjuk, hogy egy egyszerd iizenetet elhagyunk — amit P; folyamat
Ps-nek kiild. Az eredmény a 6.19. abran lathato. Ez a végrehajtési sorozat meg-
kiillonboztethetetlen végrehajtds(po)-tol minden folyamat szaméara, kivéve Pj és
P folyamatokat. Mivel n > 3, van legalabb egy ilyen folyamat. Ez a folyamat
hibamentes mindkét végrehajtasi sorozatban.

Ezutan eltavolitjuk P; folyamat Ps-nak kiildott iizenetét; ez és az elézd vég-
rehajtasi sorozat megkiilénboztethetetlen minden folyamat szamara, kivéve P;
és P folyamatokat, és legaldbb egy ilyen folyamat létezik. Ezt az utat folytatva,
mindig egy iizenetet eltévolitva a P folyamattol, az egymast kovetd menetek
megkiilonbdztethetetlenek lesznek egy bizonyos hibatlan folyamat szaméra.

Mikor eltavolitottuk P; 0sszes lizenetét, azzal folytatjuk, hogy megvaltoztat-
juk P; bemeneti értékét 0-rol 1-re. Termeészetesen az eredményiil kapott végre-
hajtasi sorozat megkiilénboéztethetetlen az el§z6t61 valamennyi folyamat szamara,
kivéve Pi-et, minthogy P; semelyiknek sem kiild iizenetet a két végrehajtasi soro-
zatban. Majd egyesével visszahelyezziik P; iizeneteit, és tovabbra is igaz marad,
hogy az egymést kovets végrehajtasi sorozatok paronként megkiilénboztethetet-
lenek egynéhany hibamentes folyamat szamdara. Ezzel a moédszerrel elériink a
végrehajtds(py)-hez, ahol p; definicié szerint az a végrehajtas, melyben P, beme-
neti értéke 1, az 6sszes tobbi folyamaté 0, és nincsenek hibak.

Majd ezt az eljarast megismeételjiik a Py folyamatra, els6ként egyesével eltéa-
volitjuk az iizeneteit, utana kicseréljiik P» bemeneti értékét 0-rol 1-re, és vissza-
helyezziik az iizeneteit. Eredményiil kapjuk a végrehajtds(p2) végrehajtast, ahol
p2 az a futam, melyben a P; és P, folyamat bemeneti értéke 1, a tobbié 0, és nin-
csenek hibak. Megismételve ezt a P, ..., P, folyamatra végil a végrehajtds(pn)
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6.19.. 4bra. Az eredmény, ha egy {izenetet eltavolitunk gy futambol.

végrehajtasi sorozatot kapjuk, ahol p, az a futam, melyben az Gsszes folyamat
az 1 értékkel kezd és nincsenek hibék.

Ezzel elkészitettiik azt az végrehajtas(po)-tol végrehajtds(py)-ig tarto lancot,
mely eleget tesz a (c) kikotésnek. Azonban az érvényességi feltételbsl kovetkezik,
hogy az egyediili dontési érték a wvégrehajtds(po)-ban 0, a végrehajtds(py,)-ben
viszont 1, ami ellentmond (a) és (b) kikotéseknek. Tehat megkaptuk azt a lancot,
ami ellentmondashoz vezet. g

Miel6tt az altalanos esetre ratériink, még egy el6zetes elemzést végziink — az
f = 2 esetre.

6.32. tétel . Legyen n > 4. Ekkor nincs olyan algoritmus, mely megoldja a meg-
dlldsi hiba problémdt n folyamattal, két hibdt eltdrve gy, hogy az dsszes hibdtlan
folyamat minden esetben a mdsodik menet végére dontést hozzon.

Bizonyitas. Tegyiik fel most is, hogy létezik ilyen algoritmus. Az el6z8héz ha-
sonlé modon, ismeét készitiink egy lancot, mely eleget tesz ugyanazon (a), (b), (c)
feltételeknek, mint amit az el6z6 bizonyitdsban adtunk. Minden ¢, 0 < 7 < n
esetében, p; jeldlje azt a futamot, melyben a Pi,...PFP;-nek 1 a bemenete,
Pit1, ... Py-nek pedig 0, és nincsenek hibak. A lanc az végrehajtds(po)-val indul,
végrehajtds(py)-nel fejez6dik be, koztiik az Gsszes végrehajtds(p;) végrehajtési so-
rozattal.

Az végrehajtds(po)-val kezdve, els6ként a P; folyamat kiiktatdsa a célunk.
Amikor csak egy menettel foglalkoztunk, akkor egyszertien egyesével eltavolitot-
tuk P; iizeneteit. Most probléma nélkiil megtehetjiik, hogy egyesével eltavolitjuk
P} méasodik menetbeli iizeneteit, de ha eltavolitjuk P; egy mésik, P; folyamat sza-
méra kiildétt elsé menetbeli iizenetét egy lépésben, akkor mar nem marad igaz,
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hogy a két egymast kéveté menet megkiilonboztethetetlen a tobbi hibamentes
folyamat szamara. Ez abbol adodik, hogy P; a méasodik menetben értesitheti a
tobbi folyamatot, hogy kapott-e iizenetet az els§ menetben P;-tél.

Ezt a problémat agy oldjuk meg, hogy tobb lépéshen tavolitjuk el P; folyamat
elsé menetbeli P;-nek kiildott iizenetét. A kdzbenss végrehajtasi sorozatokban P
és P; folyamatokat hibasnak tekintjiik; ez megengedhetd, hisz f = 2. Kezdjiik te-
hat azzal a végrehajtasi sorozattal, melyben P; lzenetet kiilld P;-nek az elsé
menetben és P; hibatlan. Egyesével eltavolitjuk P; mésodik menetbeli iizeneteit
amig megkapjuk azt a végrehajtasi sorozatot, amelyben P; kiild P;-nek iizenetet
az els6 menetben, de P; nem kiild {izenetet a masodik menetben. Majd eltavolit-
juk P els6 menetbeli Pj-nek kiildott tizenetét; az eredményiil kapott végrehajtés
megkiilonboztethetetlen az el6z6t6l az 6sszes folyamat szamaéra, kivéve P és P;
folyamatokat. Majd egyesével visszahelyezziik a P; altal kiild6tt mésodik me-
netbeli lizeneteket, amig megkapjuk azt a végrehajtasi sorozatot, amelyben P;
nem kiild P;-nek iizenetet az elsé menetben, és P; hibatlan. Ezzel elértiik a cé-
lunkat, eltavolitottuk P; els6 menetbeli, P;-nek kiildott iizenetét, mikdzben az
egymaést kovets végrehajtasi sorozatok parosaval megkiilonboztethetetlenek ma-
radtak egynéhany hibatlan folyamat szamaéra.

Ezzel a moédszerrel egyesével eltavolitjuk P; els§ menetbeli {izeneteit, amig
P egyetlen iizenetet sem kiild. Ekkor P; bemeneti értékét 0-r6l 1-re cseréljiik,
ahogy az el6bb is tettiik. Folytatjuk az eljarast, csak ,ellenkezd irdnyban”, egye-
sével visszahelyezve P; els§ menetbeli iizeneteit. Megismételve ezt az eljarast a
P, ..., P, folyamatokra megkapjuk a kivant lancot. O

Most bebizonyitjuk az altalanos tételt.

6.33. tétel . Legyen n > f + 2. Ekkor nincs olyan algoritmus, mely megoldja a
megdlldsi hiba problémdt n folyamattal, f hibdt eltdrve gy, hogy az 0sszes hibdtlan
folyamat minden esetben a f-edik menet végére dintést hozzon.

A 6.31. és 6.32. tételek bizonyitasaiban megtalalhatjuk a 6.33. tétel bizonyi-
tasanak f6bb gondolatait. Az altaldnos eset bizonyitasahoz hosszabb lancokat ké-
szitiink, f darab folyamathibat megengedve. A bizonyitas formélisabb lesz, mint
a 6.31. tétel és a 6.32. tétel bizonyitasa. Ehhez néhany jel6lést vezetiink be.

Els6ként, ha p és p' futamokban a P; folyamat hibatlan, akkor a p ~ p’ azt
jelenti, hogy végrehajtds(p) ~ wvégrehajtis(p’) — vagyis a p és p/ futamok &ltal
generalt végrehajtasok megkiilonboztethetetlenek P; folyamat szédmara. Jeldlje
p ~ p azt, ha fennall a p ~ p néhany P; folyamatra, melyek p és p’ futamok
mindegyikében hibatlanok. Tovabba jeldlje a ~ relacio p ~ p’ tranzitiv lezarasat.

Majd vegyiik észre, hogy mindazon kommunikaciés mintdnak, mely a 6.31.
és 6.32. tételek bizonyitasaiban szerepld lancokban el6fordul, van egy bizonyos
egyszerd tulajdonsiga. Ezt a tulajdonsagot jellemezziik a kévetkezd definiciéval.
Azt mondjuk, hogy egy j6 kommunikiciés minta szabdlyos, ha minden k (0 <
k < f) értékre legfeljebb k darab folyamat hibazik (egy {izenetet sem kiild) a
k-adik menet végéig. Azt mondjuk, hogy a futam, vagy végrehajtas szabdlyos,
ha a kommunikaciés mintaja szabalyos.
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Végiil, ha p egy tetszoleges futam és 0 < k < f, legyen hn(p, k) az a futam
—a p egy olyan valtozata, mely hiba nélkili k id6pont utdn— melynek bemenete
azonos p bemenetével, a kommunikiciés mintdja ugyanaz mint a p futamé az elsé
k menetben, és a tovabbiakban Gjabb hiba nem fordul els. Nyilvanvalé médon
adédnak a hn futamokra az alabbi tulajdonsigok.

6.34. lemma . Ha a p egy szabdlyos futam, akkor
1. tetszéleges k (0 < k < f) esetében hn(p, k) szabdlyos;
2. ha p' azonos p-val, kivéve, hogy néhdny P; folyamat, mely p-ban hibdzik,
p'-ben késébbi menetben lesz hibds, akkor p' szabdlyos;
3. ha a (k + 1)-edik menetben egyik folyamat sem hibdzik, akkor hn(p,k) =
hn(p, k +1).

A 6.33. tétel bizonyitasanak lelke a kévetkezé erés lemma, mely kimondja,
hogy bdrmely két azonos bemenettel rendelkez6 szabélyos végrehajtasi sorozat
kozott létrehozhatunk egy lancot.

6.35. lemma . Legyen A egqy n-folyamatos algoritmus a megdlldsi hiba problé-
mdra, mely f szdmi hibdt eltdr, és melyben o hibamentes folyamatok minden
esetben dintést hoznak az f-edik menet végéig. Leqyen p és p' két szabdlyos fu-

tama az A algoritmusnak, melyekben a bemenet azonos, ekkor p ~ p'.

Bizonyitas. A bizonyitashoz az alabbi paraméteres segédtételt fogjuk belatni.
A lemma azonnal kévetkezik a k = 0 esetbdl.

6.36. segédtétel . Legyen k eqy egész szdm, 0 < k < f. Legyen p és p' két
szabdlyos futama az A algoritmusnak, melyekben azonos a bemenet és azonos a
kommunikdciés minta 1s k meneten keresztil. Ekkor p =~ p'.

Bizonyitas. A 6.36. allitas bizonyitasa k szerinti forditott indukciéval térténik,
a k = f esettel kezdjiik, és a k = 0 esettel fejezziik be.

Alapeset: k = f. Ez az eset trividlisan adodik a feltevésbdl, hogy p és p’
bemenete megegyezik, és kommunikiciés mintajuk azonos az f-edik menetig,
amibdl az kivetkezik, hogy p és p’ azonos.

Indukcids lépés: feltessziik, hogy 0 < k < f — 1, és az allitas igaz k + 1
értékre. Elegend§ belatnunk, hogy barmely szabélyos p futamra fennall, hogy p ~
hn(p, k), mivel ezt kétszer alkalmazva megkapjuk a kivant allitast. Rogzitsiink egy
szabélyos p futamot. A 6.34. lemmabol kévetkezik, hogy hn(p, k) szabélyos.

Indukcios feltevesiink szerint hn(p, k+1) ~ p, tehat elegend6 megmutatnunk,
hogy hn(p, k) ~ hn(p,k + 1). Ha a (k + 1)-edik menetben egyik folyamat sem
hibéazik, akkor a 6.34. lemmabol kovetkezik, hogy hn(p,k) = hn(p,k + 1), és
kész vagyunk. Tegylik fel tehat, hogy legalabb egy folyamat hibazik a p futam
(k + 1)-edik menetében. Jelolje I azon folyamatok halmazat, melyek igy tesznek.

Legyen pg az a folyamat, mely azonos hn(p, k)-val, kivéve hogy, az sszes I-
beli folyamat hibéazik az (f + 1)-edik menet végéig. Ekkor a 6.34. lemma masodik
allitasabol (p-ra alkalmazva) kapjuk, hogy po szabalyos.
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Minthogy po és hn(p, k) szabalyos futamok, melyek azonosak k+1 meneten ke-
resztiil, alkalmazhatjuk az indukcios feltevést, hogy megmutassuk, po ~ hn(p, k).
Ezért annak bizonyitasahoz, hogy hn(p, k) = hn(p, k+1) fennall, elegends belatni,
hogy po ~ hn(p, k + 1).

Keésziteni fogunk egy olyan szabalyos futamokbdl allé lancot, mely Gsszekdti
a po és hn(p, k+1) futamokat. Az egyetlen kiilonbség po és hn(p, k+ 1) kozott az,
hogy néhany olyan iizenet, melyet py futam (k + 1)-edik menetében az I-beli fo-
lyamatok kiildenek, hianyzik a hn(p, k+1) futamban. Ezért egyesével eltavolitjuk
ezeket az lizeneteket, ugy, hogy mést nem valtoztatunk a futamokban.

Példaként tekintsiik a P; altal Pj-nek kiildott {izenet eltévolitasat, ahol ¢ € 1.
Legyen o az a futam, mely tartalmazza az iizenetet, 7 pedig az, amelyik nem; meg
kell mutatnunk, hogy o = 7. Ha k+1 = f, akkor ¢ és 7 megkiilénboztethetetlenek
P; és Pj kivételével az 6sszes folyamat szaméra; mivel n > f 42 és P; hibas, ezért
van legalabb egy hibatlan folyamat. Tehat o ~ 7, amire sziikségiink volt.

Masrészrél, ha k+1 < f — 1, akkor definidljuk a o’ és 7' futamokat tgy, hogy
kiilon-kiilon azonosak legyenek a o és 7 futamokkal, de P; a (k + 2)-edik menet
elején hibas lesz (ha eddig még nem lett volna). Lasd a 6.20. abrat.

6.20.. abra. A P; folyamat P; szamara kiildott tizenetének eltavolitasa a (k4 1)-
edik menetben a 6.36. tétel bizonyitasaban.

A o' és 7/ futamok szabélyosak, mivel o és 7 mindegyike legfeljebb k+1 < f—1
hibat tartalmaz, és csak egy j hibat engedélyeztiink az 4] (k+2)-edik menetben.
Tovabba az indukcios feltevés alapjan o ~ o’ és 7 ~ 7/. Fennall o’ ~ 7/ is, mert
megkiilonboztethetetlenek P; és P; kivételével az 0sszes folyamat szaméara. Innen
adédik, hogy o ~ 7.

Megmutattuk, hogy a pg és hn(p, k+1) futamokat 6sszekots lanc létrehozhato,

igy po ~ hn(p,k + 1), ebbél p ~ hn(p, k), amire sziikségiink volt. O
Korabban mar emlitettiik, hogy a 6.36. allitasbol kozvetleniil addédik a 6.35.
lemma. O

Most kiterjesztjiik a 6.35. lemmat kiilénbo6z6 bemenetek esetére.

6.37. lemma . Legyen A egy n-folyamatos algoritmus a megdlldsi hiba problé-
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mdra, mely f szdmi hibdt eltdr, és melyben o hibamentes folyamatok minden
esetben dontést hoznak az f-edik menet végéig. Leqyen p és p' két szabdlyos fu-
tama az A algoritmusnak, ekkor p ~ p'.

Bizonyitas. A 6.35. lemma szerint minden p futam Osszefligg a hiba nélkiili
valtozataval, azaz p ~ hn(p,0). Igy az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik,
hogy a lemma, szerinti p és p’ mindketten hiba nélkiiliek.

Ha p ¢és p' bemenete ugyanaz, akkor a két futam megegyezik, és nincs mit
bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy p és p’ bemenete kiilonboézik egy adott P; esetében; legyen a
bemenet 0 p-ban ¢és 1 p’-ben. Legyen o és o’ kiilon-kiilén azonos p és p’ futamok-
kal, kivéve, hogy P; az indulaskor hibas lesz. Ekkor a 6.35. lemmabél kovetkezik,
hogy p &~ o ¢s p’ =~ ¢’. Valamint o ~ ¢’, mivel o és ¢/ megkiilonboztethetetlenek
mindegyik folyamat szaméra, kivéve P;-t. Ebbdl kovetkezik, hogy p ~ p/, amit
bizony{tani akartunk.

Vegiil tegyiik fel, hogy p és p’ bemenete nemcsak egy folyamat esetében kii-
lonbozik. Készitiink egy hiba nélkiili folyamatokbol allo lancot p-t6l p'-ig ugy,
hogy egy lépésben mindig pontosan egy folyamat bemenetét viltoztatjuk meg
a lancban. Az igy kapott lancban minden egyes lépésre alkalmazhatjuk az el6z6
esetet. Igy belattuk, hogy p ~ p'. |

A 6.37. lemmaéra tamaszkodva konnyen bizonyithaté a 6.33. tétel. Azt mar
tudjuk, hogy az Gsszes szabalyos futam &sszekapcsolhaté lancokkal; most meg-
vizsgaljuk a dontési értékeket ezekben a futamokban. Legyen n > f, a befejezési
és megegyezési tulajdonsagokbol kovetkezik, hogy minden p futamra létezik egy
egyediili dontési érték, legyen ez a dont(p), mely végrehajtds(p) soran keletkezik.
A kovetkez6 lemma szerint azon futamokban, melyek kozott a ~ vagy = relécio
fennall, sziikségszeritien ugyanaz a dontési érték sziiletik.

6.38. lemma .

1. Ha p ~ p', akkor dint(p)
2. Ha p = p', akkor dont(p)

(

o)
(p

,):
Bizonyitas. Az els6 rész bizonyitasahoz emlékezziink vissza, hogy p ~ p' azt
jelenti, hogy létezik egy olyan P; folyamat, mely hibétlan a p és p’ futamokban, igy

= dont
= dont

végrehajtds(p) ~ végrehajtis(p'). Ebbal kovetkezik, hogy P; ugyanazt a dontést
hozza végrehagjtds(p)-ban és végrehajtas(p’)-ben. Tehat dont(p) = dint(p’).
A mésodik rész az elsgbdl kivetkezik.

|

6.33. tétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy létezik egy ilyen algoritmus, legyen
ez az A; feltessziik, hogy A eleget tesz az alfejezet elején adott feltételeknek.
Legyen pg az A algoritmus egyik futama, melyben minden folyamat 0-val
kezd, és nincsenek hibdk, és p; egy masik futam, amelyben minden folyamat
1-gyel kezd, és nincsenek hibdk. A 6.37. lemmabdl kovetkezik, hogy po ~ p1.
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Ekkor a 6.38. lemma mésodik allitasa szerint dont(pg) = dont(p1). Az érvényes-
ségi szabalybol viszont az kovetkezik, hogy dont(pg) = 0 és dont(p1) = 1, ami
ellentmondés. m

Gyengébb érvényességi feltétel. Vegyiik észre, hogy a bizonyitds akkor is
helytalld, ha az érvényességi feltételt gyengitjiik, ahogy a 6.6. alfejezetben tettiik,
a gyenge bizanci megegyezésnél. Tehat azt is belattuk, hogy a gyenge bizanci
megegyezési probléma is legalabb f + 1 menetes az n > f + 2 kikotés mellett.

6.8.. Megjegyzések a fejezethez

A fejezetben talalhatd eredmények nagy része a két alapmiibél szarmazik, az
egyik Pease, Shostak és Lamport [237], a méasik Lamport, Shostak és Pease [187]
munkaja. A két cikk kozli a bizanci megegyezéshez sziikséges processzorok darab-
szamara vonatkozd 3f 4+ 1 alsod és fels6 korlatot, tovabba egy algoritmust a hite-
lesitéssel torténd megegyezésre, mindegyik eredmény a teljesen 6sszefiiggd grafok
esetére vonatkozik. A masodik cikk a probléméat nem folyamatokon, hanem a té-
madni késziilg tabornokok példajan keresztiil mutatja be. A bizdnci elnevezést a
masodik cikk vezeti be erre a hiba modellre.

Kissé bévebben, ez a két cikk definidlja a bizédnci megegyezési probléméat, mely
a repiilégépek SIFT (Software-Implemented Fault Tolerance) iranyité rendszeré-
ben felmeriil§ probléma absztrakciojakeént vetsdik fel [289]. A [237] cikkben leirt
algoritmusok egy az EIGY fahoz hasonlé exponencialis adatszerkezetet hasznal-
nak; a bizanci megegyezés algoritmus az EIGYBIz-hez, a hitelesitést hasznalo
algoritmus pedig a az EIGYSTOP-hoz hasonld. A [187]-ben taldlhato algoritmu-
sok nagyon hasonlitanak ezekhez, csak rekurziv megfogalmazasban. A [237]-ben
kozolt, a folyamatok darabszaméara vonatkozé n < 3f megoldhatatlansagi ered-
mény magaban foglalja az altalunk is targyalt forgatokdnyv pontos megadasat.
A [187]-ben talalhato megoldhatatlansaggal kapcsolatos bizonyitas mutatja be a
6.27. tétel bizonyitasdban hasznélt harom az egy ellen esetre valé redukalést.

Dolev és Strong [93] 4ltal, a hitelesitéssel kib6vitett bizanci megegyezésre ja-
vasolt algoritmusok hasonloak a HALMAZTERJED és OPTHALMAZTERJED algo-
ritmusokra. Dolev [94] vizsgalta a bizanci megegyezési problémét olyan grafokra,
melyekre nem kotjiik ki a teljes dsszefiiggéseget. O bizonyitotta a 6.29. tételben
bemutatott dsszefliggségi korlatokat, konkrét forgatékonyvek megadésan keresz-
tiil. Dolev, Reischuk és Strong [99] javasoltak ,kordn megallo” algoritmusokat
bizonyos kedvez§ kommunikaciés mintakra. Egyéb kordn megallé algoritmusokat
ko6z6l Dwork és Moses [105] és Halpern, Moses és Waarts [145].

Bar-Noy, Dolev, Dwork és Strong definialtdk az EIGY fa adatszerkezetet,
valamint leirtdk az EIGYBI1z algoritmust lényegében ugyanabban a forméban,
ahogy ebben a konyvben targyaltuk [39]. A TUurRPINCOAN algoritmus leirasa
[279]-ben talalhato.

A bizadnci megegyezésre az els¢, kommunikaciés bonyolultsdgot tekintve po-
linomialis algoritmust Dolev és Strong [101] javasoltak; az algoritmust késébb
Dolev, Fischer, Fowler, Lynch és Strong [96] tovabbfejlesatették, korlatként a
2f + 3 érteket megadva. Coan [82] készitett egy kompromisszumos algoritmust,



6.9. Gyakorlatok 139

mely csokkentette a menetek szamat (1 + €)f értékre, tetszSleges € > 0 mellett.
A kovetkezetes iizenetszoras alapfogalmat és a KOVETKEZETESUZENSZORAS al-
goritmust Srikanth és Toueg [269] vezeti be. A POLIBI1Z algoritmus Srikanth és
Toueg [269] és Dolev és masok [96] altal kézolt algoritmusokon alapszik. Tovabbi
kutatasok eredményeként Moses és Waarts [231], Berman és Garay [49] és Garay
és Moses [133] elsallitottak olyan f + 1 menetes algoritmusokat a bizanci mege-
gyezésre, melyek kommunikiciés bonyolultsaga polinomialis, az utolsé ezek koziil
eléri az n = 3f+1 legkisebb korlatot a folyamatok darabszamat tekintve. Sajnos,
ezek az algoritmusok bonyolultak.

Emlitettiik mar, hogy a folyamatok darabszaméra vonatkozo n > 3f also
korlat bizonyitasa [237, 187| cikkekben, az Gsszefiiggdségre vonatkozo alsé korlat
bizonyitasa pedig [94]-ben talalhat6. Bar a konyvben szerepld bizonyitast Fischer,
Lynch és Merritt [122] adtdk. Menger tételét Menger bizonyitotta [225] és Harary
kényvében [147] jelent meg.

A gyenge bizanci megegyezést Lamport definialja [178]. A gyenge bizanci meg-
egyezéshez sziikséges folyamatok szaméanak alsé korlatjara vonatkozo eredmény
Lamporttol szérmazik [178], de a kényviinkben adott bizonyités Fischer, Lynch
és Merritt munkaja[122].

A megegyezés eléréséhez szitkséges menetek szamara vonatkozd als6 becslést
els6ként Fischer és Lynch [119] bizonyitottédk a bizanci hiba modellben. Késébb
ezt az eredményt Dolev és Strong [93], valamint DeMillo, Lynch és Merritt [8§]
kiterjesztik a hitelesitéses bizanci hiba modell esetére. A megallasi hibak esetére
valo kiterjesztés Merrittnek [226] tulajdonithat6, Dolev és Strong elképzeléseit
[101] alapul véve. Az eredmény egy méasfajta bizonyitasat Dwork és Moses [105]
adjak; az ¢ bizonyitdsukban a kiilonb6z6 esetek futasi idejének finomabb elemzé-
sét is megtalaljuk. Feldman és Micali [113] konstans idejd véletlenitett megoldast
adnak ,titok megosztas” technikat hasznélva.

Fischer dolgozataban [117] attekinti a megegyezési problémaval kapcsolatos
kor&bbi eredmények nagy részét.

Igen tekintélyes fejleszt§ munka folyik a Draper Laboratériumban hibatird
mikroprocesszorok és processzor hibadiagnézis algoritmusok tekintetében, a bi-
zanci megegyezésre (172, 173] tamaszkodva. Az eredményeket olyan biztonsagi
szempontbol kiemelt alkalmazasi teriileteken hasznaljak fel, mint az embernél-
kiili viz alatti jarmtvek, a nukledris tamadofegyverekkel felszerelt tengeralattjé-
rok, valamint az atom-erémivek iranyitasa.

6.9.. Gyakorlatok

6-1. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges olyan algoritmus, mely megoldja a bizanci
megegyezés problémat, megoldja a megegyezési problémat megallasi hibdk eseté-
ben is, ha a megdllasi hiba modellben tgy moédositjuk az érvényességi feltételt,
hogy csak a hibamentes folyamatok megegyezését koveteljiik meg.

6-2. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges olyan algoritmus, mely megoldja a bi-
zanci megegyezés problémat és amelyben a hibatlan folyamatok mindig egyszerre,
ugyanazon menetben hoznak dontést, megoldja a megegyezési problémat megal-



140 6. Egyetértés processzorhibdk esetében

l4si hiba modellben is.
6-3. Bizonyitsuk be a 6.2. lemmét.

6-4. Kovessiik nyomon a HALMAZTERJED algoritmus végrehajtiasat négy folya-
mattal és két hibdval, melyben a folyamatok kezd&értékei rendre az 1, 0, 0, 0
értékek. Tegyiik fel, hogy Py és P> folyamatok hibasak, P az els§ menetben lesz
hib4s, miutan egyediil a P, folyamatnak elkiildte az {izenetet, P pedig a masodik
menetben lesz hibéds, Pi-nek és Ps-nak kiild iizenetet, viszont Pj-nek nem.

6-5. Tekintsiik a HALMAZTERJED algoritmust f hibara. Tegyiik fel, hogy az
algoritmus f+41 menet helyett csak f menetben fut, ugyanazzal a déntési értékkel.
Talaljunk egy olyan végrehajtasi sorozatot, mely megsérti a helyességi feltételeket.

6-6. Legfeljebb mennyi lehet a hibamentes folyamatok altal hozott, egyméstol
kiilonb6zd dontési értékek darabszama, ha a HALMAZTERJED algoritmus f + 1
menet helyett csak f menetben fut.

6-7.
(a) Talaljunk egy masik lehetséges, helyesen miikods dontési szabéalyt a HAL-
MAZTERJED algoritmusban, amelyik eltér széveghen megadottol.
(b) Adjunk pontos jellemzést azon dontési szabédlyok halmazarél, amelyek he-
lyesen miikodnek.

6-8. Terjessziik ki a HALMAZTERJED algoritmust, a helyesség bizonyitasat, és
az elemzést, tetszdleges (nem sziiksegképp teljes) Gsszefiiggs grafokra.

6-9. Készitsiik el az OPTHALMAZTERJIED algoritmus kodjat. Tegyiik a szoveg-
ben adott bizonyitast teljessé a 6.5., 6.6. és 6.7. lemmak bizonyitasaval.

6-10. Tekintsiik a kiévetkez§ egyszerd algoritmust a megdllasi hibdk mellett
torténs megegyezésre, egy adott V értékhalmaz esetében. Legyen mindegyik fo-
lyamatnak egy min_ ériék valtozdja, melyet indulaskor a sajat kezdeti értékére
allit be. Az f 4+ 1 menet mindegyikében a folyamatok kozreadjik min_ érték val-
tozojuk értékét, majd djra beallitjak ugy, hogy a minimuma legyen a min_ érték
valtozo6 eredeti értékének, valamint az lizenetekben kapott értékeknek. Végiil a
folyamat dontési értéke min_ érték lesz. Készitsiik el ennek az algoritmusnak a
kodjat és bizonyitsuk be (vagy direkt modon, vagy szimulacioval), hogy helyesen
mikodik.

6-11. Kovessiik nyomon az EIGYSTOP algoritmus végrehajtasat négy folya-
mattal és két hibaval, melyben a folyamatok kezd&értékei rendre az 1, 0, 0, 0
értékek. Tegylik fel, hogy P és P, folyamatok hibasak, P az els§ menetben lesz

hibés, miutan egyediil a P, folyamatnak elkiildte az {izenetet, P pedig a masodik
menetben lesz hibés, Pi-nek és Ps-nak kiild {izenetet, viszont Ps-nek nem.

6-12. Bizonyitsuk be a 6.11. lemmat.
6-13. Bizonyitsuk be a 6.12. lemma elsé allitasat.

6-14. Tekintsiik az EIGYSTOP algoritmust f hibara. Tegyiik fel, hogy az algo-
ritmus f + 1 menet helyett csak f menetben fut, ugyanazzal a déntési értékkel.
Talaljunk egy olyan végrehajtast mely megsérti a helyességi feltételeket.
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6-15. Legfeljebb mennyi lehet a hibamentes folyamatok altal hozott, egymastol
kiilonb&z6 dontési értékek darabszdma, ha az EIGYSTOP algoritmus f+1 menet
helyett csak f menetben fut.

6-16. Egy masfajta bizonyitasi modszer a HALMAZTERJED algoritmus helyes-
ségének bizonyitasara, az EIGYSTOP algoritmusra vonatkozé szimulacios relécio
moédszere. Annak érdekében, hogy ezt megvalositsuk, els6ként érdemes kiterjesz-
teni az EIGYSTOP algoritmust, és megengedni, hogy valamennyi P; folyamat
koézreadja az Osszes menetben az Gsszes értéket, nemcsak azon cstcsokhoz kap-
csolt értékeket, melyek cimkéje nem tartalmazza az i-t. Be kell 1atni, hogy a ki-
terjesztés nincs hatéssal a helyességre. Tovabba az EIGYSTOP leirasdban néhany
részletet ki kell egésziteni, igy példaul a menetek és dintések valtozok megfelel
modon torténd kezelését. Ezutdn a HALMAZTERJED és a modositott EIGYSTOP
algoritmusokat egymaéas mellett futtathatjuk, ugyanazzal a kezdeti értékhalmaz-
zal inditva, és olyan hibakkal, melyek ugyanazon folyamatoknal pontosan azonos
id6ben torténnek.

Bizonyitsuk a HALMAZTERJED algoritmus helyességét ezzel a mddszerrel. A bi-
zonyitas lelke az aldbbi szimulaciés kapcsolat lehet, melyben a két algoritmus
allapotai szerepelnek egyez6 szamt menet végrehajtdsa utan.

6.9.1. allitas. Tetszéleges r, 0 < r < f + 1 menet utdn az aldbbi két
allitds igaz.
(a) A menetek és dontések vdltozok értékei megegyeznek a két algo-

ritmus dllapotaiban.
(b) Minden i értékre a Wi halmaz a HALMAZTERJED algoritmusban

Pe

egyenld az EIGYSTOP algoritmusban P; fdjinak csicsait diszitd
érték-ekbdl dllo halmazzal.

Figyeljink, hogy azokhoz az EIGYSTOP algoritmust kiegészit§ invarians allita-
sokhoz, melyek a szimulaci6 1étrehozasahoz sziikségesek, minden sziikséges defi-
niciét megadjunk, valamint a sziikséges bizonyitésokat is végezziik el.

6-17. Bizonyitsuk be az OPTEIGYSTOP algoritmus helyességét az alabbi két
modszer egyikével:

(a) az EIGYSTOP algoritmus szimulalasaval, ahogy az OPTHALMAZTERJED
algoritmus bizony{tasat végeztiik az HALMAZTERJED algoritmusra vonat-
koz6 szimulacioval;

(b) az OPTHALMAZTERJED-re vonatkozo szimulacioval.

6-18. Bizonyitsuk be az EIGYSTOP és OPTEIGYSTOP algoritmusok helyessé-
gét a hitelesitett bizanci hiba modellben. Néhany, az EIGYSTOP bizony{taséhoz

sziikséges alapvetd tényt fogalmaz meg a kovetkezd allitas, a 6.12. lemma Allita-
saihoz hasonlé médon.

6.9.2. allitas. f 4 1 menet utdn fenndllnak a kovetkezok.

(a) Ha P; és Pj hibamentes folyamatok, érték(y); =v € V és xj az
y prefize, akkor érték(x); = v.
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(b) Ha v eleme tetszéleges hibamentes folyamat érték-eibdl dlle hal-
maznak, akkor v kezddértéke volt valamely folyamatnak.

(¢) Ha P; egy hibamentes folyamat és v € V benne van P; érték-
eibdl dllo halmazban, akkor van olyan y cimke, mely i-t nem
tartalmazza, és melyre v = érték(y);.

Ezek a digitélis alairas tulajdonsigaibol kévetkeznek.

6-19. Kutatdsi probléma: definidljuk a hitelesitett bizanci hiba modellt formali-
san, és bizonyitsuk a hatékonysaggal és a korlatokkal kapcsolatos eredményeket.

6-20. Mutassunk példat az EIGYSTOP algoritmus olyan végrehajtasi soroza-
téara, mely bebizonyitja, hogy az EIGYSTOP algoritmus nem oldja meg a bizanci
hiba problémét.

6-21. Tekintsiik az EIGYBIz algoritmust hét folyamattal és harom menettel.
Tetsz6legesen valasszunk két folyamatot, melyek hibasak lesznek, és adjunk vé-
letlen bemeneti értéket valamennyi folyamatnak és azon iizeneteknek, melyeket
a hibas folyamatok kiildenek. Szamitsuk ki a végrehajtasi soran el§allitott infor-
méciot, és bizonyitsuk, hogy a helyességi feltételeket kielégitik.

6-22. Bizonyitsuk be, hogy az EIGY Biz algoritmusban nem sziikséges az, hogy
az FIGY fa valamennyi csicsa kozos legyen.

6-23. Tekintsiik az EIGYBI1z algoritmust. Keressiink olyan konkrét végrehajta-
sokat, melyek megmutatjak, hogy az algoritmus rossz eredményt adhat, ha

(a) hét cstccsal, két hibaval és két menetben fut;

(b) hat csticesal, két hibaval és harom menetben fut.

6-24. A TURPINCOAN algoritmus az els6 és masodik menetben az n — f kii-
szOb értéket hasznalja. Milyen masik két kiiszob érték lenne alkalmas, hogy az
algoritmus tovabbra is helyesen miikddjon?

6-25. Tekintsiik a TURPINCOAN algoritmust egy helyett két, F' és G, hibas
folyamatokat tartalmazé halmazzal. Mindkét halmaz legfeljebb f folyamatot tar-
talmaz. Az F-beli folyamatok helyesen miikddnek, kivéve az elsé és mésodik me-
netet, melyben hibés lizenetet kiildhetnek. A G-beli folyamatok a binaris bizanci
megegyezés szubrutin végrehajtasa alatt (és csak akkor) viselkedhetnek hibasan.
Milyen helyességi feltételek biztosithatok a kombinalt algoritmust hasznélva ezen
feltételek mellett? Bizonyitsuk.

6-26. Legyen most n > 4f a feltevésiink. Tervezziink algoritmust, mely a binaris
bizédnci megegyezés szubrutinjit hasznalja, és megoldja a tobbértéki bizdnci meg-
egyezést. Az algoritmust a TURPINCOAN algoritmushdl kiindulva készithetjiik el,
a két plusz menet helyett csak egyet hasznélva.

6-27. Mutassuk meg, hogy nem létezik fels§ korlat arra az idére a KOVET-
KEZETESUZENSZORAS algoritmusban, amig egy hibéatlan folyamat elfogadhatja
az (m,i,r) iizenetet. Azaz tetszéleges t-re allitsuk el a KOVETKEZETESUZEN-
SZORAS algoritmus olyan végrehajtdsat, melyben néhany hibatlan folyamat az
tizenetet az ' > r + t menetben fogadja el.



6.9. Gyakorlatok 143

6-28. Tervezhet6-e algoritmus a kovetkezetes iizenetszoras megvaldsitasira a
bizanci hiba modellben f > 1 hiba esetében, a modellt azzal a tovabbi tulajdon-
saggal kiegészitve, hogy a hibatlan folyamatok soha nem fogadjék el az (m,i,r)
tizenetet az (r + 1)-edik menet utan.

Adjunk egy ilyen algoritmust, és bizonyitsuk a helyességét, vagy indokoljuk meg,
miért nem létezik ilyen algoritmus.

6-29. Irjuk le a PoLIBIZ algoritmus legrosszabb esetének megfelels végrehajtasi
sorozatot, melyben létezik olyan hibamentes P; folyamat, melyre az a legkorabbi
menet, amikorra a folyamat elfogadja 2 f+1 szamu, egyméstol kiilonb6z6 folyamat
tizenetét, pontosan a 2(f + 1)-edik menet.

6-30. A Zoldfiiliek Szamitastechnikai Részvénytarsasig programozodja gy mo-
dosftotta a POLIBIZ algoritmus megvalésitasat, hogy a 2s — 1 alakt menetekben
az elfogadas kiiszob értéke f+s—1 helyett s—1, és a dontési kiiszob értéke 2f + 1
helyett f + 1. Helyes ez a modositas? Bizonyitsuk, vagy mutassunk ellenpéldat.

6-31. Tervezziink algoritmust a bizanci megegyezésre, melynek kommunikacios
bonyolultsdga polinomialis, bemeneti értékeinek halmaza &ltalanos, gy, hogy
nem hasznaljuk szubrutinként a binéris bizdnci megegyezést. Az algoritmus hasz-
nalhatja a kovetkezetes {izenetszorads mikodési modszert, de egy hatékonyabb
megvalositast kellene tervezni, mint a KOVETKEZETESUZENSZORAS algoritmus.

6-32. Tervezziink egy algoritmust a megegyezésre megéllasi hibak esetében, mely
kielégiti az alabbi korai megdllds tulajdonsagot: ha az algoritmus egy menetében
csak f' < f szamu folyamat hibéazik, akkor az az idGpont, amelyre az Osszes
hibamentes folyamat dontést hoz legfeljebb kf’, ahol k egy konstans. Készitsiink
hasonlét a bizanci megegyezésre.

6-33. Tervezziink protokollt négy folyamatra, melyek egy teljesen &sszefiiggs
grafban helyezkednek el, Ggy, hogy akdr egy bizanci hibat, akdr harom megallasi
hib4t elttrjon. Prébéaljuk meg minimalizalni a menetek szamat.

6-34. Kutatdsi probléma: talaljunk ki a bizdnci megegyezés megoldasara egyszerd
f + 1 menetes protokollt, melyhez csak 3f + 1 folyamat sziikséges, és kommuni-
kaciés bonyolultsaga polinomialis.

6-35. Ennek a gyakorlatnak az a célja, hogy megvizsgéljuk a 6.26. lemma bi-
zonyitasaban talalhaté konstrukciéot, mely két haromszog alakt rendszert illeszt
egybe gy, hogy egy hatszogl rendszer az eredmény.

(a) Nagyon koriiltekintGen irjuk le azt az A algoritmust egy harom-folyamatos
teljes grafra, mely megoldja a hiba nélkiili megegyezési probléméat, azaz a
bizanci megegyezés problémat arra a specialis esetre, ahol egyetlen folyamat
sem hibéazik.

(b) Most készitsiik el az S rendszert, az A algoritmus két példanyanak Gssze-
illesztésével, ahogy a 6.26. lemma bizonyitdsaban tettiik. Irjuk le nagyon
alaposan az S azon végrehajtasat, melyben P, P, és P3 a 0 bemenettel,
P|, Py és P; az 1 bemenettel kezd.

(¢) Megoldja S a hiba nélkiili megegyezési problémat (a hatszog hélozatban)?
Bizonyitsuk, hogy igen, vagy adjunk egy végrehajtast, mely bizonyitja, hogy
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nem.

(d) Talalhatunk-e olyan harom-folyamatos A algoritmust, melynek tetszélege-
sen sok példanyat osszeillesztve egy gytriibe, az eredményiil kapott rend-
szer minden esethben megoldja a hiba nélkiili megegyezési problémat?

6-36. Mennyi lesz a hibas folyamatok szaméanak maximuma, melyet a bizanci
megegyezés algoritmusai az alabbi halozati grafokban futva még eltiirnek?
(a) Egy n meéretd gytird.
(b) Egy harom dimenzios kocka, egy oldalan m olyan csticcsal, mely cstcsok
csak a harom dimenziéban elhelyezkedd szomszédaikkal vannak dsszekotve.

(¢) Egy teljes paros graf, mindkét komponensében m csticesal.

6-37. Adjunk még alaposabb bizonyitast a bizanci megegyezés megoldhatatlan-
sdgéara, amikor n = 2 és f = 1.

6-38. Elemezziik a bizdnci megegyezés algoritmusanak futasi idejét, az lizenetek
szadmat, a kommunikicié bitszamat a 6.29. tétel bizonyitdsaban leirt altalanos
grafok esetében. Tudnéank-e javitani valamelyiken?

6-39. Mutassuk meg nagyon koriiltekintéen, hogy a 6.29. tétel bizonyitasdban
hasznalt egyszertisitések, amikor azt bizonyitottuk, hogy a bizédnci megegyezés
lehetetlen f =1 és dssz_fiigg(G) < 2 esetében, megengedhetSk. Azaz, lassuk be,
hogy egy algoritmus létezése olyan esetre, amelyben az 1-es és 3-as csticsokat tet-
sz6leges, Osszefiiggd rész-grafokkal helyettesitjiik, maga utan vonja, hogy létezik
algoritmus arra az esetre, amikor ezek egyszerd csticspontok.

6-40. Fontoljuk meg ujra azt a bizonyitast, hogy a bizdnci megegyezés nem
érhets el a 6.11. dbran lathaté grafban. Miért lenne hibas ez a bizonyitds, ha
kiterjesztenénk a 6.21. abran lathaté grafra?

6.21.. abra. A hélozat grafja a 6-40. gyakorlathoz.

6-41. Bizonyitsuk be, hogy a bizanci megegyezés f > 1 szamu hiba esetében
nem oldhaté meg abban a G grafban, melyre dssz_ fiigg(G) < 2f. A bizonyitashoz
kétfajta modszert is kovethetiink, vagy hasznaljuk a folyamatokat csoportositéd
érvelést, ahogy azt a 6.29. tétel bizonyitdsdnak végén vazoltuk, vagy a 6.27. té-
telhez hasonldéan redukalast hasznalunk.
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6-42. Talaljunk egyszerd algoritmust a gyenge bizanci megegyezésre abban a
hélézati grafban, mely két cstcspontbol és egy a csticsokat 6sszekdts élbal all.

6-43. Tegyiik teljessé a 6.30. tétel bizonyitasat, megmutatva a megoldhatatlan-
sagot a kovetkezs két esetre:

(a) amikor n < 3f és f > 1,

(b) amikor dssz_fiigg(G) < 2f.

6-44. Tekintsiik a bizdnci kivégzd osztag probléméat, melynek definicidja a kdvet-
kezd. Egy teljesen 0sszefiiggs halozati grafban helyezkedik el az n szamu folyamat,
melyeknek nincs bemeneti értékiik, és valtozo a kezdési idejitk. Azaz mindegyik
folyamat egy tétlen allapotban kezd, mely nem tartalmaz informaciot, és amely-
b6l csak null {izeneteket kiild. Nem valtozik az allapota addig, amig nem kap egy
specidlis €bresztd lizenetet kiviilrél, vagy egy nem null iizenetet egy mésik folya-
mattdl. A folyamat nem tudja, az éppen aktudlis menet szamét amikor felébred.
A modell hasonlo ahhoz, amit a 2.1. alfejezetben leirtunk, kivéve, hogy itt nem
feltételezziik, hogy mindegyik folyamat kotelezen kap egy ébresztd iizenetet —
csak a folyamatok egy tetsz6leges részhalmaza. Toviabba megengedjiik a bizanci
hibakat.

A probléma a tiz parancsok kiadésa a folyamatoknak, az alabbi feltételek mellett.

Megegyezés. Ha egy hibatlan folyamat #dz jelet kap valamely menetben, ak-
kor az Gsszes hibatlan folyamat ugyanabban a menetben kap tdz jelet, és
hibatlan folyamat semelyik masik menetben sem kap tiz jelet.

Ervényesség. Ha az 6sszes hibatlan folyamat ébresztd iizenetet kap, akkor az
Osszes hibatlan folyamat azonnal tizel; ha hibatlan folyamat nem kap €éb-
resztd iizenetet, akkor hibatlan folyamat soha nem fog tizelni.

(a) Tervezziink algoritmust a bizénci tiizel§ osztag probléma megoldasara, ha
n > 3f igaz.
(b) Bizonyitsuk be, hogy a problémét nem lehet megoldani, ha n < 3f.

6-45. Mondjuk ki, majd bizony{tsuk a 6.33. tételt az f = 3 specidlis esetre.

6-46. Fenndll-e tovabbra is a 6.37. lemma, ha a folyamatoktél nem kivanjuk
meg, hogy szabdlyosak legyenek. Bizonyitsuk, vagy adjunk ellenpéldat.

6-47. A 6.7. alfejezetben megmutattuk, hogy az f szamud hibat eltdrd, megal-
lasi hiba melletti megegyezés nem oldhaté meg f menetben. Egy hosszi lancot
hoztunk létre, mely Osszekoti azt a két menetet, amelyben mindegyik folyamat
hibatlan és ugyanaz a bemenetiik. Csak a lanc elkészitésének modjat adtuk meg.

(a) Milyen hosszt a futamok lanca?
(b) Mennyivel lehetne roviditeni a lancot, a megallasi hibdk helyett bizanci
hibakat hasznalva?

6-48. Kutatdsi probléma: adjunk als6é és fels§ korlatot a megallasi probléma
megoldasanak és/vagy a bizanci probléma megoldasanak futési idejére altalanos
(nem sziikségszerten teljes) hélozati grafokban.



7. fejezet

Tovabbi megegyezési feladatok

Az el6z6 két fejezetben a megegyezési feladattal foglalkoztunk: az 6todik fejezet-
ben az Gsszehangolt tdmadéssal, a hatodik fejezetben a megegyezéssel. Ebben a
fejezetben harom tovabbi megegyezési probléma elemzésével befejezziik a szink-
ron osztott megegyezés targyalasat. Ezek a k-megegyezés problémdja, a kdzelitd
megegyezés feladata és az osztott adatbdzisok véglegesitési feladata. A hatodik
fejezethez hasonloan csak a folyamatok hibait vessziik figyelembe.

7.1.. k-megegyezés

Elgszor a k-megegyezés probléméajat vizsgaljuk, ahol k egy nemnegativ egész
szam. Ez a 6. fejezetben elemzett egyszerti megegyezési probléma természetes
altalanositasa. Most azonban nem azt varjuk a folyamatoktol, hogy pontosan
ugyanazt a meghatarozott értéket valasszak varjuk a folyamatoktol, hanem meg-
elegsziink azzal, hogy vélasztasukat egy kis (k-elemit) halmaz elemeire korlatoz-
zék.

Az eredeti motivacidé matematikai jellegii volt: érdekesnek latszott annak vizs-
galata, hogyan valtoznak az eredmények, ha ilyen egyszerdi moédon megvaltoz-
tatjuk a feltételeket. Gyakorlati helyzetek is elképzelhet6k azonban, melyekben
ilyen algoritmus hasznos lehet. Példaul tekintsiik olyan kdzosen is hasznalhatéd
er¢forrasok hozzarendelését, mint amilyenek egy kommunikacios halézat lizenet-
szorasi frekvencidi. Kivanatos lehet bizonyos szamu folyamat olyan megegyezése,
hogy nagy mennyiségi adat (példaul egy videoszalag) szorasara adott, kisszamu
frekvenciat hasznalnak. Mivel a kommunikaci6 iizenetszorassal valdsul meg, tet-
sz6leges szamu folyamat megkaphatja az adatokat — ugyanazokat a frekvencidkat
hasznalva. A teljes kommunikaciés terhelés minimalizélasa érdekében célszertd a
frekvencidk k szamat alacsonyan tartani.

Ebben a fejezetben pontos also és felss korlatokat adunk meg a k-megegyezési
probléma teljes halozati grafban valé megoldasédhoz sziikséges menetek szamara,
csak megallasi hibakat feltételezve. Ezeket a korlatokat 3 paraméter fiiggvényében
adjuk meg: a folyamatok n szdma, a megengedett hibék f szama és a megengedett
dontési értékek k szama.
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7.1.1.. A feladat

A k-megegyezési problémanal az egyszeri megegyezési problémahoz hasonléan
feltessziik, hogy a hal6zat egy n-csicsu Osszefiiggd, irdnyitatlan graf, a hélézat-
ban n folyamat (Pi, Ps,...,P,) van és a folyamatok ismerik az egész grafot.
Minden folyamat egy rogzitett V' értékhalmazbol vett bemenettel indul és vé-
giil ugyanebbdl az értékhalmazbol valaszt egy kimenetet. (Most is feltessziik,
hogy minden folyamatnak egy kezd&allapota van, amely minden bemeneti érté-
ket tartalmaz.) Feltessziik, hogy legfeljebb f folyamat lehet hibas. Csak megallasi
hibakat engediink meg. A sziikséges feltételek a kovetkezdk.

Megegyezés. A V értékhalmaznak van olyan k elemszamu W részhalmaza,
hogy minden dontési érték W eleme.

Ervényesség. Minden folyamat dontési értéke valamely folyamat kezdeti értéke.

Befejezés. Ha egy folyamat nem hibas, akkor végiil valaszt egy értéket.

A megegyezési feltétel a kozonséges megegyezési problémanal hasznalt mege-
gyezési feltétel természetes altalanositasa. Megjegyezziik, hogy megallasi hibdkra
inkdbb a 6.1. alfejezet végefelé adott érvényességi feltételt hasznaljuk, mint a
hatodik fejezet nagyobb részében hasznalt gyengébb feltételt; erre az erésebb
feltételre a 7.1.3. szakaszban, az alsd korlat bizonyitasakor lesz sziikségiink. A
kozonséges megegyezési probléma az erdsebb érvényességi feltétellel pontosan a
k-megegyezési probléma k = 1 esete.

Ebben a fejezetben csak teljes grafokra vonatkoz6 eredményeket targyalunk.
Feltessziik, hogy a V halmazon teljes rendezés van értelmezve.

A 6.2.1. szakaszhoz hasonléan azt mondjuk, hogy egy folyamat aktiv r (0 < r)
menet utan, ha nem hibasodik meg az r-edik menet végéig.

7.1.2.. Egy algoritmus

Most egy nagyon egyszerd algoritmust mutatunk be, melynek neve MINTERJED.
Val6jaban ez pontosan a 6-9. gyakorlatban vézolt algoritmus, de kevesebb me-
netre van sziiksége. A 6-9. gyakorlatban azt allitottuk, hogy ha ez az algoritmus
f + 1 menetet fut, akkor garantélja a kozonséges megallasi megegyezést. Belat-
juk, hogy a k-megegyezést akkor is biztositani tudja, ha csak L%J + 1 menetet
fut. Egyszertien fogalmazva ez azt jelenti, hogy ha egy helyett k dontési értéket
engediink meg, akkor a futasi id6 a k-ad részére csokken.

MiINTERJED algoritmus (vazlatosan)

Minden folyamat kezel egy min_ érték viltozdt, melybe indulaskor a sa-
jat kezdeti értéket teszi. A folyamatok az L%J + 1 menet mindegyikében
szétszorjak min_ érték-eiket, azutan minden folyamat a helyettesiti sajat
min_ érték-ét a beérkezett min_ érték-ek és a sajat régi min_ érték-ének
minimuméval. A déntési érték a végsé min_ érték.
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A kod a kovetkezd. (Szerkezetét hasonlitsuk Gssze a 6.2.1. szakaszban szerepld
HALMAZTERJED szerkezetével.)

MINTERJED algoritmus (formalisan)

Az lizeneti abécé V.

allapotok;

menetek € N, kezdetben 0

dontés € V U {ismeretlen}, kezdetben ismeretlen
min_ érték € V, kezdetben P; kezdeti értékét veszi fel

lizenetek;

if menetek < L%j then kiildjiik el min_ érték-et minden més folyamatnak

atmenetek;

menetek := menetek + 1

legyen m; a P; folyamattdl kapott iizenet minden olyan folyamatra,

amelytdl érkezett iizenet
min_ érték == min({min_ érték} U{m; : j #i})
if menetek = L{ + 1] then dintés := min_ érték
Belatjuk az algoritmus helyességét; a bizonyitas hasonlé ahhoz, ahogyan a

6.2.1. szakaszban a HALMAZTERJED algoritmus helyességét belattuk. Legyen
M (r) az aktiv folyamatok min_ érték-einek halmaza r menet utan. El@szor azt
latjuk be, hogy az egymast kovets idépontokban az M (r) halmaz csak csokken-
het.

7.1.lemma . Ha 1 <r < L% + 1], akkor M(r) C M(r —1).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy m € M(r). Akkor m egy olyan P; folyamat
min_ érték; értéke, amely r menet utdn aktiv. Ekkor vagy mar az r-edik me-
net el6tt is m = min_ érték; volt, vagy m éppen az r-edik menetben érkezik
Pi-hez, mondjuk Pj-t6l. De ebben az esetben r — 1 menet utan min_ érték; = m
és P; aktiv r — 1 menet utdn, mivel tizenetet kiild az r-edik menetben. Ebbdl
kovetkezik, hogy m € M(r —1). O

7.2. lemma . Legyend € NT. Ha azr-edik (1 <r < L%J +1) menetben legfeljebb
d — 1 folyamat hibdzik, akkor |M(r)| < d, azaz az r-edik menet utdn aktiv az
folyamatoknak legfeljebb d kilonbozd min_ érték-e van.

Bizonyitas. Ellentmondés elérése érdekében tegyiik fel, hogy r-edik menet alatt
legfeljebb d — 1 folyamat hibazott, és M (r) > d. Legyen M (r) legnagyobb eleme
m, és legyen m’ # m az M(r) halmaz tetsz6leges mésik eleme. Ekkor a 7.1.
lemma szerint m’ € M(r — 1). Legyen P; tetsz6leges aktiv folyamat, melyre az
(r—1)-edik menet utan min_ érték; = m’. Ha P; nem hibéazik az r-edik menetben,
akkor az r-edik menetben minden folyamat kap egy m/’-t tartalmazo iizenetet P;-
t6l. Ez azonban nem fordulhat el§, mivel r menet utdn az egyik aktiv folyamat
min_ érték-e m-mel egyenls, és m > m’. Ebbol kovetkezik, hogy P; hibéazik az
r-edik menetben.
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Az m’ értéket azonban tetszélegesen valasztottuk tugy, hogy az M (r) halmaz-
nak a legnagyobb elemtdl kiilonboz6 eleme legyen. Ezért M (r) minden m’ # m
eleméhez van olyan aktiv folyamat, melynek min_ érték-e r — 1 menet utdn
m’ # m, és hibazik az r-edik menetben. Feltételiink szerint az r-edik menet-
ben legfeljebb d — 1 folyamat hibazik, ezért M (r)-nek legfeljebb d — 1 olyan eleme
lehet, amely m-t8l kiilonbozik. Ezért |M(r)| < d, ami ellentmondaés. O

Most bebizonyithatjuk a f6 helyességi tételt.

7.3. tétel . A MINTERJED algoritmus a megdlldsi hiba modellre megoldja a k-
megeqyezési problémdt.

Bizonyitas. A befejezés és az érvényesség kozvetleniil addodik. Most bebizo-
nyitjuk az 1j megegyezési feltétel teljesiilését. Annak érdekében, hogy ellent-
mondasra jussunk, tegyiik fel, hogy a kiilonb&z8 déntési értékek szama k-nal
nagyobb egy olyan végrehajtasi sorozatban, amelyben legfeljebb f hiba van. Ak-

kor az aktiv folyamatok min_ érték-einek szdma L%J + 1 menet utan legalabb

k+ 1, azaz \M(L%J + 1) > k+ 1. A 7.1. lemma szerint |[M(r)| > k + 1 min-
den r-re (0 <r < {%J + 1). Ekkor a 7.2. lemmabol kovetkezik, hogy az r-edik
(1<r< L%J + 1) menetben legalabb k folyamat hibazik. Ez azt eredményezi,

hogy a hibék 6sszes szama legalabb (L%J +1)k. Ez azonban hatarozottan nagyobb,
mint f, ami ellentmondés. |

Bonyolultsagelemzés. A menetek szama L%J +1. Az iizenetek szama legfeljebb
(L%J + 1)n?, és az iizenetekben 1év§ bitek szama legfeljebb (L%J + 1) n2b, ahol b
egy fels6 korlat a V' halmaz egy elemének abrazolasahoz sziikséges bitek szamara.

7.1.3.. Als6 korlat*

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy az L%J + 1 korlat éles: ugyanis belatjuk,
hogy a |V| > k + 1 feltétel mellett egyuttal also korlat is. Ez az eredmény pon-
tosan megadja azt a gyorsitast, melyet azzal érhetiink el, hogy egyetlen kimeneti
érték helyett k értéket engediink meg: az id§ k-ad részére csokken. Amint az
varhato, a bizonyitas alapgondolatai a 6.33. tételben a kozonséges megegyezésre
vonatkozo6 alsé korlat bizonyitasabol szarmaznak, de a bizonyitas maga bonyolul-
tabb és érdekesebb. Ezek az Gtletek elvezetnek benniinket az algebrai topolégia
birodalmaba.

A fejezet hatralévs részében A olyan algoritmus, amely n folyamatra megoldja
a k-megegyezési problémat, ha legfeljebb f folyamat kovet el megallasi hibat.
Feltessziik, hogy az A algoritmus r < L%j + 1 menetben megall; ekkor r < L%J
Ellentmondas elérése érdekében még azt is feltessziik, hogy n > f + k + 1, ami
azt jelenti, hogy legalabb k 4 1 folyamat soha nem hibézik.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a folyamatok pontosan
az r-edik menet végén dontenek, és azonnal megallnak. Azt is feltessziik, hogy
minden folyamat minden méasik folyamatnak tizenetet kiild a k-adik (1 <k <r)
menetben (amig meg nem hibéasodik). Veégiil feltessziik, hogy a V' értékhalmaz



150 7. Tovabbi megegvezési feladatok

pontosan k+1 elemet (0, 1, ..., k) tartalmaz, mivel mindezekre sziikségiink van
az ellentmondés eléréséhez.

Az ellentmondast tgy kapjuk meg, hogy megmutatjuk, A végrehajtasi soro-
zatainak egyikében, melyben legfeljebb f folyamat hibidsodhat meg, van k + 1
olyan folyamat, amelyek k + 1 kiilonb6z6 értéket valasztanak és ezzel megsértik
a k-megegyezést.

Attekintés. A 6.33. tétel bizonyitasa szerint f -+ 1 menet als6 korlat a kozonséges
megallasi megegyezésre. A bizonyitas ldncérvelést alkalmaz, amelyben végrehaj-
tasi sorozatok olyan lancat allitjuk els, amely a csak 0 dontést megengeds végre-
hajtési sorozattal kezd6dik, és a csak 1 déntést megengedd végrehajtési sorozat-
tal végz6dik. Szeretnénk ezt a bizonyitast k méas értékeire is kiterjeszteni. Sajnos,
a k-megegyezési problémaban — a kdzonséges megegyezési problématol eltérden
— az adott végrehajtasi sorozatban el6fordulé déntések nem hatarozzédk meg a
szorosan kapcsolodd végrehajtasi sorozatokban szerepld dontéseket. Péld4ul, ha
a kozonséges megegyezési probléma megoldasi algoritmus « és o végrehajtasi
sorozatai megkiilonboztethetetlenek a hibatlan P; folyamat szdmara, akkor nem-
csak Pr-nek kell a-ban és o'-ben ugyanazt a dontést hoznia, hanem az Osszes
hibatlan folyamatnak is ugyanezt a dontést kell hoznia. A k-megegyezési algo-
ritmusra az igaz, hogy ha « és o megkiilonboztethetetlenek P; szdmara, akkor
P; dontései a két végrehajtési sorozatban azonosak, de a tobbi folyamat déntése
meghatérozatlan. Ha « és o/ n — 1 folyamat szaméra megkiilonboztethetetlenek,
a fennmarad6 folyamat dontése még akkor is meghatarozatlan.

Kulcs gondolatunk az, hogy inkdbb egy k-dimenzios végrehajtasi sorozat-
halmazt készitiink, mint egy egydimenziés lancot. Ennek a halmaznak a szom-
szédos végrehajtasi sorozatai a kijelolt folyamatok szaméra megkiilonboztethe-
tetlenek. A végrehajtasi sorozatok kezelésére felhasznalt k-dimenzids alakzatot
Bermuda-hdromszdgnek nevezziik (mivel barmely feltételezett k-megegyezési al-
goritmus elttinik valahol a belsejében).

7.1.1. példa. Bermuda-hiaromszog

A 7.1. abra egy Bermuda-haromszéget mutat a k = 2 esetben. Az dbra
egy nagy haromszoget mutat, amelyet kisebb haromszégekre bontot-
tunk.

Ha k > 2, akkor a haromszdg k-dimenzids valtozatara van sziikségiink. Szeren-
csére ilyen altalanositis mér ismert az algebrai topologidban: k-dimenzids szimp-
lez a neve. Példaul egy egydimenzids szimplex egy él, egy kétdimenziés szimplex
egy héaromszog, és egy haromdimenzios szimplex egy tetraéder. (Haromnal t6bb
dimenzié esetében mar sokkal nehezebb a szimplexeket elképzelni.)

Most tetszéleges k-ra induljunk ki a k-dimenziés euklideszi térben adott k-
dimenziés szimplexbdl. A szimplex rdcspontokat tartalmaz, amelyek az euklideszi
tér egész koordinataju pontjai. A k-dimenziés B Bermuda-hdromszdget Ugy
kapjuk, hogy ezt a szimplexet a rédcspontok segitségével felbontjuk, és igy kis
k-dimenzi6s kis szimplexek halmazét kapjuk.
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7.1.. dbra. Bermuda-haromszog a k = 2 esetben.

A bizonyitas soran el¢szér B minden cstcsédhoz (racspontjihoz) hozzarende-
liink egy végrehajtasi sorozatot. A B Bermuda-haromszdg k + 1 sarokcsicséhoz
olyan végrehajtasi sorozatokat rendeliink, amelyekben a folyamatok a {0,...,k}
halmaz ugyanazon elemét kapjak bemenetként, és amelyekben nincsenek hibak.
Példaul a k = 2 esetben a bal alsé sarokcsiicshoz rendelt végrehajtasi sorozatban
minden folyamat bemenete 0, a jobb alsé csiicshoz rendelt végrehajtési sorozat-
ban minden bemenet 1, és a jobb fels§ csticshoz rendeltben minden bemenet 2
(lasd a 7.1. abrat). Tovabba, B tetszbleges oldalan (tetszdleges dimenzidszam
esetében) 1év6 barmely x csicshoz rendelt végrehajtéasi sorozatban csak azok a
bemenetek fordulhatnak eld, amelyek elfordulnak az oldallap csticsaihoz rendelt
végrehajtasi sorozatban. Példaul a k = 2 esetben az alsé élen 1év6 cstcsokhoz
rendelt végrehajtasi sorozatokban 1év6 bemenetek mindegyike eleme a {0, 1} hal-
maznak.

Ezutdn B minden csicsdhoz hozzarendeljiik egy olyan folyamat indexét,
amely az adott csiicshoz rendelt végrehajtéasi sorozatban nem hibas. Ezt a hozza-
rendelést tgy végezziik, hogy minden T kis szimplexhez egyértelmtien legyen egy
olyan « végrehajtasi sorozat, amelyben legfeljebb f hiba van, és amely az alabbi
értelemben kompatibilis 7" sarokpontjaival.

1. A T sarokcsacsaihoz rendelt folyamatok a-ban nem hibasak.

2. Ha T valamelyik sarokcstcsahoz az o végrehajtési sorozatot és a P; folya-

matot rendeltiik, akkor a és o’ megkiilonboztethetetlenek P; szaméra.

A végrehajtasi sorozatoknak és folyamatoknak ez a hozzarendelése B csiicsa-
ihoz rendelkezik néhany szép tulajdonsaggal. Tegyiik fel, hogy a-t és P;-t hoz-
zarendeljiik az x csiicshoz. Ha = a B-nek egy sarokcstcsa, akkor a-ban minden
folyamat ugyanazzal a bemenettel kezd, ezért az érvényességi feltétel szerint P;-
nek a-ban ezt az értéket kell valasztania. Ha x a B-nek egy kiils6 élén van, akkor
minden folyamat az adott él két végpontjahoz tartozo két érték valamelyikével
kezd; az érvényességi feltételbdl kovetkezik, hogy Pj;-nek ezen két érték valame-
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lyikét kell valasztania. Altalanosan fogalmazva, ha = a B-nek egy (tetszéleges
dimenzi6ji) oldalan helyezkedik el, akkor a-ban minden folyamat az adott oldal
valamelyik sarokpontjahoz tartoz6 értékkel kezd; ezért P; az érvényességi feltétel
szerint ezen értékek kozil valaszt. Végiil, ha x B-nek bels6 pontja, akkor P; a
k + 1 érték barmelyikét valaszthatja.

A végrehajtasi sorozatoknak és folyamatoknak a most leirt moédon torténd
csicsokhoz rendeléséhez sziikség van arra, hogy a menetek r szdma minden vég-
rehajtasi sorozatban legfeljebb L%J legyen, azaz teljesiiljon, hogy f > rk. Ez azért
van {gy, mert a végrehajtasi sorozatokat a 6.33. tétel bizonyitdsdban hasznalt lan-
cérvelés k-dimenzids altalanositdsaval rendeljiik a csiicsokhoz.

Miutéan a végrehajtasi sorozatokat és indexeket hozzarendeltiik a csticsokhoz,
acsucsokat a {0, 1, ..., k} halmazbdl vett ,szinekkel” kiszinezziik. Nevezetesen, ha
az x csucshoz az o végrehajtasi sorozatot és a P; folyamatot rendeltiik, a cstcsot
azzal az értékkel szinezziik, amelyet P; valaszt a-ban. Ennek a szinezésnek a
kovetkez6 tulajdonsagai vannak.

1. A B haromszog k + 1 sarokcsicsédnak kiilonbozék a szinei.

2. A B haromszdg kiils6 élén fekvs pontok szine megegyezik az él valamelyik

végpontjanak szinével.

3. Altalanosabban, a B barmely (tetszéleges dimenzi6ju) oldalan fekvé csi-

csainak szine megegyezik az oldal valamelyik sarokcstcsanak szinével.

A k-szimplexeknek pontosan ezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezs szinezését
az algebrai topologidban Sperner-szinezésnek hivjak.

Itt alkalmazni fogunk egy nevezetes kombinatorikai eredményt, melyet elGszor
1928-ban bizonyitottak be. A Sperner-lemma szerint egy kis szimplexekre bontott
k-dimenzios szimplex Sperner-szinezésének tartalmaznia kell legalabb egy olyan
kis szimplexet, melynek k + 1 csicsa k 4 1 kiilénb6z6 szinre van szinezve. Ese-
tiinkben ez a szimplex megfelel egy egy olyan végrehajtasi sorozatnak, amelyben
legfeljebb f hiba van, és amelyben k41 folyamat k+1 kiilonb6z6 értéket valaszt.
Ez azonban ellentmond a k-megegyezési probléma megegyezési feltételének.

Ebbdl kévetkezik, hogy a remélt algoritmus nem létezik, azaz a k-megegyezési
probléma megoldasara nincs olyan algoritmus, amely f hiba esetében r < L%J
menet utan megallna. Az alfejezet hatraléves része tovabbi részleteket tartalmaz.

Definiciok. Felhasznaljuk a kommunikiciés mintdnak a 6.7. alfejezetben mega-
dott meghatarozasat. Ujra definialjuk a jé kommunikaciés mintat: olyan kommu-
nikaciés minta, amelyben k < r minden (4, j, k) harmasra, és a hidnyz6 harmasok
konzisztensek a megallasi hiba modellel. (Azaz a j6 kommunikaciés mintanak a
most a menetek szaménak fels§ korlatja f helyett r. Egyel6re nem korlatozzuk
a hibdk szaméat.) A j6 kommunikécios minta 0] definiciojat hasznélva a futam és
adott p-ra a végre(p) definiciok ugyanazok, mint a 6.7. alfejezetben. Azt mondjuk,
hogy a P; folyamat egy futam t-edik menete utan csendes, ha a (t 4+ 1)-edik vagy
nagyobb sorszamu menetekben nem kiild {izenetet.

Bermuda-haromszég. A k-dimenziés euklideszi térben értelmezett k-
szimplexszel kezdjiik, melynek sarokcsucsai a k& hosszasaga (0,...,0),
(N,0,...,0), (N,N,0,...,0), ..., (N,...,N) vektorok, ahol N egy nagyon
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nagy egész szam. A B Bermuda-hidromszog ez a szimplex a kis szimplexekre vald
alabbi felbontédsaval egyiitt. B csicsai a szimplexekben 1év6 racspontok, azaz az
x = (x1,...,x)) alakn cstcsok, ahol a vektorok koordinatai 0 és N kozotti egész
szamok, melyekre x1 > xo > ... > xp. A kis szimplexeket a kovetkezSképpen
definialjuk: valasszunk ki egy tetszéleges racspontot, és minden dimenziéban
minden pozitiv irdnyban tegyiink meg egy lépést, tetszbleges sorrendben. A
bejaras soran érintett k£ + 1 cstics megadja egy kis szimplex cstcsait.

7.1.2. példa. A Bermuda-haromszog csucsainak koordinatai

A 7.2. abra egy kétdimenzios Bermuda-haromszoget abrazol.

= egy Kkicsi szimplex

(0,0) (N,0)

7.2.. dbra. Kétdimenzios Bermuda-haromszog.

B cimkézése végrehajtasi sorozatokkal és futamokkal. Ebben a részben le-
irjuk, hogyan rendeliink végrehajtési sorozatokat B csucsaihoz (azaz a csucsokat
,megcimkézziik” a végrehajtasi sorozatokkal. Ezt tgy végezziik el, hogy elGszor
a futamokban 1évé bizonyos (,t) (folyamat, menetszam) parokhoz jeleket rende-
liilnk. FEzek a jelek agy értelmezhet&ek, hogy megengedik a P; folyamatnak, hogy
a t-edik menetben vagy azutén hibazzon. Ugyanahhoz az (i,t) parhoz tobb jel is
rendelhetd.

Pontosabban, az [-futamot minden [ > 0 értékre ugy definidljuk, hogy az
minden ¢ (1 < ¢ < r) értékre pontosan [ jellel tgy van kiegészitve, hogy ha
a P; folyamat a t-edik menetben hibazik, akkor van olyan jel, amely egy (7,t’)
parhoz (¢') < t) van hozzarendelve. Ezek szerint egy [-futam pontosan Ir jelet
tartalmaz. Csak az | = 1 és az | = r eset, azaz az 1-futamok és az r-futamok
érdekelnek benniinket. A hibamentes I-futamot gy definidljuk, hogy az olyan
[-futam, amelyben nincs hiba, és amelyben minden jel (1,¢) alakt parhoz van
rendelve (azaz csak a P; folyamat hibazhat).
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Mivel minden kiegészitett futamot futambol allitottunk el§, minden kiegészi-
tett futam nyilvanvalé moédon alakithaté at végrehajtéasi sorozatta. A wvégre(p)
jelolést, amelyet korabban futamokra vezettiink be, kiterjesztjiik arra az esetre,
amikor p kiterjesztett futam. B cstcsainak végrehajtasi sorozatokkal valé cimkeé-
zése most k-futamokkal torténd cimkézést jelent.

Négy miiveletet definidlunk [-futamokra, melyek mindegyike csak kis valtoza-
sokat okoz. Ezek a miveletek csak egyetlen harmast tudnak eltavolitani vagy
hozzéadni, vagy egyetlen folyamat bemeneti értékét tudjak moédositani, vagy
szomszédos indextd folyamatok koézott tudnak egy jelet mozgatni ugyanabban
a menetben. Ezek a miveletek nagyon hasonlitanak a 6.33. tétel bizonyitasaban
alkalmazottakhoz. Fzeket a miiveleteket a kdvetkezSképpen definialjuk.

1. eltavolit(i,j,t), ahol i és j folyamatindexek és ¢ menetszam, 1 <t < r.
Ez a mtvelet eltavolitja az (i, 7, t) hdrmast (ami azt jelenti, hogy P; a t-edik
menetben Pj-nek iizenetet kiildétt), ha van ilyen harmas, egyébként nincs
hatésa. Csak akkor alkalmazhat6, ha ¢ menet utdn P; és P; is csendes, és
van olyan (i,t") (¢’ <t) par, amelyhez jel van kapcsolva.

2. hozzéad(i,j,t). Ez a mivelet hozzdadja az (i, j,t) harmast, ha még nincs
hozzdadva a futamhoz, egyébként nincs hatasa. Csak akkor alkalmazhato,
ha P; és P; mindketten csendesek ¢t menet utdn, és P; aktiv ¢ — 1 menet
utén.

3. valtoztat(i,v). Ez a miivelet P; bemeneti értékét v-re valtoztatja, és nincs
hatasa, ha a bemeneti érték mar v. Csak akkor alkalmazhat6, ha P; csendes
0 menet utan és az (i, 1) par rendelkezik jellel.

4. mozgat(i,j,t). Ez a mivelet a (i,t) partol a (j,t) parhoz mozgat egy jelet,
ahol j vagy ¢ + 1 vagy i — 1. Csak akkor alkalmazhato, ha (7,t)-nél van jel
és minden hibanak engedélye van mas jelektdl.

A definiciokbdl kdvetkezik, hogy ha ezeket a miveleteket [-futamra alkalmaz-

zuk, akkor az eredmény is I-futam lesz.

Definialjuk minden v € {1,...,k} értékre az eltavolit, hozzdad, valtoz-
TAT és mozgat miiveletek sorozat(v) sorozatat, amely barmely p hibamentes 1-
futamra alkalmazhatdé, és azt olyan hibamentes 1-futamma alakitja, melyben min-
den folyamat bemenete v. Valéjaban minden p hibamentes 1-futamra ugyanaz a
sorozat(v) alkalmazhato. Az atalakités a 6.33. tétel bizonyitdsdban alkalmazott
modszerekkel végezhets el; a f6 kiilonbség a hibdkra engedélyt ado jelek tényleges
mozgasa. Ebben a konstrukciéban a folyamatok bemenetei egyenként valtoznak
v-re, a P folyamattal kezdve. A korédbbiakhoz hasonléan ez a konstrukcié r me-
netben r hibat hasznal fel.

Kideriil, hogy a sorozat(v) sorozatok megkonstrualhatok ugy, hogy kiilon-
boz6 v-re izomorfak — azaz v valasztasatol eltekintve azonosak. Végiil definidl-
hatjuk a B méretének meghatarozésanal hasznalt N paramétert: N egyszertien
a sorozat(v) sorozat hossza (tetsz6leges v-re).

B cstcsainak cimkézésére tobb sorozat(v) sorozatot fogunk hasznalni. Emle-
keztetiink arra, hogy az értékkészlet elemei 0,1,..., k. Minden v € {0,1,...,k}
értékre legyen 7, az a hibamentes 1-futam, amelyben minden folyamat kezdeti
értéke egyenls v-vel. Minden sorozat(v) (1 < v < k) sorozatot arra hasznalunk,
hogy a 7,_1 hibamentes 1-futamhoz 1-futamok olyan sorozatat allitsuk eld, ame-
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7.3.. dbra. Bermuda-haromszog cimkézése k-futamnal.

lyeket a B-nek a v-edik dimenzios élei (a v-tengelyek) mentén 1évS cstucsok eldzetes
cimkézésére hasznalhatunk. Ekkor a B x cstcsahoz rendelendé k-futamot annak
a k darab 1-futamnak az ,06sszefésiilésével” kapjuk, amelyek x k-tengelyekre vald
vetiiletének el6zetes cimkéi.

7.1.3. példa. A Bermuda-haromszog cimkézése k-futamokkal

Ennek az Osszefésiilésnek a megértését segiti a 7.3. dbra, amelyen a
k=2 (esigy V=A{0, 1, 2}) ésn=>5.

A diagram csak azokat a cstucsokat tartalmazza, amelyeket hibamen-
tes k-futamokkal cimkéztiink. Ehhez csak az dbrazolt csucsokhoz tar-
tozo bemeneti értékek vektorara van sziikségiink. A B haromszog
cstcsait cimkézé futam minden sarokcsicsban olyan hibamentes k-
futam, melynek elemei azonosak és a bal alsé sarokcstucsnal nulldk, a
jobb alsé sarokesticsnal egyesek és a felsé csticsnal kettesek. A vizszin-
tes tengelyen 1éve6 lancot sorozat(1) segitségével allitjuk els, és a csupa
nulldbdl 4ll6 vektorbdl a csupa egyeshél allo vektorhoz vezet, mig a
fiiggsleges tengelyen 1évé lancot a sorozat(2) segitségével allitottuk
el§ és ez a lanc a csupa egyesbdl allo vektortol a csupa kettesbdl allo
vektorhoz vezet.

Figyeljiik meg a B-ben megjelend bemenetek mintajat. A vizszintes
tengelyen a folyamatok bemenetei egyenként 0-r6l 1-re valtoznak, a
P folyamattal kezdve. A fiigg6leges tengely mentén a folyamatok be-
menetei egyenként 1-r6l kettére valtoznak, a Py folyamattol kezdve. B
belsejében a valtozasok mindkét irdnyban egyidejiileg mennek végbe.
példéul tekintsiik a nyillal megjeldlt 22100 csicsot. A vizszintes és a
fiiggéleges tengelyen 1évs vetiileteit cimkézs vektorok 11100 és 22111.
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A 22100 vektor ugy valtoztathatoé 22111-re, hogy az utolso két folya-
mat bemenetét 0-rol 1-re valtoztatjuk, mikézben B-ben vizszintesen
mozgunk. Hasonloképpen a 11100 vektor dgy valtoztathat6 22100-ra,
hogy az els§ két folyamat bemenetét 1-rél 2-re valtoztatjuk, mikézben
B-ben fiigg6legesen mozgunk. A B csicsait cimkézs vektor minden
esetben a {0, 1,2} halmaz elemeit tartalmazza, nem névekvs sorrend-
ben.

Most megadjuk az Osszefésiilés formalis definiciéjat. Az 1-futamok o1, ..., 0%
1-futamokbol allo sorozatanak dsszeféstiltje a kiévetkezSképpen definidlt p k-
futam.

1. A P, folyamat bemeneti értéke p-ban v, ahol v az {1,..., k} értékek koziil

a legnagyobb olyan érték, amelyre P; bemeneti értéke o,-ben v, vagy pedig
nulla, ha ilyen érték nem létezik.

2. Az (i,j,k) harmas pontosan akkor van benne p-ban, ha minden o,-ben

(1 < v < k) benne van.

3. Az (i,t) parhoz p-ban rendelt jelek szama az 6sszes o,-ben 1év6 (i, t) parhoz

rendelt jelek szamanak Osszege.

Az els6 feltétellel kapesolatban vizsgaljuk meg tjra azt a modot, ahogyan
az Osszefésiilési miveletet alkalmazzuk. Minden o,-t dgy kapunk meg, hogy
sorozat(v) bizonyos elGtagjat alkalmazzuk 7,_1-re. Ennek a sorozatnak bizonyos
pontjan a P; folyamat bemeneti értéke v — 1-r6l v-re valtozik. Ha ez mar megtor-
tént o,-ben, akkor mondjuk azt, hogy a P; folyamat ,atment” a v-edik dimen-
zioba. Az els6 feltétel éppen a legnagyobb v-t valasztja (ha van ilyen), amelyre
igaz, hogy P; dtment a v-edik dimenzidba.

A miésodik feltétel azt mondja, hogy egy iizenet akkor és csak akkor hidnyzik
a p 1uj futambol, ha hianyzik barmely Osszefésiilend6 o, futamboél. A harmadik
feltétel Osszeszamolja a jeleket. Nem nehéz belatni, hogy 1-futamok sorozatanak
Osszefésiiltje valojaban k-futam.

Rakjuk 6ssze az elemeket és definialjuk B k-futamokkal valé cimkézését. Le-

gyen xi,...,x B tetszbleges cstucsa. Minden v € {1,...k} értékre legyen o, az
az 1-futam, amelyet ugy kapunk, hogy sorozat(v) els6 x, miiveletét alkalmazzuk
Ty—1-re. Akkor az x csicsot cimkézs k-futamot a o1, ..., oy Osszefésiilésével kap-

juk. Megjegyezziik, hogy az Osszefésiilt futamban legfeljebb rk < f jel van, és
ezért legfeljebb f hiba. A bizonyitas hatralévs részére rogzitjiikk B k-futamokkal
(és végrehajtasi sorozatokkal) valo cimkézését.

Ezt a szakaszt azzal fejezziik be, hogy megmutatjuk azt a szoros kapcsola-
tot, amely B barmely T kis szimplexének cstcsait cimkézd k-futamok kézott

van. Legyenek yo,...,yr T csiicsai abban a sorrendben, amelyet a T-t el6allito
,vegrehajtas” meghataroz (amint azt a Bermuda-héromszog definiciojaban leir-
tuk). Legyenek po, ..., pr az ezeket a csicsokat cimkézs, megfelel§ k-futamok.

Az els6 lemma azt mondja ki, hogy minden folyamat, amely ezen k-futamok
valamelyikében hibés, legalabb egy jellel rendelkezik ezen futamok mindegyiké-
ben.

7.4. lemma . Ha a P; folyamat hibds egy p, (0 < v < k) futamban, akkor a P,
folyamathoz minden p, futamban tartozik jel.
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Bizonyitasvazlat. Az allitas igaz, mivel a valtozadsok minden sorozat-ban foko-
zatosak, és mivel egy jel mozgasa és egy harmas eltavolitasa két kiilon 1épésben
valosul meg. A részletes bizonyitast meghagyjuk gyakorlatnak (lasd 7-4. gyakor-
lat). O

A masodik lemma korlatot tartalmaz a futamokban el6forduld osszes hiba sza-
mara.

7.5. lemma . Legyen F, (v € {0,...,k}) azoknak a folyamatoknak a halmaza,
amelyek hibdsak p,-ben. Legyen F = U, F,. Ekkor |F| < rk < f.

Bizonyitas. Meghagyjuk gyakorlatnak (lasd 7-5. gyakorlat). A bizonyitas fel-
hasznalja a 7.4. lemmat. |

Végiil T csucsainak folyamatindexekkel vald cimkézését vizsgaljuk meg. T egy he-
lyi folyamatcimkézése az ig, . . . , i indexi folyamatok hozzarendelése az yo, . . ., yx
csicsokhoz oly médon, hogy minden v-re teljesiil az, hogy az i, indexii folyamat-
nak nincs jele p,-ben. A T cstcsait cimkézd k-futamok fontos tulajdonsaga, hogy
ha létezik T helyi folyamatcimkézése, akkor T' egyetlen végrehajtasi sorozattal
konzisztens.

7.6. lemma . Legyen ig, ..., i a1 szimplex eqy helyi folyamatcimkézése. Akkor
van olyan, legfeljebb f hibdt tartalmazd p futam, hogy minden v-re teljesil, hogy
P;, nem hibds p-ban, tovdbbd végrehajtas(p,) és végrehajtas(p) megkilonboztethe-
tetlenek a P; folyamat szamdra.

Bizonyitasvazlat. p-t a kivetkezéképpen definidljuk. A kezdeti értéket minden
p-beli P; folyamatra tgy definialjuk, hogy legyen egyenld P; kezdeti értékével a
pv-k valamelyikében. Az (i,7,t) (1 <t <r — 1) harmast pontosan akkor vessziik
bele p-ba, ha minden p,-ben benne van. Hasonloképpen az (i, j,r) harmast pon-
tosan akkor vessziik bele, ahol a j fogadé az i, indext folyamatok mindegyikétsl
kiilonbozik, ha minden p,-ben benne van. Végiil az olyan (i, 7,7) harmast, ahol
Jj = iy (egy specidlis v-re) pontosan akkor vessziik bele, ha benne van p,-ben
(ugyanarra a v-re).

Meghagyjuk gyakorlatnak (lasd 7-6. gyakorlat) annak megmutatasat, hogy p
minden sziikséges tulajdonsiggal rendelkezik: azaz valéban futam, legfeljebb f hi-
bat tartalmaz és az i, indexd folyamat minden v-re hibatlan p-ban, valamint hogy
végrehajtds(py) és végrehajtds(p) megkiilonboztethetetlenek az i, indexd folyamat
szamara. A bizonyitas a hibdk szaménak korldtjdhoz a 7.5. lemmat hasznalja fel.

O

B cimkézése folyamatindexekkel. Emlékeztetiink arra, hogy célunk folyama-
tindexek hozzarendelése B cstucsaihoz 4gy, hogy minden T kis szimplexre legyen
olyan végrehajtasi sorozat, amely kompatibilis a 7' csticsait cimkézs végrehajtési
sorozatokkal és folyamatokkal. A 7.6. lemma modszert ad ennek megoldasara: B
minden csicsahoz kivalasztunk egy folyamatot gy, hogy a megfelel§ k-futamban
nincs jel és a kis szimplexek csticsaihoz valasztott folyamatok mind kiilonbozdk.
Ekkor a 7.6. lemm&bo]l minden kis szimplexre adédik a sziikséges kompatibilitési
feltétel.
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B globdlis folyamatcimkézését folyamatoknak B cstucsaihoz vald olyan hoz-
zarendeléseként definidljuk, hogy a tetszGleges x cstucshoz rendelt folyamatnak
nincs jele az z-et cimkézd k-futamban, és minden T kis szimplexre fennéll, hogy
a T cstcsaihoz rendelt folyamatok kiilonb6zék. B globélis folyamatcimkézése B
minden kis szimplexére nézve helyi folyamatcimkézést eredményez.

Most elkészitjiik B globdlis folyamatcimkézését. (Mivel ez pusztan technikai
feladat, az elsé olvaséskor atugorhatjuk, és kdzvetlenil a 7.10. lemmaéval folytat-
hatjuk.) A konstrukciot azzal kezdjiik, hogy a B cstucséat cimkézs p k-futamhoz
hozzakapcsolunk egy él6(p) folyamathalmazt, majd minden €él6(p) halmazbol va-
lasztunk egy folyamatot. A él6(p) halmazok rendelkeznek a kovetkezs tulajdon-
sagokkal.

1. Minden €él6(p) halmaz pontosan n — rk folyamatot tartalmaz. (Mivel fel-
tettiik, hogy n > f+k+ 1 és f > rk, ez azt jelenti, hogy minden él6(p)
halmaz tartalmaz legalabb k 4 1 folyamatot.)

2. A €¢lé(p) halmazban 1év6 folyamatokat azok koziil valasztjuk, amelyek p-ban
nem rendelkeznek jellel.

3. Ha p és p/ B-ben ugyanannak a kis szimplexnek két cstcsat cimkézd k-
futamok és ha a P; € €l6(p) N €élé(p’), akkor P; rangja a két halmazban

azonosl

Rogzitsiik p egyik k-futaméat. Ez a futam pontosan rk jelet tartalmaz; legyen
a jelek a folyamatindexeknek egy multihalmaza, amely megadja az egyes folyama-
tokhoz rendelt jelek szamat. A jelek multihalmazt , kisimitjuk”, hogy megkapjuk
az j uj_jelek multihalmazt, amelyben ugyanannyi jel van, de ebben minden fo-
lyamathoz legfeljebb egy jel van hozzarendelve. Ugyancsak teljesiil, hogy minden
olyan folyamatnak, amelynek volt jele a jelek multihalmazban, lesz jele a 15 jelek
multihalmazban is. A SIMIT eljaras a kovetkez6képpen miikodik.

SIMIT eljaras (vazlatosan)
iy jelek := jelek
while #j jelek-ben van t6bbszoros elem do
valasszunk egy ilyen elemet, példaul i-t
if van olyan j < i, melyre 4j_jelek(j) = 0 then mozgassunk egy jelet P;-t6l
a legnagyobb ilyen Pj-hez
else mozgassunk el egy jelet P;-t6l a legkisebb olyan j > i indexi
folyamathoz, melyre 4j jelek =0

Legyen I(p) az olyan P; folyamatok indexeinek halmaza, melyekre
g jelek(i) = 0.

Az konnyen belathato, hogy az igy definialt éld halmaz rendelkezik az el6bb
emlitett tulajdonsagok koéziil az elsé kettével. A harmadik tulajdonsig belata-
sahoz rogzitsiink egy T kis szimplexet, melynek csticsai a szimplexet el§allité
bejaras sorrendjében legyenek yo, y1, ..., Yk, és legyenek po, p1, ..., pr a meg-
felel k-futamok, amelyek ezeket a cstucsokat cimkézik. ElGszor jegyezziik meg
azt, hogy amikor sorrendben haladunk 7" cstcsain, akkor ha a P; folyamat kapott
egy jelet, akkor kés6bb a bejaras soran végig rendelkezni fog jellel.

'Egy i elem rangja az L teljesen rendezett halmazban az i-nél nem nagyobb elemek szama.



7.1. k-megegyezés 159

7.7. lemma . Legyen v < v/ < v". Ha a P; folyamatnak nincs jele p,-ben, de
van jele p,-ben, akkor P;-nek van jele p,-ben.

Bizonyitas. Meghagyjuk gyakorlatnak (lasd 7-7. gyakorlat). O
Most mar be tudjuk bizonyitani az é/¢ halmazok harmadik tulajdonsagat.

7.8. lemma . Ha P; € él6(p,) N él6(pw), akkor P; rangja €l6(py)-ben és él6(py,)-
ben ugyanaz.

Bizonyitas. Az 4ltalanossag megszoritésa nélkiil feltehetjiik, hogy v < w. Mivel
P; € élé(py) és P; € élé(pw), Pi-nek nincs jele sem p,-ben, sem p,-ben. Ekkor a
7.7. lemmabél kovetkezik, hogy a po, .. ., pw futamok egyikében sincs P;-nek jele.

Mivel jelek elhelyezése szomszédos k-futamokban legfeljebb egy jelnek egy
folyamattol szomszédos folyamathoz valé mozgatasaval kiilénbozik, és mivel P;-
nek ezen futamok egyikében sincs jele, kovetkezik, hogy az i-nél kisebb indexd
folyamatoknal 1év6 sszes jel szama ugyanaz, mondjuk s, a po, ..., py futamok
mindegyikére. Mivel i € €l6(p,), ezért a SIMIT eljaras miikodésébsl kovetkezik,
hogy s < i. (Ha s > i, akkor az i-nél kisebb indexii folyamatoknal indulé jelek
a SIMIT eljarasban ,tulcsordulnak”; azaz a P; folyamatnal végeznek). Ezért biz-
tositva van az, hogy P; rangja éldp,-ben és éldp,-ben ugyanaz az ¢ — s érték.

O
Készen allunk arra, hogy B csticsait megcimkézziik folyamatindexekkel. Le-
gyen x = (z1,...,7;) B tetszbleges cstcsa, és legyen p a csics k-futama; va-

lasztunk egy folyamatindexet az €lé(p) halmazbol. Nevezetesen, legyen sik(z) =

Zle x; ( mod (k + 1)); z-et azzal a folyamattal cimkézziik, amelynek rangja

élé(p)-ban sik(z). Ezt a valasztast B kovetkez6 tulajdonsaga indokolja.

7.9. lemma . Ha z és y ugyanannak a kis szimplexnek killonbozd csicsai, akkor

sik(x) # stk(y).
Most megfogalmazzuk azt az allitast, melyre sziikségiink van.

7.10. lemma . B folyamatindexekkel vald, most ismertetett cimkézése globdlis
folyamatcimkézés.

Bizonyitas. Mivel minden z cstcs indexét a €l6(p) halmazbol valasztottuk, ahol
p a csicshoz kapcesolt k-futam, ehhez az indexhez p-ban nem tartozhat jel. Bar-
mely T rogzitett kis szimplexre kdvetkezik a 7.8. és 7.9. lemméakbol, hogy a va-
lasztott indexek kiilonbozok. O

Most Osszegezziik mindazt, amit az elGallitott cimkézésekrsl tudunk.

7.11. lemma . B k-futamokkal és folyamatokkal vald, adott cimkézései ren-
delkeznek o kovetkezé tulajdonsdggal. Minden olyan T kis szimplexre, amely
a po,---, Pk futamcimkékkel és ig, ..., 1 folyamatcimkékkel van elldtva, létezik
olyan p futam legfeljebb f hibdval, hogy minden v-re teljesil az, hogy i, nem
hibds p-ban és végrehagtds(p,) és végrehajtds(p) megkillonboztethetetlenek az i,
folyamat szdmdra.

Bizonyitas. Az allitas a 7.6. és 7.10. lemmé&kbol kovetkezik. O
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Sperner-lemma. Majdnem készen vagyunk. Csak az van hatra, hogy megfogal-
mazzuk a Sperner-lemmét (a Bermuda-haromszogre vonatkozo specialis esetben),
és alkalmazzuk az ellentmondas eléréséhez. Ez megadja a k-megegyezés eléré-
séhez sziikséges menetek szdmara vonatkoz6 alsé korlatot. B Sperner-szinezése
hozzarendeli egy k 4+ 1 szint tartalmaz6 szinhalmaz valamelyik elemét B minden
csticsdhoz a kovetkezsképpen.
1. B k + 1 sarokcsticsdnak szinei mind kiilonbozéek.
2. Barmely, a B kiils§ élén fekvd csics szine az adott él valamelyik végpont-
janak szinével egyezik meg.
3. Altalanosan, egy kiilsé oldal (barmelyik dimenziéban) barmely belss pont-
janak szine B szomszédos sarokcsiicsai valamelyikének szine.
A Sperner-szinezésnek van egy figyelemre mélt6 tulajdonséga: van legalabb
egy olyan kis szimplex, melynek k+1 csticsa k+1 kiilonb6z6 szinnel van kiszinezve.

7.12. lemma . (Sperner-lemma B-re) B birmely Sperner-szinezésére van B-
ben legaldbb eqy olyan kis szimplex, melynek k+ 1 csicsa k+ 1 killonb6z6 szinnel
van kiszinezve.

Emlékeztetiink arra, hogy feltételezésiink szerint A olyan algoritmus a k-
megegyezés megoldasara, amely képes f hiba eltiirésére, és legfeljebh L%J menet
utén megall. B Cy szinezését a kovetkezéképpen definialjuk. Ha egy x csics a
p futammal és a P; folyamattal van cimkézve, akkor x-et arra a szinre szinez-
ziik, amelyet a P; folyamat vélaszt az A algoritmus végrehajtds(p) végrehajtési
sorozataban.

o

7.13. lemma . Ha A egy f hibdt tird k-megegyezési algoritmus, amely L%J menet
alatt befejezik, akkor Cy a B hdromszég Sperner-szinezése.

Bizonyitas. A k-megegyezés érvényességi feltétele segitségével torténhet. a
Most mér kimondhatjuk a {6 tételt.

7.14. tétel . Han > f+ k+ 1, akkor a k-megegyezés megolddsdra nincs olyan
algoritmus, amely f hiba esetében biztositja, hogy minden hibdtlan folyamat leg-

feljebb L%J menet alatt dontson.

Bizonyitas. A 7.13. lemmé&boél kovetkezik, hogy C4 Sperner-szinezés, ezért a
7.12. Sperner-lemméabol kdvetkezik, hogy van olyan T kis szimplex, melynek min-
den csiicsa kiilonboz6 szinti a C'4 szerint.

Tegyiik fel, T' k-futam cimkéi po, . .., pr és folyamatcimkéi g, . . ., ig. Ca defi-
nicidja szerint ez azt jelenti, hogy a k+ 1 kiilonbéz6 i, indexd folyamat megfelels
végrehajtds(p,) végrehajtéasi sorozataiban mind a k + 1 kiilonb6z6 dontés elsfor-
dult. A 7.11. lemmabdl kévetkezik, hogy van olyan p futam legfeljebb f hibaval,
hogy minden v-re teljesiil az, hogy P;, nem hibas p-ban, tovabba végrehagtds(p,)
és wvégrehajtds(p) megkiilonboztethetetlenek az i, indext folyamat szamara. Ez
azonban azt jelenti, hogy p-ban az io, ..., indexd folyamatok (szamuk k + 1)
k+ 1 kiilonb6z4 értéket valasztanak, amivel megsértik a k-megegyezési probléma
megegyezési feltételét. |
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7.2.. Kozelité megegyezés

Ebben az alfejezetben a kdzelitd megegyezés problémajat bizanci hibdk eléfordu-
lasa mellett vizsgaljuk. Ebben a probléméban a folyamatok valés bemenetekkel
kezdenek, és feltessziik, hogy végiil valos kimeneteket valasztanak. Uzeneteik-
ben valos értékeket kiildhetnek. Eztittal nem pontos értékben kell megegyezniiik,
mint a kdzonséges megegyezési problémanal, hanem egymastoél legfeljebb egy kis
pozitiv e-nal eltérs értékekben. Pontosabban a kovetkez§ feltételeknek kell telje-
stilniiik.

Megegyezés. Barmely két hibatlanul miitk6ds folyamat dontési értékei legfeljebb
e-nal térnek el egymastol.

Ervényesség. Barmely hibatlanul mtikéds folyamat dontési értéke a hibatlanul
miikods folyamatok kezdeti értékei adltal meghatarozott tartoményba esik.

Befejezés. Minden hibatlanul mikéds folyamat végiil dontést hoz.

Ez a probléma el6fordul példaul az oraszinkronizalé algoritmusokban, ahol a fo-
lyamatok oraértékeket kezelnek, de ezek az értékek nem egyeznek meg pontosan.
A gyakorlatban szamos osztott halozati algoritmus dolgozik kozelit6leg szinkro-
nizalt 6rakkal, ahol rendszerint elegend§ az draértékek kozelitd megegyezése.

Itt csak teljes grafokban vizsgaljuk a kozelité megegyezési problémét. A prob-
léma megoldasédnak egyik moédja, hogy eljarasként alkalmazzuk a kézonséges bi-
zanci megegyezési algoritmust. Ehhez feltessziik, hogy n > 3f.

B1zKOZELMEGEGYEZES (vazlatosan)

A folyamatok egy kozdnséges bizanci megegyezés algoritmust futtatnak,
hogy minden folyamat szaméra egy értéket valasszanak. Ezek az algorit-
musok parhuzamosan futnak. A P; folyamat algoritmusa az els6 menetben
iizenetet kiild minden més folyamatnak, azutan a folyamatok a kapott ér-
tékeket bemend adatként hasznaljék fel egy bizanci megegyezést keress al-
goritmusban. Amikor ezek az algoritmusok befejeznek, minden jé folyamat
ugyanazokat a dontési értékeket valasztja minden folyamat szamara. Min-
den folyamat a déntési értékek multihalmazabol az [ % ]-edik legnagyobb
értéket vilasztja sajat dontési értékeként.

A mikddés jobb megértéséhez megjegyezziik, hogy ha P; nem hibés, akkor a
bizanci megegyezés érvényességi feltétele biztositja, hogy a hibamentes folyama-
tok altal P; szamara valasztott értek P; aktualis bemeneti értéke. Mivel n > 3 f,
ezért a multihalmaz kozépsd értékének a hibamentes folyamatok kezdeti értékei-
nek tartomanyaban kell lennie.

7.15. tétel . Ha n > 3f, akkor o BIzKOZELMEGEGYEZES algoritmus egy n-
csticst teljes grdafra megoldja a kozelitd megegyezés problémdjdt.
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Most egy masik algoritmust mutatunk be, amely nem alkalmazza a bizanci
megegyezést. Féleg azért mutatjuk be ezt az algoritmust, mert konny( kiterjesz-
teni az aszinkron héalézati modellre, amelyet majd a 21. fejezetben targyalunk. A
bizdnci megegyezés problémaja az aszinkron hélézatokban nem oldhatd meg. A
mésodik megoldasnak olyan tulajdonsaga is van, hogy esetenként kevesebb menet
utan befejezddik, mint amit a bizanci megegyezés igényel. Ez attol fligg, milyen
messze vannak egymastél a hibatlan folyamatok kezdeti értékei. Az algoritmus
a fokozatos kozelitésen alapul. Az egyszertiség kedvéért elGszor az algoritmus be
nem fejez6d6 valtozatat irjuk le, azutan a befejezést kiilon elemezziik. Ez az al-
goritmus is felteszi, hogy n > 3f.

Sziikségiink van néhény jelolésre és kifejezésre. ElGszor, ha U egy valos sza-
mokbol 4ll6 véges multihalmaz legfeljebb 2f elemmel, és uq, ..., u; a U multihal-
maz elemeinek nem csokkend sorozata, akkor legyen csékkentés(U) annak eredmé-
nye, hogy U-bdl eltavolitjuk az f legkisebb és f legnagyobb elemet, azaz legyen az
Ufyt, ..., Ug—f elemekbd] 4116 multihalmaz. Ha U egy valos szamokbol allo, véges,
nem iires multihalmaz, és uq,...,u; a U multihalmaz elemeinek nem csokkend
sorozata, akkor legyen kivdlasztds(U) annak eredménye, hogy U-bol kivalasztjuk
a legkisebb elemét és azutan minden f-edik elemet, azaz wy,uyy1, uof41,.... Vé-
giil, ha U egy valés szamokbdl allg, véges, nem iires multihalmaz, akkor legyen
dtlag(U) az U multihalmaz elemeinek szamtani kozepe.

Azt mondjuk, hogy egy valos szamokbol allo, véges, nem iires multihalmaz
tartomdnya a legkisebb intervallum, amely a multihalmaz minden elemét tartal-
mazza, és szélessége a tartomany hossza.

A masodik megoldas a kiovetkezd.

KOVERGENSKOZELMEGEGYEZES algoritmus (vazlatosan)

A P; folyamat karbantart egy érték valtozot, amely az utolsd becslést tar-
talmazza. Kezdetben érték; a P; folyamat kezdeti értékét tartalmazza. P;
minden menetben a kdvetkez6ket végzi el.

El6szor, elkiildi sajat érték-ét minden folyamatnak, beleértve sajat magat
is.? Ezutan az adott menetben kapott dsszes értéket Ssszegyditi egy W mul-
tihalmazban; ha P; nem kap értéket egy bizonyos masik folyamattél, akkor
a multihalmazban egy elére megadott értéket rendel ahhoz a folyamathoz,
és ezzel biztositja, hogy |W| = n teljesiiljon.

Ezutan P; beallitja érték-et dtlag(vdlasztds(csokkentés(W)))-re, azaz P; el-
dobja W f legkisebb és f legnagyobb elemét. A megmaradé elemek koziil
P; csak az i-edik elemet és attol szamitva minden f-edik elemet valasztja.
Végiil az igy kivalasztott elemek atlagat teszi az érték-be.

Azt allitjuk, hogy barmelyik menetre igaz, hogy a hibatlan folyamatok érték-ei
a hibatlan folyamatoknak kozvetleniil az adott menet eltti érték-ei altal meg-
hatarozott tartomanyban vannak. Tovdbbé az is igaz minden menetre, hogy a
hibétlan folyamatok érték-ei multihalmazénak szélessége minden menetben lega-

2A sajat maganak valé kiildést rendszerint helyi atmenettel szimulaljak.
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labb (L%f_lj + 1)-ed részére csokken. Ha n > 3f, akkor ez az ,osztotényezs”
egynél nagyobb.

7.16. lemma . Tegyiik fel, hogy pontosan ¢ KOVERGENSKOZELMEGEGYEZES
eqyik végrehajtdsdnak r-edik menete utdn érték; = v, ahol P; egy hibdtlan folya-

mat. Akkor kézvetleniil az r-edik menet eldtt v a hibdtlan folyamatok tartomdnyd-
ban van.

Bizonyitas. Ha W; a P; folyamat altal az r-edik menetben &sszeallitott mul-
tihalmaz, akkor Wj-nek legfeljebb f olyan eleme van, melyek hibas folyamatok
altal kiildott értékek. Ekkor kozvetleniil az r-edik menet el6tt csokkentés(W;)
minden eleme a hibatlan folyamatok érték-einek a tartomanyaban van. Ebbél ko-
vetkezik, hogy ugyanez teljestil dtlag(vdlasztds(csokkentés(W;)))-re, azaz a érték;
1j értékére is. O

7.17. lemma . Tegyiik fel, hogy pontosan a KOVERGENSKOZELMEGEGYEZES
eqyik végrehajtdsi sorozatdnak éppen az r-edik menete utdn lesz az érték; = v és
értéky = v', ahol i és i’ két hibdtlan folyamat indexe. Ekkor

d

’v_vlléf
=+

)

ahol d a hibdtlan folyamatokhoz kizvetlendl az r-edik menet eldtt tartozé érték-ek
tartomdnydnak szélessége.

Bizonyitas. Legyen W;, illetve W/ a P, és Py folyamatok &ltal az
r-edik menetben Osszegytjtétt multihalmaz. Legyen S;, illetve Sy a
kivdlasztds(csokkentés(W;)), illetve a kivdlasztds(csokkentés(W))) multihalmaz.
Legyen ¢ = L%f*lj + 1; megjegyezziik, hogy ¢ pontosan az Si-ben és az S/-ben
lévé elemek szama. Jeloljiik S; elemeit ug, ..., uc-vel, S; elemeit pedig u}, ..., u.-
vel, mindkét esetben nem csokkend sorrendben. Egy segédtétellel kezdiink, amely

szerint a csokkentett multihalmazok mérete legfeljebb f elemmel kiilénbozik.
7.18. segédtétel . |csokkentés(W;) — csokkentés(Wy)| < f.

Bizonyitas. Mivel a hibatlanul miik6dé folyamatok mindegyike egy-egy értéket
ad mind W;-hez, mind pedig W;-hoz, ezért |W; — Wy | < f. Meg tudjuk mutatni,
hogy egy-egy legkisebb elemet eltavolitdsa mindkét halmazbél nem noveli a kii-
lonbséghalmazban 1évs elemek szamat, és ugyanez érvényes egy-egy legnagyobb
elem eltavolitasara is. Ezt a két megallapitast f-szer alkalmazva megkapjuk a
kivant eredményt. ad

A 7.18. segédtétel segitségével bizonyitjuk a kovetkezd segédtételt.
7.19. segédtétel . Ha 1 <j<c—1, akkor uj <uj,y ésuj < ujiq.

Bizonyitas. Csak az els§ allitast bizonyitjuk; a masodik allitas bizonyitasa ha-
sonlo. Kihasznaljuk, hogy u; a csokkentés(W;) multihalmaz ((j — 1)f + 1)-edik
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legkisebb eleme, tovabba u} ., a csokkentés(Wi) (jf + 1)-edik legkisebb eleme.

Mivel a 7.18. segédtétel szerint csikkentés(W;)-nek legfeljebb f eleme nem eleme

csokkentés(W;)-nek, ezért u; < uj ;. O
A kivant korlat kiszamitasaval befejezziik a 7.17. lemma bizonyitasat.

C

1
v —v'| = |dtlag(S;) — dtlag(Sir)| = ~[(Y_(u; —u}))| <

j=1
1 1 <
< 1 g — ) = L(3 (o, o) — min(uy )
j=1 J=1
A T.19. segedtétel szering max(uj, u;) < m.in('ujﬂ, ujiq) teljesiil minden olyan
j-re, amelyre 1 < 5 < c¢— 1, ezért az utolso kifejezés értéke legfeljebb
c—1 1
(> (min(ujy,ufyq) — min(ug, uf))) + E(max(uc, ul.) — min(ue, u.)),
j=1

Q=

amibél 6sszevonassal adodik, hogy

1 :

E(max(uc, ul) — min(ug,u})).
Mivel csokkentés(W;) és csokkentés(Wy) minden eleme a hibatlan folyamatok
r-edik menete el6tt érték-einek tartomanyaban van, ezért az ue, ul, uj és u}
értékek is ebben a tartoményban vannak. Ezért az utolso kifejezés legfeljebb g,
és éppen ezt akartuk belatni. O

Befejezddés. A KONVERGENSKOZELMEGEGYEZES algoritmust befejezédd al-
goritmussa alakitjuk, azaz olyan algoritmussa, amelyben végiil minden folyamat
dont. (Valojaban végiil minden folyamat megéll.) Nevezetesen, minden hibatlan
folyamat az els6 menetben kapott értékek tartoméanyat hasznélja annak a menet-
szamnak a meghatarozasahoz, amikor mar barmely két hibatlan folyamat érték-ei
legfeljebb e-nal kiilénbo6zhetnek. Ezt minden folyamat megteheti, mivel ismeri e
értékét és a garantalt konvergenciasebességet, tovabba tudja, hogy azok az érté-
kek, melyeket az els§ menetben kap, minden hibatlan folyamat kezdeti értékeit
tartalmazzak. Kiilénb6z6 hibatlan folyamatok azonban kiilénb6z6 menetszamo-
kat szdmolhatnak ki.

Minden P; folyamat, amely eléri az 4ltala kiszamitott menetet, a sajat aktualis
érték-ét valasztja dontési értéknek. Miutan ezt megtette, a P; folyamat szorja a
sajat érték-ét egy kiilonleges ledllds cimkével egyiitt, majd ledll. Ha barmely P;
folyamat P;-t6l ledllds cimkével egyiitt kapja az érték-et, akkor ezt hasznalja P;
tizeneteként az adott és minden késGbbi menetre nézve (mindaddig, amig a sajat
kiszamitott menetszama alapjan P; gy nem doént, hogy 6 is leall).

Bar a hibatlan folyamatok kiilonb6z6 menetszamokat szamolhatnak, vilagos,
hogy a legkisebb ilyen becslés is helyes. Ezért amikor a legels6 hibatlan folyamat
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leall, érték-einek tartomanya mar elég kicsi. A kés6bbi menetek soran a hibatlan
folyamatok érték-einek tartoménya sohasem ndé, bar arra nincs garancia, hogy
tovabb cstkken.

7.20. tétel . Ha n > 3f, akkor a fenti befejezéssel kiegészitett KONVERGENS-
KOZELMEGEGYEZES egy n-cstcsi teljes grifra megoldja a kézelité megegyezési
problémdt.

Bonyolultsagelemzés. Nincs az n, f, € értékektsl és a hibatlan folyamatok
kezdeti értékeibsl all6 multihalmaz szélességétsl fiiggd felsé korlat arra, hogy
mennyi id6 alatt déntenek a KONVERGENSKOZELMEGEGYEZES algoritmusban
a hibatlan folyamatok. Ennek oka, hogy a hibas folyamatok az els§ menethen
tetszbleges értéket kiilldhetnek, ami azt okozhatja, hogy a hibatlan folyamatok
akarmilyen nagy menetszamot is kiszamolhatnak befejezésiikhoz.

A gyakorlatokban elemezziik azokat a folyamatok szaméra és az Osszefiiggs-
ségre vonatkoz6 korlatokat, amelyeknek teljesiilnilik kell a kozelit§ megegyezési
probléma megoldasdhoz. A 21. fejezetben az aszinkron halozati modellel kapcso-
latban tjra targyaljuk ezeket a problémaékat.

7.3.. A véglegesitési probléma

Ebben a szinkron rendszerek osztott megegyezési problémairdl szo6l6 utolséd alfeje-
zetben az osztott adatbdzis véglegesités problémajanak kulcsgondolatait mutatjuk
be. Amint azt az 5.1. alfejezetben elemeztiik, a probléma akkor meriil fel, amikor
egy adatbézis tranzakcio végrehajtasaban tobb folyamat vesz részt. A feldolgozés
utdn minden folyamat kialakitja kezdeti , véleményét” arr6l, hogy a tranzakciét
véglegesiteni kell (azaz eredményeit véglegessé és mas folyamatok szdmara hozza-
ferhetGvé tenni), vagy elvetni (azaz eredményeit eldobni). Egy folyamat altalaban
a véglegesitést részesiti elényben, ha a tranzakciéval kapcsolatos szamitasait si-
keresen befejezte, egyébként pedig inkdbb az eldobést valasztja. Feltessziik, hogy
a folyamatok kommunikalnak, és végiil megegyeznek a véglegesités vagy eldobds
kimenetben. Ha lehetséges, akkor az eredmény véglegesités.

Léteznek olyan erre a problémara megoldésok a gyakorlatban eléfordulé osz-
tott halézatok estén is, amelyekben folyamat- és vonalhibak egyiitt is el6fordul-
hatnak. Az 5. fejezet eredményeibdl azonban az kévetkezik, hogy ha nincs felsé
korlat a vonalhibdk szamara, akkor nincs megoldas. Ezért az iizenetvesztésekre
bizonyos korlatokat kell feltételezniink.

7.3.1.. A feladat

A véglegesitési probléméanak azt az egyszertisitett valtozatat tekintjiik, amelyben
a halozatban nincs tlizenetvesztés, csak folyamathiba. Ha ennek a fejezetnek az
algoritmusait miikdd§ halézatokban akarjuk megvalésitani, akkor més mechaniz-
musokat is kell alkalmazni kell, példaul ismételt atvitelt az elveszett {izenetek
potlasara. Tetszbleges szamu folyamat megallasi hibat megengediink.
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Feltessziik, hogy a bemeneti tartomany {0, 1}, ahol az 1 a véglegesitésnek, 0
pedig az elvetésnek felel meg. Figyelmiinket arra az esetre korlatozzuk, amelyben
a halozat grafja teljes. A helyességi feltételek a kovetkezok.

Megegyezés. Barmely két folyamatnak ugyanazt az értéket kell valasztania.

Ervényesség.
1. Ha barmely folyamat 0 értékkel kezd, akkor 0 az egyetlen lehetséges
dontési érték.
2. Ha minden folyamat az 1 értékkel kezd és nincs hibas folyamat, akkor
az 1 az egyetlen lehetséges dontési érték.

Befejezés. Ennek két valtozata van. A gyenge befejezési feltétel (GyBF) azt
mondja, hogy ha nincs hiba, akkor végiil minden folyamat dént. Az erds
befejezési feltétel (EBF) (amelyet nemblokkoldsi feltételnek is neveznek) azt
mondja, hogy végiil minden hibatlan folyamat dont.

Az erds befejezési feltételt kielégit véglegesits algoritmusokat idénként nem
blokkolo véglegesitd algoritmusoknak is nevezziik, mig a gyenge befejezési feltételt
kielégits, de az erGs befejezési feltételt nem kielégitd véglegesitd algoritmusokat
idénként blokkols algoritmusoknak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy az a megegyezési feltételiink, hogy bdrmely két folyamat
ugyanazt az értéket vdlasztja. Fzek szerint egy hibés folyamatnak sem engedjiik
meg, hogy a tobbi folyamattdl eltérs értéket valasszon. Ezt azért koveteljitk meg,
mert a véglegesit§ protokollok gyakorlati alkalmazasaiban egy folyamat hibassa
valhat, majd kés6bb tijra helyesen miikddhet. Tegyiik fel példaul, hogy a P; fo-
lyamat hibassa valasa el6tt a véglegesités dontést vilasztja, késébb pedig més
folyamatok az eldobdst valasztjak. Ha a P; folyamat helyredllitodik és fenntartja
a véglegesitést, ellentmondés jon létre.

A probléma formélis megfogalmazasa hasonlé ahhoz a két esethez, amelyeket
kordbban mar vizsgaltunk: az dsszehangolt tamadashoz az 5.1. alfejezetben és a
megegyezési problémahoz megallasi hibak esetében a 6.1. alfejezetben. A végle-
gesitési probléma és az Gsszehangolt tdmadas probléméja kozott a legfontosabb
kiilénbség az, hogy itt folyamathibat vizsgalunk, és nem vonalhibat; és kiilonb-
ség van az érvényességi feltételben is. A véglegesitési probléma és a megallasi
megegyezési probléma kozotti fontos kiilonbségek: elsGsorban az eltérs érvényes-
ségi feltétel, masodsorban pedig a gyengébb befejezési feltétel. A 6.7. alfejezetnek
a megallasi megegyezési problémara vonatkoz6 eredményeibél kovetkezik, hogy
az erds befejezési feltétel esetében a véglegesitési probléma megoldasihoz lega-
labb n — 1 menetre van sziikség. (Megjegyezziik, hogy a 6.33. tétel bizonyitasa a
véglegesitési érvényességi feltétel esetében is helyes.)

Az alfejezet hatralévs részében két, a gyakorlatban hasznalt véglegesitd algo-
ritmust ismertetiink (azzal az egyszertsitéssel, hogy csak folyamathibdkat enge-
diink meg). Az els8, a kétfdzisi véglegesités, blokkolo algoritmus, mig a méasodik, a
hdromfdzisi véglegesités, nem blokkold. Azutdn megadunk egy egyszerd alsé kor-
latot a probléma megoldasahoz sziikséges lizenetek szamdra abban az esetben,
ha csak a gyenge befejezési feltétel teljesiilését koveteljiik meg.
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7.3.2.. Keétfazisu véglegesités

A gyakorlatban legismertebb véglegesits algoritmus a kétfdzisi véglegesités; ez az
egyszerid algoritmus garantalja a gyenge befejezést.

A KETFAZISUVEGLEGESITES algoritmus
Ez az algoritmus feltételez egy kitiintetett folyamatot, példaul P;-et.

1. menet. Py kivételével minden folyamat elkiildi kezdeti értékét Pi-hez,
és minden olyan folyamat, melynek kezdeti értéke 0, a 0 értéket valasztja.
P ezeket az értékeket és sajat kezdeti értékét egy vektorba gydjti Gssze.
Ha a vektor minden eleme 1, akkor P az 1 értéket valasztja. Egyébként —
azaz, ha van a vektorban olyan elem, amely 0, vagy bizonyos elem hianyzik
(mivel a megfelel§ folyamattol nem érkezett iizenet) — P; a nulla értéket
vilasztja.

2. menet. Py dontését szérja a tobbi folyamatnak. Barmely, P;-t6l kiilon-
boz6 folyamat, amely a mésodik menetben lizenetet kap és az els6 menet-
ben még nem dontott, azt az értéket valasztja, amelyet a masodik menetbeli
iizenetben kap.

Lasd a 7.4. Abrat a KETFAZISUVEGLEGESITES hibamentes meneteiben alkalma-
zott kommunikaciés mintak illusztralasara.?

folyamatok

menetek

7.4.. 4bra. Kommunikaciés minta a KETFAZISUVEGLEGESITES algoritmusban.

3Menet fogalmunk nem pontosan egyezik meg a kétfazisi protokollokban szokasos fazisok
fogalmaval. Rendszerint az elején még egy tovabbi menetet alkalmaznak, amelyben P a végle-
gesités vagy eldobds értékeket igényli a t6bbi folyamattol. Ekkor az els6 fazis ebbdl a tobblet
menetbdl és a mi els§ menetiinkbdl all. Egyszerisitett modelliinknek és problémaleirasunknak
koszonhetGen nincs sziikségiink erre a tobblet menetre.
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7.21. tétel . A KETFAZISUVEGLEGESITES algoritmus o gyenge befejezési felté-
tellel megoldja a véglegesitési problémdt.

Bizonyitas. A megegyezést, érvényességet és befejezést egyarant konnyd belatni.
O
A KETFAZISUVEGLEGESITES azonban nem elégiti ki az EBF-t, azaz blokkold
algoritmus. Ez azért igaz, mert ha P; hibazik, miel6tt a masodik menetben el-
kezdené a szérast, akkor azok a hibédtlan folyamatok, melyek kezdeti értéke 1,
sohasem fognak dénteni. A gyakorlatban ha P hibazik, akkor a tébbi folyamat
bizonyos befejezési protokollt hajt végre és bizonyos esetekben sikeriil dontést hoz-
niuk. Példaul ha P; hibassa valik, de valamely maésik folyamat, példaul P;, mar az
els6 menetben a 0 értéket valasztotta, akkor Py értesitheti a tobbi jo folyamatot
arr6l, hogy 6 a 0 értéket véilasztotta, és akkor azok biztonsdgosan vélaszthatjak
a 0 értéket. A befejezési protokoll azonban nem minden esetben sikeres. Példaul
tegyiik fel azt, hogy Py kivételével minden folyamat az 1 bemeneti értékkel kezd,
de P; hibassa valik, miel6tt barmilyen tizenet kiildene. Ekkor egyetlen tovabbi fo-
lyamat sem értesiil Py 1-es kezdeti értékérdl, és igy az érvényességi feltétel szerint
egyetlen folyamat sem valaszthatja az 1 értéket. Masrészt, egyetlen folyamat sem
valaszthatja a nullat, mivel barmelyik folyamat mondhatja azt, hogy eléfordulhat
az, hogy P hibassa valasa el6tt mar az 1 értéket valasztotta, és az ellentmondas
megsértené a megegyezési feltételt.

Bonyolultsagi elemzés. A KETFAZISUVEGLEGESITES algoritmus csak két me-
netet igényel. Emlékeztetiink arra, hogy a 6.33. tétel (f + 1)-es als6 korlatot
ad a megallasi megegyezéshez sziikséges menetek szaméra. A KETFAZISUMEG-
EGYEZES algoritmusra vonatkozé alsd korlat ennek nem mond ellent, mivel a
KETFAZISUMEGEGYEZES csak a gyenge befejezési feltételnek tesz eleget. Ha a
kommunikéciés bonyolultsdgot a barmely végrehajtasban legrosszabb esetben
kiildétt nem-null lizenetek szamaval mérjik, akkor 2n—2 értéket kapunk; példaul
egy hibamentes végrehajtasban ennyi az elkiild6tt tizenetek szama.

7.3.3.. Haromfazisa véglegesités

A HAROMFAZISUVEGLEGESITES a KETFAZISUVEGLEGESITES olyan javitott val-
tozata, amely garantilja az erGs befejezést.

Ennek alapja az, hogy P; csak akkor valasztja az 1 értéket, ha minden olyan
folyamat, amely még nem hibazott, ,kész” az 1 értéket véilasztani. Egy tovabbi
menetet igényel, hogy P; errél megbizonyosodjon. Elészor az algoritmus elsé ha-
rom menetét irjuk le és elemezziik. Az algoritmus tovabbi részét, amely a nem
blokkol6 tulajdonsigot biztositja, késébb ismertetjiik.

HAROMFAZISUVEGLEGESITES algoritmus, elsé harom menet (vaz-
latosan)

Elsd menet. Py kivételével minden folyamat elkiildi kezdeti értékét Pi-nek,
és minden olyan folyamat, melynek kezdeti értéke 0, a 0 értéket valasztja.
A P; folyamat ezeket a kapott értékeket és a sajat kezdeti értékét egy
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vektorba gytjti 6ssze. Ha ennek a vektornak minden eleme 1, akkor P;
kész allapotba keriil, de még nem valaszt. Egyébként — azaz ha ennek a
vektornak van 0 eleme vagy iires eleme (mert bizonyos {izenet nem érkezett
meg) — Py a 0 értéket vilasztja.

Madsodik menet. Ha a Py folyamat a 0 értéket valasztja, akkor szétkiildi
a ddnt(0) iizenetet. Ha nem, akkor P; a kész iizenetet szorja. Minden
folyamat, amely kész iizenetet kap, kész allapotba keriil. Ha P; még nem
valasztott, akkor az 1 értéket valasztja.

Harmadik menet. Ha Py az 1 értéket valasztotta, akkor szétkiildi a dént(1)
tizenetet. Minden folyamat, amely dént(l) tizenetet kap, az 1 értéket
véilasztja.

A 7.5. 4bra a HAROMFAZISUVEGLEGESITES hibamentes futamaiban elfordulé
kommunikéciés mintat abrazolja.*

Py

Ps

Py

7.5.. dbra. Kommunikéciés minta a HAROMFAZISUVEGLEGESITES algoritmus-
ban.

Mielstt a megfelel§ befejezést biztositoé protokollt ismertetnénk, elemezziik az
els6 harom menet utan kialakul6 helyzetet. Minden folyamat (hibés és hibatlan)
allapotait négy — egymast kizar6 és minden esetet magaban foglalé — osztélyba
soroljuk:

1. 0-déntés: azok az allapotok, amelyekben a folyamat a 0 értéket valasztja;

2. 1--diontés: azok az allapotok, amelyekben a folyamat az 1 értéket valasztja;

3. kész azok az Aallapotok, amelyekben a folyamat még nem valasztott, de
kész;

1Az itt alkalmazott menetek nem felelnek meg pontosan a haromfazisi véglegesitési pro-
tokollok szokasos fazisainak. Rendszerint hozzdadnak még egy igényl6 menetet az elejéhez és
valamilyen nyugtézast is hasznéalnak.
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4. bizonytalan: azok az allapotok, amelyekben a folyamat még nem valasztott

és nem kész.
A HAROMFAZISUVEGLEGESITES kulcstulajdonsagait fogalmazza meg a kovetkezs
lemma: olyan allapotkombinacidkat ir le, amelyek egyiitt nem fordulhatnak eld.

7.22. lemma . A HAROMFAZISUVEGLEGESITES hdrom menete utdn teljestilnek
a kévetkezok.
1. Ha valamelyik folyamat kész vagy 1-dontés dllapotban van, akkor minden
folyamat kezdeti értéke 1.

2. Ha valamelyik folyamat 0-déntés dllapotban van, akkor nincs folyamat 1-
déntés dllapotban és nincs hibdtlan folyamat a kész dllapotban.

3. Ha wvalamely folyamat 1-dontés dllapotban van, akkor nincs folyamat 0-
déntés dllapotban és nincs hibdtlan folyamat bizonytalan dllapotban.

Bizonyitas. Nyilvanvalo. A bizonyitas egyetlen meggondolandé része a harmadik
feltétel belatasa. Ehhez megjegyezziik, hogy P; csak a masodik menet végén
donthet az 1 mellett, miutin a kész lizeneteket szétkiildte. Ez azt jelenti, hogy
a masodik menet végén P; megtudja, minden mas folyamat vagy mar megkapta
és feldolgozta a kész lizenetet, és ezaltal kész allapotba keriilt, vagy hibassa valt.
(A modell szinkronizéltsdga ebben az esetben fontos.) O

Most bebizonyithatjuk, hogy a benniinket érdekls feltételek tobbsége mar a
harmadik menet utan teljestl.

7.23. lemma . A HAROMFAZISUVEGLEGESITES hdrom menete utdn teljesilnek
a kévetkezdk.
1. A megegyezési feltétel teljestil.

2. Az érvényességi feltétel teljesiil.
3. Ha a Py folyamat nem hibdzott, akkor minden hibdtlan folyamat dontott.

Bizonyitas. A megegyezés feltétele a 7.22. lemmahol kévetkezik, és az érvényes-
ségi feltételnek azt a részét biztositja, amely szerint ha valamely folyamat a 0
értékkel kezd, akkor 0 az egyetlen lehetséges dontési érték. Az érvényességi felté-
tel masik része egyszertien ellenérizhets.

Végiil ha P; nem hibés, akkor minden hibatlan folyamat doéntott. Ez azért
igaz, mert barmit tesz a tobbi folyamat, P; mindenképpen dénteni fog, és ha
P dontott, dontését azonnal szétkiildi a tobbi folyamatnak, amelyek ugyantugy
dontenek. O

Ez a harom menet azonban még nem elég a nem blokkold véglegesitési prob-
léma megoldasahoz, mivel nem garantaljak az erds befejezést. Ha P nem hibés,
akkor a 7.23. lemma szerint minden hibamentes folyamat dént. Ha azonban P;
hibéssa valik, akkor el6fordulhat, hogy a tébbi folyamat bizonytalan allapotban
marad. Ennek elkeriilése érdekében a tobbi folyamatnak az els6 hdrom menet
utan végre kell hajtania a befejezést protokollt. A pontos részletek tébbfélekép-
pen is megfogalmazhatok; az aldbbiakban egy lehetséges valtozatot ismertetiink.

HAROMFAZISUVEGLEGESITES befejezési protokoll
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4. menet. Minden folyamat (amely még nem hibéazott) elkiildi jelenlegi &l-
lapotat (ami 0-dontés, 1-dontés, kész vagy bizonytalan) Pe-nek. Py ezeket
az allapotértékeket és a sajat allapotat dsszegytjti egy vektorba. Nem biz-
tos, hogy a vektor minden eleme ki van t6ltve — P» figyelmen kivil hagyja
azokat az elemeket, amelyek nincsenek kitoltve. Ha a vektor csak 0-ddntés
tartalmaz 0-dintés értéket, és Po még nem dontott, akkor Po a 0 értéket
valasztja. Ha a vektor tartalmaz legaldbb egy 1-dintés értéket, és Po» még
nem dontott, akkor akkor P az 1 értéket valasztja. Ha a vektor minden
kitoltott eleme bizonytalan, akkor P a 0 értéket valasztja. Egyébként —
azaz a vektorban csak bizonytalan és kész értékek vannak, és van legalabb
egy kész, akkor P» kész allapotba keriil, de még nem dont.

5. menet. Ebben és a kovetkez§ menetben P> ahhoz hasonléan viselkedik,
ahogy P a 2. és 3. menetben. Ha P> mar dontott, akkor egy dént iizenet-
ben szétkiildi a dontését. Ha nem dont, akkor a kész allapotat szérja. Ha
barmely folyamat, amely még nem dontott, dont(0) vagy dént(1) iizenetet
kap, akkor az tizenetnek megfelelGen a 0, illetve 1 értéket valasztja. Ha egy
folyamat kész értéket kap, allapota kész lesz. Ha Po még nem dontdtt, ak-
kor az 1 értéket valasztja.

6. menet. Ha P» az 1 értéket valasztotta, akkor szétkiildi a dént(1) értéket.
Ha olyan folyamat kap dént(1) iizenetet, amely még nem dontott, az az 1
értéket valasztja.

A 6. menet utdn a protokoll hasonl6 3-3 menettel folytatodik, melyeket
rendre a P53, P4, ..., P, koordinalnak.

7.24. tétel . A befejezési protokollt is tartalmazd teljes HAROMFAZISUVEGLE-
GESITES nem blokkold véglegesitd algoritmus.

Bizonyitasvazlat. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy a 7.22. lemmaéaban felsorolt 3
tulajdonsag nem csak harom menet utan teljestil(ahogy a lemmaban allitottunk),
hanem a teljes HAROMFAZISUVEGLEGESITES algoritmus bdrmelyik menete utan.
A bizonyitas a menetek szama szerinti indukcioval toérténik.

Ezutdn a megegyezés és az érvényességi feltétel egy része — az, hogy ha vala-
melyik folyamat a 0 értékkel kezd, akkor 0 az egyetlen lehetséges dontési értéke
— a korabbiakhoz hasonloan kévetkezik a 7.22. lemma kiterjesztésébdl. Az érvé-
nyességi feltétel masik része azért igaz, mert ha nincsenek hibak, akkor minden
folyamat dont az els6 harom menet soran.

Az er6s befejezési feltétel van még héatra. Ha minden folyamat hibas, akkor
a tulajdonsag tires halmazra vonatkozik, ezért biztos igaz. Egyébként tegyiik fel,
hogy P; hibatlan. Ekkor azalatt, mig P; a koordinélé folyamat, minden hibatlan
folyamat donteni fog. O

Bonyolultsagi elemzés. A HAROMFAZISUVEGLEGESITES itt bemutatott valto-
zata 3n menetet igényel. Ez még akkor is lényegesen magasabb a 6. fejezetben (ott
megallasi hibdk fordulhattak el§) tanulmanyozott megegyezési algoritmusoknél
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altalaban elérhetd, koriilbeliil n menetes felsé korlatoknal, ha minden folyamat
meghibasodhat. Természetesen a megéllasi hibakat tiir6 megegyezési algoritmu-
sok més érvényességi feltételt elégitenek ki, de kis mddositéssal a véglegesitési
érvényességi feltételt is ki tudjak elégiteni. Akkor miért jobbak a gyakorlatban a
HAROMFAZISUVEGLEGESITES-hez hasonld algoritmusok?

A f6 ok az, hogy a HAROMFAZISUVEGLEGESITES atalakithaté dgy, hogy a
hibamentes esetben alacsony legyen bonyolultsdga. Ha egyetlen folyamat sem
hib4s, akkor 3 menet alatt minden folyamat dént. Ekkor egy egyszerii protokoll
segitségével a folyamatok megtudhatjik, hogy mar minden folyamat déntott, és a
befejezési protokoll tovabbi részében mar nem vesznek részt. Ezzel a kiegészitéssel
az egész algoritmus sziikséges meneteinek szama egy kis konstans, az {izenetek
szdma pedig O(n).

7.3.4.. Also korlat az lizenetek szamara

Ezt a fejezetet (és az els6 részt) azzal zarjuk, hogy megvizsgaljuk a véglegesi-
tési probléma megoldasdhoz sziikséges tizenetek szaméat. Emlékezziink arra, hogy
a KETFAZISUVEGLEGESITES algoritmus a hibamentes esetben 2n — 2 iizenetet
hasznal. A HAROMFAZISUVEGLEGESITES valamivel tébbet, de még mindig O(n)
iizenetet igényel, ha az algoritmust tgy moédositjuk, hogy hamar megalljon. Eb-
ben a szakaszban megmutatjuk, hogy 2n — 2 {izenetnél kevesebb még akkor sem
elég a hibamentes esetben, ha megelégsziink egy blokkolé algoritmussal.

7.25. tétel . A véglegesitési problémdt megoldd algoritmusok még a gyenge befe-
jezési feltétel esetében is legaldbb 2n — 2 tizenetet haszndlnak az olyan végrehajtdss
sorozatokban, amelyekben minden bemenet 1.

A fejezet hatraléve részében rogzitiink egy A véglegesits algoritmust, és legyen
a1 A-nak az a hibamentes végrehajtésa, amelyben minden bemenet 1. Célunk
annak megmutatéasa, hogy oy legalabb 2n — 2 {izenetet tartalmaz.

Ismét felhasznaljuk a kommunikdcids mintdnak a 6.7. alfejezetben megadott
definiciojat. Ezuttal arra hasznaljuk a kommunikicidés mintat, hogy leirja a hi-
bamentes végrehajtasi sorozatban elkiildott tizenetek halmazat. (A kordbbiaktol
eltérGen nem tételezziik fel, hogy minden folyamat minden menetben minden
masik folyamatnak kiild iizenetet). Az A algoritmus barmely o hibamentes vég-
rehajtasi sorozatabol a nyilvanvalo modon készitjiik a minta(a) kommunikacios
mintat.

A kiilonb6z6 folyamatok k6zott kiilonbozs idépontokban végbemend informaé-
civaramlas leirasara felhasznaljuk a v kommunikiciés mintanak az 5.2.2. szakasz-
ban definidlt <, rendezését is. Azt mondjuk, hogy a P; folyamat a v kommuni-
kaci6s mintdban hat a P; folyamatra, ha van olyan k, amelyre (7,0) <, (j,k))
teljesiil. A kovetkez6 lemma tartalmazza az alsé korlat alapgondolatat.

7.26. lemma . Bdarmely P; és P; folyamatra fenndll, hogy P; hat Pj-re a min-
ta(av)-ben.

7.3.1. példa. Als6 korlat a véglegesitésre
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A 7.26. lemma bizonyitasa el6tt bemutatunk egy példat, amely aléd-
tamasztja, hogy a lemma helyes. Tegyiik fel, hogy a; (A-nak az a
hibamentes végrehajtasi sorozata, amelyben minden bemenet 1) pon-
tosan azokat az iizeneteket tartalmazza, amelyeket a 7.6. abra bal
oldalan megjel6ltiink.

Az érvényességi és a gyenge befejezési feltétel szerint ap-ben végiil
minden folyamatnak 1-et kell vilasztania. Vegyiik észre, hogy ai-ben
P4 nem hat Pj-re; vizsgaljuk meg, milyen problémékat okoz ez. Te-
kintsiink egy masik, o/ végrehajtasi sorozatot, amely csak annyiban
tér el a-tol, hogy P, bemenete 0, és minden folyamat hibassa vé-
lik kozvetleniil azutan, hogy elészor hatott ra Py. Az of végrehajtasi
sorozatot a 7.6. abra jobb oldali része mutatja; a hibakat X jelzi. Koz-

vetleniil megmutathat6, hogy oy B o}, amibél kovetkezik, hogy Py
a1-ben ugyancsak 1-et valaszt. Ez azonban megsérti az aq-re vonat-
koz6 érvényességi feltételt, ami ellenmondas.

7.6.. abra. Az oy és o végrehajtési sorozatban kiildétt iizenetek.

A 7.26. lemma ugyanazzal a gondolatmenettel bizonyithatd, mint amit a 7.3.1.
példaban alkalmaztunk.

7.26. lemma bizonyitasa. Az érvényesség és a gyenge befejezési feltételek sze-
rint az a1 mintaban végiil minden folyamatnak 1-et kell valasztania. Tegyiik fel,
hogy a lemma allitdsa hamis, és rogzitsiink két folyamatot, példédul P;-t és Pj-t,
amelyekre igaz, hogy P; nem hat Pj-re minta(oy)-ben. Ekkor i és j definicioja
szerint i # j. Allitsuk el§ o-et 1igy, hogy ai-ben P; bemenetét 0-ra valtoztatjuk,
és minden folyamat meghibisodik kézvetleniil azutan, hogy P; el6szor hatott ra.

Ekkor oy 2 o, ezért P; o-ben ugyancsak 1-et valaszt. Ez megsérti az érvényes-
ségi feltételt, ami ellentmondas. |

A 7.25. tétel bizonyitdsanak befejezéséhez egyszertien azt kell megmutatnunk,
hogy abbol a feltételbdl, hogy minden folyamat hat minden mésik folyamatra,
kovetkezik, hogy 6sszesen legalabb 2n — 2 {izenet van. Felhasznaljuk a kdvetkezd,
kommunikaciés mintdkra vonatkoz6 lemmét.
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7.27. lemma . Legyen v tetszéleges kommunikdcids minta. Ha y-ban egy m > 1
folyamatot tartalmazdé halmaz minden eleme hat a rendszernek mind az n folya-
matdra, akkor v-ban legaldbb n +m — 2 dzenet (hdrmas) van.

Bizonyitas. m szerinti indukci6val.

Az indukcid alapja: m = 1. Legyen P; az a folyamat, amelyrél feltettiik, hogy
mind az n folyamatra hat. Mivel P; mind az n folyamatra hat, v sziikkségképpen
tartalmaz {izenetet mind az n — 1, P;-t6l kiilonbdzs folyamathoz. Ez legalabb
n — 1 {izenet, és éppen erre volt sziikségiink.

Indukcids lépés. Feltessziik, hogy a lemma teljesiill m-re, és megmutatjuk,
hogy (m+1)-re is teljesiil. Legyen I olyan halmaz, amely m + 1 olyan folyamatot
tartalmaz, amelyek mind az n folyamatra hatnak. Az altalanossag megszoritasa
nélkil feltehetjiik, hogy az els§ menetben legalabb egy I-beli folyamat tizene-
tet kiild valamelyik folyamatnak. Ugyanis ha ez nem igaz, akkor eltavolithatjuk
mindazokat a kezdeti meneteket, amelyekben I-beli folyamat nem kiild iizenetet;
a megmaradé kommunikaciés mintaban még mindig teljesiil, hogy I minden fo-
lyamata hat mind az n folyamatra. Legyen P; egy olyan I-beli folyamat, amely
v-ban az els6 menetben kiild iizenetet.

Tekintsiik azt a 7/ kommunikiciés mintat, amely annyiban kiilonbozik -
t6l, hogy eltavolitottunk beléle egy olyan {izenetet, amelyet az els§ menetben P;
kiildott. Akkor az I'\{P;} halmaz minden eleme hat 7'-ben mind az n folyamatra.
Az indukcios feltevés szerint 7'-ben legalabb n+m—2 {izenet van. Ezért v legalabb
n+m—1=n+(m+1)—2 lizenetet tartalmaz, és éppen ezt akartuk belatni. O

Most mar befejezhetjiik a 7.25. tétel bizonyitasat.

7.25. tétel bizonyitasa. A 7.26. lemma szerint tetszélegesen véalasztott P; és P;
folyamatokra igaz, hogy P; hat Pj-re a minta(o)-ben. Ezért a 7.27. lemmabol
kovetkezik, hogy minta(a;)-ben legaldbb 2n — 2 {izenet van. a

7.4.. Megjegyzések a fejezethez

A szakirodalomban a k-megegyezési problémat k-halmaz megegyezési probléma-
nak hivjdk. A probléméat elszor Chaudhuri [73] vetette fel, mint a korabban
mar alaposan elemzett egyszerti megegyezési probléma természetes altalanosita-
sat. A MINTERJED algoritmus Chaudhuri, Herlihy, Lynch és Tuttle [75] cikkéb6l
szarmazik és egy olyan algoritmuson alapul, melyet eredetileg Chaudhuri [73] ja-
vasolt. A k-megegyezésre vonatkozo also korlat bizonyitasanak gondolatmenete a
[75,76,77| cikkekbdl széarmazik. Az alsé korlat bizonyitasanak algebrai topologiai
héattere megtalalhato Spanier algebrai topoldgiarol szolo klasszikus kdnyvében
[266]. A Sperner-lemmat eredetileg Sperner [267| igazolta és kés6bb Spanier [266]
elemezte.

A kozelit6 megegyezésre vonatkozo rész Dolev, Lynch, Pinter, Stark és Weihl
cikkébdl [98] szarmazik. Fzzel a probléméaval kapcsolatosak Fekete, [110,111] va-
lamint Attiya, Lynch és Shavit [24] cikkei is. A véglegesitési probléméarol, vala-
mint a KETFAZISUVEGLEGESITES és a HAROMFAZISUELFOGADAS algoritmusok-
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rél szold anyag Bernstein, Hadzilacos és Goodman adatbazisok elméletével fog-
lalkozo konyvébdl [50] szarmazik. Ez a konyv a miénknél részletesebben targyalja
a protokollok gyakorlati megvalositasat, példaul a hibés folyamatok helyreallita-
séval is foglalkozik. A véglegesitéshez sziikséges tizenetek szaméra vonatkozo also
korlat Dwork és Skeen eredménye [106].

7.5.. Gyakorlatok

7-1. Ha a k-megegyezés MINTERJED algoritmusa L%J +1 helyett csak L%J mene-
tet fut, akkor legfeljebb hany déntést hozhatnak a hibatlanul mik6dé folyamatok?

7-2. Adjunk j6 als6 korlatot a 7.14. tétel bizonyitasaban szerepld sorozat(v)
sorozat hosszara. Ehhez sziikség van a sorozat explicit lefrasara.

7-3. Bizonyitsuk be, hogy az 1-futamok sorozatanak Osszefésiiltje valoban k-
futam. Ez magaban foglalja annak beldtasat, hogy a futam definiciojaban meg-
kovetelt feltételek, valamint a jelekre vonatkozo feltételek is teljesiilnek.

7-4. Bizonyitsuk be a 7.4. lemmat.
7-5. Bizonyfitsuk be a 7.5. lemmat.
7-6. Bizony{tsuk be a 7.6. lemmat.
7-7. Bizonyftsuk be a 7.7. lemmat.

7-8. Legyenn =5, k=f=2ér=1.

(a) Adjuk meg részletesen az ezekhez a paraméterekhez tartozé Bermuda-
haromszoget és annak cimkézését k-futamokkal és folyamatindexekkel.

(b) Tekintsiik azt az egyszerti A algoritmust, amely a kovetkezSképpen mii-
kodik: minden folyamat egyszer cseréli az értékeket, és minden folyamat
a legkisebb értéket valasztja azok koziil, amelyeket kapott. Irjuk le a Cy
Sperner-szinezést.

(¢c) Meg tudunk adni az A algoritmushoz egy olyan kis szimplexet, amelyben
harom kiilénb6z6 dontési érték van?

7-9. Rogzitsiink tetszdleges n, f és € értéket, tetszdleges w € Rar—t és r € N-
et ugy, hogy n > 3f teljesiiljon. Irjuk le a KONVERGENSKOZELMEGEGYEZES
algoritmusnak egy, az adott n, f és e értékeknek megfelel§ végrehajtasi soro-
zatat, amelyben a hibatlan folyamatok kezdeti értékeit tartalmazd multihalmaz
szélessége legfeljebb w, és amelyben a befejezés r menetnél tobbet vesz igénybe.

7-10. Kutatdsi kérdés. Modositsuk a KONVERGENSKOZELMEGEGYEZES algo-
ritmust agy, hogy az az id6, amig minden folyamat dont, korlatozva van n, f, e,
valamint a hibatlan folyamatok kezdeti értékeit tartalmazé multihalmaz w szé-
lességének valamilyen fiiggvényével.

7-11. Tegyiik fel, hogy a KONVERGENSKOZELMEGEGYEZES algoritmusban a
folyamatok az dtlag(kivdlasztds(csokkentés(W))) helyett a kovetkezs értékek egyi-
két szamitjak ki:
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(a) dtlag(vdlasztas(W));

(b) dtlag(csokkentés(W));

(c) dtlag(W).
Igy is megoldja az algoritmus a kozelit6 megegyezési problémat? Ha igen, miért
igen, ha nem, miért nem?

7-12. Bizonyitsuk be, hogy a kozelitd megegyezési probléma akkor és csak akkor
oldhaté meg egy f bizanci hibat tir6 G halozati grafban, ha a kovetkezs két
feltétel mindegyike teljesiil:

(a) n>3f;

(b) ésszefigg(G) > 2f.

7-13. Tervezziink egy kozelit6 megegyezési algoritmust a megallasi hibak esetére.

(a) Probaljuk minimalizalni a megoldashoz sziikséges folyamatok és a hibdk
szaméanak aranyat.
(b) Probaljuk minimalizalni a megoldashoz sziikséges menetek szamat.

7-14. Fogalmazzuk meg a kizelit6 megegyezési probléma olyan valtozatat, amely
rogzitett r szdmn menetet haszndl, és amelyben € nincs elére meghatarozva. Min-
den folyamat egy valés értékkel indul, mint kordbban. r menet utan a folyama-
toknak fel kell venniiik a végss értékiiket. Az érvényességi feltétel ugyanaz, mint
kordbban. A cél most a legjobb lehetséges megegyezés elérése. A megegyezés jo-
sdgat a hibatlan folyamatok végss értékeinek szélessége és a hibatlan folyamatok
kezdeti értékeinek szélessége hdnyadosara vonatkozo felsg korlattal jellemezziik.

(a) Milyen aranyt ér el a KONVERGENSKOZELMECGEGYEZES ebben a modell-
ben?

(b) Adjunk alsé korlatot az elérhets ardnyra, n, f és r fiiggvényében. (Utmuta-
tds. Alkalmazzuk a lancérvelés gondolatait ahhoz hasonléan, ahogy a 6.33.
tétel bizonyitasaban tettiik. A kapott also és a fels6 korlatok valoszintileg
nem egyeznek meg.)

7-15. Irjuk le a teljes HAROMFAZISUVEGLEGESITES algoritmus kodjat (beleértve
a befejezési protokollt is).

7-16. Bizonyitsuk be részletesen, hogy a 7.22. lemma a HAROMFAZISUVEGLE-
GESITES tetsz6leges szamu menetére érvényes.

7-17. Irjuk le részletesen a HAROMFAZISUVEGLEGESITES algoritmus olyan mo-
dositasat, amely lehetGvé teszi, hogy a folyamatok hibamentes esetben gyorsan
dontsenek és lealljanak. Az algoritmus hibamentes esetben kevés menetet alkal-
mazzon és O(n) lizenetet. Bizonyitsuk be az algoritmus helyességét.

7-18. Tervezziink olyan algoritmust a 6. fejezetben szerepld megéllasi mege-
gyezési algoritmus stilusdban, amely a véglegesitési problémat az erds befejezési
feltétellel megoldja. Igyekezziink minimalizalni a menetek szdmat.

7-19. Kutatdsi kérdés. Tervezziink egy algoritmust, amely a véglegesitési problé-
méat az erds befejezési feltétellel megoldja. Elérhets-e egyidejtileg, hogy a menetek
széama legrosszabb esetben n + k legyen (ahol k£ konstans), a hibamentes esetben
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a dontéshez és megallashoz sziikséges menetek szama egy kis konstans legyen és
a hibamentes esetben alacsony legyen a kommunikiciés bonyolultsag?

7-20. Adjuk meg a 7.26. lemma részletes bizonyitasat. Hol hibas a bizonyitas, ha
o 1étrehozasakor nem koveteljitk meg, hogy minden folyamat azonnal hibasodjon
meg, miutan P; eldszor hat ra, csak P; kezdeti értékét valtoztatjuk meg 1-r6l O-
ra?

7-21. Tervezziink egy nem blokkol6 véglegesité algoritmust, amely a lehetd leg-
kevesebb iizenet hasznél hibamentes futamok esetében. Be tudjuk bizonyitani,
hogy ez az iizenetszdm optimélis?



