4. fejezet

Altalanos szinkron halézatok
algoritmusai

A 3. fejezetben nagyon egyszerd szinkron halézatokban — egyiranyu és kétiranya gyt-
rikkben — oldottuk meg a vezet&valasztis leegyszertsitett problémait. Ebben a fejezetben
a szinkron halézatok egy b&vebb osztalyaban egy nagyobb problémakorrel foglalkozunk.
Nevezetesen, olyan algoritmusokrél lesz szo, amelyek tetszéleges grafokbol vagy iranyi-
tott grafokbol épitett haldzatokban wvezetd folyamatot vilasztanak, szélességi keresést
(SZK) veégeznek, legrovidebb utakat, minimdlis feszitdfdat (MFF), és mazimdlis figgetlen
halmazt (MFH) keresnek.

A vezetévalasztas feladata akkor vet&dik fel, amikor egy hélozati szamitas ,,vezérlését”
kell rabizni egy folyamatra. A szélességi keresést, a legrévidebb utak és a minimalis
feszitofa keresését az motivalja, hogy megfelel6 kommunikécios szerkezeteket tudjunk
épiteni egy hatékony iizenetvaltés biztositdsa érdekében. A maximalis fiiggetlen halmaz
keresésének igénye a halézati eréforrasok hozzarendelésének feladatabol adodik. (Késsbb,
a 15. fejezetben, az aszinkron halézatok kapcsan djra taldlkozunk ezen feladatok és
algoritmusok t&bbségével.)

Ebben a fejezetben egy tetszéleges, erésen Osszefiiggs, n darab csticsot tartalmazoé
G = (V,E) iranyitott halozati graffal dolgozunk majd. (Néha arra az esetre szoritko-
zunk, amikor az élek kétiranyuak, azaz ilyenkor a graf lényegében iranyitatlan.) Most
is feltessziik — mint ahogy azt a szinkron hélézatoknal megszokhattuk — hogy a folya-
matok csak a graf irdnyitott élei mentén érintkezhetnek egyméassal. A graf csicsaihoz
az 1,...,n indexeket rendeljiik, de a gytriikkel ellentétben ez az indexelés egyaltalan
nem utal a csticsoknak a grafban valo elhelyezkedésére. A folyamatok nem ismerik sem
sajat, sem szomszédaik indexét, de szomszédaikra helyi nevekkel hivatkozhatnak. Fel-
tessziik tovdbb4, hogy ha a P; folyamatnak a P; folyamat egyszerre kimend és a bejovs
szomszédja is, akkor ezt az egybeesést P; felismeri.

4.1.. Vezetovalasztas altalanos halézatokban

Idézziik fel elGszor a vezetGvalasztas problémajat, de azt most egy tetszéleges, erdsen
Osszefiiggs irdnyitott grafban fogalmazzuk meg.

4.1.1.. A feladat

Tegyiik fel, hogy minden folyamat rendelkezik egy egyedi azonositéval, amit az azono-
sitok teljesen rendezett halmazabol valasztunk ki; minden egyes folyamat azonositdja
kiilonbozik a halézat més folyamaténak azonosit6jatol, és semmiféle megkdtés sincs arra
nézve, hogy egy folyamat melyik azonositoval rendelkezzen. Mint azt a 3. fejezetben is
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megkoveteltiik, végiil pontosan egy folyamat valaszthatja magét vezetének azaltal, hogy
az allapotanak a stdtus Osszetevijét vezetd értékre allitja. Akarcsak a 3. fejezetben, itt
is tObb valtozata van a feladatnak.

1. Megkovetelhetjiik, hogy az Gsszes nemvezets folyamat nem_vezetd értékre allitsa
be a stdtus-at.

2. A folyamatok ismerhetik a csticsok szamat (n) és a graf atmeérGjét (dtm), vagy
ezen értékeknek egy fels6 korlatjat.

4.1.2.. Egy egyszerii terjed6 algoritmus

Most egy olyan egyszert algoritmust mutatunk be, amelynek segitségével mind a ve-
zet§, mind a nemvezetd folyamatok azonosithatjik magukat. Ennek az algoritmusnak
eléfeltétele, hogy a folyamatok ismerjék az dim értékét. Az algoritmus miikédése so-
ran a maximalis egyedi azonositd terjed el a halézatban, ezért nevezziik MAXTERJED
algoritmusnak.

MAXTERJED algoritmus (vazlatosan)

Minden folyamat azt a maximalis egyedi azonositét tartja nyilvan, amely a végre-
hajtas adott pillanataig eljutott hozza (kezdetben ez a sajat egyedi azonositdja).
Mindegyik 1épésben minden egyes folyamat tovabbitja ezt a maximalis egyedi azo-
nositét a kimend szomszédainak. Ha dtm darab menet utan egy folyamat a sajat
egyedi azonositojaval azonos értékid maximalis egyedi azonositot tarol, vezetdnek
valasztja magat; egyébként nemvezets lesz.

A P, folyamat kodja tehat a kovetkezd.

MAXTERJED algoritmus (formalisan)
Az lizenetdbécé az egyedi azonositok halmaza.

allapotok; 6sszetevéi:

u egy azonosito, kezdeti értéke a P; folyamat egyedi azonositoja

maz_ azon egy azonosito, kezdeti értéke a P; folyamat egyedi azonositoja
stdatus € {ismeretlen, vezetd, nem_vezetd}, kezdetben az értéke ismeretlen
menetek egy egész szam, kezdetben az értéke 0

lizenetek;:
if menetek < dtm then
send maz_ azon az Osszes j € ki_ szom folyamatnak

atmenet;:
menetek 1= menetek + 1
legyen U a be_ szom-beli folyamatoktol érkez6 egyedi azonositok halmaza
maz_ azon := max({maz_ azon} UU)
if menetek = dtm then
if maz_azon =u
then stdtus := vezetd
else status := nem_ vezetd

Konnyt belatni, hogy a MAXTERJED algoritmus a maximalis egyedi azonositéja
folyamatot valasztja vezet&nek. Jeldljiik a maximalis egyedi azonositoji folyamat indexét
Imaz-Szal, az egyedi azonositojit umq.-szal. Be fogjuk bizonyitani az alabbi tételt.

4.1. tétel. . A MAXTERJED algoritmus dtm darab menetben a P;
tének, a tébbi folyamatot nemvezetdnek jeloli ki.

folyamatot veze-

max
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Bizonyitas. Elég belatni a kovetkezd allitast.

4.1.1. allitas. dtm darab menet utdn stdtus;,,, = vezetd, és minden j #
Imaz ndexre a stdtus; = nem_ vezet.

A 4.1.1. allitas bizonyitasanak kulcsa az, hogy r menet utdn a maximaélis egyedi
azonosité minden olyan folyamathoz eljut, amelynek az i,,.,-adik folyamattol a G graf-
beli iranyitott utak mentén vett tavolsaga legfeljebb r. Ezt fogalmazza meg az aladbbi
invarians.

4.1.2. allitas. Tetszdleges 0 < r < dtm egész szam és tetszdleges P; folyamat
esetén teljesil, hogy ha a P; folyamat P;  -tol vett tdvolsdga legfeljebb r,
akkor maz-azon; = Umq, fenndll az r-edik menet utdn.

A graf atmérGjének meghatarozasa miatt a 4.1.2. allitasbol kovetkezik, hogy a ma-
ximalis egyedi azonosité az dtm-adik menet végére minden folyamathoz eljut. A 4.1.2.
allitas bizonyitasahoz hasznos segitséget adnak a kévetkezd segéd-invaridnsok.

4.1.3. allitas. Tetszdleges v egész szdm €és tetszdleges P; folyamat esetén r
menet utdn menetek; = r.

4.1.4. allitas. Tetszoleges r egész szam €s tetszoleges P; folyamat esetén r
menet utdn mar_azon; < Umag-

A 4.1.2.,a4.1.3. allitdsokbol, és r = dtm—1 esetén a 4.1.4. allitasbol, valamint annak
megfontolasidbol, hogy mi torténik az dim-adik menetben, kévetkezik a 4.1.1. allitas, és
ennek megfelelGen a 4.1. tétel is. a

A MAXTERJIED algoritmus a 3.3. alfejezetben targyalt LCR algoritmusnak egyfajta
altalanositasa, hiszen az LCR algoritmus szintén a maximalis értéket terjesztette el a
(gytrds) halézatban. Meg kell azonban jegyezniink, hogy az LCR algoritmus nem kove-
telte meg az atmérdnek, mint specialis halozati tulajdonsagnak az ismeretét. Az LCR al-
goritmusban akkor valt egy folyamat vezetévé, amikor a sajat egyedi azonositéjat kapta
meg lizenetként, nem pedig egy meghatarozott szdmid menet utan, mint ahogy azt a
MAXTERJED algoritmusban lattuk. Az LCR stratégiaja gytrids halézatokban megfelel§
volt, de nem miikddik altaldnos iranyitott grafokban.

Bonyolultsagelemzés.. Kénnyd belatni, hogy dtm darab menet Gsszideje sziikséges
ahhoz, hogy a vezets folyamatot kivilasszuk (és a tobbi folyamat megtudja, hogy 6
nem vezets). Az lizenetek szama dtm - |E|, ahol az |E| az iranyitott graf iranyitott
éleinek szdma, ugyanis minden menetben minden iranyitott él mentén el kell kiildeni
egy iizenetet.

Az atmérd felsé korlatja.. Megjegyezziik, hogy az algoritmus akkor is helyesen mi-
kodik, ha a folyamatok az atmérd helyett annak csak egy d felsé korlatjat ismerik. A
futasi id6 ekkor ng, mivel az dtm helyett a d-t6l fiigg.

4.1.3.. A kommunikiciés bonyolultsag csokkentése

Az az egyszerd optimalizalas', amelyet most alkalmazni fogunk, szdmos esetben képes
a kommunikéciés bonyolultsagot javitani, habér a legrosszabb eset nagysagrendjét nem

LAz ,optimalizalas” nem igazan megfeleld sz6 erre. A | javitas” jobb lenne, de a szakirodalomban az
»optimalizalas” hasznalata a megszokott.
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csOkkenti. Nevezetesen arrél van szo, hogy a folyamatok csak akkor kiildik el a sajat
maximalis egyedi azonositojuk értékét, amikor annak elészor birtokaba jutnak, és nem
minden menetben. A MAXTERJED algoritmus ezen modositasit OPTMAXTERJIED al-
goritmusnak hivjuk, a kédja pedig a kovetkezs.

OPTMAXTERJED algoritmus (formalisan)

allapotok; 1j 6sszetevije:
1j_info logikai értékd valtozo, kezdetben igaz

lizenetek;:
if menetek < dtm és 1j_info = igaz then
send maz_ azon az Osszes j € ki_ szom folyamatnak

atmenet;:
menetek := menetek + 1
legyen U a be__szom-beli folyamatoktol érkezé egyedi azonositok halmaza
if max(U) > maz_ azon
then 4j info := igaz
else 4ij_info := hamis
maz_ azon = max({maz_azon} U U)
if menetek = dtm then
if maz_azon =u
then stdtus := vezetd
else status := nem_ vezetd

Erezhets, hogy ez a moédositas helyes algoritmust eredményez. De hogyan bizonyit-
hatjuk be ezt formalisan? Az egyik modja ennek az, hogy a MAXTERJED algoritmus
bizonyitasanal alkalmazott utat kévetjiik, csak mas invaridns allitdsokra tdmaszkodunk.
Ez azonban sok olyan munkat is magaban foglal, amit a kordbbi bizonyitasokban mar
egyszer elvégeztiink. Ahelyett, hogy mindezt ajra végigcsinalnank, kinalkozik egy méasik
lehet6ség is. Egy olyan bizonyitast mutatunk, amely az OPTMAXTERJED algoritmus és
a MAXTERJED algoritmus formalis kapcsolatara tamaszkodik. Ez egy egyszerd példaja
az osztott algoritmusok helyességét ellendrz6 tgynevezett szimuldcids modszernek.

4.2, tétel. . Az OPTMAXTERJED algoritmus dtm darab menetben az iy q.-adik folya-
matot vezetdnek, minden mds folyamatot nemvezetdnek jelol ki.

Bizonyitas. Elég a 4.1.1. allitashoz hasonléan bebizonyitani az alabbit.

4.1.5. allitas.datm darab menet utdn stdtus;,, ,, = vezetd, és minden j # imaq
indezre status; = nem_ vezetd.

Kezdjiik egy olyan invarians bizonyitasival, amely azt mondja ki, hogy egy folyamat
4j _info jelz6je mindig igaz értékre all be, valahanyszor van olyan 1j informécio, amit
a folyamatnak a kovetkezd menetben tovabb kell kiildenie. Még pontosabban, ha a P;
folyamatnak valamelyik kivezetd szomszédja a P; folyamat maximalis egyedi azonosité-
jénal kisebb azonositot ismer, a P; folyamat j info jelzGjét igaz-ra kell allitani.
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4.1.6. allitas.Minden olyan i, j indexd folyamatra, ahol j € ki_szom,, r (0 <
r < dtm) menet utdn fenndll, hogy ha maz_azon; < maz_azon;, akkor
Uj_info;, = igaz.

A 4.1.6. allitas r szerinti indukciéval igazolhat6. Az allitas r = 0 esetben teljesiil, mert
kezdetben mindegyik #j info jelzs igaz. Az indukcids 1épésben vesziink egy tetszéleges
olyan P; és P; folyamatot, ahol j € ki szom,. Ha maz_ azon,; értéke né az r-edik menet-
ben, az j_ info,-t mindenképpen igaz-ra kell allitani; ekkor tehat teljesiil az allitas. Ha
maz_ azon,; értéke nem nd, akkor két eset képzelhets el. Az egyik esetben mar az r-edik
menet el6tt fenndllt a maz_azon; > maz_azon;. Mivel a maz_azon; érték soha nem
csokken, a maz_ azon; > maz_ azon,; igaz az r-edik menet utén is. A masik esetben az -
edik menet el6tt maz_azon; < maz_ azon, teljesiil. Az indukcits feltevés miatt ilyenkor
4j_info, = igaz, amelynek kovetkeztében az r-edik menetben a maz_ azon, 4j informa-
ci6 eljut a P; folyamattol a P; folyamathoz, igy maz_ azon; > maz_ azon; megvalosul.
Egyik esetben sem kell tehat az j_info,-t igaz-ra allitani.

Most ahhoz, hogy az OpTMAXTERJED helyességét belassuk, gondolatban futtas-
suk egymas mellett ezt és a MAXTERJIED algoritmust, 4gy, hogy a kezd&érték-beallitas
mindkét esetben azonos legyen. A bizonyitas lelke az az invarians allitasként megfogal-
mazott szimuldcids kapcsolat, amely azt fejezi ki, hogy ugyanannyi menet utdn mindkét
algoritmus ugyanabba az &llapotba keriil.

4.1.7. allitas. Teiszdleges r-re, ahol 0 < r < dtm, mindkét algoritmus r-edik
menet utdni dllapotdban az u, a max_azon, a stditus és a menetek értékes
megegyeznek.

A 4.1.7. szimulacios allitas bizonyitésa az r szerinti indukcioval térténik, ugyanigy,
mintha csak egyetlen algoritmus esetében kellene egy allitast igazolni. Az indukcids 1épés
érdekes része az, amikor rdmutatunk arra, hogy egy folyamatnak a max_azon értéke
mindkét algoritmus miikddése sordn minden menetben megegyezik.

Vegyiink egy tetsz6leges P; és P; folyamatot, amelyekre j € ki_szom;. Ha az r-
edik menet el6tt az 4j info, =igaz, akkor a P; folyamat ugyanazt az informaciot kiildi
el j-ediknek az OPTMAXTERJED algoritmusban, mint amit a MAXTERJED algoritmus-
ban. Masrészrél, ha az redik menet el6tt az 4j info; = hamis, az OPTMAXTERJED
algoritmusban a P; folyamat semmit sem kiild a Pj-nek, ugyanakkor a MAXTERJED
algoritmusban a P; folyamat elkiildi a Pj-nek a maz_ azon;-t. Ilyenkor azonban a 4.1.6.
allitas kovetkeztében az r-edik menet el6tt maz_ azon; > maz_ azon; ll fenn, igy az {ize-
netnek nincs hatasa a MAXTERJED algoritmusban. Ebbél kévetkezik, hogy a P; folyamat
ugyanolyan hatassal van a maz_ azon;-re mindkét algoritmusban. Mivel ez minden i és j
indexre igaz, barmely folyamatnak a max_ azon értéke a két algoritmus miikddése soran
minden menetben megegyezik.

Hétra van még a 4.1.5. 4llitas, amely viszont kdvetkezik a 4.1.7. és 4.1.1 allitasokbol.

O

Ez a médszer, amit az OpTMAXTERJED algoritmus helyességének bizonyitasara al-
kalmaztunk, gyakran hasznélhaté egy osztott algoritmus ,,optimalizalt” valtozata he-
lyességbizonyitasara. Ilyenkor elgszor az algoritmus egy kevésbé hatékony, egyszeribb
valtozatanak helyességét bizonyitjuk, majd a hatékonyabb, de bonyolultabb valtozat he-
lyességét az egyszertibb valtozattal valé formalis kapcsolata alapjan mutatjuk meg. Ez
a kapcsolat szinkron hélézatokra megfogalmazott algoritmusoknal a fenti forméban —
mindkét algoritmus ugyanazon menetszam utani allapotara megfogalmazott invarians
allitassal — irhato fel dltalanosan.
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Maisik javitas.. A MAXTERJED algoritmus tizeneteinek szdma kisebb mértékben még
tovabb is csokkenthetd. Nevezetesen, ha P; folyamat egy 4j maximumot fogad attol a
P; folyamattél, amely egyszerre bejéve és kimend szomszédja is, azaz amellyel kétiranyt
kommunikaciét folytathat, akkor a Pj-nek nem kell a P; irdnyaba iizenetet kiildenie a
kovetkezs menetben.

A vezetgvalasztas olyan egyedi azonositokkal ellatott iranyitott grafbeli halézatban
is megvalosithato, amelynek sem atmérGjét, sem csicsainak szdméat nem ismerjiik. Azt
javasoljuk az Olvasonak, hogy alljon meg itt, és probaljon elkésziteni egy ilyen algorit-
must. Erre az egyik lehet&ség az, hogy olyan kisegits protokollt vezet be, amely megen-
gedi mindegyik folyamatnak, hogy a halézat atmérdjét kiszamolja. Felhasznalhatja az
ebben a fejezetben késébb talalhaté otleteket is.

4.2.. Szélességi keresés

Most egy olyan szélességi keresést (SZK) mutatunk be, amely egy kitiintetett kezdScsu-
csu, erGsen Osszefliggh iranyitott grafra épiil. Pontosabban, azt vizsgaljuk meg, hogyan
lehet iranyitott grafokban szélességi keresd fat (SZK fa) felépiteni. Az ilyen fak létre-
hozésat az motivélja, hogy a kommunikacié szamara alkalmas szerkezetet talaljunk. Az
SZK fa minimalizalja a kitiintetett kezd&cstcsnak megfeleltetett folyamattol a tobbi
egyes él mentén ugyanannyi ideig halad egy-egy tlizenet).

Az SZK feladat és annak megoldéasai egyszertibbek azokban az esetekben, ahol a
szomszédos cstcsok kétiranyt kommunikicioval rendelkeznek, azaz ahol a halozati graf
irdnyitatlan. Kés6bb ezeket az egyszeriisitéseket is be fogjuk mutatni.

4.2.1.. A feladat

A G = (V, E) iranyitott graf egy irdnyitott feszitdfdja olyan gybkeres fa, amely kizarolag
a sziilgesucsbol a gyerekesacs felé iranyulé E-beli iranyitott élekbdl all, és a G Gsszes
csucsat tartalmazza. A G-nek egy i indext gyokércsiacsu iranyitott feszitéfaja akkor SZK
fa, ha az i index(i gySkércsucstol d tavolsigra levs minden egyes csics a fa d-edik szintjén
helyezkedik el (azaz a faban ¢ indexi cstcstdl d tavolsagra). Minden erdsen Gsszelliggs
irdnyitott grafnak van egy SZK faja.

Az SZK feladatnél feltételezziik, hogy a halozat erGsen Osszefiiggs, és hogy van egy
kitiintetett ig indexii kezdGcstucs. Az algoritmus célja, hogy felderitse a halozati graf i
gyokerii SZK fajanak szerkezetét. Ezt osztott moédon tartjuk nyilvan, tgy, hogy minde-
gyik P; -t6l kiilonb6z6 folyamat rendelkezik majd egy szild Osszetevivel, amely kijeloli
azt a cstcsot, amelyik az 6 fabeli sziilGje.

Mint rendszerint, a folyamatok most is csak az iranyitott élek mentén kiildhetnek
egymasnak iizeneteket. A folyamatokhoz egyedi azonositokat rendeliink, és a folyamatok
nem rendelkeznek semmiféle ismerettel a hélozat méretérdl vagy atmérsjérdl.

4.2.2.. Egy alapvet§ szélességi keress algoritmus

Az itt targyalt tgynevezett SZINKSZK algoritmus alapGtlete megegyezik a szokasos szek-
vencialis szélességi keresés algoritmusaéval.

SzZINKSZK algoritmus

A végrehajtas egy adott pillanataban a folyamatoknak egy bizonyos része
»ymegjelolt”, kezdetben egyediil csak az ip indext. Az ig-adik folyamat egy keres
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iizenetet kiild az 1. menetben az Gsszes kimend szomszédjanak. Barmelyik menet-
ben, ha egy megjeldletlen folyamat fogad egy keres iizenetet, megjeldli magat és
sziilének valaszt egy folyamatot azok koziil, amelyektsl a keres lizenetet kapta.
Ko6zvetleniil azutan, hogy a folyamat megjelolt lett, a kdvetkezd menetben tovabb
kiildi a keres iizenetet a kimeng szomszédjainak.

Koénnyti megmutatni, hogy a SZINKSZK algoritmus egy SZK fat allit elg. Ahhoz,
hogy ezt formalisan is igazoljuk, be kell bizonyitani azt az allitast, amely szerint minden
olyan cstcs, amelyik az ig-tol d (1 < d < r) tavolsagra van, r menet utan mar rendelkezik
sziil6 mutatdval; tovabba minden ilyen mutaté egy olyan cstcsra mutat, amelynek az
19-t6l vett tavolsaga d — 1. Ez az invarians a szokasos médon, a menetek szama szerinti
indukcidéval lathato be.

Bonyolultsiagelemzés.. A futasi id6t meghataroz6 menetek szama legfeljebb dtm darab
lehet. (A valosdgban ezt finomithatjuk egy kicsit az iy indexd csticsnak a tobbi cstcstol
vett tavolsagainak maximumara.) Az ilizenetek szama éppen | F|, hiszen egy keres lizenet
pontosan egyszer halad a4t minden iranyitott élen.

A kommunikaciés bonyolultsag cs6kkentése.. Akircsak a MAXTERJED algoritmus-
nél, némileg itt is cs6kkenthetjiik az lizenetek szamat. Egy tjonnan megjeldlt folyamat-
nak ugyanis nem sziikséges a keres iizenetet azon folyamatokhoz elkiildenie, amelyekt6l
mér kapott ilyen {izenetet.

Uzenetszéras.. A SZINKSZK-t konnyt gy kiegésziteni, hogy egy {izenet szétkiildését
valésitsa meg. Ha egy folyamatnak van egy olyan m iizenete, amelyet kozdlni akar a
halozat 6sszes folyamataval, magat kezdGcsticsnak valasztva végrehajtja a SZINKSZK
algoritmust, tgy, hogy az 1. menetben elkiildétt keres iizenet mellé csatolja az m iize-
netet is. A t6bbi folyamat ugyancsak hozzakapcsolja az altala elkiildott iizenethez az
m lizenetet. Mivel a fa az Osszes csicsot tartalmazza, az m tizenet minden folyamathoz
eljut.

gyerek mutaté.. Az SZK probléma egy fontos valtozata az, amikor megkoveteljiik, hogy
a folyamatok ne csak a fabeli sziilgjliket, hanem a gyerekeiket is ismerjék meg. Ebben
az esetben arra van sziikség, hogy amikor egy folyamat egy keres iizenetet fogad, akkor
egy sziild vagy nem_sziild lizenettel feleljen a kiild6 folyamatnak, hogy ezzel kozolje,
6t vélasztotta-e sziilGjének.

Ha mindegyik szomszédos par kozt kétiranyt kommunikéciét engediink meg, azaz a
hélozati graf iranyitatlan, akkor ennek a tobbletkommunikaciénak a megvaldsitasa nem
okoz — egy kis koltség novekedésen kiviil mas — problémat. Mivel azonban olyan szomszé-
dos parokat is megengediink, amelyek kdzott csak egyirdnyt kapcsolat van, a sziild vagy
nem_sziild {izenetek koziil néhanyat koézvetett tton kell elkiildeniink. Ezt megtehetjiik
példaul gy, hogy Gjra végrehajtjuk a SZINKSZK algoritmust, és a korabban latott mo-
don hozzacsatoljuk a sziil8 vagy nem_sziild iizenetet. Ahhoz, hogy egy ilyen iizenetet a
megfelel§ fogadd folyamat felismerjen, a keres-hez csatolt ilizenetnek tartalmaznia kell
a fogadd egyedi azonositojat (és egy helyi nevet, amely alapjan a fogadé felismeri a
kiild6t). Megjegyezziik, hogy a SZINKSZK algoritmus ezen végrehajtasainak tobbsége
parhuzamosan is futtathat6. Ahhoz, hogy a formalis modelliinkhéz — amely szerint me-
netenként legfeljebb egy iizenet kiildhet& egy kapcsolaton keresztiil — illeszkedjiink, tobb
iizenet egyideji kiildése esetén azokat egyetlen iizenetbe kell belefoglalnunk.

A nem kizarélag kétirdnya kommunikaciot folytatéd iranyitott grafoknal hasznos lehet
a gyerekbdl a sziil6be vezetd legrévidebb utat is kiszamoltatni a folyamatokkal a szils
és gyerek mutatékon kiviil. Ilyen informécié példaul a SZINKSZK algoritmus Gjboli vég-
rehajtasaval allithato eld.
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Bonyolultsagelemzés.. Ha a graf iranyitatlan, az SZK fa meghatarozasanak futasi
ideje, beleértve a gyerek mutatok kiszamolasat is, O(dtm), a kommunikacié bonyolult-
saga pedig O(|E|).

Még ha valamely szomszédos par kozott egyiranyd kapcsolat van is, a fanak a gyerek
mutatokkal egylitt valé meghatarozasa O(dtm) ideig tart csak, mert a tovabbi SZK-
kat parhuzamosan is végre lehet hajtani. Ebben az esetben az iizenetek teljes szama
O(dtm|E)), mert legfeljebb |E| {izenetet lehet menetenként kiildeni, a menetek szama
pedig O(dtm). De mivel egy lizenet akir |E| darab egyideji SZK végrehajtasarol is
tartalmazhat informaciot, egy lizenetben |E|b bit lehet, ahol a b egy egyszertd egyedi
azonositd abrazolasahoz sziikséges bitek szamét jeloli. Ez vezet a kommunikécié bitjeinek
teljes O(dtm|E|*b) szamahoz. A bitek teljes szamara egy kisebb korlat is kaphato6, ha
észrevessziik, hogy a (legfeljebb |E|) darab egyideji SZK végrehajtasa legfeljebb |E|
olyan iizenetet hasznal, amelyek legfeljebb b bitbél allnak. Igy a kommunikacios bitek
teljes szama O(|E|?b).

Befejezddés.. Hogyan ismerheti fel a P;, folyamat, hogy a fa épitése befejez6d6tt? Ha
minden egyes keres iizenetre sziild vagy nem_sziil3 {izenet a valasz, akkor azutan mar,
hogy egy folyamat minden keres iizenetére valaszt kapott, ismerni fogja az 0sszes fabeli
gyerekét, és tudja, hogy azok mar mind megjeldlgdtek. Ezeket az SZK fa leveleitsl induld
,befejezés-jelzéseket” Gssze kell gyiijteniink a kezdGesiacsban: minden egyes folyamat kiild
a fabeli sziilgjének egy befejezést jelzG {izenetet, azutan, hogy (a) mindenkitél, akinek
a keres lizenetet elkiildte, valaszt kapott (igy tudja, hogy kik a gyerekei, és hogy azok
meg vannak jelolve), és (b) minden gyerekétl megkapta a befejezést jelz6 lizenetet. Az
ilyen tipusu eljarast ,iizenetgyidjtés”-nek nevezziik.

Ha a graf iranyitatlan, az SZK fa elgallitasanak ideje, beleértve a gyerek mutatok
beallitasat és a befejezést jelzG lizeneteknek a kezd@csicshoz vald visszajuttatasat is,
O(dtm); a kommunikaciés bonyolultsag pedig csak O(|E|). Ha csak egyiranyu kommu-
nikaciét engediink meg, a teljes futasi idg, beleszamitva a befejezést jelzd iizenetek kiil-
dését is, O(dtm?). Ennek a négyzetes viselkedésnek az az oka, hogy befejezés-jelzéseket
szintenként egymas utan kell beallitani. Az iizenetek teljes szama O(dtm?|E|) és a kom-
munikécios bitek teljes szama legfeljebb O(|E|?b).

4.2.3.. Alkalmazasok

A szélességi keresés egy alapvets épitSeleme az osztott algoritmusoknak. Most néhany
példat mutatunk arra, hogyan hasznalhatjuk fel a SZINKSZK algoritmust kiilénféle fel-
adatok megoldaséra.

Uzenetszéras.. Mint azt korabban mér emlitettiik, egy {izenet szétkiildését egy SZK
fa létesitésével valdsithatjuk meg. Ennek egy mésik modja az, hogy el&szor egy gyerek
mutatokkal ellatott SZK fat hozzunk létre, Ggy, mint azt fent leirtuk, és azutan ezt a fat
hasznaljuk az iizenetek tovabbitasira. Csak az lizenetet kell végig terjeszteni a sziil6ktsl
azok gyerekeihez. Ez lehetGvé teszi, hogy az SZK fa elallitasara forditott munkat jra
és djra felhasznalhassuk, hiszen ugyanabban a faban t6bb {izenet is elkiildhets. Az SZK
fat egyszer kell csak létrehozni, az egyes iizenetek kozvetitésére felhasznélt tovabbi idé
mind6ssze O(dtm), a tovabbitott {izenetek szama pedig csak O(n).

Globalis szamitas.. Az SZK féknak egy masik alkalmazésa a halézaton keresztiil tor-
ténd informéaciogytjtés, vagy még altalanosabban, egy osztott bemenetekre tdmaszkodo
fliggvény értékének kiszamitasa. Vegyiik példaul azt a problémat, ahol minden folya-
matnak egy nemnegativ egész bemeng értéke van, és meg akarjuk talalni a halézat be-
meneteinek Gsszegét. Ezt egy SZK fa felhasznalasaval konnyedén (és hatékonyan) meg-
tehetjiik, az alabbi mddon. A levelektdl elindulva Gsszegytijtjiik az eredményeket az
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alabbi  lizenetgyiijt&” eljarassal. Mindegyik levél elkiildi az értékét a sziilGjének; mind-
egyik szl var, amig minden gyerekétsl megkapja az értékeket, hozzaadja azokat sajat
bemend értékéhez, és elkiildi az Gsszeget a sajat sziilGjéhez. Az SZK fa gySkerében ki-
szamolt Osszeg a véalasz.

Feltételezve, hogy az SZK fat méar korabban létrehoztuk és hogy a fa minden élén
kétiranyt kommunikaciot engediink meg, ez a séma O(dtm) ids alatt O(n) lizenetet
tovébbit. Ugyanez a séma hasznalhaté sok mas fiiggvény, példaul egész szamok maxi-
muméanak vagy minimumaéanak kiszamolasara is. (Az ilyen fliggvényeknek asszociativnak
és kommutativnak kell lenniiik.)

vezetdvalasztas.. A SZINKSZK-t felhasznélva olyan algoritmust is tervezhetiink, amely
egy egyedi azonositékat tartalmazoé halézatban, ahol a folyamatok nem ismerik sem az n,
sem az dtm értékét, vezetd folyamatot vilaszt. Minden folyamat parhuzamosan elindit
egy szélességi keresést. A folyamatok az igy felépitett fa segitségével az el6bb bemutatott
globalis szamitasi eljaras keretében hatarozzak meg a maximalis egyedi azonositot. Az
a folyamat, amelyik a maximalis egyedi azonositoval rendelkezik, vezetGnek nyilvanitja
magat, a tobbi pedig nemvezetének. Ha a graf iranyitatlan, a futési id6 O(dtm), az {ize-
netek szama pedig O(dtm|E|), aminek oka ismét az, hogy legfeljebb | E| tizenet kiildhets
az dtm darab menet mindegyikében. A bitek szama legfeljebb O(n|E|b), ahol b az egyedi
azonositd abrazolasahoz felhasznalt bitek maximalis szama.

Az atmérd kiszamitasa.. A hilozat atmérdje ugy szamolhato ki, hogy minden folya-
mat parhuzamosan elindit egy szélességi keresést. A P; folyamat az igy elallitott fat arra
hasznalja, hogy meghatarozza a maz_tdv,; értéket, amely a P; és a halozat valamelyik
miésik folyamata kozotti tavolsag legnagyobb értéke. Majd a folyamat ujra felhasznalja
ezt a fat egy olyan globalis szamitasban, amely elSallitja a maz_ tdv értékek maximumét.
Ha a graf iranyitatlan, a futasi id6 O(dtm), az lizenetek szama O(dtm|E|), a bitek szama
legfeljebb O(n|Eb). Az igy kiszamolt atmérst felhasznalhatjuk példaul a vezetévalasztod
MAXTERJED algoritmusban.

4.3.. Legrovidebb utak

Vizsgaljuk meg most az SZK probléma egy altalanositasat. Vegylink ismét egy olyan
ergsen Osszefiiggd iranyitott grafot, ahol a szomszédok kozott csak egyirdnyu kapcsolat
van. Tegylik fel, hogy mindegyik e = (i,7) iranyitott €l rendelkezik egy nemnegativ
stllyal, amelyet sily(e)-vel vagy sily, ;-vel jeloliink. A feladat az, hogy legrévidebb utat
taldljunk az irdnyitott graf egy kitlintetett ¢g indexi kezdGcsicsdbol az irdnyitott graf
mésik cstcsaba. Legrovidebb tton a minimalis Ssszstlyd utat értjiik.? Az ig indexid
kezd@esticsbol az Gsszes tObbi csticsba vezetd legrovidebb utak egyiittese egy olyan részfat
alkot az irdnyitott grafban, amelynek minden éle sziil6t6l gyerek felé iranyul.

Egy ilyen fa elGallitasat — akarcsak a szélességi keresésnél — az indokolja, hogy megfe-
lels kommunikacids szerkezetet adjunk az {izenetszorashoz. A silyok az élek bejarasanak
koltségét, példaul a kommunikécié idejét vagy arat fejezik ki. A legrévidebb utak faja
minimalizalja a kitiintetett folyamatnak a halézat barmely masik folyamataval torténd
kommunikaciojanak koltségét.

Feltessziik, hogy kezdetben minden folyamat ismeri mindegyik hozza kapcsolédo él-
nek a silyat, és ezt specidlis suly valtozokban taroljuk az él végpontjait adé mindkét
folyamatnal. Ugyancsak feltessziik, hogy az egyes folyamatok ismerik az iranyitott graf
csucsainak n szaméat. Megkoveteljiik azt is, hogy mindegyik folyamat egy részleges legro-
videbb utak fajaban is meg tudja hatarozni a sziilGjét, és annak az ig-t6l vald tavolsagat
(azaz az odavezets legrovidebb ut teljes koltségét) is.

2A suly és a tavolsig fogalma — a hagyomanynak megfelelen — szerencsétlen médon keveredik.
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Ha mindegyik él stulya azonos, az SZK fa is egy legrévidebb utak faja. Ebben az
esetben az egyszerti SZINKSZK egy nyilvanvaldé moédositasaval elérhets, hogy elallitsuk
a tavolsagokat és a sziil6 mutatokat.

A kiilénb6z6 stulyt élek esete mar érdekesebb. Ezt a problémat példaul megoldhatjuk
a Bellman-Ford legrévidebb utak szekvenciélis algoritmusinak egy osztott valtozataval.

BELLMANFORD algoritmus
Minden P; folyamat nyilvantartja a tdv OsszetevGjében az adott pillanatig meg-

ismert P;,-tol vett legrévidebb tavolsadgot és az ahhoz tartozé szilé-t, azaz azt a
bejovs szomszédos folyamatot, amely a Pj-t kozvetleniil megel6zi a tdv tavolsagn
aton. Kezdetben tdv;, = 0, minden i # iy folyamatra tdv; = oo, a szild Ossze-
teve értéke pedig nem ismert. Az egyes menetekben mindegyik folyamat elkiildi
a tdv értékét az Osszes kimend szomszédjanak. Azutan ,egy enyhits lépésben”
egy P; folyamat megvaltoztatja a tdv értékét annak korabbi értéke és az Osszes a
tdv; + suly; ; érték (ahol j index egy bejévs szomszédot jelol) koziil a legkisebbre.
Ha a tdv valtozik, a szild Osszetevot is frissiteni kell. Az n— 1-edik menet utan a tdv
tartalmazni fogja a legrovidebb tavolsagot, a szild Gsszetevs pedig a legrovidebb
utak fajaban szerepls sziilGt.

Konnyt belatni, hogy n — 1 menet utan a tdv értékek a helyes tavolsagokat adjak. A
BELLMANFORD algoritmus helyességét példaul r szerinti indukciéval igazolhatjuk. Be-
lathato ugyanis, hogy az r-edik menet utdn minden P; folyamat tdv és szild GsszetevGje
megfelel egy olyan legrévidebb utnak, amely P;, -bol P;-be vezet és legfeljebb r darab
élt tartalmaz. (Ha nincs ilyen ut, a tdv=00 és a szild nem meghatérozott.) A részletek
kidolgozasat meghagyjuk gyakorlatnak (lasd 4-14. gyakorlat.

Bonyolultsiagelemzés.. A BELLMANFORD algoritmus futasi ideje n — 1, az lizenetek
szama (n — 1)|E|.

Pig ‘ Pl

—_
[t

4.1.. dbra. A legrévidebb utak csak 2 menet utan ismerhetsk fel, pedig az dtm = 1.

4.3.1. példa. A BELLMANFORD futasi ideje
A S7ZINKSZK algoritmus futasi idejét alapul véve azt gyanithatnank, hogy a
BELLMANFORD algoritmus futési ideje valdéjaban dtm. A 4.1. dbran lathaté
példa azt mutatja, hogy ez nincs igy. Ebben a példdban ugyanis 2 menet
kell ahhoz, hogy a P;,-bol P;-be vezets ut helyes tavolsaga, a 2 beallitodjon,
mivel az at, amely mentén ez a tavolsdg kialakul, két élbsl all. Az atmérd
ellenben csak 1.

A BELLMANFORD algoritmus az n helyett annak fels§ korlatjaval is dolgozhat. Ha
nem ismeriink ilyen korlatot, a 4.2. alfejezetben bemutatott modszert hasznalhatjuk.
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4.4.. Minimalis feszitofa

Most egy élsulyozott irdnyitott grafban fogunk minimalis (stlyt) feszitofat (MFF) ke-
resni. Egy ilyen fat az iizenetszorasnal hasznalhatunk fel. Egy minimalis sulyt feszit6fa
minimalizalja annak a kommunikaciénak a teljes koltségét, amelyet egy tetszéleges for-
rasfolyamat a halézat Gsszes tobbi folyamataval folytat.

4.4.1.. A feladat

Egy G = (V, E) iranyitatlan graf egy feszitderdeje olyan erd6 (azaz kérmentes, de nem
feltétleniil osszefiiggd graf), amely kizarolag E-beli élekbdl all és minden G-beli cstcsot
tartalmaz. A G irdnyitatlan graf egy feszitéfdja G egy Osszefliggs feszitGerdeje***. Ha
az iranyitatlan E-beli élekhez sulyokat rendeliink, akkor G barmely részgrafjanak (feszi-
tofajanak vagy feszit6 erdejének) sulyan a benne levs élek sulyanak Osszegét értjiik.

Emlékezziink arra, hogy modelliinkben az irdnyitatlan grafokat olyan iranyitott gra-
foknak tekintjiik, ahol a szomszédos csticsokat kétiranyu élek kotik Ossze. A 4.3. alfe-
jezethez hasonloan feltessziik, hogy mindegyik e = (i,7) irdnyitott él rendelkezik egy
nemnegativ valos értéki sillyal, suly(e) = suly; ;, és tegyiik fel azt is, hogy minden i
és j indext cstcsra sily; ; = sily; ;. Feltessziik tovabba, hogy kezdetben minden folya-
mat ismeri mindegyik hozza kapcsolodo élnek a salyat, és ezt specidlis suly valtozok-
ban taroljuk az él végpontjait adé mindkét folyamatnal. Feltessziik, hogy a folyamatok
rendelkeznek egyedi azonositokkal, és ismert a csiicsok n szadma is. A feladat az, hogy
talaljunk egy minimdlis sulyt (irdnyitatlan) feszit6fat a teljes halozatra; konkrétabban,
minden folyamatnak el kell tudnia donteni, hogy a bevezetd élei koziil melyik tartozik a
minim4lis feszitéfahoz, és melyik nem.

4.4.2.. Elméleti hattér

Minden ismert MFF algoritmus, a szekvencialisak éppugy, mint a parhuzamosak, ugyan-
arra a most bemutatando otletre épiilnek. A minimaélis feszit6fak felépitésének alapmod-
szere az n darab, egyetlen csiicsbol 4llo trividlis feszitGerdébdl indul ki, majd ajra és jra
Osszekoti az erds két Osszetevijét egy megfelels éllel egészen addig, amig egy feszit6fat
nem hoz létre. Ahhoz, hogy a végén minimélis feszit6fat kapjunk fontos, hogy mindig azt
az élt valasszuk ki az 6sszekotéshez, amely egy Osszetevs kivezetd élei koziil a minimalis
salyd. Ennek a kivilasztasnak az igazolasat a kovetkezd lemma adja.

4.3. lemma. . Legyen G = (V,E) egy élsulyozott irdnyitatlan grdf, és legyen
(V,E) 1<4 < k o G egy feszitderdeje, ahol k > 1. Rdigzitsiink egy tetszdleges i-t
(1 <i<k). Legyen e az

{€’ : €'-nek pontosan egyik végpontja van V;-ben}

halmaz legkisebb siulyu éle.
Ekkor van o G-nek eqy olyan feszitéfdja, amely a U E; mellett magdban foglalja az

e-t is, tovdabbd ez a fa minimdlis silyw azon fdik kozott, amelyek az U E;-t tartalmazzdk.

Bizonyitas. Bizonyitsunk indirekt médon. Tegyiik fel, hogy létezik olyan T feszitéfa,
amely tartalmazza J ; Ej-t, de nem tartalmazza e-t, ugyanakkor szigortaan kisebb sulyu,

mint barmelyik més |J; Ej-t és az e-t tartalmaz6 feszitofa. Jeloljiik T"-vel azt a gréfot,

amelyet ugy kapunk, hogy hozzavessziik T-hez az e-t. Vilagos, hogy T’ tartalmaz egy
olyan kort, amelynek van olyan V;-bél kivezets €’ éle, amely az e-tél kiilonbozik.
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Az e valasztasa miatt suly(e’) > suly(e). Készitsiik most el a T grafot, agy, hogy
a T'-bol toroljiik az e'-t. Ekkor a T" a G-nek egy olyan feszitéfaja, amely tartalmazza
U ; Ej-t és az e-t, de a stlya nem nagyobb, mint a T silya. Ez azonban ellentmond az
indirekt feltevésnek. a

A 4.3. lemma igazolja az aldbbi MFF-t épit6 altalanos modszer helyességét.

Altalanos médszer az MFF-hez

Induljunk ki az n darab, egyetlen csticsot tartalmazo trivialis feszitGerd6bél. Ezu-
tan ciklikusan hajtsuk végre a kévetkezst: valasszunk az erd6bdl egy tetszsleges C
Osszetevet, és egy minimalis sulyd, C 6sszetevEbdl kivezetd e élt. Vonjuk Ossze a C'
Osszetevst, az e élt, és az e él végpontjan levs masik Gsszetevst egy 1j Gsszetevébe.
Akkor alljunk le, ha méar csak egyetlen Gsszetevénk maradt.

A 4.3. lemma felhasznilhaté annak induktiv bizonyitasidhoz, hogy a fenti eljaras min-
den lépésében a nyilvantartott erds egy részgrafja valamelyik MFF-nek. Tébb jol ismert
szekvencialis MFF algoritmus is ennek az altalanos stratégianak az egyedi esete. Példaul
a Prim-Dijkstra algoritmus kivalaszt a kiindulé (egyetlen csucsbol allo) 6sszetevok koziil
egyet, és ezt béviti Gjra és Gjra az abbdl kiinduld legkisebb sdlyu éllel, amig egy teljes
feszit6fat nem kap. Masik példa a Kruskal algoritmus, amely minden 1épésben az aktu-
alis feszitGerds Osszetevit Gsszekots legkisebb silyt élt valasztja ki, ennek segitségével
egyesit két Osszetevst egészen addig, amig egyetlen Gsszetevé nem marad, amely mar a
végleges feszitdfa lesz.

Ahhoz, hogy ezt az altalanos stratégiat osztott modon alkalmazzuk, az lenne j6, ha az
erddt parhuzamosan egyszerre t6bb éllel is bévithetnénk. Azaz az 6sszetevSk mindegyike
egymastol fiiggetleniil meghatirozhatna a sajat minimaélis stlyd kimend élét, amelyeket
aztan hozzdadhatnink az erd6hoz, és ez igy egyidejilileg tObb GsszetevGpar egyesitését
foglalnd magaba. A 4.3. lemma azonban nem garantélja az ilyen parhuzamos stratégia
helyességét. S6t altalaban ez a stratégia nem is helyes.

4.2.. 4bra. Minimélis silyu kivezetd élek parhuzamos kivalasztasa kort eredményez.

4.4.1. példa. Kor keletkezése egy parhuzamos MFF algoritmusban
Vegyiik a 4.2. példa grafjat. A cstucsok a feszitéfa Osszetevéit abrazoljak. A
harom 1 sulyu él az Osszes kimend él. Ha az 0sszetevdk kivalasztanak a nyilak
&ltal megjelenitett legkisebb silyt kimeng éliiket, kor keletkezne.

Abban a kiilonleges esetben elkeriilhetSk a korok, amikor minden élnek eltérd silya
van. Ez az alabbi lemma miatt van igy.

4.4. lemma. . Ha eqy G graf minden éle kilonbozd siullyal rendelkezik, akkor G-nek
pontosan eqy MFF-je van.
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Bizonyitas. A bizonyitds a 4.3. lemma bizonyitdsahoz hasonléan torténik. Feltessziik,
hogy van két kiilonb6z6 minimélis sulyu feszitofa, T és T”, és legyen e az a minimaélis
sulyt él, amely a két fa koziil csak az egyikben jelenik meg. Tegyiik fel (az altalanossag
megsértése nélkiil), hogy e € T. Ekkor az e-nek T"-héz adaséaval egy T" kort tartalmazd
grafot kapunk, és ebben a korben legalabb egy olyan ¢’ él is van, amely nem szerepel
a T-ben. Mivel az élstlyok mind kiilonboznek és az e’ a két fa koziil csak az egyikben
szerepel, az e valasztasa miatt biztosan fennall, hogy sily(e’) > sily(e). Az ¢’-nek T"-bél
valo eltavolitasa egy olyan feszitéfat eredményez, amely kisebb stulyt, mint a 7", és ez
ellentmond az indirekt feltevésnek. a

Most vizsgaljuk feliil az altalanos stratégiat abban az esetben, amikor a graf kii-
16nb6z6 élsulyokat tartalmaz, és igy a 4.4. lemma szerint egyetlen kizarélagos MFF-je
van. Illyenkor a feszitéfa épitése soran az erdd barmelyik Gsszetev§jének pontosan egy
minimalis stlyt kimené éle van (amelyet a kiejthetetlen MSKE-vel roviditiink). A 4.3.
lemmabol kovetkezik, hogy ha egy olyan erdével van dolgunk, amelynek minden éle a
kizadrolagos MFF-ben van, az Gsszes Osszeteve MSKE-je is a kizarélagos MFF-hez tar-
tozik. Igy mindet azonnal hozzdadhatjuk annak a veszélye nélkiil, hogy kért hoznank
létre.

4.4.3.. Algoritmus

Most a fent leirt altalanos moédszert kdvetve bemutatunk egy tetszéleges élsilyozott iré-
nyitatlan grafban MFF-et épits osztott algoritmust. Mivel az 6sszetevéket parhuzamosan
egyesithetjiik, feltessziik, hogy az élek kiilonb6zs silytiak; majd ennek a pontnak a végén
megmutatjuk azt is, hogyan lehet ezt a feltételt elhagyni. Az algoritmust SZINKGHS-nek
hivjuk, mert ez a Gallager, Humblet, és Spira altal kifejlesztett aszinkron algoritmusra
épil. (Majd a 15.5. alfejezetben fogjuk bemutatni az egyszertien GHS-nek nevezett
aszinkron algoritmust.)

SzZINKGHS algoritmus

Az algoritmus "szintrsl szintre" épiti a feszitGerdének (az MFF részfaiként meg-
jelens) Osszetevsit. Minden k-ra, a k szint Osszetevsinek legalabb 2F csticsa van.
Az egyes OsszetevSk minden szinten rendelkeznek egy kitiintetett vezetd cstuccsal.
A folyamatok minden szintet rogzitett szami, O(n) menetben befejédnek.

Az algoritmus egyetlen csiicsbol 4116, éleket nem tartalmazé 0 szint Gsszetevékkel
indul. Tegyiik fel, hogy a k szintd Gsszeteviket (a vezetd cstcsaikkal egyiitt) mar
meghataroztuk. Részletesebben, tegyiik fel, hogy minden folyamat ismeri sajat
OsszetevGje vezetGjének egyedi azonositojat; és ezek az egyedi azonositok az egyes
Osszeteviket is azonositjak. Minden folyamat tudja, hogy a hozzéi kapcsolodé élek
koziil melyik tartozik a folyamatot tartalmazo Osszetevibe.

A k + 1 szintl Osszetevéket tgy kapjuk meg, hogy minden £ szintd Osszetevs
megkeresi a sajat MSKE-jét. A vezets folyamat a 4.2. alfejezetben leirt lizenet-
szord stratégia alapjan inditja el ezt a keresést. Minden folyamat kivalasztja azt
a legkisebb sulyu élt, amelyik kivezet a folyamatot tartalmazo Gsszetevébdl (ha
van egyaltalan ilyen); ezt ugy érik el, hogy egy teszt iizenetet kiildenek minden
nem az OsszetevShoz tartozo él mentén, hogy megtudjak, annak masik végpontja
ugyanabban az Osszetevében talalhato-e. (Ez az GsszetevSk azonositoinak Gsszeha-
sonlitasaval eldénthets.) Ezutan a folyamatok az {izenetgytjtés elvén tovabbitjak
az egyes csucsokbol kivezet§ minimalis salyd élrél szarmazoé informacioét, igy, hogy
Osszevetik annak silyat a hozzajuk érkezs tobbi élstllyal, és mindig a minimélis
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salyut kiildik tovabb a vezetS folyamat felé. A vezets folyamat altal elGéllitott
minimum a széban forgd 6sszetevé MSKE-je.

Amikor minden k szintii dsszetevé megtalalta a sajat MSKE-jét, az sszeteviket
ezen MSKE-k mentén egyesitjiik, ezaltal megkapjuk a k+1 szintii Gsszetevéket. Ez
magaban foglalja, hogy minden £ szinti 6sszetevs vezets folyamata kapcsolatba lép
az MSKE végpontjahoz tartozo folyamattal, hogy az az 0j sszetevéhoz tartozoként
jelolje meg az élt.

Ezutan a k + 1 szinti Gsszetevékben 1j vezetd folyamatot kell valasztani a ko-
vetkezd moédon: megmutathatd, hogy a k szintd Gszetevék minden k + 1 szintd
dsszetevébe egyesitendd csoportjaban egyetlen olyan e él van, amely kozos MSKE-
je a csoportba tartozé két k szinti Gsszetevének. (Ezt késébb latjuk be.) Legyen
az 4j vezet$ folyamat ennek az e élnek a nagyobb egyedi azonositéju végpontja.
Megjegyezziik, hogy ez az 4] vezet$ folyamat a helyi informaciokra tdmaszkodva
azonosithatja magat.

Végiil az 0j vezet6 folyamat lizenetszoras utjan elterjeszti az egyedi azonositojat
az 0] Osszetevében.

Néhany szint utén a feszitGerdd a halozat Gsszes csticsat tartalmazoé egyetlen Gssze-
tevobol all majd. Ezutan mar nem lehet MSKE-t talalni, mert egyik folyamatnak
sincs mér az OsszetevSbdl kivezets éle. Amikor a vezets folyamat megtudja ezt,
szétsugaroz egy lizenetet, amely elmondja, hogy az algoritmus befejez6dott.

Az algoritmus kulcsa az, hogy a k szintd SsszetevSk egyesitendd csoportjaban egyet-
len olyan (iranyitatlan) él talalhato, amely a végpontjait tartalmazé Ssszetevsknek k6zos
MSKE-je. Ahhoz, hogy lassuk, miért van ez igy, bevezetjiik az dsszetevdk iranyitott grdf-
Jjdt, a G'-t, amely csticsai azok a k szint{ Osszetevik, amelyeket egy k1 szinti Gsszetevs
elgallitasahoz hasznalunk fel, élei pedig az MSKE-k. G’ egy gyengén Osszefiiggs iranyi-
tott graf, amelyben minden csticsnak pontosan egy kivezet éle van. (Egy irdnyitott graf
gyengén Gsszefliggd, ha az irdnyitatlan valtozata, amelyet tgy kapunk, hogy figyelmen
kiviil hagyjuk az éleinek iranyitasat, osszefiiggs.) Felhasznalhatjuk az alabbi tulajdon-
sagot.

4.5. lemma. . Legyen G egy gyengén dsszefliggd irdnyitott grdf, amelyben minden
csicsnak pontosan egy kivezetd éle van. Ekkor a G pontosan eqy kort tartalmaz.

Bizonyitas. A bizonyitast meghagyjuk gyakorlatnak (lasd 4-16. gyakorlat). a

4.4.2. példa. Csticsonként egy kivezet§ élt tartalmazé graf

A 4.3. abra egy olyan grafot mutat, amelynek minden csiicsa pontosan egy
kivezets élt tartalmaz.

Alkalmazzuk a 4.5. lemmat az OsszetevSk iranyitott G’ gréafjara, hogy megkapjuk
az Osszetevek egyetlen korét. A G elGallitasa miatt a kor egymast kovets éleinek stlya
nem novekszik; ezért az ilyen kdrnek a hossza nem lehet 2-nél nagyobb. Igy az egyetlen
kor pontosan 2 hosszi. Ez azonban egy élnek felel meg, amely mindkét szomszédos
Osszetevonek a kozos MSKE-je.

A SzZINKGHS algoritmus kritikus pontja a szintek szinkronizaldsa. Ehhez azt kell
biztositanunk, hogy amikor a F; folyamat megprébalja meghatirozni, hogy a P; folya-
mattal kozos OsszetevGben vannak-e, akkor mindkét folyamat mar az aktuélis Gsszeteves-
azonositéval rendelkezzen. Ha a P; folyamat azonositoja kiilonbozik a P; azonosit6jatol,
biztosak szeretnénk lenni abban, hogy F;-edik és Pj-edik tényleg kiilonb6z6 &sszetevében
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4.3.. abra. Egy graf, amelyben minden egyes cstcs pontosan egy kivezetd élt tartalmaz.
Megfigyelhetjiik az egyetlen kort is.

van, és nem csak arrdl van szd, hogy még nem kaptak meg a vezet§jiiktsl az Osszetevo-
jiik azonositéjat. Ahhoz, hogy a szinteket szinkronizéltan hajtsuk végre, a folyamatok
az egyes szinteken el6re meghatarozott szami menetet engednek meg. Ahhoz, hogy a
menetek minden szamitasa biztosan befejez6djon, ez a szam legyen O(n); megjegyezziik,
hogy a O(dtm) nem mindig elegendd, és kizarolag emiatt kell a csicsoknak ismerni az
n-t. (A 15.5. alfejezetben, amikor az aszinkron halozatokban tjra megvizsgaljuk ezt az
algoritmust, az Osszetevdk szinkronizalasara ettdl eltérs modszert fogunk hasznalni.)

Bomnyolultsagelemazés.. Figyeljiik meg elGszor, hogy minden k szint 6sszetevd legalabb
2% csticsot tartalmaz. Ezt indukciéval lehet belatni, tigy, hogy észrevessziik, egy Gssze-
tevét minden szinten ugyanazon szint legalabb egy masik Gsszetevéjével egyesitiink. Igy
a szintek szama legfeljebb log n. Mivel mindegyik szint O(n) ideig tart, ebbdl az ko-
vetkezik, hogy a SZINKGSH futasi ideje O(n log m). A kommunikicié bonyolultsidga
O((n + |E|) - log n), mert mindegyik szinten O(n) lizenetet kell a fa Osszes élén végig
kiildeni, és O(|E|) tovabbi lizenet sziikséges az adott cstcsbol kivezetd legkisebb sulyt
élek megtalalasédhoz.

Uzenetek szamanak cstkkentése.. Az {izenetek szamat az adott cstcsbol kivezetd
jik. Ez a javitas a futasi id6 novekedéséhez vezet, bar annak nagysagrendje nem né. Az
Otlet az alabbi:

Minden egyes folyamat jeldlje meg a hozza tartozo élt az ,elutasitva” cimkével, amikor
kideriil, hogy ugyanazon Osszetev6hoz tartozd csticshoz vezet; igy nincs sziikség arra,
hogy ezeket késGbb ismét megvizsgaljuk. Az egyes szinteken csak a t&bbi élt teszteljiik
egyenként a sulyuk szerint novekedd sorrendben, amig az elsé olyat meg nem talaljuk,
amely kivezet az OsszetevGbdl (vagy amig az élek el nem fogynak).

E javitas mellett a fa élein kiildott lizenetek szdma tovabbra is O(n log n). Nézziik
most meg az adott csticsokbol kivezetd minimalis stulyd élek megtalaldsanak amortizacios
elemzését. Minden él legfeljebb egyszer valik teszteltté és elutasitotta, ez Gsszesen O(| E).
Egy adott csticsbol kivezetd, mar tesztelt minimalis stlya élt, amely nem a széban forgé
Osszetev6 MSKE-je, Gjra lehet tesztelni, de minden szint minden csicsanal legfeljebb egy
ilyen vizsgalatra keriilhet sor, ami O(n log n). A teljes kommunikacios bonyolultsag igy
O(n log n+ |E|).

A most vazolt modszernek van egy masik elénye. Mivel az egyes csucsok megjeldlik
mind a hozzajuk tartozé MFF-be keriils éleket, mind azokat, amelyek nincsenek a fdban,
nincs sziikség arra, hogy a végss fazisban a vezetd folyamat jelezze mindenkinek az



58 4. Altalanos szinkron hélézatok algoritmusai

algoritmus befejezését. Mindegyik csics egyszerden tartalmazza a hozz4 tartozéd élekkel
kapcsolatos informaciot.

Nem feltétleniil kiilonbo6zé élsilyok.. Vizsgaljuk most meg az MFF problémat egy
olyan grafban, ahol az élsilyok nem feltétleniil kiilonbozsk. Ebben az esetben egy kis
modositassal alkalmazhatjuk a SZINKGHS algoritmust. Vegyiik elszor észre, hogy a
SzIKGHS algoritmus a stulyokat csak a <, >, = Osszehasonlitasoknak veti al4.

Tetsz6leges élsilyok esetén kdnnyen szarmaztathatunk a cstcsok egyedi azonosit6ja-
bol ,élazonositokat”. Egy (i,7) él azonositoja a (suly; ;,v,v") harmas lesz, ahol v és v’
az i és j indext csticsok egyedi azonositoi, és v < v'. (Igy (4,7) és (j,i) ugyanazzal az
azonositoval bir.) A harmasok lexikografikus rendezése teljes rendezést hataroz meg az
élazonositok kozott.

Mivel a SZINKGHS algoritmus csak ¢sszehasonlitasra hasznalja a stlyokat, igy azt a
valodi élstlyok helyett az élazonositokkal is lefuttathatjuk; ez ugyanazt a végrehajtast
eredményezi, mint ha a SZINKGHS algoritmust az ugyanigy rendezett egyedi élsiilyok
halmazéra futtatnank le. Ennek eredményeként egy fat kapunk. Egy gyakorlatra hagy-
juk annak az igazolasat, hogy ez a fa valoban az eredeti graf egy MFF-je (lasd 4-18.
gyakorlat).

Vezets folyamat valasztasa..Ha egyszer egy irdnyitatlan grafra épiilé halézatban
egy MFF-t (vagy barmilyen feszit6fat) méar megismertiink, kénnyi egy egyedi vezets
folyamatot valasztani a rendelkezésre all6 egyedi azonositok segitségével. Nevezetesen a
feszitéfa levelei egy tizenetet inditanak el a fa Gtjain a gyokér felé; mindegyik belsé csics
legalabb az egyik szomszédjara var, miel6tt tizenetet kiildene a t&bbi szomszédjahoz. Ha
egy csucs az Osszes szomszédjatol anélkill kap ilizenetet, hogy iizenetet kiildétt volna,
vezetének nevezi ki magat. Ha két szomszédos csiics ugyanabban a menetben egymaéstol
kap tizenetet, akkor az egyikiik, mondjuk a nagyobb egyedi azonositojd, nyilvanitja ma-
gat vezetének. A vezetSfolyamat-valasztas teljes tobblet futasi ideje (az MFF felépités
utan) csak O(n), és ehhez O(n) lizenet kiildése sziikséges.

Osszesitve ezt az MFF bonyolultsagelemzésével, azt latjuk, hogy egy élsilyozott ira-
nyitatlan graffal indulva, amelyben a csicsok ismerik az n-t (de az dim értékét nem),
O(n log n) id6 alatt lehet vezetst valasztani O(n log n + |E|) lizenet kiildése mellett.

4.5.. Maximalis fiiggetlen halmaz

Az utolsé probléma, amivel ebben a fejezetben foglalkozunk, az iranyitatlan gréafok csi-
csal kozll torténd mazimdlis figgetlen halmaznak (MFH) a kivalasztasa. Cstucsoknak egy
halmazat akkor nevezziik fiiggetlen halmaznak, ha nem tartalmaz szomszédos cstucsokat;
egy fliggetlen halmazt mazimdlisnak mondunk, ha nem lehet Gjabb cstics hozzaadasaval
nagyobb fliggetlen halmazt késziteni bel6le. Megjegyezziik, hogy az irdnyitatlan grafok-
nak szamos kiillonb6zd maximalis fliiggetlen halmazuk lehet. Nincs sziikségiink a lehetd
legnagyobb maximaélis fiiggetlen halmazra, barmelyik megteszi.

Az MFH feladat aktualitisat az a probléma adja, hogyan foglaljuk le osztott eré-
forrasainkat a halézatbeli folyamatok szamara. A G graf szomszédai képviselik azokat a
folyamatokat, amelyek nem tudjak egyidében végrehajtani valamelyik osztott erforrast
igényls tevekenységiiket (ez lehet példaul adatbazis elérése vagy radids misorszoras). Ki
szeretnénk valasztani azon folyamatok halmazat, amelyek egyideji végrehajtasa megen-
gedett; ahhoz, hogy az titkdzéseket elkeriiljiik, ezeket a folyamatokat a G egy fliggetlen
halmazaba gytjtjiikk 6ssze. Nyilvan nem kivanatos kizarni ebbdl egyik folyamatot sem,
amelynek egyik szomszédja sem aktiv; ezért a kivalasztott halmaznak maximélisnak
kellene lennie.
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4.5.1.. A feladat

Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan graf. A cstcsok egy I C V halmazat figgetlennek
mondjuk, ha minden i, j € I-re (¢,j) ¢ E. Egy fiiggetlen I halmaz mazimdlis, ha barmely
olyan I’ halmaz, amelynek valodi része az I, nem fiiggetlen. A cél, hogy meghatarozzuk
G egy maximalis fiiggetlen halmazat. Minden folyamatnak, amelynek indexe az I-ben
van, végil gydztessé kell valnia, és mindegyik I-n kiviili indexd folyamatnak vesztessé.

Feltessziik, hogy a csticsok szamat, az n-t, az Osszes folyamat ismeri. (Hasznéalhat-
nank helyette az n egy fels6 korlatjat is.) A cstcsok most nem rendelkeznek egyedi
azonositokkal.

4.5.2.. Véletlenitett algoritmus

Ko6nnyt megmutatni, hogy azon grafokban, ahol a csticsokhoz rendelt folyamatok deter-
minisztikusak, az MFH probléméat nem lehet megoldani. Ennek igazolasa a 3.1. tétel min-
tajara torténik. Ebben az alfejezetben egy olyan egyszerti megoldast mutatunk, amely a
véletlenszeriiséget hasznalja fel ahhoz, hogy lekiizdje ezt a determinisztikus rendszerek-
ben rejlg akadélyt. Legylink azonban korrektek, és ne felejtsiik el megemliteni azt sem,
hogy van (nulla) valészintisége annak, hogy a véletlenitett algoritmus nem fog befeje-
z6dni. Ezt az algoritmust feltaldldja, Luby utan, LUBYMFH algoritmusnak nevezziik.

A LuBYMFH azon az iteracios séman alapul, amely az adott G grafbol egy tetszs-
leges nemdires fiiggetlen halmazt véalaszt ki, majd ennek a halmaznak a csicsait és azok
minden szomszédjat eltavolitja a grafbol, és ezt a folyamatot ciklikusan ismételi. Ha W
egy graf csticsainak egy részhalmaza, akkor a szom(W) a W-beli csicsok szomszédainak
halmazat jeloli.

Legyen a grdf a csiucsok és az élek mezsk alkotta rekord,
amelyet az eredeti G graf alapjan toltiink fel. Legyen I egy csicsokat
tartalmazo6 halmaz, amely kezdetben iires.

while grdf.csicsok # 0 do

kivalaszt egy fiiggetlen nemiires I’ C grdf halmazt a grdf-ban

I:=I1ur

graf := a grdf.csicsok — I' — grdf szom(I’) altal indukalt grdf-beli részgraf ¢
end while

“Egy G graf csiucsainak egy W részhalmaza altal indukalt részgrafjan azt a grafot értjik, amelynek
cstucshalmaza a W, élei pedig a G graf W-beli csticsait 0sszek6ts élek.

Konnyt igazolni, hogy ez a séma egy maximalis fliggetlen halmazt allit els. Ez a hal-
mayz fliggetlen, mert a kivalasztott I’ halmaz minden szakaszban fliggetlen, és ténylegesen
kivessziik a maradék grafboél az 6sszes olyan cstcs szomszédjat, amely az I halmazba esik.
Ez a halmaz maximalis, hiszen csak olyan cstcsokat zarunk ki a tovabbi vizsgéalatokbol,
amelyek az I halmazba keriilt csticsok szomszédjai.

Ennek az Aaltaldnos sémanak egy osztott halézatban térténs megvalositasanal az a
kulcskérdés, hogyan valaszthato ki az egyes iterdciokban az I’ halmaz. Ehhez hasznéaljuk
a véletlenitett modszert. Minden szakaszban minden P; folyamat kivilaszt egy egyen-
letes eloszlast véletlen érték; egész szamot az {1,...,n*} készletbsl. Az n* hasznalatat
az indokolja, hogy elég nagy ahhoz, hogy a graf Gsszes folyamata nagy valdsziniiséggel
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kiilonb6zd szamot valasszon. (Ebben a kényvben nem tériink ki e valészintség kiszamo-
lasara, helyette felhivjuk a figyelmet Luby cikkére.) Miutéan a folyamatok kivalasztjak
ezeket az értékeket, az I’-be, definici6 szerint, azok az ¢ indexti csiicsok keriilnek, ame-
lyek helyi gy&ztesek, azaz a i cstics minden j indexi szomszédos csicséra fennéll, hogy
érték; > érték;. Ez nyilvanvaldan egy fiiggetlen halmazhoz vezet, mivel két szomszédos
csucs egyszerre nem gy6zheti le egymast.

Ebben a megvalositasban el6fordulhat, hogy a véletlen valasztasok olyan szerencsét-
leniil alakulnak, hogy az I’ halmaz néhany szakaszon keresztiil iires lesz; ezek a sza-
kaszok tehat haszontalanok, hiszen semmit sem csindlnak. Feltéve, hogy az algoritmus
nem ér el egy olyan ponthoz, amelyt6l kezdve csupa ilyen haszontalan szakaszokat hajt
végre, egyszerien figyelmen kiviil hagyjuk a haszontalan szakaszokat és kikotjiik, hogy a
LuBYMFH algoritmus helyesen kivesse az altaldnos sémét. Az elemzésbe azonban bele
fogjuk szamolni a haszontalan szakaszokat is. Az algoritmus az alabbi.

LuBYMFH algoritmus (vazlatosan)

Az algoritmus miikodése szakaszokra bonthatd, minden szakasz harom menetbdl
all.

1. menet: Egy szakasz els6 menetében a folyamatok kivalasztanak maguknak egy
sajat érték-et, és elkiildik azt minden szomszédjuknak. Az 1. menet végére, amikor
az Osszes ériék célba ér, a (szomszédjaiknal nagyobb értéket valasztod) gyGztesek —
azaz az I'-beli folyamatok — ismerni fogjak magukat.

2. menet: A mésodik menetben a gyGztesek megismerik a szomszédjaikat. A 2.
menet végére a vesztesek — azaz azok a folyamatok, amelyeknek van I’-beli szom-
szédjuk — meghatarozzédk magukat.

3. menet: A harmadik menetben mindegyik vesztes megismeri a szomszédjait. Az-
tan minden érintett folyamat — gydztesek, vesztesek, és a vesztesek szomszédjai —
torli a megfelel§ csicsot és az ahhoz tartozo éleket a grafbél. Pontosabban, a gy6z-
tesek és vesztesek a tovabbi szakaszokban mar nem vesznek részt, és a vesztesek
szomszédjai torélnek minden olyan élt, amely a most t6rolt csiicsokhoz vezet.

Most a fejezetben megszokott moédon formalizaljuk az algoritmust. Mint azt a 2.7.
alfejezetben mér leirtuk, minden folyamat egy specialis véletlen; véletlen fiiggvényt hasz-
nél, amelyet minden menetben az tzenetek; és a dtmenet; fliggvények végrehajtasat

megelézden futtat le. Itt a random az {1,...,n*}-bdl egyenletes eloszlast, véletleniil
kivalasztott értéket jeldli.

LuBYyMFH algoritmus (formalisan)

allapotok;:
menete {1,2,3}, kezdetben 1
érték € {1,...,n"}, kezdetben tetszGleges
éber egy logikai valtozo, kezdetben igaz
marad_ szom cstcsok egy halmaza,
kezdetben az eredeti G grafbeli 6sszes szomszédja
stdtus € {ismeretlen, gydztes, vesztes}, kezdetben ismeretlen
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véletlen;:
if éber és menet = 1 then érték ;== random

iizenetek;:
if éber then
case
menet = 1:
send érték a marad_ szom minden csticsahoz
menet = 2:

if stdtus = gydztes then
send gydztes a marad_ szom minden csticsdhoz
menet = 3:
if stdtus = vesztes then
send vesztes a marad_ szom minden csicsahoz
endcase

Az alabbi kodban a 3 azonos a 0-val modulo 3.

atmenet;:
if éber then
case
menet = 1:
if érték> v minden bejovs v értékre then stdtus:=gydztes
menet = 2:

if egy gydztes iizenet érkezett then stdtus := vesztes

send gydztes a marad_ szom minden csticsdhoz
menet = 3:

if stdtus € {gydztes, vesztes} then
éber := hamas
marad_ szom :=

marad_ szom — {j : j-t6l egy vesztes lizenet érkezett}
endcase
menet := (menet + 1) modulo 3

Megjegyezziik, hogy a LUBYMFH algoritmus akkor is helyesen miikédik, ha egy-két
szakaszban néhany szomszédos folyamat ugyanazon véletlen értékeket valasztja.

4.5.3.. Elemzés*

Azt mar korabban megvitattuk, hogy a LUBYMFH algoritmus, feltéve, hogy nem akad
el a haszontalan szakaszok 1jra és Gjra torténd végrehajtasaval, egy MFH-t 4llit els. Azt
allitjuk, hogy az algoritmus egy valoszintiséggel nem akad el. Pontosabban, az algoritmus
egy tetszlleges szakaszdban a megmaradt grafbdl eltavolitott élek szdmanak varhaté ér-
téke legalabb akkora, mint a megmaradt élek szaménak egy allandé hanyada. Ez maga
utan vonja azt is, hogy egy szakaszban az élek legalabb egy rogzitett hanyadanak elta-
volitasara egy allandé valdszintiséggel keriil sor. Az is kovetkezik, hogy a befejezdésig
végrehajtott menetek szaméanak varhatod értéke O(log n), tovabba, hogy az algoritmus
egy valoszintséggel befejezédik.

A LuBYMFH algoritmus teljes elemzése Luby eredeti cikkében talalhato. Most bi-
zonyitas nélkiil mutatjuk be a legfontosabb lemmakat, és jelezziik, hogyan lehet azokat
a sziikséges eredmények bizonyitdsahoz felhasznalni. A kévetkezd harom lemmahoz rég-
zitiink egy G = (V, E) gréafot, amelynek tetszéleges i € V' cstcsara hatarozzuk meg az
alabbi dsszeget, ahol d(j) a G graf j-edik cstucsanak fokszama.
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) 1
sum(i) = Z a0

jEszom;

4.6. lemma. . Legyen az I’ a LUBYMFEFH algoritmus egyik szakaszdban szerepld halmaz.
Ekkor a szakasz eldtt kézvetleniil a grif minden i indexd csucsdra fenndll, hogy

Prii € szom(I')] > i min (Surg(i)yl)

A grafbol eltavolitott élek szaménak varhaté értékére a 4.6. lemmat felhasznélva
kapunk korlétot.

4.7. lemma. . A LUBYMFH algoritmus egyetlen szakasziban a G grdfbdl eltavolitott
élek szdmdnak vdrhato értéke legaldbb %.

Bizonyitas. Az algoritmus biztosan elhagy minden olyan élt, amelynek legaldbb egyik
végpontja szom(I')-beli. Ebbél az kovetkezik, hogy az elhagyott élek szamanak varhato
értéke legalabb

= Zd - Prli € szom(I")].

ZEV

Ez azért van igy, mert minden ¢ indexd csiics bizonyos valdszintséggel rendelkezik
egy I'-beli szomszéddal; ha ez az eset fennéll, akkor a 4 indexi csticsot eltavolitjuk,
ami maga utadn vonja az Osszes, d(i) darab hozza tartozéd él torlését is. Az % SZorz0
azt ellensilyozza, hogy a torolt éleket kétszer szamoljuk, hiszen minden élnek két olyan
végpontja van, amely a torlését elidézheti.

Most a 4.6. lemmabol szarmaz6 korlatot hasznaljuk fel, és azt kapjuk, hogy az elha-
gyott élek szaméanak varhato értéke legaldbb

LS i (22202, 1),

eV

Két részre bontva ezt az Osszeget aszerint, hogy a sum(i) értéke mely i-kre lesz
kisebb, mint 2 (és ennek megfeleléen a mlmmahzalando kifejezés milyen értéket vesz
fel), azt kapjuk, hogy

1 /(1 . . .
slz Z d(7) - sum(i) + | Z d()
irsum(i)<2 iisum(i)>2

alakjaban feJezzuk ki.

1(1 d(4)
slz > 2 Gt Z > 1
i:sum(i)<2 jEszom; irsum(i)<2 jEszom;
Vegyiik észre, hogy minden (7, j) irdnyitatlan él a zar6jelen beliili kifejezés két (ira-
nyonként, egy-egy) tagjaban jelenik meg, és ezeknek a tagoknak az 6sszege minden eset-

X - e 1 |E]
ben nagyobb, mint 1. Igy a teljes kifejezés legaldbb o .

A 4.7. lemmaéabol kovetkezik az alabbi allitas:
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4.8. lemma. . A LuBYMFH algoritmus egyetlen szakaszdban a G-bdl eltdvolitott élek
szama legaldbb 1—16 valdszinidséggel legaldbb %.

A 4.7. és 4.8. lemmékat flhasznélva az alabbi tételhez jutunk:

4.9. tétel. . A LuBYMFH algoritmus eqy valdszindséggel befejezddik. Tovdbbd, a befe-
jezddésig végrehajtott menetek szima O(log n).

Veéletlenitett algoritmusok.. Véletlenitett algoritmusokkal gyakran taldlkozhatunk az
osztott algoritmusok kozott. Ezek f6 szerepe a szimmetria megtdrésében van. Példaul a
vezet&valasztas és az MFH feladatokat nem lehet determinisztikus folyamatok altalanos
grafjaban egyedi azonositok nélkiil megoldani, mivel a szimmetriat lehetetlen megtorni,
véletlenitett algoritmussal viszont megoldhaték. Raadasul, ha a folyamatok rendelkeznek
is egyedi azonositokkal, a véletlenitett algoritmus gyorsabban sziinteti meg a szimmet-
riat.

A véletlenitett algoritmusoknak azonban van egy hibajuk, nevezetesen az, hogy mii-
kodésiik helyességét és/vagy befejez6dését csak nagy valdszintdséggel tudjak garantalni,
de nem bizonyosan. Az ilyen algoritmusok tervezésében fontos meggy6z6dni arrdl, hogy
az algoritmus kritikus tulajdonsagait feltétleniil kell-e garantalnunk, vagy csak adott va-
l6szintség mellett. Példaul a LUBYMFH algoritmus barmelyik végrehajtasa garantéltan
egy fiiggetlen halmazt allit eld, tekintet nélkiil a véletlen vélasztasok kimenetelére. A
befejez6dés azonban a szerencsés véletlen valasztasoktol fiigg. Lehetséges az is (nulla
valoszintségi), hogy mindegyik folyamat Gjra és Gjra ugyanazt az értéket valasztja, igy
az algoritmus megakad. Az, hogy ezek a jelenségek komoly akadalyat képezik-e az algo-
ritmus alkalmazasinak, a megoldandé problémétél fiigg.

4.6.. Megjegyzések a fejezethez

A MAXTERJED algoritmust és az OPTMAXTERJED algoritmust széles kdrben ismerik.
Teljes szinkron halézatokban Afek és Gafni [6] taldlta meg a vezetSfolyamat-valasztas
bonyolultsagi korlatjait. A SZINKSZK algoritmus, melyet megtalalhatunk példaul a [83]-
ban, a jol ismert szekvenciélis szélességi keresésre épiil. A BELLMAN-FORD algoritmus
egy osztott valtozata a Bellman és Ford altal egymastdl fiiggetleniil felfedezett szekven-
cialis algoritmusnak [43, 125].

A SzINkKGHS algoritmus egy szinkronizalt (és ezért lényegesen egyszertibb) valto-
zata a jol ismert aszinkron MFF algoritmusnak, amelyet Gallager, Humblet, és Spira
tervezett. A LUBYMFH algoritmus és annak elemzése Luby cikkében [200] talalhato.

A [271]-ben példat talalunk egy véletlenitett algoritmus (nulla valoszintség mellett
bekovetkezs) olyan végrehajtasara, amelynél a folyamatok rendre ugyanazt az értékva-
lasztast végzik.

4.7.. Gyakorlatok

4-1. Dolgozzuk ki a MAXTERJED algoritmus helyességbizonyitasdnak részleteit.

4-2. Konnyid belatni, hogy a MAXTERJED algoritmusban hasznalt {izenetek dtm|FE)|
szama O(n?). Allitsunk el iranyitott grafoknak egy osztalyat, amelyben az dtm|E| szor-
zat Q(n?), vagy mutassuk meg, hogy nincs az irdnyitott grafoknak ilyen osztalya.

4-3. Az OpTMAXTERJED algoritmus dltal elkiildott {izenetek szaméra adjunk a O(n?)-

nél kisebb felsé korlatot vagy mutassunk egy olyan irdnyitottgraf-osztalyt és megfelel
egyedi azonositokat, amelyben az iizenetek szama Q(n?).
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4-4. Vegyiik az OpTMAXTERJED algoritmusnak a 4.1.3. szakasz végén azt a ,,tovabb
optimalizalt” valtozatat, amely megakadélyozza a folyamatokat abban, hogy ujra elkiild-
jék a maz_ azon informaciét azokhoz a folyamatokhoz, amelyektdl el6zéleg megkaptik.

(a) Adjuk meg ennek az algoritmusnak a kodjat ugyanabban a stilusban, amellyel
ebben a fejezetben a t6bbi kddot is megadtuk.

(b) Bizonyitsuk be ennek az algoritmusnak a helyességét az OpTMAXTERJED algo-
ritmus mintdjira, felhasznélva ugyanazt a fajta egyszertisit stratégiit, amit az
OPTMAXTERJED algoritmus helyességbizonyitasanal (azaz a 4.2. tételben) alkal-
maztunk.

(a) Trjuk meg a SZINKSZK algoritmus kodjat.

(b) Bizonyitsuk be invarians allitasok hasznalataval ennek az algoritmusnak a helyes-
ségét.

(c¢) Ismételjiik meg az (a) és (b) részeket a gyerek mutatokat hasznalé SzINKSZK
algoritmusra.

(d) Ismételjiik meg az (a) és (b) részeket a gyerek mutatokat és befejezés-jelzéseket

hasznalé SZINKSZK algoritmusra.

4-6. Vegyiik a SZINKSZK algoritmusnak azt a 4.2.2. szakaszban vazolt optimalizalt val-
tozatat, amely megakadalyozza a folyamatokat abban, hogy elkiildjék a keres {izenetet
azoknak a folyamatoknak, amelyektdl elzéleg mér kaptak ilyen lizenetet.
(a) Adjuk meg ennek az algoritmusnak a kodjat.
(b) Bizonyitsuk be ennek az algoritmusnak a helyességét a SZINKSZK algoritmus min-
tajara, felhasznalva ugyanazt a fajta egyszertsits stratégiat, amit az OPTMAX-
TERJED algoritmus helyességbizonyitasanal (azaz a 4.2. tételben) alkalmaztunk.

4-7. Részletesen irjunk le egy algoritmust a SZINKSZK algoritmus kiegészitéseként,
amely nemcsak a gyerek mutatokat allitja el, hanem tajékoztat a gyerekekbdl a sziilékbe
vezetd legrovidebb ttrdl is. Ezt az informaciot meg kellene osztani ezen utak mentén,
gy, hogy minden folyamat ismerje az ut mentén elhelyezkedd kévetkezd folyamatot.
Elemezziik a futasi idét és a kommunikaciés bonyolultsagot.

4-8. Részletesen irjunk le egy algoritmust a SZINKSZK algoritmus kiegészitéseként,
amely megengedi, hogy a forrascsics egy iizenetet kiilldjon minden mas cstcsnak, és
értesiiljon arrél, ha minden csics megkapta az tizenetet. Ez az algoritmus O(| E|) lizenetet
kiildhet, és O(dtm) futasi id6t hasznalhat. Feltételezhetjiik, hogy a halozat iranyitatlan.

4-9. Elemezziik a globalis szamitasi séma, a vezetGvalasztas és a 4.2. alfejezet végén
szereplé atmérd szamitisi séma futési idejét és kommunikaciés bonyolultsagat, feltéve,
hogy néhéiny szomszédos csics kézott kétiranya kommunikiciét is megengediink.

4-10. Tervezziink egy minél hatékonyabb vezet&valaszto algoritmust egy olyan erésen
Osszefiiggs iranyitott haldzatban, amelyben a folyamatoknak van egyedi azonositojuk.
(a) Tegylik fel, hogy a kommunikacié minden szomszédos csics kozt kétirany, azaz a
halézat iranyitatlan.
(b) Ne alkalmazzuk az el6z6 feltevést.

4-11. Adjunk egy minél hatékonyabb algoritmust a cstcsok teljes szdmanak megalla-
pitasara egy olyan erGsen Osszefliggs iranyitott halézatban, amelyben a folyamatoknak
van egyedi azonositojuk.
(a) Tegyiik fel, hogy a kommunikacié minden szomszédos cstcs kozt kétiranyu, azaz a
halozat irdnyitatlan.
(b) Ne alkalmazzuk az el6z6 feltevést.
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4-12. Adjunk minél hatékonyabb algoritmust az élek szdmanak megallapitdsara egy
olyan erdsen Osszefiiggs iranyitott halézatban, amelyben a folyamatoknak van egyedi
azonositéjuk.
(a) Tegylik fel, hogy a kommunikacié minden szomszédos csics kozt kétirany, azaz a
halézat irdnyitatlan.
(b) Ne alkalmazzuk az el6z6 feltevést.

4-13. Adjunk minél hatékonyabb algoritmust minimalis magassagu gyokeres feszit6fa
elgallitasara. Feltételezhetjiik, hogy a folyamatoknak van egyedi azonositéjuk, de nincs
kozottiik kitlintetett cstcs.

4-14.
(a) Adjuk meg a BELLMANFORD legrévidebb utak algoritmus kodjat.
(b) Bizonyitsuk be invarians allitasok hasznalataval ennek helyességét.

4-15. Adjuk meg a SZINKGHS algoritmus kodjat.
4-16. Bizonyitsuk be a 4.5. lemmat.

4-17. Mutassuk meg, hogy a SZINKGHS algoritmusban O(diam) menet nem mindig
elég ahhoz, hogy a szamitis Osszes szintjét befejezziik.

4-18. Mutassuk meg, hogy a SZINKGHS algoritmus azon valtozata (4.4. alfejezet vége),
amely élazonositokat hasznal az élstulyok helyett, tényleg egy MFF-t allit eld.

4-19. Kutatdsi kérdés. Fejlesszlink ki a SZINKGHS algoritmusndl — a futési id6 vagy a
kommunikacioés bonyolultsag, vagy mindketts szempontjabol — jobb szinkronizalt mini-
miélis feszitéfa-keress algoritmust.

4-20. Adjuk meg a kédjat annak a 4.4. alfejezet végén vazolt lizenetgytijté algoritmus-
nak, amely egy iranyitatlan graf tetszGleges feszitéfajaban vezets folyamatot vélaszt.

4-21. Adjunk minél jobb alsé és fels§ korlatot egy tetszGleges feszitéfa elGallitasanak
feladatara iranyitatlan grafban. Feltételezhetjiik, hogy a csicsok egyedi azonositoval ren-
delkeznek és stlyokat nem hasznalunk. KoériiltekintGen éllapitsuk meg, hogy a folyamatok
milyen ismeretekkel rendelkezzenek a grafrol.

4-22. Vegyiink egy vonalhilozatot, azaz az 1, ..., n sorszamu folyamatoknak egy olyan
lineéris alakzatéat, ahol a folyamatok kétiranyu kapcsolatban allnak szomszédjaikkal. Te-
gyiik fel, hogy minden egyes P; folyamat meg tudja kiilénb6ztetni a bal oldalat a jobb
oldalatol, és ismeri azt is, hogy & maga végpont-e vagy sem. Tegyiik fel, hogy minden
folyamat kezdetben egy nagyon nagy v; egész értékkel rendelkezik, és azt, hogy az ilyen
értékekbdl egy adott idépillanatban csak adott szamut tarthatunk nyilvan a memoria-
ban. Tervezziik meg azt az ezen értékeket sorba rendezd algoritmust, amelyben az egyes
P; folyamatok &ltal elgallitott o; kimeneti értékek Gsszeszorzott halmaza megegyezik a v;
bemeneti értékek Osszeszorzott halmazaval, és 01 < ... < 0,. Probaljuk meg elGallitani
mind az lizenetek, mind a menetek szdma tekintetében a leghatékonyabb algoritmust.
Allitasainkat indokoljuk.

4-23. Bizonyitsuk be a 4.5. alfejezet feltételeit alapul véve, de véletlenszertiek helyett
determinisztikus folyamatokra, hogy van olyan graf, amelyben lehetetlen az MFH problé-
mét megoldani. Keressiik meg a lehets legnagyobb olyan osztalyat a grafoknak, amelyre
ez fennall.
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4-24. Tételezziik fel, hogy a LuBYMFH algoritmust egy n méretd gytriben hajtjuk
végre. Becsiiljiik meg, mekkora valészintséggel tavolit el az algoritmus egy tetszéleges
élt egy ismétlésben (iteracioban).



Targymutato

A A legrévidebb utak, 43, 51, 52
Afek, Y., 63 legrévidebb utak faja, 51
atmeérd, 44, 51 Luby, M., 59
LuByMFH, 59-63
B
Bellman, R., 63 M
BELLMANFORD, 52 maximalis fiiggetlen halmaz, 43, 58-63
MAXTERJED, 4448, 51
D minimdlis feszit6fa, 43, 53-58
Dijkstra, E., 54 MSKE, 55
E, E N
egyedi azonosito, 43 nem_ vezetd, 44
enyhits lépés, 52
0,0
F optimalizalas, 45
feszitGerds, 53 OpTMAXTERJED, 45-47
feszit6 fa, 53
Ford, L., 63 P
fiiggetlen halmaz, 59 Prim, R., 54
G S
Gafni, E., 63 Spira, P., 55, 63
Gallager, R., 55, 63 suly, 51
globélis szamitas, 50
SZ
GY szélességi keresés, 43, 48-51
gyengén Osszefiiggd iranyitott graf, 56 szélességi keresé fa, 48
gyerek mutato, 49 szimulacios kapcsolat, 47
gyokércstcs, 48 szimulaciés modszer, 46, 47
SzINKGHS, 55-58
H SzINKSZK, 48-51
Humblet, P., 55, 63 SZK, ldsd szélességi keresés
SZK fa{szélességi keress fa, 48
I, i
iranyitott feszitsfa, 48 U, 0
lizenetgytjtés, 50
K lizenetszoras, 49
Kruskal, J., 54
A%
L véletlenitett algoritmus, 59
LCR, 45 vezetGvalasztas, 4348, 51

67



