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3. fejezet

Vezetd folyamat kivalasztasa
szinkron gytriiben

Ebben a fejezetben els6 megoldandd problémaként a masodik fejezet szinkron
modelljét hasznalé aldbbi feladatot mutatjuk be: egy halézat folyamatai koziil
egy egyértelmden meghatdrozott vezetd folyamat kivdlasztdsdt. ElGszor tekintsiik
azt az egyszerd esetet, amikor a halozat topologidja gytrt.

A probléma eredetileg a vezérldjeles gytri (token ring) alapt helyi halozatok
vizsgalatainal vet6dott fel. Egy ilyen hélozatban egyetlen un. ,,vezérl§jel” (token)
kering koérbe-korbe, az éppen aktuélis tulajdonosanak biztositva kizardlagos jogot
kapcsolat kezdeményezésére. Ha a halézat két csomoépontja egyidében kisérelne
meg kommunikalni, az {izenetek zavarndk egymast. Néha azonban a vezérlGjel
elveszhet. Ilyen esetekben a folymatoknak egy olyan algoritmust kell végrehajta-
niuk, ami ujra képezi az elveszett vezérlGjelet. Ezt a regenerdlé eljarast hivjuk a
vezetd folyamat kivalasztasanak.

3.1.. A feladat

Tételezziik fel, hogy a G halézatunk egy m csicsboél allo gydrd, az éramutatd
jarasaval egyezd iranyban szamozva 1-t61 n-ig (lasd a 3.1. dbrat). Szamitasain-
kat altalaban modulo n végezziik, megengedve ezzel azt, hogy 0-val azonositsuk
az n-edik folyamatot, (n + 1)-gyel az els6t, és igy tovabb. A G graf csicsaihoz
rendelt folyamatok nem ismerik a sajit azonositéjukat, sem pedig szomszédai-
két. Feltételezziik tovabba, hogy az iizeneteket 1étrehoz6 és tovabbito fiiggvények
lokalis kifejezésekkel adottak, relativ nevekkel utalva a szomszédokra. Azt is fel-
tételezhetjiik, hogy minden folyamat képes az Oramutatd jarasidval megegyezd
iranyba esé szomszédjat megkiilonboztetni a mésiktol. A kévetelmény az, hogy
végiil pontosan egy folyamat dontsén ugy, hogy 6 a vezetd folyamat, és ekkor
rendeljen vezetd értéket allapotanak egy speciélis stdtus dsszetevGjéhez. A prob-
lémanak kiilonboz§ valtozatai vannak.

1. Azis megkovetelhetd lenne, hogy a vezetd folyamaton kiviili 6sszes folyamat
el6bb-ut6bb azt a kimenetet eredményezze, hogy 6 nem vezets, mondjuk
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3.1.. dbra. Folyamatok egy gytrije.

nem_ vezeld értékre valtoztatva stdtus 6sszetevgjét.

. A gytrit leiro graf lehet csak az egyik irdnyban irdnyitott vagy mindkét

wrdnyban irdnyitott. Ha csak az egyik irdnyban irany{tott, akkor ez az irdny
az altalanossag megszoritasa nélkiil lehet az éramutatoé jarasaval megegyezs
irdny, vagyis tizenetek csak ebben az irdnyban kiildhet6k a szomszéd cstcs
felé.

. A gytrit alkoté csucsok n szamat a folyamatok vagy ismerik, vagy nem.

Ha ez ismert, a folyamatoknak csak az n méretii gytirtiben kell pontosan
miikodniiik, és ekkor n értékét a folyamatok hasznalhatjak programjaikban.
Ha n nem ismert, feltételezhets, hogy a folyamatok kiilonb6z6 mérett gy-
riikben futnak. Ekkor a gyiird méretérdl semmilyen informaciéo nem hasz-
nalhato fel.

. A folyamatok lehetnek azonosak, vagy lehetnek kiilonbozék. Utobbi eset-

ben kezdddhetnek egy egyedi azonositéval (UID), amelyek egy megfelelGen
nagy teljesen rendezett halmazbol, példaul a természetes szdmok N halma-
zabol valaszthatok. Feltételezhetjiik, hogy a gytiriiben a folyamatazonositék
kiilénbo6znek egymastol, de nincs megszoritas arra, hogy milyen UID-ok sze-
repelhetnek ténylegesen a gytrtiben. (Példaul nem sziikséges, hogy egymaés
utani egészek legyenek.) Megadhato tovabba, hogy az azonositokat kizé-
rolagosan mely mtveletek hasznalhatjak (példaul 6sszehasonlitasok), vagy
nem tesziink ilyen jellegli megszoritasokat.
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3.2.. Megoldhatatlansagi eredmény azonos folyama-
tokra

Elgszor is konnyd észrevenni, hogy ha az 0sszes folyamat azonos, akkor a problé-
ménak az adott modellben nem létezik megoldasa. Még akkor is ez a helyzet, ha
a gytird mindkét irdnyban irdnyitott és a folyamatok ismerik a gytrii méretét.

3.1. tétel . Legyen A egy n folyamatbsl (n > 1) dllé rendszer, eqy mindkét irdny-

ban irdnyitott gydriben elrendezve. Ha A édsszes folyamata azonos, akkor A nem
oldja meg a vezetd folyamat kivdlasztdsanak problémdjdt.

Bizonyitas. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy létezik egy olyan A rendszer, ami
megoldja a vezets folyamat kivalasztasanak probléméajat. Az altalanossidg meg-
szoritasa nélkiil feltehets, hogy A minden egyes folyamatanak pontosan egy kezd6
allapota van. Ez azért igaz, mert ha minden folyamatnak t6bb kezd§ allapota is
létezik, tetszblegesen kivalaszthatunk koziiliik egyet, igy egy olyan 4j megoldast
kapunk, ahol minden folyamatnak mér csak egy kezdd allapota van. Ezzel a fel-
tetelezéssel élve A-nak pontosan egy végrehajtéasi sorozata létezik.

Tekintsiik tehat A-nak az egyetlen végrehajtasi sorozatat. A végrehajtott me-
netek r szdma szerinti indukciéval nem nehéz igazolni, hogy az r-edik menet utan
minden folyamat ugyanabban az allapotban van. Vagyis, ha valamely folyamat
valaha is eléri azt az allapotot, amikor a stdtus allapota vezetd, akkor A Gsszes
folyamata ugyanebben az id6ben szintén ugyanebben az allapotban lesz. Ez el-
lentmond az egyértelmiiségre vonatkozd kovetelménynek. O

A 3.1. tételbsl kovetkezik, hogy a vezets folyamat kivalasztasanak problémé-
jat csakis ugy lehet megoldani, ha valahogy megtorjiik a szimmetridat. A gya-
korlatban rendszerint azzal az ésszerd feltételezéssel élnek, hogy a folyamatok
azonosak, kivéve az UlD-et. A fejezet hatralévs részében mi is ezt a feltételt
fogjuk hasznalni.

3.3.. Egy alapvetd algoritmus

Az els6 bemutatand6 megoldas nagyon egyszerti. Le Lann, Chang és Roberts
tiszteletére, akiknek a munkaibdl az algoritmust vettiik, LCR algoritmusnak fog-
juk nevezni. Az algoritmus csak egyiranyu kapcsolatot hasznal és nem igényli a
gylrid méretének ismeretét. Ezenkivil csak a vezets folyamatnak lesz kimenete.
Az algoritmus az UID-ek kozott csak az Osszehasonlitas muveletét hasznalja. A
aldbbiakban az LCR algoritmus véazlatos leirasat adjuk meg.

LCR algoritmus (vazlatosan)

Minden folyamat korbekiildi az azonositéjat a gytirtiben. Amikor valamely
folyamathoz egy azonosito érkezik, 6sszehasonlitja azt a sajatjaval. Ha az
érkezett azonositd nagyobb, mint a sajatja, a folyamat tovabbitja, ha ki-
sebb, eldobja. Amennyiben az érkezett azonosité megegyezik a sajatjaval,
a folyamat dnmagat nevezi meg vezetének.
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Ebben az algoritmusban a legnagyobb UID-del rendelkezs folyamat az egyet-
len, amelyik a wvezetd kimenetet adja. Intuiciénkat vilagosabba téve a méasodik
fejezet modelljének segitségével most algoritmusunknak egy sokkal pontosabb le-
irasat adjuk meg.

LCR algoritmus (formalisan)

Az lizenetek M abc-je pontosan az UID-ek halmaza.

Az dllapotok;-ben 1év§ dllapotok minden P; folyamatra az alabbi Gsszete-
véket tartalmazzak:

u, egy UID, kezdetben a P; folyamat UID-je,
kild, egy UID vagy null, kezdetben a P; folyamat UID-je,
stdtus, az {ismeretlen, vezetd} értékek valamelyike, kezdetben ismeretlen.

A kezdeti allapotok kezdd; halmaza az imént meghatarozott kezdeti értékekkel
egyetlen dllapotbdl All.

Az iizenetek; lizenetgenerild fiiggvényt minden P; folyamatra az aldbbi mdédon
adjuk meg:

send kild aktuélis értékét a P, folyamatnak

Latjuk, hogy a P; folyamatban relativ hivatkozas torténik a P;;; folyamatra.
Példaul az ,,6ramutaté jarasaval megegyezs irdnyba es szomszéd” helyett egysze-
riien P;11-et irunk. Emlékezziink vissza, hogy a masodik fejezetben a null értéket
hasznaltuk az iizenet hidnyanak jeldlésére. Vagyis ha a kiild 6sszetevd értéke null,
a megfelels izenetek; fliggvény ténylegesen nem eredményez semmilyen iizenetet.
Az dtmenetek; allapotdtmeneti fliggvényt minden P; folyamatra az aldbbi
pszeudokéddal adjuk meg:

kild = null
if az érkezs iizenet v (egy UID) then
case
v > u: kild :== v
v = u: stdtus := vezetd
v < u: do semmi
endcase

Az &llapotatmeneti fiiggvény definiciojanak elsé sora torli a kordbban érkezett
lizenet hatésat (ha volt ilyen), null-ra allitva a kild allapot-Osszetevét. A kod
tobbi része az igazan érdekes — ez tartalmazza a dontést arrol, hogy a fliggvény
tovabbitsa vagy eldobja a beérkezg UlD-et, esetleg elfogadja azt, hogy 6nmagat
kialthassa ki vezetd folyamatnak.

Az iménti leirés egy konnyen olvashaté programozasi nyelven frédott, de azért
jegyezzilk meg, hogy sziikség esetén kozvetleniil lefordithaté lenne a mésodik
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fejezetben latott allapotokkal rendelkezd gépmodellre. Ebben az értelmezésben
az Osszes folyamat minden valtozojanak van értéke, és az dtmenetek a valtozok
értékeinek megvaltozasat jelentik. Jegyezziik meg, hogy az ditmenetek; fliggvény
kédjanak teljes blokkja egyetlen menetben, oszthatatlanul hajtédik végre.

Hogyan adjunk formalis bizonyitast algoritmusunk helyességére? A helyesség
most azt jelenti, hogy pontosan egy folyamat fogja el6bb-utdbb a vezetd kimenetet
adni. Jeldlje imq, @ maximélis UID-1 folyamat indexét és jeldlje ymq, ennek UID-
jét. Elég lenne azt bebizonyitani, hogy (1) az n-edik menet végén az iy,q, folyamat
adja a vezetd kimenetet, és (2) egyetlen mas folyamat sem ad ilyen kimenetet. A
3.2. és a 3.3. lemmakban ezen tulajdonsagokat fogjuk bebizonyitani.

Itt és a konyv sok més részén is az ¢ als6 indexet irjuk azon allapot-Osszetevék
nevéhez, amelyeknél jelezni akarjuk, hogy a megfelel§ allapot-Osszetevs példanya
a P; folyamathoz tartozik. Példaul az u; jeldlést haszndljuk a P; folyamat u
allapot-Osszetevije értékének jeldlésére. A folyamat kddjanak irasakor azonban
altalaban nem hasznaljuk az alsé indexes jelolést.

3.2. lemma . Azn-edik menet végén az imaq folyamat a wezetd” kimenetet adja.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy a kezdeti értékadas miatt umqy az u;,,,, valtozo
kezdeti értéke, vagyis az imq, folyamat u valtozdjaé. Azt is észrevehetjiik, hogy
az u valtozok értekel sohasem véltoznak meg (a kod szerint), mind kiilénbo6zéek
(a feltétel miatt), valamint hogy imqe-nak van a legnagyobb w értéke (ip,q, defini-
cioja miatt). A kod szerint elegendd megmutatni, hogy az alabbi invarians allitas
teljesiil:

3.3.1. allitas. Az n-edik menet utdn stdtus; = ,vezetd”.

Az invaridns bizonyitasanak legkézenfekvsbb modja az, ha a menetek szama
szerinti indukciét hasznélunk. Hogy ezt megtehessiik, sziikségiink lesz egy el6zetes
invariansra, ami alacsonyabb menetszamok esetére mond valamit. Ezért az alabbi
allitassal egészitjiik ki a korabbikat.

3.3.2. Allitas. Az r-edik menet utdn minden 0 < r < n — 1 esetén
kild;,, ,o+r = Umaz-

(Ne felejtsiik el, hogy az 6sszeadas modulo n értendd.) Az allitas azt mondja
ki, hogy a kiild 6sszetev6ben 1év6 maximalis érték pozicidja a gytirtiben r tavol-
Sagra van tmaqy-tol.

Elég nyilvanvalo, hogy a 3.3.2. allitast r szerinti indukciéval bizonyitjuk. Az
r = 0 esetben a kezdeti értékek miatt a nulladik menet utan kdild;,,.., = Umaz,
ami pontosan az, amire sziikségiink van. Az indukcios 1épés azon a tényen alapul,
hogy az tmaz-t6l kiilénb6z6 minden mas csics felveszi a maximum értéket és ez
el is tarolodik a kiild 6sszetevében, mivel Uyq, nagyobb minden mas értéknél.

A kovetkezd feladat a 3.3.1. allitas bizonyitasa. A 3.3.2. allitas eredményét
fogjuk felhasznalni az » = n — 1 speciélis esetben, tovabba még egy gondolatot
arr6l, hogy mi is térténik egyetlen menet alatt. A kulcsészrevétel az, hogy az tymaz
folyamat elfogadja az wmqqs jelet, ami vezetd-re éllitja stdtus allapot-Osszetevijét.

O
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3.3. lemma . Az ipgz-on kivil egyetlen mds folyamat sem eredményezi a

wezetd” kimenetet.

Bizonyitas. Elég azt megmutatni, hogy minden més folyamatra a stdatus = is-
meretlen teljesiil. Ahogy korabban, egy erésebb invarians segithet. Legyen P; és
P; a gytri két tetszdleges folyamata, i # j, és jelolje [i,j) indexek egy {4, + 1,
...,J — 1} halmazat, ahol az dsszeadas modulo n értends. Vagyis a gytrtben az
oramutato jardsaval megegyez6 iranyba haladva [i, j) a P;-vel kezd6dé folyamat-
tol ellentétes koriiljarassal a P; szomszédjaig tart6é folyamatokbol &ll6 halmazt
jeldli. Az alabbi invarians azt allitja, hogy semmilyen v UID nem adddik értékiil
egyetlen ip,q. és v eredeti @ pozicidja kozotti folyamat kild valtozdjanak sem.

3.3.3. allitas. Az r-edik menet utdn, ha i # imaex €5 J € [imaz 1),
akkor kild; # ; tetszdleges r, valamint i,j esetén.

Ismét indukciot hasznalunk. A bizonyitas kulcsa most az, hogy egy nem-
maximalis UID-1d folyamathoz sohasem érkezhet ugyanaz az UID-érték. Ez azért
van igy, mert i,,q4 OSszehasonlitja a bejovs értéket upqz-szal és Umqr nagyobb,
mint az 6sszes tobbi UID.

Végezetiil a 3.3.3. allitas hasznalhat6 annak bizonyitasara, hogy csak az t;maz
folyamat kaphatja vissza a sajat UID-jét és igy csak imqy tudja a vezetd kimenetet
elsallitani. a

A 3.2. és 3.3. lemmakbdl az alabbi tétel kovetkezik.

3.4. tétel . Az LCR algoritmus megoldja a vezetd folyamat kivdlasztisinak
problémdjdt.

Megallas és nem_vezeté kimenetek. Amint mar emlitettiik, az LCR algo-
ritmus sohasem ér véget abban az értelemben, hogy az 6sszes folyamat elérné a
megallas allapotat. Természetesen minden folyamatot kib&vithetnénk egy meg-
allas allapottal, ahogy azt a 2.1. alfejezetben leirtuk. Ekkor algoritmusunkat tgy
modosithatnank, hogy a kivalasztott vezetd folyamat egy specidlis értesitd iize-
netet kiildjon koérbe a gytrtin. Minden folyamat, amelyik megkapta az értesitd
iizenetet, alljon meg, miutin tovabbitotta azt. Ez a stratégia nemcsak hogy en-
gedélyezi a folyamatoknak a megallast, de arra is hasznalhaté, hogy a nemvezetd
folyamatok a nem_wvezetd kimenetet adjak. Tovabba hozzacsatolva az értesitd
iizenethez a vezet§ indexét, a stratégia az Osszes résztvevd folyamatnak lehe-
téséget ad a vezet§ azonositdjanak kozzétételére. Jegyezziik meg, hogy minden
nemvezetd folyamat eredményezheti a nem_ wvezetd kimenetet kozvetleniil azutan
is, amint a beérkezd UID-bdl latja, hogy az nagyobb, mint a sajatja. De ez nem
mondané meg a nemvezetd folyamatoknak azt, hogy mikor alljanak le.

Bonyolultsagelemzés. Az alap LCR algoritmus id6bonyolultsédga a kivalaszott
elem bejelentkezéséig n menet. A legrosszabb eset kommunikacios bonyolultsaga
O(n?) iizenet. Az algoritmus megallasos valtozataban az idébonyolultsag 2n, a
kommunikaciés bonyolultsag tovabbra is O(n?). A megallashoz és a nem-vezetd
bejelentéshez sziikséges tobbletidé csak m menet és a tobblet kommunikacié is
csak n iizenet.
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Transzformacio. Az el6z6 két bekezdés egy altalanos transzformaciot ir le és
elemez, kezdve egy tetszbleges vezetd folyamatot kivalaszté algoritmustol, ahol
csak a vezets ad kimenetet és a tobbi folyamat sohasem all le, egészen addig,
amikor a vezet6 és nem-vezet§ folyamatok mindegyike ad kimenetet és minden
folyamat megall. A kimenet t&bbletkoltsége a megallassal egyiitt is csak n menet
és n lizenet volt. Ez a transzformacio egyéb feltevéseink tetszdleges kombinacio-
jaban miikodik.

Kiilonb6z6 kezdési idépontok. Jegyezziik meg, hogy az LCR algoritmus a
szinkron modellben kiilonb6z6 kezdési id6pontok esetén is moédositas nélkiil mii-
kodik. A modell ezen valtozatanak leirasa a 2.1. alfejezetben taldlhato.

A szimmetria megtorése. A vezet§ folyamat kivalasztasanak gytirtibeli problé-
méjaban az igazi nehézség a szimmetria megtorése. A szimmetria megtérése mas
osztott rendszerben megoldandé problémaknak is fontos részét képezik, ilyenek
példaul az erdforrds-hozzdrendeld és megegyezés problémak. (Lasd a 5.-7., 10.-12.,
20.-21. és 25. fejezeteket).

3.4.. Egy O(nlogn) kommunikiciés bonyolultsaga al-
goritmus

Ambér az LCR algoritmus idébonyolultsaga alacsony, az algoritmusban el6for-
dul6 tizenetek szama meglehetésen magas, O(n?). Ez egyaltalan nem tinik je-
lent@snek, ha figyelembe vessziik, hogy egy csatornin egy id6ben soha sincs t6bb
egy lizenetnél. Azonban a masodik fejezetben azt is megmutattuk, hogy az tizene-
tek szdménak minimalizdlasa miért is olyan érdekes: sok egyidében fut6 osztott
algoritmus teljes kommunikaciés terhelése a hélézat forgalmi torlodasat ered-
ményezheti. Ebben az alfejezetben egy olyan algoritmust mutatunk be, amely a
kommunikaciés bonyolultsagot O(n logn)-re csokkenti. Az els6 olyan algoritmust,
amelynél a legrosszabb eset bonyolultsaga O(nlogn), Hirschberg és Sinclair pub-
likalta. Tiszteletiikre az algoritmust HS algoritmusnak fogjuk nevezni. Ahogy
kordbban, ismét feltételezziik, hogy csak a vezetének sziikséges kimenetet ered-
ményeznie, bar a 3.3. alfejezet végén leirt transzforméciébol kovetkezik, hogy ez
a megszoritds nem lényeges. Ahogy kordbban, most is feltételezziik, hogy a gytiri
mérete nem ismert, de most mindkét iranyt kommunikaciét megengediink.

Ahogy az LCR algoritmus tette, a HS algoritmus is a maximaélis UID-dal
rendelkez6 folyamatot valasztja ki. Most azonban az LCR algoritmustol elté-
réen, ahol minden folyamat az UID-jét elejétsl végig korbekiildi a gytirtin, a HS
algoritmusban minden egyes folyamat UID-je bizonyos tavolsag megtétele utan
megfordul és visszatér az eredeti folyamathoz. Ezutin ez ismétlédik egyre na-
gyobb tavolsdgokkal. A HS algoritmus az alabbi médon jar el.

HS algoritmus (vazlatosan)

Minden P; folyamat a 0, 1,2,... szakaszokban (fazisokban) miikédik. Min-
den [ szakaszban a P; folyamat az u; UID-jét tartalmazo jeleket kiild mind-
két szomszédja fele. Ezek az iizenetek 2! tavolsagot hivatottak megtenni,
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3.2.. abra. A HS algoritmus P; folyamatabol kiindulé egymés uténi iizenetek
palyaja.

miutan visszatérnek a kiindulasi ¢ indext folyamathoz (lasd a 3.2. abrat).
Ha mindkét jelsorozat biztonsigban visszaérkezik, a P; folyamat a kdvet-
kez& szakasszal folytatodik. Azonban nem biztos, hogy a jelek biztonsaghan
vissza is érnek. Amig az u; jelsorozat Pi-t6l tavolodik, minden, az u; utjaba
es6 Pj folyamat dsszehasonlitja u;-t a sajat UID-jével, u;-vel. Ha u; < uj,
akkor P; egyszertien eldobja az iizenetet, mig ha w; > u;, akkor P; tovab-
bitja w;-t. Ha pedig u; = uj, akkor ez azt jelenti, hogy a P; folyamathoz
még visszafordulas el6tt a sajat UID-je érkezett, vagyis a P; folyamat on-
magat vilasztja vezetének.

Ha a P; folyamat altal kiildott iizenet kozeledik, azt minden folyamat min-
dig tovabbitja.

Most az algoritmust formalisan is megadjuk. A formalizadlas némi kényve-
lést is igényel, hiszen biztositani kell, hogy a jelsorozatok a megfelel§ iranyokba
tartsanak. Példaul a jelsorozatoknak tartalmazniuk kell azt az informéciot, hogy
tavolodnak vagy kozelednek a kiindulasi helyiikt6l. Hasonl6képpen, a jelsoroza-
toknak tartalmazniuk kell a kdzben érintett folyamatok szaméat is, hogy tévolo-
daskor a tavolsadgot szamon lehessen tartani. Ez lehet&séget ad a folyamatoknak
arra, hogy kitalaljak, mikor kell az iizenetet visszaforditani. Az algoritmus forma-
lizalasa utan az LCR algoritmusnél latott médon indokoljuk annak helyességét.

HS algoritmus (formalisan)

Az iizenetek M abc-je olyan harmasokbol all6 halmaz, ahol az elemek Gssze-
tevsi az UID-ek, az lizenetek mozgasi iranyat jelzd {megy, jon} értékek va-
lamelyike és egy pozitiv egész szam (ugrds_ szamldld), ami a kdzben érintett
folyamatok szamét jeloli.

Az dllapotok;-ben 1év6 allapotok minden P; folyamatra az alabbi Gsszete-
vbket tartalmazzak:
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u, egy UID, kezdetben a P; folyamat UID-je,
kiild+, ami vagy az M egy elemét tartalmazza, vagy null,
kezdetben a harmas tartalma a P; folyamat UID-je, megy és 1,
kiild—, ami vagy az M egy elemét tartalmazza, vagy null,
kezdetben a harmas tartalma a P; folyamat UID-ja, megy és 1,
stdtus, az {ismeretlen, vezeld} értékek valamelyike, kezdetben ismeretlen,

fdzis, nemnegativ egész, kezdetben 0.

A kezdeti allapotok kezdd; halmaza az imént definialt kezdeti értékekkel

egyetlen &llapotbol 4ll.
Az dzenetek; lizenetgenerald fliggvényt minden P; folyamatra az alabbi

moédon adjuk meg:

a kild+ aktualis értékét tovabbitsd a P;4; folyamatnak,
a killd— aktualis értékét tovabbitsd a P;_1 folyamatnak.

A dtmenetek; allapotatmeneti fiiggvény minden P; folyamatra az alabbi
pszeudokoddal adott:

kild+ := null
kuld— = null
if a P;_1-bol érkezs {izenet (v, megy, h) then

case
v >wués h > 1: killd+ = (v, megy, h — 1)

v>ués h=1: kild— := (v, jon, 1)
v = u: stdtus := vezetd
endcase
if a P;11-b6l érkez6 tizenet (v, megy, h) then
case

v>ués h > 1: kild— = (v, megy, h — 1)
v >ués h=1: kild+ = (v, jon, 1)
v = u: stdtus := vezetd
endcase
if a P;_1-bol érkezs iizenet (v, jon, 1) és v # u then
kild+ = (v, jon, 1)
if a P;1-b6l érkezs tizenet (v, jon, 1) és v # u then
kild— = (v, jon, 1)
if a P;_1-bol és a P;1-bol érkezs lizenetek mindegyike (u, jon, 1) then
fdzis := fazis+1
kiild+ = (u, megy, 2/4%%)
Eiild— = (u, megy, 27%%)
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Ahogy a korabbi esetben, az elsé két sor inicializalja a folyamatot. A kod
kovetkez6 két részlete a tavolodé tlizenetek kezelését irja le: azok a jelek, amelyek
UID-része nagyobb, mint u;, vagy tovabbitdédnak, vagy visszaforditédnak, a koz-
ben érintett folyamatok szamatol fiiggéen. Amennyiben éppen az u; érkezett, a
P; folyamat 6nmagat valasztja vezetének. A kod kovetkezd két részlete a koze-
ledd iizenetek kezelésére ad valaszt: ezek egyszertien tovabbitodnak. (A kozeleds
tizenetek esetén az ugrds szdmldlo érteke 1.) Ha a P; folyamat mindkét sajat
iizenetét visszakapta, a folyamat a kovetkezs szakaszba 1ép.

Bonyolultsagelemzés. ElGszor a kommunikaciés bonyolultsagot elemezziik. A 0
szakaszban minden folyamat elkiild egy iizenetet. Kz 6sszesen 4n, mindkét szom-
széd felé egy elkiildott, egy érkezett {izenet. Minden [ > 0 esetén az [ szakaszban
egy folyamat pontosan akkor kiild jeleket, ha az | — 1 szakaszban mindkét tizenet
visszaérkezett. Méarpedig ez a helyzet akkor, ha semmilyen maés, a gytird barmely
iranyaban 2!7! tavolsagon beliili folyamat nem hitsitja meg a tovabbhaladést.
Ebbél az kivetkezik, hogy barmely 2/=1 + 1 darab egymas melletti folyamat ko-
ziil legfeljebb egy olyan lesz, amelyik az [ szakaszban iizenetet kiild. Ezen gondolat
segitségével megmutathatd, hogy Gsszesen legfeljebb

_n
20141

folyamat kiild fizenetet az [ szakaszban. Az [ szakaszban elkiildott 6sszes tizenetek
szamara igy az alabbi felsé becslést kapjuk:

1 n
=) < 8n.
4<2 b_lHD_Sn

Azért ennyi, mert az | szakaszban a jelsorozatok 2 tavolsagot tesznek meg. Mint
korabban, a 4-es szorzé abbol adédik, hogy az {izenetek kétiranyban tavolodnak
és minden tavolod¢ iizenet valamikor megfordul és visszaérkezik.

A vezetd folyamat kivlasztdsa és az Gsszes kommunikicio befejezése elstt
végrehajtott szakaszok szama (a 0 szakasszal egyiitt) legfeljebb 1 + [logn], igy
az lizenetek teljes szama legfeljebb 8n(1 + [logn]), ami O(nlogn), a konstans
szorzd pedig kozelitéleg 8.

Az algoritmus id6bonyolultsaga O(n). Ezt konnyt belatni, hiszen minden [
szakasz 2-2! = 211 ideig tart (az iizenetek elGszor tavolodnak, aztan kozelednek).
Az utolso szakasz n ideig tart — ez nem egy teljes szakasz, mert az iizenetek csak
tavolodnak. Az utolsd el6tti szakasz az [ = [logn| — 1 szakasz, ennek iddigénye
legalabb annyi, mint az Gsszes ezt megel(z6 szakaszoké Osszesen. Vagyis az utolso
szakasz kivételével a teljes idGigény legfeljebb

9 . 9flogn]

Osszegezve, ha n ketthatvany, akkor a teljes idGigény legfeljebb 3n, egyébként
legfeljebb 5n. A hianyzo6 részletek belatasat az Olvasora bizzuk.
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Kiilonb6z6 kezdési idépontok. A HS algoritmus a szinkron modellben kiilén-
b6z6 kezdési id6pontok esetén is modositas nélkiil miikodik.

3.5.. Nem 0Osszehasonlitidson alapulé algoritmusok

A kovetkezSkben azt a kérdést feszegetjiik, hogy lehetséges-e a vezets folyamat
kivalasztasa kevesebb, mint Q(nlogn) tizenettel. A valasz erre a kérdésre nemle-
ges, a megoldhatatlansagi eredményt meg is mutatjuk. Ez az eredmény azonban
csak azokra az algoritmusokra igaz, amelyek kizarélag az UID-ek 6sszehasonlita-
san alapulnak. (Az dsszehasonlitdson alapuld algoritmusokat a 3.6. alfejezetben
definialjuk.)

Ebben a fejezetben feltételezziik, hogy az UID-ek pozitiv egészek, amelyeken
altalanos aritmetikai mtiveleteket hajthatunk végre. Két algoritmust is adunk erre
az esetre, az egyik az IDOSZELET algoritmus, a masik a VALTOZOSEBESSEGEK
algoritmus, mindkettd O(n) kommunikécios bonyolultsaggal. Ezen algoritmusok
létezésébdl az is kovetkezik, hogy az altalanos esetben Q(nlogn)-nél jobb also
korlat nem adhat6 meg.

3.5.1.. Az IDOSZELET algoritmus

A most bemutatandé algoritmus azt a feltevést hasznélja, hogy a gytirt n méretét
minden folyamat ismeri és az lizenettovabbitéas egyiranyi. Ezekkel a feltevésekkel
az alabbi egyszerd algoritmus — amit IDOSZELET algoritmusnak fogunk nevezni
— megfelel§en miikddik. Az algoritmus a minimalis UID-1 folyamatot valasztja
ki.

Jegyezziik meg, hogy ez az algoritmus a szinkronitdst mélyebb értelemben
hasznalja, mint az LCR algoritmus vagy a HS algoritmus. Az IDOSZELET algorit-
mus bizonyos menetekben az iizenetek nemlétét is felhasznalja (egészen pontosan
az érkez6 null-izeneteket), mint informaciot.

IDOSZELET algoritmus (véazlatosan)

A szamitasok az 1,2, ... szakaszokban (fazisokban) hajtodnak végre, ahol
minden szakasz n egymés utani menetbdl all. Minden szakasz olyan le-
hetséges forgalmat jelent, amihez bizonyos UID-4 iizenetek tartoznak és
ezek korbemennek a gytirtin. Egészen pontosan a v szakaszban, ami a
(v—1)n+1,...,uvn menetekbdl all, csak a v UID-d {izenetek forgalma
engedélyezett.

Ha valamely idépillanatban a P; folyamat a v UID-del rendelkezik és a
(v—1)n+ 1 menet anélkiil ért véget, hogy a P; folyamat el6z6ekben egyet-
len nem-null tizenetet kapott volna, akkor a P; folyamat 6nmagat valasztja
vezetének és a sajat UlID-jét korbekiildi a gytrtin. Amikor ez az iizenet
megy korbe a gytrin, az Osszes érintett folyamat feljegyzi annak megér-
keztét. Ez a feljegyzés a kés6bbiekben megakadalyozza ket abban, hogy
onmagukat valaszthassak vezetd folyamatnak vagy barmely késébbi fazis-
ban tizenetkiildést kezdeményezzenek.
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Az algoritmusban a minimalis UID (u,) elébb-utobb kérbemegy a gytirtin,
aminek kovetkeztében annak eredeti tulajdonosa énmagat véalasztja kitiintetett
folyamatnak. Az (umin —1)n+1 menet el6tt nincs tizenetkiildés, ahogy az tmin - n
menet utdn sincs. Az elkiildott iizenetek szama igy n. Ha a minimélis UID-d
folyamat helyett mi a maximdlis UID-1i folyamatot szeretnénk meghatéarozni,
akkor a minimdlis UID-i folyamat megkeresése utdn az egyszertien korbekiild
egy specialis {izenetet, aminek a segitségével umq, kdnnyen meghatarozhato. A
kommunikacios bonyolultsag igy is O(n).

Az IDOSZELET algoritmus jo tulajdonsiga, hogy az lizenetek szdma n. Sajnos
az id6bonyolultsag koériilbeliil n - upip, ami még rogzitett méretd gydrtiben is
tetsz6legesen nagy lehet. Ezért az id6bonyolultsag erésen korlatozza az algoritmus
gyakorlati hasznalhatosagat: csak kis elemszama gydri hilézatban és kis pozitiv
egész UID-1 folyamatok esetén praktikus.

3.5.2.. A VALTOZOSEBESSEGEK algoritmus

Az IDOSZELET algoritmus szerint abban az esetben, ha a folyamatok ismerik a
gytirii n méretét, O(n) iizenet elegendd a vezets folyamat kivalasztéasdhoz. De mi
a helyzet akkor, ha n ismeretlen? Megmutatjuk, hogy ebben az esetben is létezik
O(n) kommunikéciés bonyolultsagn algoritmus. Az altalunk bemutatott algorit-
must VALTOZOSEBESSEGEK algoritmusnak fogjuk nevezni. Az elnevezés révid
idén beliil vilagos lesz. A VALTOZOSEBESSEGEK algoritmus is csak egyiranyu
kommunikéciét hasznél.

Sajnos a VALTOZOSEBESSEGEK algoritmus idGbonyolultsidga még az IDOSZE-
LET algoritmusénal is rosszabb, O(n - 2¥min). Vilagos, hogy senkinek sem jutna
eszébe az algoritmust a gyakorlatban alkalmazni. A VALTOZOSEBESSEGEK al-
goritmus az, amit mi ellenpélda algoritmusnak hivunk. Az ellenpélda algoritmus
egy olyan algoritmus, amelynek a f6 célja annak megmutatasa, hogy a megsej-
tett megoldhatatlansigi eredmény hamis. Az ilyen algoritmus 6nmagaban sem
gyakorlati, sem matematikai szempontb6l nem érdekes és nem is kiilénésebben
elegédns. Azonban annak megmutatisara kivaldéan alkalmas, hogy a megoldhatat-
lansagi eredményt nem lehet bebizonyitani. Ime az algoritmus.

VALTOZOSEBESSEGEK algoritmus (vazlatosan)

Minden F; folyamat egy olyan jelsorozatot kiild kérbe a gytirtin, ami a
kiindulési folyamat u; UID-jét tartalmazza. A kiillonbozé iizenetek kiilon-
b6z6 sebességgel haladnak. Egészen pontosan a v UID-ot tartalmazé tizenet
minden 2¥ menetben egyetlen 1épést halad el6re. Vagyis minden folyamat,
miutan tizenetet kapott, var 2¥ menetet, és csak azutan kiild valamit to-
vabb.

Idékdzben minden folyamat figyelemmel koveti az altala addig latott leg-
kisebb UID-ot és egyszertien nem kiildi tovibb azokat az iizeneteket, ame-
lyekben az UID nagyobb ennél az értéknél.

Amikor egy iizenet visszaérkezik a feladdjahoz, a folyamat Snmagat va-
lasztja vezetének.
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Ahogy az IDOSZELET algoritmus, a VALTOZOSEBESSEGEK algoritmus is ga-
rantdlja a minimélis UID-4 folyamat kivalasztasat.

Bonyolultsagelemzés. A VALTOZOSEBESSEGEK algoritmus garantalja, hogy a
legkisebb UID-et tartalmazo tizenet (umqn) teljesen korbemegy a gytiriin, a méaso-
dik legkisebb azonositét tartalmazo izenet legfeljebb a teljes 1t felét, a harmadik
legkisebb UID legfeljebb a teljes ut negyedét, altalaban pedig a k-adik legkisebb
azonositot tartalmazo iizenet legfeljebb a teljes ut 1/(2¥71) részét teheti meg.
Ezért a vezetd kivalasztasdnak pillanatdig az umi, azonositét tartalmazoé iizene-
tek szdma az Osszes tObbi lizenet egyiittes szaménal is nagyobb. Mivel az wumip
kérbeérése pontosan n lizenetet jelent, a vezet§ folyamat kivilasztasédig az Osszes
iizenetek szdma kevesebb, mint 2n.

Vegyiik észre, hogy amialatt az umq, azonositot tartalmazo lizenet kdrbemegy
a gytrin, az 6sszes érintett folyamat tudomast szerez errdl az értékrél, vagyis 6k a
kés6bbiekben méar semmilyen iizenetet nem fognak kiildeni. Ebbél az kévetkezik,
hogy 2n a valaha elkildott iizenetek szaméanak egy felss becslése (magéba foglalva
a vezeld kimenet megjelenése utani idét is).

Ahogy kordbban emlitettiik, az algoritmus idébonyolultsaga n - 2¥min  mert
minden folyamat 2“m» idGegységgel késlelteti az ui, UID-et tartalmazé tizenet
tovabbkiildését.

Kiilonb6z6 kezdési idépontok. Az LCR algoritmustol és a HS algoritmustol
eltéren az IDOSZELET algoritmus nem hasznélhaté minden tovabbi nélkiil a
szinkron modell vilzozatban kiilonh6z6 kezdési idépontok mellett. Az algoritmus
egy modositott valtozata azonban méar igen.

MODVALTOZOSEBESSEGEK algoritmus (vazlatosan)

Egy folyamatot nevezziink induld folyamatnak, ha pontosan egy menettel
korabban kapott egy ébresztd iizenetet, vagyis barmilyen kozonséges (nem-
null) {izenetet.

Minden P; induld folyamat a sajat w; UID-jét tartalmazé iizenetet kiild
kérbe a gytirtin. A nem induld folyamatok sohasem kiildenek jelet. Kez-
detben ez a jel ,,gyorsan” halad, egy atvitel/menet sebességgel. Az iizenetet
fogadé ,nem-induld” folyamat , felébred”, ha pedig mar induls folyamat volt
(lehetett egy masik induld folyamat, vagy P; dnmaga), akkor az iizenet le-
lassulva folytatja utjat, minden 2% menetben egy atvitel sebességgel.

Id6kdzben minden folyamat feljegyzi az induld folyamatok koéziil a mini-
mélis UID-1it és eldob minden olyan iizenetet, amiben az UID nagyobb,
mint ez a legkisebb érték. Amikor egy iizenet visszaérkezik a feladdjahoz,
a folyamat dnmagat valasztja vezetének.

A MODVALTOZOSEBESSEGEK algoritmus biztositja a minimélis UTD értékkel
rendelkez6 induld folyamat vezet6vé valasztasat. Jeldlje ezen folyamat indexét

Iminind-

Bonyolultsagelemzés. Az iizeneteket harom csoportba oszthatjuk.
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1. A kezdeti gyorsan tovabbitasra keriil§ {izenetek. Ezekbdl pontosan n darab
van.

2. A lassan tovabbitand6 iizenetek addig a pillanatig, amig az imining iize-
net elészor ér el valamely induld folyamatot. Ez az els6 felébredd folyamat
idejétsl kezdve legfeljebb n menet. Ezen id6 alatt a v UID-del rendelkez6
lizenetek legfeljebb n/2V-szer fordulhatnak els, az lizenetek teljes Osszege
igy legfeljebb Y7 | n/2" < n.

3. A lassan tovabbitandé lizenetek attol a pillanattol kezdve, amikor az
Iminind Uzenet el@szor ér el valamely indulé folyamatot. Innentdl az
elemzésiink hasonlé a VALTOZOSEBESSEGEK algoritmusndal latottakhoz.
Amig a gy6ztes jelsorozat végighalad a gytiriin, a k-adik legkisebb induld
folyamat azonositojat tartalmazoé iizenet legfeljebb a teljes ut 1/(2F71)
részét teheti meg. Ezért az iizenetek szaméanak teljes Osszege a vezetd
folyamat kivalasztasanak pillanataig kevesebb, mint 2n. De amig a gy6ztes
jelsorozat végighalad a gydrtin, minden folyamat megismervén annak
miniméalis UID értékét, a tovidbbiakban semmilyen iizenetet nem kild.
Vagyis ebben az esetben az iizenetek szamanak egy fels§ korlatja 2n.

Azt kaptuk, hogy a teljes kommunikaciés bonyolultsag legfeljebb 4n.
Az idébonyolultsag n + n - 2¥minind,

3.6.. Alsé korlat az 6sszehasonlitasos algoritmusokra

Az eddigiekben kiilonféle algoritmusokat lattunk vezetd folyamat kivalasztésara
szinkron gytrtiben. Az LCR algoritmus és a HS algoritmus &sszehasonlitason
alapul6 algoritmusok voltak, az utébbi O(nlogn) kommunikaciés bonyolultsag-
gal és O(n) id6bonyolultsaggal. Ezzel szemben az IDOSZELET algoritmus és a
VALTOZOSEBESSEGEK algoritmusok nem &sszehasonlitasos algoritmusok voltak
O(n) kommunikacios és nagyon nagy idébonyolultsaggal. Ebben az alfejezetben
az lizenetek szaméanak egy Q(nlogn) alsé korlatjat bizonyitjuk az Gsszehasonli-
tasos algoritmusokra. Ez az als6 korlat akkor is érvényben marad, ha a gytrtiben
kétiranya kommunikaciot engedélyeziink, és ha a folyamatok ismerik a gytird n
méretét. A kévetkezd alfejezetben hasonld alsé korlatot mutatunk a nem Ossze-
hasonlitdson alapulé algoritmusokra abban az esetben, ha az idébonyolultsig
korlatos.

Ezen alfejezet eredménye a szimmetria megtorésének nehézségén alapszik. Em-
lékezziink vissza 3.1. tétel megoldhatatlansagi eredményére: a szimmetria, a meg-
kiilonboztetett informécié (mint példaul az UlD-ek) hidnya miatt nem lehetséges
a vezetd folyamat kivalasztasa. Az alabbi érvelés legfontosabb eleme az, hogy
bizonyos mennyiségii szimmetria még az (egyedi) UID-ek jelenléte mellett is el6-
fordulhat. Ebben az esetben az UID-ek lehetGvé teszik a szimmetria megtorését,
de ez hatalmas mennyiségd kommunikaciét vehet igénybe.

Idézziik fel az egész fejezetre vonatkozolag tett kordbbi megjegyzésiinket, mi-
szerint a gytrd folyamatai azonosak, kivéve az UlD-eket. Vagyis a folyamatok
kezdgallapotai azonosak, kivéve azon OsszetevGket, amelyek az UID-eket tartal-



3.6. Alsé korlat az dsszehasonlitdasos algoritmusokra 39

mazzak. Altalaban nem tettiink semmilyen megszoritast arra nézve, hogy az iize-
netgeneral6 és allapotatmeneti fiiggvények az UID-eket hogyan hasznalhatjak.

A fejezet hatralévs részében (ezen alfejezet és a kovetkezd) feltételezziik, hogy
csak egyetlen kezdé allapot létezik, ami minden egyes UID-et tartalmaz. (Ahogy
a 3.1. tétel bizonyitasanal, a feltevés most sem csorbitja az altalanossagot.) A
feltételezés elénye, hogy kovetkezményekent (az UID-ek rogzitett értékei mellett)
a rendszernek pontosan egy végrehajtasa létezik.

Az Osszehasonlitds alapi algoritmusok megengednek bizonyos megszoritaso-
kat, amelyek az alabbi, kissé vazlatos definicié segitségével is kifejezhet6k. Egy
UID alapt gytrd algoritmus dsszehasonlitds alapi, ha az UID-ek kezelésének ki-
zardlagos modjai a mésolés, az tizenetekben valo részvétel (kiildés, fogadas) és az
Osszehasonlitas (<, >, =) lehetnek.

A definicié6 megengedi a folyamatoknak az algoritmus végrehajtasa soran
korabban elgfordult UID-ek barmelyikének tarolasat. Megengedi tovabba, hogy
esetleg méas informacioval egyiitt a folyamatok tovabbkiildjék dket. A folyama-
tok Osszehasonlithatjak a tarolt UID-eket és az Osszehasonlitiasok eredményeit
felhasznéalhatjék az {izenetgeneralo és allapotatmeneti fiiggvények valasztasainal.
Ezek a valasztdsok magukban foglalhatnak olyanokat is, mint példdul kiildjon
vagy ne kiildjon iizenetet a szomszédainak, vilassza vagy ne dnmagat vezetének,
tarolja vagy ne tarolja tovabb az UID-ek valamelyikét, stb. A lényeg az, hogy a
folyamatok barmely tevékenysége csak az eldfordulé UID-ek relativ rangsordtol
fligeg, nem pedig a pontos értékeitdl.

Az alabbi formalis fogalom az esetleg fenndallo, UID-eket is tartalmazo6 szim-
metriat irja le. Legyen U = (uj,ug,...,ux) és V = (v1,v9,...,vx) UlD-ek két
k hosszusagu sorozata. Azt mondjuk, hogy az U sorrendekvivalens a V-vel, ha
minden i, j esetén (1 <i4,j < k) u; < u; akkor és csak akkor teljesiil, ha v; < vj.

3.6.1. példa. Sorrendekvivalencia.
Az (5,3,7,0),(4,2,6,1) és az (5,3,6,1) sorozatok sorrendekvivalen-
sek, amennyiben az UID-ek halmaza a nemnegativ egész szamok hal-
maza a szokisos rendezéssel.

Vegyiik észre, hogy UID-ek két sorozata akkor és csak akkor sorrendekviva-
lens, ha a sorozatokban az UlD-ek relativ sorrendje megegyezik. Most még két
definicié kovetkezik. Azt mondjuk, hogy egy kiértékelés egy menete aktiv, ha
benne legalabb egy (nem-null) iizenet elkiildésre keriil. Az n méretd R gytird
valamely P; folyamatanak k-szomszédsdga alatt a Pj_g, ..., Ptk (2k + 1 darab)
folyamatokat értjiik (0 < k < [n/2]). Ezek pontosan azok a folyamatok, ame-
lyek a P; folyamattol legfeljebb k tavolsagra vannak és magat a P; folyamatot is
beleértjiik.

Végezetiil sziikséglink lesz egy olyan definiciéra, ami a folyamatok allapo-
tainak azonossigat irja le (megengedve a folyamatok UlD-jeinek kiilonbozgse-
gét). Azt mondjuk, hogy az s és ¢ folyamatéallapotok az U = (uq,us,...,ux)
és V = (v1,v9,...,v) sorozatora vonatkozoan dsszhangban vannak, ha az alab-
biak teljesiilnek: s minden UID-je az U sorozatbol valo, ¢ minden UID-je a V
sorozatbol vald, valamint s és ¢ megegyeznek, kivéve, hogy az s-beli u; minden
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el6fordulasa helyett a t-beli v; keriil minden 1 < ¢ < k-ra. Az dsszhangban lévd
tizenetek analog modon definidlhatok.

Most mar készen allunk az alsé korlat bizonyitasara. Az alabbi lemma azt
allitja, hogy a sorrendekvivalens k-szomszédsidgban 1évs folyamatok 1ényegében
ugyanugy viselkednek, és ezt a viselkedésbeli azonossigot csak valamilyen, a k-
szomszédsagon kiviilrél érkezd lizenet képes megtorni.

3.5. lemma . Legyen A egy n méretd R gydrdiben mikods osszehasonlitison ala-
puld algoritmus és legyen k egy egész szam, 0 < k < |n/2]. Legyen tovdbbd P; és
P; két olyan folyamat A-ban, amelyekre a k-szomszédsdgaik UID-sorozatai sor-
rendekvivalensek. Ekkor legfeljebb k aktiv menet utdani tetszéleges pillanatban a P;
és P; folyamatok dllapotai k-szomszédsdgaik UID-sorozataira vonatkozdan 6ssz-
hangban vannak.

3.6.2. példa. Osszhangban 1évé allapotok

Legyen a P; folyamat 3-szomszédsagu UlD-sorozata (1,6, 3,8,4,10,7)
(ahol a P; folyamat UID-ja 8), a P; folyamat 3-szomszédsagu UID-
sorozata pedig (4,10,7,12,9,13,11) (ahol a P; folyamat UID-je 12).
Mivel a két sorozat sorrendekvivalens, az iménti lemmabol kovetke-
zik, hogy a P; és P; folyamatok éallapotai legfeljebb harom aktiv me-
neten keresztiil 3-szomszédsagaik UID sorozataira vonatkozdan biz-
tosan Osszhangban maradnak. Durvan fogalmazva az indok az, hogy
amennyiben csak harom aktiv menet torténik, a sorrendekvivalens
3-szomszédségon kiviili {izeneteknek nincs lehetéségiik P; és Pj eléré-
sére.

Bizonyitas. (3.5. lemma). Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy
i # j. A bizonyitas a menetek r szdma szerinti indukciéval torténik. Minden egyes
r esetére a lemmat az Osszes lehetséges k-ra bebizonyitjuk.

feleléen P; és P; kezdd allapotai az UlD-jeiktsl eltekintve megegyeznek, ezért
kezd§ allapotaik k-szomszédsagaikra vonatkozdéan minden k-ra dsszhangban van-
nak.

Indukcios feltevés. Tegyiik fel, hogy a lemma &llitdsa minden ' < r menetre
teljesiil. Rogzitsiik k-t oly médon, hogy P; és P; k-szomszédsagai sorrendekviva-
lensek legyenek és tegyiik fel, hogy az elsd r menet legfeljebb k aktiv menetet
tartalmaz.

Ha az r menetben sem F;, sem P; nem kap iizenetet, akkor az indukcios
feltevés miatt P; és P; allapotai k-szomszédsagaikra vonatkozéan dsszhangban
lesznek, hiszen az r — 1 menetben is abban voltak, és 1j iizenet hijan az allapo-
tatmenetek 6sszhangban maradnak.

Vagyis feltehets, hogy az r menetben vagy P; vagy P; 1j iizenetet kap. Ek-
kor az r menet aktiv, tehat az els6 r — 1 menet legfeljebb k — 1 aktiv menetet
tartalmazott. Figyeljiik meg, hogy P; és P; allapotainak (k — 1)-szomszédsagai
sorrendekvivalensek, ami P;_1 és Pj_q valamint P, 1 és Pj;1 allapotaira is igaz.
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Ezért az r—1 menet utan az indukcios feltevés miatt (r— 1-re és k—1-re) P; és P;
allapotai k-szomszédsagaikra vonatkozoan szintén Gsszhangban lesznek. Hasonlo
allités igazolhaté P;_q1 és P;_1 valamint Pj;q és Pjy; allapotaira.
A bizonyitast az alabbi esetek vizsgélataival folytatjuk.
1. Az r menetben sem P;_1, sem P;y; nem kiild P;-nek iizenetet.
Ekkor, mivel P;_1 és P;_; allapotai az r—1 menet utan 6sszhangban vannak
és ugyanez igaz Py és Pj;q éallapotaira, azt kapjuk, hogy az r menetben
sem Pj_1 sem Pj;1 nem kiild Pj-nek iizenetet. De ez ellentmond azon fel-
tételezésiinknek, hogy vagy F; vagy P; az r menetben 1j {izenetet kap.
2. Az r menetben P;_ iizenetet kiild P;-nek, de Pjy; nem.
Ekkor, mivel P;_; és Pj_1 allapotai az r—1 menet utin dsszhangban voltak,
az r menetben P;_q szintén kiild {izenetet Pj-nek, és ez az iizenet P;_1 és
P;_; allapotai (k—1)-szomszédsagaira vonatkozoan, ezért P; és P; allapotai
k-szomszédsagaira vonatkozdan is sszhangban lesz azzal az {izenettel, amit
P;_1 kiild P;-nek. Hasonl6 indokléssal az r menetben Pj; sem kiild {izene-
tet Pj-nek. Mivel P; és P; allapotai az r — 1 menet utan 6sszhangban voltak
és Osszhangban 16v6 tizeneteket kaptak, ezért allapotaik k-szomszédsagaikra
vonatkozoban is dsszhangban maradnak.
3. Az r menetben P;; lizenetet kiild P;-nek, de P;_; nem.
Ez az eset az el6z6hoéz hasonlé moédon lathaté be.
4. Az r menetben P;_; is és P;y; is kiild iizenetet P;-nek.

Az indoklés itt is a korabbihoz hasonlé.
O

A 3.5. lemma azt mutatja, hogy elég sok aktiv menet sziikséges a szimmet-
ria megtoréséhez, ha nagy sorrendekvivalens szomszédsagok léteznek. Most egy
olyan kiilénleges tulajdonsagokkal rendelkezd gytrtt definidlunk, amiben sok,
kiilénb6z6 méretd sorrendekvivalens szomszédsig talalhato. Legyen c egy adott
konstans (0 < ¢ < 1) és legyen az R gytri mérete n. Azt mondjuk, hogy az R
gylrd c-szimmetrikus, ha minden l-re (v/n <1 < n) és R minden [ hossza S
szegmenséhez létezik legalabb |en/l| olyan szegmens R-ben, ami sorrendekviva-
lens S-sel (6nmagat S-et is beleszdmolva). Megjegyezziik, hogy az als6 korlatnél
a négyzetgyokos feltétel elhagyhato.

Ha n kett6hatvany, akkor %—szimmetrikus gytrdt konnyd konstrualni. A ko-

o s

vetkezGkben az n meéretd bitfordité gydrit definialjuk. Legyen n = 2¥. Ekkor min-
den P; folyamathoz azt a [0, — 1] intervallumbol valo egészet rendeljiik hozz4,
amelynek a k-bites binaris dbrazolasa a forditottja az ¢ indexii folyamatban az
i értek k-bites binaris abrazolasanak (ahol 0F jelsli a 0 folyamat k-bites binaris
abrazolasét).

3.6.3. példa. Bitfordité gyfirti.

n = 8 esetén k = 3 és a megfeleltetések a 3.3. dbran lathatok.

3.6. lemma . Minden bitfordito gydrid %—szimmetrikus,
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Py

Py

Py P, [010 = 2]

Py

b

3.3.. dbra. Egy 8 méreti bitfordité gytird.

Bizonyitas. Azzal a megjegyzéssel, hogy a bitfordité gytriik esetén nincs sziikség
a négyzetgyokot tartalmazé also korlatra, a bizonyitast az olvaséra bizzuk. O

A nem kett6hatvany n értékekre is léteznek c-szimmetrikus gytirtk, de az
altalanos eset kisebb c konstansot igényel.

3.7. tétel . Létezik olyan c konstans, hogy minden n € N esetben megadhaté egy
n méretd c-szimmetrikus qyird.

A 3.7. tétel bizonyitésa egy meglehetdsen bonyolult rekurziv konstrukcion ala-
pul (itt haszndlnank ki maradéktalanul a négyzetgyokos also korlatot). A keresett
gytri elgallitasa nem koénnyt feladat. Nem mondhatjuk egyszertien azt, hogy az
n-nél kisebb legnagyobb kettéhatviny méretti bitfordité gytrihdz hozzavesziink
néhany folyamatot. A hozzavett folyamatok ugyanis elrontjak a szimmetriat.

Vagyis feltételezziik, hogy minden n-re létezik egy n méretd c-szimmetrikus
R gytri. A kovetkezd lemma azt allitja, hogy ha egy ilyen gytrd kivilasztja a
vezetd folyamatot, akkor az eljardsban sok aktiv menet hajtodik végre.

3.8. lemma . Legyen A eqy dszehasonlitdson alapi algoritmus valamely n mé-
retd c-szimmetrikus gydiriben és tegyik fel, hogy A kivdlasztja a vezetd folya-
matot. Tegyiik fel tovdbbd, hogy k egy olyan egész, amelyre /n < 2k + 1 és

len/(2k + 1) ] > 2. Ekkor A tobb mint k aktiv menetet hajt végre.

Bizonyitas. Indirekt modon okoskodunk. Tegyiik fel, hogy A legfeljebb k ak-
tiv menetben valasztja ki a vezet§6 P; folyamatot. Legyen S a P; folyamat
k-szomszédsaga. Ekkor S egy 2k + 1 hossztusagu szegmens. Mivel a gytrid c-
szimetrikus, a gytriiben léteznie kell legalabb |[en/(2k + 1)] > 2 darab S-sel
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sorrendekvivalens szegmensnek S-et 6nmagat is beleértve. Vagyis létezik lega-
labb még egy S-sel sorrendekvivalens szegmens. Legyen ennek a szegmensnek a
kézepe P;. De ekkor a 3.5. lemma miatt a végrehajtas alatt P; és P; a vezet6 folya-
mat kivalasztasanak pillanataig ekvivalens allapotokban maradnak. Azt kapjuk,
hogy a P; folyamat szintén vezetd folyamat lesz. Ellentmonddsra jutottunk. O

Most bebizonyitjuk az alsé korlatot.

3.9. tétel . Legyen A egy olyan dszehasonlitdson alapi algoritmus, amely bdr-
mely n méretd gydriben kivdlasztjia a vezetd folyamatot. Ekkor A-nak van olyan
végrehajtdsa, amelyben a vezetd folyamat kivdlasztdsdnak pillanatdig Q(nlogn)
tizenetetkildés torténik.

Megjegyezziik, hogy az Q(n log n) kifejezésben egy n-t6l fiiggetlen konstans szorzo
is szerepel.

Bizonyitas. Legyen c egy olyan rogzitett konstans, amelynek létezését a 3.7. tétel
garantalja és tekintsiik az ennek megfelel§ n méretd c-szimmetrikus R gydrit.
Most az A algoritmus R gytrtbeli végrehajtasait fogjuk vizsgélni.

Legyen k = [(cn — 2)/4]. Ekkor \/n < 2k + 1 (feltéve, hogy n elég nagy) és
len/(2k+1)] > 2. A 3.8. lemmabol kivetkezik, hogy az algoritmus tébb, mint k&
(vagyis legalabb k + 1) aktiv menetet hajt végre.

Vizsgaljuk meg az r-edik aktiv menetet, ahol \/n+1 < r < k+1. Mivel a futam
aktiv, létezik olyan P; folyamat, ami az r-edik menetben iizenetet kiild. Legyen
S a P; folyamat (r — 1)-szomszédsaga. Az R gytird c-szimmetrikus volta miatt
létezik legalabb |en/(2r — 1)] darab S-sel ekvivalens szegmens R-ben. De a 3.5.
lemma miatt az r-edik aktiv menet el6tti pillanatig ezen szegmensek kézéppontjai
allapotai 6sszhangban voltak, vagyis mindegyikiik kiild6tt iizenetet.

Legyen most r1 = [/n] +1és 1y = |(en —2)/4] + 1. Az iménti gondolatme-
netbdl kovetkezik, hogy az lizenetek Osszes szama legaldbb

2 cn > 2 cn
2 {27«—1J 2 oy

r=r1 r=r1

Az 6sszeg masodik tagja O(n) nagysagrendi, vagyis elegendd azt belatni, hogy
az els6 tag nagysagrendje Q(nlogn). A kifejezést atalakitva kapjuk, hogy

2 cn 21
=0 —
r=r1 r=r1

=Q(n(lnry —Inry))

oo (22 )

= Q(nlogn).

A mésodik sorban az Gsszeg integralkozelitését hasznéltuk. A bizonyitast befe-
jeztiik. O
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3.7.. Alsé korlat a nem 6sszehasonlitasos algoritmusok
tizeneteinek szamara*

Vajon a nem 06sszehasonlitis alapd algoritmusok esetében az iizenetek szaméara
vonatkozoan milyen als6 korlat adhat6? Korabban lattuk, hogy Q(nlogn)-nél
létezik jobb alsé korlat. Megmutathatd, hogy ez a jobb korlat csak nagy idébo-
nyolultsidg aran érhetd el. Tegyiik fel, hogy a vezetd folyamat kivalasztasaig el-
telt idg t-vel feliilrsl korlatos. Ha az azonositok allapotterében az UID-ek Gsszes
szdma elég nagy — mondjuk nagyobb, mint valamilyen gyorsan névé f(n,t) fiige-
vény —, akkor az azonositéknak létezik egy olyan U részhalmaza, amelyen meg
lehet mutatni, hogy az algoritmus legalabb ¢ meneten keresztiil ,,6sszehasonlitasos
algoritmusként” viselkedik. Ebb6l az kdvetkezik, hogy az 6sszehasonlitasok alsé
korlatja atvihetd az U-beli azonositokat hasznalé idSkorlatos algoritmusokra.

Gondolatunkat ennél részletesebben is kifejtjiik, de lefrasunk igy is nagyon
vazlatos marad. A Ramsey-tétel segitségével — ami a skatulya elv egyfajta alta-
lanositasa — definialni fogjuk az imént emlitett gyorsan novs f(n,t) fliggvényt.
A tétel allitasdban n-részhalmazon egy n elemd részhalmazt értiink, szinezésen
pedig minden halmazhoz valamilyen szin hozzarendelését.

3.10. tétel . (Ramsey-tétel) Minden m,n és c egészhez taldlhatd egy g(n, m, c)
egész az aldbbi tulajdonsdggal. Minden legaldabb g(n, m, c) elemd S halmazhoz és az
S halmaz n-részhalmazainak bdarmilyen legfeljebb ¢ szint tartalmazd szinezéséhez
létezik S-nek olyan m elemd C részhalmaza, aminek az dsszes n-részhalmaza
ugyanazzal a szinnel szinezett.

El6szor az algoritmusokat olyan normdlformdra hozzuk, amelyben minden &l-
lapot a LISP nyelv S-kifejezéseinek forméatumaban rogziti a kezdeti UID-eket, az
Osszes valaha érkezett iizenetet és minden nem-null iizenet tartalmazza kiild&jé-
nek teljes allapotleirasat. Ezen S-kifejezések koziil bizonyosak kivdlasztott alla-
potokat jelolnek, amelyekben a folyamat vezets folyamatként azonosithaté. Ha
az eredeti algoritmus egy megfelel§ vezets folyamat kivalasztd algoritmus volt,
akkor az 1j (a modositott kimenetre vonatkozé megallapodésokkal) ugyszintén
és a kommunikacios bonyolultsdgaik megegyeznek.

Az also korlatra vonatkozoé tételiink az alabbit allitja.

3.11. tétel . Minden n ést egészhez létezik eqy f(n,t) egész az aldbbi tulajdon-
sdggal. Legyen A eqy tetszdleges (nem sziikségképpen dsszehasonlitdson alapuld)
algoritmus, ami az n méretd gydriben t idén belil kivdlasztja a vezetd folyamatot
gy, hogy az UID-ek tere legaldbb f(n,t) méretd. Ekkor A-nak létezik egy olyan
végrehajtdsa, amelyben a vezetd folyamat kivdlasztdsdig Q(nlogn) tizenetkildés
torténik.

Bizonyitasvazlat. Legyen n ést rogzitett. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetd, hogy az algoritmusok normalformaban vannak. Mivel az algoritmusok n
darab folyamaton futnak és ¢ menetidgt hasznilnak, minden eléfordulé S-kifejezés
legfeljebb n kiilonb6z6 argumentumot és legfeljebb t mélységil egymasha agyazést
tartalmaz.
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Az UID-ek n-halmazain (n elemi halmazokon) minden A algoritmusra defi-
nidlunk egy =4 ekvivalenciarelaciot. Két n-halmaz akkor lesz ekvivalens, ha az
A algoritmus ugyanuigy viselkedik rajtuk. Formalisan, legyen V és V' UID-ek két
n-halmaza. Azt mondjuk, hogy V =4 V', ha az A algoritmus minden V feletti
legfeljebb ¢ mélységii egymésba dgyazéast tartalmazo S-kifejezés és a neki meg-
felels V' feletti S-kifejezés esetén (amit ugy kapunk, hogy V minden elemét a
sorrendben ugyanannyiadik V'-belire cseréliink) ugyanarra a dontésre jut: kiild-
jon vagy ne kiildjon iizenetet, a folyamat valassza vagy ne énmagat vezetének.

Mivel az ekvivalenciarelacié definiciéjaban az S-kifejezéseknek legfeljebb n
argumentumuk van és legfeljebb ¢ mélységli egymasba agyazast tartalmaznak,
csak véges sok ekvivalenciaosztaly létezik. Valojaban az osztalyok szamara létezik
egy, az A algoritmustdl fiiggetlen, csak n-t6l és t-t6l fiiggs felsé korlat. Jeldljik
ezt a korlatot ¢(n,t)-vel.

Rogzitsiik le az A algoritmust. Mivel alkalmazni szeretnénk a Ramsey-tételt,
el6szor egy modszert kell adnunk az UID-ek n-halmazainak szinezésére. Feleltes-
siink meg egy szint az m-halmazok minden =4 ekvivalenciaosztalyanak és egy
osztalyon beliil minden n-halmazt szinezziink ugyanazzal a szinnel.

Legyen f(n,t) = g(n,2n,c(n,t)), ahol g a 3.10. tételben szerepls fliggvény és
tekintsiik az UID-ek egy tetsz6leges, legalabb f(n,t) azonositot tartalmazo terét.
Ekkor a 3.10. tétel miatt 1étezik az UID-ek terének egy olyan, legalabb 2n elemet
tartalmaz6 C' részhalmaza, aminek minden n-részhalmaza ugyanazzal a szinnel
szinezett. A C halmaz n legkisebb elemeibdl all6 halmazt jeloljiik U-val.

Most azt allitjuk, hogy ha az UlD-eket az U halmazbél valasztjuk, az algo-
ritmus ¢ meneten keresztiil ugyanugy viselkedik, mint egy &sszehasonlitasos algo-
ritmus. Vagyis barmely folyamat barmilyen doéntést is hoz arrél, hogy kiildjon-e
iizenetet valamely irdnyba vagy a folyamat vezetének titulalja-e 6nmagat, a don-
tés csak az aktudalis allapot argumentumainak relativ sorrendjétsl fiige. Ennek
belatasahoz rogzitsiik le U-nak barmely két, mondjuk m elemd W és W’ részhal-
mazat. Tegyiik fel, hogy S egy legfeljebb ¢t egymasba agyazast és W-beli UID-
eket tartalmazo S-kifejezés és S’ a neki megfelels W feletti S-kifejezés (amit tigy
kapunk, hogy W minden elemét a sorrendben ugyanannyiadik W’-belire cseré-
liink). Ekkor W és W' kib6vithets az n elemd V' és V' halmazokkd tgy, hogy
mindegyikiikh6z hozzavessziik a C' halmaz legnagyobb n — m elemét. Mivel V
és V' szinezése megegyezik, a két S-kifejezés ugyanolyan dontést eredményez ar-
rol, hogy kiildjenek-e iizenetet a szomszédaik felé vagy a folyamatok vezetének
véalasztjak-e magukat.

Mivel az algoritmus ¢ meneten keresztiil pontosan ugy viselkedik, mint egy
osszehasonlitas alapa algoritmus (amennyiben az UID-eket az U halmazbol va-
lasztjuk), a 3.9. tételben bizonyitott alsé korlat érvényben marad. O

3.8.. Megjegyzések a fejezethez

A 3.2. fejezet megoldhatatlansigi eredménye a teriilet vizsgalatanak legelejére
nyulik vissza. Az eredmény egy mas modellre alkalmazott verzioja Angluin [13]
cikkében taldlhat6 meg. Az LCR algoritmus Le Lann [191] egy fejlesztésébdl
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szarmazik, amit Chang és Roberts optimalizalt [71]. A HS algoritmus Hirschberg
és Sinclair munkaja [156].

Az O(nlogn) fels6 korlatjanak konstans értékét folyamatosan javitottdk, a
jelenlegi érték 1.271nlogn+O0(n) Higham és Przytycka [155] eredménye. A korlat
egyiranyu gytrtkre is igaz. Peterson [239], valamint Dolev, Klawe és Rodeh [97]
O(nlogn)-es algoritmust adtak az egyirdnyu esetre.

Az IDOSZELET algoritmus szintén &si darab, amelynél a vezets folyamat ki-
valasztasanak stratégiaja hasonlit az MIT vezet6lGjeles gytirt halézatban hasz-
nalatoshoz. A VALTOZOSEBESSEGEK algoritmus Frederickson és Lynch [127], va-
lamint tolitk fiiggetleniil Vitanyi [282] fejlesztése.

Az Osszehasonlitds alapt és a nem OGsszehasonlitas alapi algoritmusokra vo-
natkozo als6 korlatok Frederickson és Lynch [127] eredmeényei. Attiya, Snir és
Warmuth [27] a c-szimmetrikus gytirik masfele elgallitasat adtak. A Ramsey-
tétel a kombinatorika jol ismert eredménye, megtaldlhato példaul Berge [47] graf-
elmélet kdnyvében.

Attiya, Snir és Warmuth [27] cikke méas eredményeket is tartalmaz a szinkron
gytiriikben valo szamitasok korlatairol. Az altaluk hasznalt bizonyitasi technikak
a 3.6. fejezetben latottakhoz hasonlatosak.

3.9.. Gyakorlatok

3-1. Finomitsuk az LCR algoritmus helyességét bizonyité induktiv bizonyités
részleteit.

3-2. Tekintsiik az LCR algoritmust.
(a) Adjunk olyan UID felsorolast, ahol az elkiildott iizenetek szama Q(n?).
(b) Adjunk olyan UID felsorolést, ahol az elkiild6tt {izenetek szama O(n).

(¢) Mutassuk meg, hogy az elkiildott {izenetek atlagos szama O(nlogn), ahol
az atlagot a gytrid folyamatainak Osszes lehetséges egyforman valoszind
elrendezésén valé miikodésbél szamoljuk.

3-3. Modositsuk az LCR algoritmust gy, hogy az 6sszes nem-vezets folyamat
a nem_ vezetd kimenetet eredményezze vagyis az Osszes folyamat végiil is alljon
meg. Adjuk meg a modositott algoritmust az LCR algoritmusnal latott kodolasi
stilus segitségével.

3-4. Mutassuk meg, hogy az LCR algoritmus a szinkron modell verzioban kiilén-
boz6 indul6 idépontok mellett is helyesen miikodik. (Ehhez egy kicsit modositsuk
a kodot.)

3-5. Az LCR algoritmusnal latott invarians &llitasok modszerével bizonyitsuk
be a HS algoritmus helyességét.

3-6. Mutassuk meg, hogy a HS algoritmus a szinkron modell verzioban kiilén-
boz6 indul6 idépontok mellett is helyesen miikodik. (Ehhez egy kicsit modositsuk
a kodot.)
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3-7. Tegyiik fel, hogy a HS algoritmust gy moédositjuk, hogy kettéhatvanyok
helyett egymés utani k-hatvanyokat hasznalunk az utak hosszara (k > 2). Ele-
mezziik a médositott algoritmus idd és kommunikacios bonyolultsagat gy, ahogy
tettilk ezt az eredeti IS algoritmusnal. Hasonlitsuk 6ssze az eredményeket.

3-8. Tekintsiik a HS algoritmus olyan moédositott valtozatat, ahol a folyamatok
mindkét irdny helyett csak az egyik iranyba kiildhetnek iizeneteket.

(a) Mutassuk meg, hogy a konyvben megadott algoritmus legkézenfekvébb
modositdsa nem eredményez O(nlogn) kommunikacios bonyolultsagot. Mi
lesz a kommunikaciés bonyolultsag egy felsd korlatja?

(b) Egy kis ravaszkodassal modositsuk tgy az algoritmust, hogy kommunikécios
bonyolultsaga ismét O(nlogn) legyen.

3-9. Tervezziink egyiranyu gytriiben olyan vezetd folyamat kivilasztasos algo-
ritmust, ami nem ismeri a gytri{ méretét és legrosszabb esetben is csak O(n logn)
szamu iizenetet hasznal. Az algoritmus az UID-ekre kizdrolag az 0sszehasonlités
miiveletet hasznalhatja.

3-10. Koédoljuk le az IDOSZELET algoritmust az allapotgép segitségével.

3-11. Modositsuk gy az IDOSZELET algoritmust, hogy hozzévett iizenetek aran
fazisonként egyetlen UID helyett k£ darab UID tovabbkiildésének engedélyezésével
csOkkenjen a futasi id6. Bizonyitsuk be az algoritmus helyességét és elemezziik
bonyolultsagat.

3-12. Koédoljuk le a VALTOZOSEBESSEGEK algoritmust az allapotgép segitségé-
vel.

3-13. Mutassuk meg, hogy ha a folyamatok kiilonbézd idépontokban ébredhet-
nek fel, a VALTOZOSEBESSEGEK algoritmus kommunikéiciés bonyolultsaga nem
sziikségszertien O(n).

3-14. Adjunk a menetek szamara vonatkozo minél jobb alsé korlatot valamely n
méretd gylrid vezetd folyamat kivalasztasos algoritmusanak legrosszabb esetére.
A feltevéseket koriiltekintéen fogalmazzuk meg.

3-15. Adjuk meg az n = 16 csomdponti bitfordité gytirti pontos leirasat.

3-16. Bizonyitsuk be, hogy az n = 2F méretd bitforditoé gytrt minden k € N

esetén %—szimmetrikus.

3-17. Tervezziink c-szimmetrikus gytriit nem kettShatvany szamu csomoépont
esetén valamilyen ¢ > 0 értékre.

3-18. Valamely szinkron gy{rd esetén tekintsiik a vezet§ folyamat kivalasztasa-
nak problémajat, ahol minden folyamat ismeri a gytird n méretét és a folyama-
toknak nincs UID-jiik. Adjunk a probléma megoldésara véletlenitett algoritmust,
vagyis olyat, ahol a folyamatok kodjuk determinisztikus végrehajtasan kiviil vé-
letlen valasztéassal is élhetnek. A helyes mikddést kielégitd tulajdonsagokat dva-
tosan fogalmazzuk meg. Példaul az egyedi vezets folyamat kivalasztésa biztosan
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garantélt-e vagy valamilyen kis valészintiséggel elképzelhets, hogy ez nem térténik
meg? Mennyi lesz az algoritmus id6bonyolultsdga és kommunikaciés bonyolult-
sdga?

3-19. Tekintsiink valamilyen ismeretlen n méretd szinkron, mindkét irdnyban
irdnyftott gytridt, ahol a folyamatoknak van UID-jiik. Adjunk az iizenetek sza-
méra vonatkozd alsé és fels§ korlatot olyan 6sszehasonlitds alapd algoritmus ese-
tén, ahol minden folyamat n mod 2 szdmol.
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