23. Minimdlis feszité6fak

Elektromos dramkorok tervezésénél gyakori feladat az, amikor elektromosan ekvivalenssé
kell tenniink az dramkor bizonyos pontjait. Ahhoz, hogy n darab ilyen pont k6z6tt kapcsola-
tot teremtsiink, elég, ha n— 1 darab alkalmasan megvdélasztott pontpdrt egy-egy vezetékszal-
lal 0sszekotiink. Mivel a pontoknak tobbféle ilyen dsszekapcsoldsa is Iehet, kivanatos ezek
koziil azt megtaldlnunk, amelyikhez 0sszességében a legkevesebb (legrévidebb) vezetékre
van sziikség.

Ezt a huzalozési problémat egy Gsszefiiggd, irdnyitatlan G = (V, E) graf segitségével
modellezhetjiik, ahol V-beli csticsok az dramkér pontjait, £ élei az elvileg 6sszekdthetd
pontpdrokat jeldlik, tovdbbd minden (u,v) € E él rendelkezik egy w(u, v) sullyal, amely az
u és v 0sszekotésének koltségét (az 6sszekdtéshez szitkséges vezetékszal hosszat) adja meg.
Célunk az, hogy megtaléljuk azt a kérmentes T C E részhalmazt, amelynek segitségével az
Osszes pont Osszekapcsolhatd, €s amelynek a

w(T) = Z w(u, v)
(u,v)eT
teljes stlya a lehetd legkisebb. A kdrmentes és minden csiicspontot dsszekapcsold T nyil-
vanvaldéan egy fa, amelyik , atfogja”, , kifesziti” a G grafot, ezért feszitdfdnak nevezzik.
A T fa meghatdrozdsdnak problémdjat minimdlis feszitéfa problémdnak" hivjuk. A 23.1.
abra egy Osszefliggd grafra és annak minimadlis feszit6fdjara mutat példat.

Ebben a fejezetben két, a minimadlis feszitéfa problémét megoldé algoritmust mutatunk
be: Kruskal és Prim algoritmusat. Mindkett8 futdsi ideje kdzonséges bindris kupacok hasz-
ndlata mellett O(E lg V). Fibonacci-kupacok alkalmazasaval a Prim-algoritmus futdsi ideje
O(E + V1g V)-re cstkkenthets, amely azonban csak abban az esetben jelent javulast, ha |V|
sokkal kisebb, mint |E|.

Ez a két algoritmus a 16. fejezetben vazolt mohd algoritmusok kozé tartozik. Altaldban
egy algoritmus minden lépésben tobb lehetdség koziil vdlaszt. A mohd stratégia ezek ko-
zUl azt részesiti elényben, amelyik az adott pillanatban a legjobbnak latszik. Az optimalis
megoldds megtaladldsat ez a stratégia altaldban nem garantdlja. A minimadlis feszitéfa prob-
1émandl azonban bebizonyithats, hogy bizonyos mohé stratégidk minimdlis silyd feszits-
fdhoz vezetnek. A most bemutatdsra keriild6 moh6 mddszerek a 16. fejezetben ismertetett

' A minimélis feszit6fa kifejezés egy réviditett formaja a minimalis sdlyd feszitéfa megnevezésnek. A T-beli élek
szamdt példdul nem is minimalizdlhatndnk, hiszen a B.2. tétel miatt minden feszitéfa pontosan |V| — 1 éIbdl 4ll.
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23.1. abra. Egy Osszefiiggd graf minimdlis feszit6fdja. Az élek stilyait az dbran feltintettiik. A minimadlis feszitSfa
éleit vastag vonalak jelolik. A fa teljes stilya 37. Nem ez az egyetlen minimalis feszit6fa: cseréljiik ki a (b, ¢) €lt az
(a, h) élre, &s egy mdsik 37 sulyd feszit6fat kapunk.

elmélet klasszikus alkalmazdsai, amelyeket azonban az emlitett fejezet elolvasdsa nélkiil is
megérthetiink.

A 23.1. alfejezetben egy olyan ,,dltaldnos” minimdlis feszit6fa algoritmust mutatunk
be, amelyik fokozatosan, Gjabb és Gjabb élek hozzdadasaval éllitja eld a feszitdfat. A 23.2.
alfejezetben ennek az dltalanos algoritmusnak kétféle megvalésitasat adjuk meg. Az elsd,
Kruskaltdl szarmazé algoritmus, a 21.1. alfejezet 6sszefiiggd-komponensek algoritmusdhoz
hasonlit. A Prim nevével fémjelzett mdsodik algoritmus Dijkstra legrovidebb-utak algorit-
musdval (24.3. alfejezet) mutat koz6s vondsokat.

23.1. Minimdlis feszitéfa névelése

Egy minimdlis feszitdfat szeretnénk taldlni egy Osszefliggd, irdnyitatlan, w : E — R suly-
fliggvénnyel élsilyozott G = (V, E) grafban. Az a két, moho stratégidra épiil§ algoritmus,
amelyet e probléma megolddsdra alkalmazunk ebben a fejezetben, abban kiilonbozik egy-
mastdl, hogy eltéré médon alkalmazza ezt a stratégidt.

Ez a moh¢ stratégia azon az ,,altaldnos” algoritmuson keresztiil értheté meg, amely
fokozatosan, Ujabb és tjabb élek hozzdaddsaval noveli a minimalis feszit6fat. Az algoritmus
az éleknek azt az A-val jelolt halmazét kezeli, amelyre az aldbbi invaridns 4llitds teljesiil:

Az iterdcidk eldtt az A valamelyik minimadlis feszit6fanak a részhalmaza.

Az algoritmus minden lépésben azt az (u,v) €lt hatdrozza meg, amelyiket az A-hoz téve,
tovdbbra is fenndll az elbbi invaridns allitds, miszerint A U {(u, v)} is egy részhalmaza az
egyik minimdlis feszit6fanak. Egy ilyen élt A-ra nézve biztonsdgos élnek hivunk, mivel
A-hoz t61ténd hozzdvétele biztosan nem rontja el az A-ra vonatkoz¢ invaridns allit4st.

MFF(G, w)

1 A<0

2 while az A nem feszitéfa

3 do kerestink az A-ra nézve egy (u, v) biztonsagos élt
4 A — AU {(u,v)}

5 return A

A ciklusinvaridnst az aldbbiak szerint haszndljuk:

Teljesiil: Az 1. sor utdn az A magétdl értetddden elégiti ki a ciklusinvaridnst.
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PSfrag replacements

S
V-5

23.2. abra. Kétféleképpen mutatjuk be a 23.1. dbra grafjanak egy (S, V — ) vdgdsat. (a) Fekete szinnel jeloltiik
az S halmazbeli, és fehérrel a V — § halmazbeli csticsokat. A vdgdst keresztez$ €lek fehér csicsokat kotnek

ossze feketékkel. A (d, c) €l a vagdst keresztez$ egyetlen konny( él. Az élek egy A részhalmazdt megvastagitott
vonalakkal jeloltiik; a (S, V — ) vdgés elkeriili az A-t, mivel A egyik éle sem keresztezi a vdgast. (b) Az el6bbi
grafnak S -beli csticsait a bal oldalon, V — S -beli csticsait a jobb oldalon helyeztiik el. Mindegyik vdgdst keresztez8
¢l egy bal oldali csticsot egy jobb oldali csicesal kot Gssze.

Megmarad: A 2-4. sorok ciklusa kizdrdlag biztonsdgos élekkel béviti az A-t, igy az inva-
ridns tovéabbra is fenn 4ll.

Befejezodik: Minden A-hoz hozzdvett él egy minimdlis feszitdfa része, ezért az 5. sorban
visszaadott A halmaz egy minimadlis feszit6fa.

A trikkkos rész természetesen a biztonsdgos €l 3. sorban torténd kivdlasztasa. Ilyen €l
biztosan 1étezik, hiszen a 3. sor végrehajtasakor az invaridns szerint van olyan 7 feszit6fa,
hogy A € T'. A while magjaban az A egy valédi részhalmaza a 7T-nek, és ezért van olyan
(u,v) € T €1, amelyre (u,v) ¢ A és az (u, v) él biztonsdgos A-ra nézve.

A tovédbbiakban egy szabdlyt (23.1. tétel) adunk a biztonsdgos élek felismerésére. A
kovetkezd alfejezetben azt a két algoritmust mutatjuk be, amelyek ezt a szabdlyt hatékonyan
alkalmazzak.

Elészor néhany fogalmat vezetiink be. A G = (V, E) irdnyitatlan graf egy (S,V — §)
vagdsdnak a V-nek egy kettéosztasit nevezziik. A 23.2. dbra erre mutat egy példit. Azt
mondjuk, hogy egy (1, v) € E él keresztezi az (S,V — §) vagést, ha annak egyik végpontja
S-ben, a masik V — S-ben taldlhaté. Egy vagds elkeriil egy A halmazt, ha az A egyetlen
éle sem keresztezi a vagdst. Egy vagdst keresztez6 él konnyd él, ha a vagast keresztezd
élek kozul neki van a legkisebb silya. Megjegyezziik, hogy egynél t&bb vagast keresztezd
konnyfi él is lehet egyszerre. Altalanosabban tgy is fogalmazhatunk, hogy egy él egy adott
tulajdonsdgot kielégits konnyi él, ha az adott tulajdonsdgot kielégitd élek kdzott neki van
a legkisebb silya.

A biztonsagos élt felismerd szabdlyt a kdvetkezd tételbd] nyerjiik.
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23.3. abra. A 23.1. tétel bizonyitdsa. Az §-beli csticsok feketék, a (V — §)-beliek fehérek. Az dbran csak a T’
minimdlis feszit6fa élei lathatok, a G graf élei nem. Az A-beli éleket vastagitott vonalak jelolik, €s (u,v) egy
konnyt él az (S, V — §) vdgdsban. Az (x,y) €l az egyetlen u-t v-vel Ssszekotd T-beli p vton taldlhatd. Az (u, v) élt
tartalmazé 77 minimdlis fesz{téfat a 7-bdl kapjuk tgy, hogy eltdvolitjuk belSle az (x,y) élt, és hozzédvessziik az
(u,v) élt.

23.1. tétel. Legyen G = (V, E) egy Osszefiiggd, irdnyitatlan, a w . E — R fiiggvénnyel
élsulyozott grdf. Legyen A egy olyan részhalmaza E-nek, amelyik G valamelyik minimdlis
feszitdfdjdanak is része. Legyen (S,V — S) tetszdleges A-t elkeriild vagdsa a G-nek. Legyen

Pyl

(u,v) az (S,V —8) vdgdst keresztezd konnyii él. Ekkor az (u, v) él biztonsdgos az A-ra nézve.

sz

Bizonyitas. Legyen T egy A-t tartalmazé minimadlis feszit6fa. Feltehetjiik, hogy az (u,v)
konny( €l nincs benne a T-ben, mert ha benne van, akkor mdris készen vagyunk a bizo-
nyitdssal. Kivig-beilleszt technikdval meg fogjuk szerkeszteni azt a T’ minimalis feszit6fat,
amelyik az A U {(u, v)}-t tartalmazza, ami azt mutatja, hogy az (u, v) él az A-ra nézve bizton-
sdgos.

Az (u,v) él az u és v csticsokat T-ben 0sszekdt6 p uttal egyiitt egy kort alkot, mint azt a
23.3. dbran lathatjuk. Mivel u és v az (S5, V — ) vdgis ellentétes oldaldn helyezkedik el, kell
lenni a p tton legaldbb egy olyan élnek, ami szintén keresztezi a vagast. Legyen egy ilyen él
az (x,v). Az (x,y) nincs A-ban, mert A-t elkertili a vigas. Mivel (x, y) az u-t és v-t 6sszekotd
egyetlen 7-beli dton van, az (x,y)-t eltavolitva a T két komponensre esik szét. Az (u,v)
hozzdaddsa azonban Ujra dsszekapcesolja ezt a két komponenst, ésa T’ = T —{(x, y)}U{(u, v)}
egy Uj feszitdfa lesz.

Most megmutatjuk, hogy 7’ egy minimdlis feszitfa. Mivel (u,v) egy konny( él az
(§,V —8) vagast keresztezd élek kozott, és (x, y) szintén keresztezi ezt a vagast, a w(u,v) <
w(x,y) fenndll. Ennek megfelelGen

w(T") = w(T) — w(x,y) + w(u, v) < w(T).

sz s 2

De T egy minimadlis feszitSfa, azaz w(T') < w(T"); igy T’-nek is egy minimadlis feszit&fanak
kell lennie.

Mar csak az maradt hatra, hogy megmutassuk, az (u, v) él biztonsdgos A-ra nézve. Tud-
juk, hogy A € 77, hiszen A C T és (x,y) ¢ A; ezért AU {(u,v)} C T’. Kovetkezésképpen,
mivel 77 egy minimadlis feszit6fa, az (i, v) él biztonsdgos A-ra nézve. [ ]
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A 23.1. tétel az dltaldnos MFF algoritmus jobb megértését segiti. Ennek végrehajtdsa
sordn a G = (V, E) 0sszefiiggd graf éleibdl felépitett A mindig kdrmentes; mdskiilonben az
A-t tartalmaz6 minimdlis feszit6fa is kort tartalmazna, ami nem lehetséges. A végrehajtis
barmelyik pillanatdban a G4 = (V,A) graf egy erdd, és a G, minden Gsszefliggd kompo-
nense fa. (Lehet, hogy némelyik fa csak egyetlen csicsot tartalmaz, mint példdul abban az
esetben, amikor az algoritmus elindul. Ekkor A iires, és az erd6 |V| darab egyetlen csticsot
tartalmazé fabdl 4ll.) Ezenkiviil barmelyik A-ra nézve biztonsdgos (i, v) €l G4-nak két kii-
16nb6z6 komponensét kiti 0ssze, mivel A U {(u, v)}-nek kormentesnek kell lennie.

Az éltaldnos MFF algoritmus 2—4. sorainak ciklusa |V| — 1-szer hajt6dik végre; minden
1épésben egy tjabb élét hatarozza meg a V| — 1 élt tartalmazé minimalis feszitéfanak. Kez-
detben, amikor A = 0, |V| darab fa van G4-ban, és minden iterdci6 eggyel csokkenti ezek
szdmat. Amikor az erd6 mdr csak egyetlen fabol 4ll, az algoritmus ledll.

A 23.2. alfejezetben szerepld két algoritmus a 23.1. tétel alabbi kovetkezményére td-
maszkodik.

23.2. kovetkezmény. Legyen G = (V, E) egy osszefiiggd, irdnyitatlan, a w : E — R fiigg-
vénnyel élsiilyozott grdf. Legyen A olyan részhalmaza E-nek, amelyik G valamelyik mini-
mudlis feszitdfdjdnak is része. Legyen C egy osszefiiggd komponens a G4 = (V, A) erddében.
Ha (u,v) a C-t és a G valamely mdsik komponensét osszekotd konnyii él, akkor (u,v) biz-
tonsdgos az A-ra nézve.

o~ oz

Bizonyitas. A (C, V — C) elkeriili az A-t, és (i, v) egy konny( €l ebben a vigdsban. Ezért az
(u,v) biztonsdgos az A-ra nézve. [ |

Gyakorlatok

23.1-1. Legyen (u,v) minimdlis sdlyd él a G grafban. Mutassuk meg, hogy (u, v) hozzétar-
tozik a G valamelyik minimadlis feszit6fdjahoz.

23.1-2. Sabatier professzor feltételezi a 23.1. tétel aldbbi megforditasat. Legyen G = (V, E)
egy Osszefliggd, irdnyitatlan, a w : E — R fliggvénnyel stlyozott graf. Legyen A egy
olyan részhalmaza E-nek, amelyik G valamelyik minimdlis feszit6fdjanak is része. Legyen
5,V - 8) egy tetszbleges A-t elkerlild viagdsa a G-nek. Legyen (u,v) egy biztonsdgos él
az A-ra nézve az (S,V — §) vagasban. Ekkor az (u,v) él konnyt az (S,V — S) vagasban.
Mutassuk meg egy szampéldan keresztil, hogy a professzor feltételezése helytelen.

23.1-3. Mutassuk meg, hogy ha az (u, v) €l valamelyik minimalis feszit6fdhoz tartozik, ak-
kor van olyan vdgds, amelyben ez kénny( él.

23.1-4. Adjunk egyszeri példat olyan griafra, amelyben azon élek halmaza, amelyek
konnytiek valamely vidgdsban, nem alkot minimalis fesz{t&fat.

23.1-5. Legyen e maximalis stlyu él egy Osszefiiggd G = (V, E) graf valamelyik kérén. Bi-
zonyitsuk be, hogy a G’ = (V, E — {e}) grafnak van olyan minimadlis feszit6faja, ami G-nek
is minimalis feszit6f4ja.

23.1-6. Mutassuk meg, hogy ha egy grafnak barmelyik vagdsdban csak egyetlen konny( €l
taldlhat6, akkor a grafnak egyetlen minimadlis feszi{t6fdja van. Adjunk ellenpélddt arra, hogy
az 4llitds visszafelé nem igaz.

23.1-7. Igaz-e, hogy ha egy graf osszes élsilya pozitiv, akkor az éleknek barmelyik olyan
részhalmaza, amelyik az Osszes csucsot ¢sszekapcesolja, €s minimalis Osszsilyd, biztosan
fat alkot? Adjunk példat, ahol az dllitds nem teljesiil nempozitiv stilyok eléforduldsa esetén.
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23.1-8. Legyen T minimalis fesz{t6fa G-ben, és legyen L a T-beli élstlyok rendezett listdja.
Mutassuk meg, hogy a G-nek barmely masik 77 minimalis feszit6fdjara a 7" élsilyainak
rendezett listdja megegyezik az L listdval.

23.1-9. Legyen T minimdlis feszitéfa G-ben, és legyen V' a V részhalmaza. Legyen T’ a
T-nek V’ dltal meghatdrozott részgréfja, és legyen G’ a G-nek V' dltal meghatarozott rész-
grafja. Mutassuk meg, hogy ha T” 6sszefliggd, akkor 77 minimadlis feszit6fa G’-ben.
23.1-10. Legyen T minimalis feszitSfa G-ben, és tegyiik fel, hogy egy T-beli élnek csok-
kentjiik a sulyat. Mutassuk meg, hogy 7" még ezutin is minimadlis feszitdfa lesz G-ben.
Formadlisan: legyen T egy minimdlis feszit6fa abban a G-ben, amelynek sulyfiiggvénye w.
Viélasszunk egy (x,y) € T élt és egy pozitiv k szdmot, majd definidljuk az aldbbi w’ stly-
fliggvényt:

) = w(u,v), ha (i, v) # (x,),
WY S oy =k, ha (i, v) = (1, y).

Mutassuk meg, hogy T egy minimadlis feszi{t6fa abban a G grafban, amelynek sulyfiiggvé-
nye aw'.

23.1-11.% Legyen T minimdlis feszitéfa G-ben, és tegyiik fel, hogy egy T-n kiviil esd
élnek csokkentjiik a sulydt. Adjunk algoritmust, amely az {gy médositott grafban megtaldlja

sz

a minimalis feszitGfat.

23.2. Kruskal és Prim algoritmusai
Ebben az alfejezetben a minimdlis feszit&fat el6allito dltaldnos algoritmus két specidlis val-
tozatdt mutatjuk be. Mindkettd sajdtos szabdlyt alkalmaz a biztonsdgos él meghatdrozdsara
az altaldnos MFF 3. sordban. Kruskal algoritmusdban az A halmaz egy erd6. Az A-hoz
hozzavett biztonsdgos €l mindig az erdd két kiilonbozé komponensét 6sszekotd legkisebb
stlyd €l. Prim algoritmusaban az A egyetlen fa. Az A-hoz hozzdadott biztonsdgos €l mindig
a legkisebb stilyu olyan €1, amelyik egy A-beli és egy A-n kiviili csticsot kit Ossze.

Kruskal-algoritmus

Kruskal algoritmusa kdzvetleniil a 23.1. alfejezetben megadott dltalinos MFF-algoritmuson
alapul. Minden lépésben megkeresi a G4 = (V, A) erdd két tetszbleges komponensét §ssze-
kots élek kozil a legkisebb sulyu (u,v) élt, és ezt veszi hozzd az egyre bdviild erd6hoz.
Legyen C; és C, az erd6ének az a két faja, amit az (u,v) él 6sszekot. Mivel (u,v) egyben
a legkisebb silyt olyan €l is, amelyik C;-et valamelyik masik komponenssel dsszekoti, a
23.2. kovetkezmény miatt (u, v) biztonsdgos Ci-re nézve. A Kruskal-algoritmus egy mohé
algoritmus, mert minden 1épésben a Iehetséges legkisebb stlyu élt adja hozza az erdéhoz.

Az dltalunk megvaldsitott Kruskal-algoritmus a 21.1. alfejezet 6sszefliggd komponen-
seket elddllité algoritmusdhoz hasonlit. Az elemek diszjunkt halmazainak kezelésére egy
diszjunkt-halmaz adatszerkezetet haszndl. Mindegyik halmaz az aktudlis erd6 egy fdjanak
cstcsait tartalmazza. A HALMAZT-KERES(u) az u csucsot tartalmazd halmazt jelold elemet ad
meg. Az, hogy az u és a v csticsok ugyanahhoz a fahoz tartoznak-e, Ugy hatdrozhaté meg,
hogy ellendrizziik a HALMAZT-KERES(11) €s HALMAZT-KERES(V) egyenl&ségét. Két fa dsszekap-
csoldsdt az BEGYesiT eljdrds végzi.
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MFF-KRruskaAL(G, w)

A0
for minden v € V[G]-re

do HALMAZT-KESzZIT(V)
rendezziik az E éleit a w sily szerint névekvd sorrendben
for minden (u, v) € E élre, az élek sily szerint ndvekvd sorrendjében

do if HALMAZT-KERES(#4) # HALMAZT-KERES(V)

then A «— A U {(u,v)}
EcvyEestr(u, v)

O 0~ NN W

return A

Kruskal algoritmusdnak miikodését a 23.4. dbra mutatja be. Az 1-3. sorban lires kezdd-
értéket kap az A halmazt, 1étrejon a graf csicsait kiilon-kiilon tartalmazé |V| darab fa. A 4.
sor stlyuk szerint ndvekvs sorba rendezi az E éleit. Az 5-8. sorok for ciklusa minden (u, v)
élre megvizsgdlja, hogy annak végpontjai ugyanahhoz a fahoz tartoznak-e. Ha igen, akkor
ezt az élt nem lehet az erd6hoz hozzdavenni anélkiil, hogy kor alakulna ki, ezért nem kell
vele foglalkozni. Ellenkezd esetben a két csucs kiilonbozé fakhoz tartozik. Ekkor az (u, v)
élt a 7. sorban hozzdvessziik az A-hoz, majd a két fa csdcsait a 8. sorban &sszevonjuk.

A G = (V, E) grifon miikddd Kruskal-algoritmus futdsi ideje a diszjunkt-halmaz meg-
valositasatdl figg. Vegylik a 21.3. alfejezetben megvaldsitott diszjunkt-halmaz erdSt a , ,rang
szerinti egyesités” €s uttdmorités” heurisztikdkkal, mivel ez az aszimptotikusan leggyor-
sabbnak ismert megvaldsitds. Ekkor az 1. sor kezdeti értékaddsa O(1) ideig tart, a 4. sor
rendezése pedig O(E g E) idejli. (Mindjart kitériink a 2-3. sorbeli for ciklus |E| darab
Harmazr-készit miiveletének futdsi idejére is.) Az 5-8. sorok for ciklusa O(E) HALMAZT-
KERES és EGyEsfT miiveletet tartalmaz a diszjunkthalmaz erdére. Ezek teljes futdsi ideje a
|E| HaLmazT-kEszft mivelettel egyiitt O((V + E)a(V)), ahol a a 21.4. alfejezetben defi-
nialt nagyon lassan novekedd fliggvény. Mivel a G-rdl feltettiik, hogy Osszefiiggd, fenn-
all, |E| = |V|1, és igy a diszjunkthalmaz miveletek O((E)a(V)) idejliek. Tovabbd, mivel
a(|V]) = O(g E), a Kruskal-algoritmus teljes futdsi ideje O(E1g E). Az |E| < |V|?> mellett
azt kapjuk, hogy lg |E| = O(1g V), és ekkor a Kruskal-algoritmus teljes futdsi ideje O(E 1g V)
lesz.

Prim-algoritmus

Prim algoritmusa, akarcsak Kruskalé, a 23.1. alfejezet dltalanos MFF algoritmusdnak spe-
cialis véltozata. A Prim-algoritmus miikodése nagyon hasonlit Dijkstra legrovidebb utakat
keresd algoritmusaéhoz (lasd 24.3. alfejezet). Prim algoritmusdban az A halmaz élei min-
dig egyetlen fat formdznak. A 23.5. dbrdn is 14that6, hogy a fa épitése egy tetszblegesen
kivdlasztott r gyokérpontbol indul, és addig novekszik, amig a V &sszes csicsa nem keriil
be a fiba. Minden 1épésben azt a konnyfi €1t vessziik hozzd az A fihoz, amelyik egy A-beli
cstcsot kot 6ssze a G4 = (V, A) egy izolalt csiicsdval. A 23.2. kovetkezmény szerint ez a
szabdly biztonsdgos élt ad A-ra nézve; {gy amikor az algoritmus befejezddik az A-beli élek
minimalis fesz{t6fat alkotnak. Ez a stratégia mohd, mivel minden 1épésben egy olyan éllel
b&viti a fat, amely a lehetd legkisebb mértékben noveli a fa teljes silyat.

A Prim-algoritmus hatékony megvaldsitdsanak kulcsa az A-hoz hozzdadandé 4j €l ki-

vélasztdsanak tigyes megvaldsitasan milik. Az alabb megadott pszeudokdéd bemend adatai
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23.4. abra. Kruskal algoritmusdnak mtikodése a 23.01. dbra grafjan. A vastagitott vonalakkal jelolt élek az egyre
b&viils A erd6hoz tartoznak. Az algoritmus az éleket stlyuk szerint rendezett sorrendben vizsgédlja meg. Egy nyil
mutat arra az élre, amellyel az adott 1épésben az algoritmus dolgozik. Ha ez két kiilonboz6 fat kot 6ssze az erdSben,
akkor ezt hozzdvessziik az erd6hoz, mikozben a két fat 6sszevonjuk.

az Osszefiiggd G graf és az elGallitandé minimdlis feszitéfa r gydkere. A fdban még nem
szerepld csicsok a végrehajtds kozben egy kulcs értéken alapulé Q els6bbségi sorban he-
lyezkednek el. A kulcs[v] a vt valamelyik fabeli csiccsal 6sszek6td minimalis stlyd €l silya;
amennyiben nincs ilyen él, akkor megallapodas szerint kulcs[v] = co. A n[v] érték a v cstics

fabeli sziil§jét adja meg. Az dltalanos MFF A halmazit a Prim-algoritmus implicit médon
az

A={(v,nalv]):veV-{r} -0}

képlettel irja le. Amikor az algoritmus befejezddik, a Q elsGbbségi sor lires; a G-beli A
minimélis feszit6fa az

A={(,nlv):veV-{r}}

halmaz lesz.
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MFF-Prim(G, w, )

for minden v € V[G]re
do kulcs[v] « oo

(1] < NIL
kules[r] « 0
0 « V[G]
while O # 0

do u «— Kivesz-MiN(Q)

for minden v € Szomszéd[u]-ra
do if v € Q and w(u, v) <kulcs[v]
then 7[v] « u
kulcs[v] « w(u,v)

— O O 0 N WD~

—_——

A Prim-algoritmus miikodését a 23.5. dbran kovethetjilk nyomon. Az 1-5. sorok be-
allitjak a cstcsoknal kulcs értéket co-re (kivéve az r gyokérpontot, amelyik kulcs értéke O
lesz, és ezdltal & lesz az elsGként feldolgozott cstics), a sziils értéket NiL-re, és elhelyezik az
Osszes csicsot a Q minimalizalt elsébbségi sorban. Az algoritmus altal karbantartott invari-
ans 4llitds a kovetkezd harom részbdl tevddik dssze:

A 6-11. sorok while ciklus minden iteracidja el&tt

A={v,nv):veV -{r}-0}.
2. A minimdlis feszit6faban elhelyezett csicsok a V — Q halmazban vannak.

Minden v € Q cstcsra, ha n[v] # N, akkor key[v] < oo és a key[v] egy
olyan (u,n[v]) konnyd €l silya, amelyik a v-t a minimdlis feszit6fdban mar
elhelyezett valamelyik u csiccesal kéti Ossze.

A 7. sor meghatdrozza azt az u € Q csucsot, amely a (V — Q, Q) vagés egyik konnyt élének
végpontja (kivéve az elss iterdcidt, ahol a 4. sornak megfeleléen u = r). Eltdvolitva az u-t
a Q halmazbdl, az dtkeriil a fa csicsait tartalmazo V — Q halmazba, ezaltal az (u, 7[u]) éllel
modosul az A. A ciklusinvaridns harmadik részét a 8—11. sorok for ciklusa biztositja gy,
hogy minden fan kiviili u-val szomszédos csticsra id8szerfsiti a kulcs és rr értékeket.

A Prim-algoritmus hatékonysiga a Q els6bbségi sor megvaldsitdsan mulik. Ha Q-t bi-
ndris minimum-kupacként (lasd 6. fejezet) valdsitjuk meg, akkor a Kupacot-£pfr eljdrassal
az 1-5. sorok kezdeti értékaddsait O(V) idében elvégezhetjiik. A while ciklus magja |V|-
szer keriil végrehajtdsra, és mivel a Kivesz-miN miivelet O(lg V) idejdi, a Kivesz-MIN miivelet
Osszes meghivasa O(V 1g V) ideig tart. A 8—11. sorok for ciklusidnak végrehajtasi ideje O(E),
mivel a szomszédsdgi listdk hosszainak Osszege 2|E|. A for cikluson beliil a 9. sorban egy
elem Q-hoz tartozdsdnak vizsgdlata konstans id6ben torténik, ha minden csicsndl fenntar-
tunk egy bitet annak jelzésére, hogy a csics Q-beli-e, vagy sem. Ezt akkor kell megvéltoz-
tatnunk, amikor a cstcs kikeriil a Q-bél. A 11. sor értékaddsa magdban hordozza a KuLcsor
cSOKKENT miivelet végrehajtasat a kupacra, amelyet bindris kupac esetén O(lg V) id6ben le-
het megval6sitani. Igy a Prim-algoritmus teljes futdsi ideje O(V1gV + ElgV) = O(E1g V),
amelyik aszimptotikusan egyenld a Kruskal-algoritmusra adott megval6sitds futdsi idejével.

A Prim-algoritmus aszimptotikus futdsi ideje azonban Fibonacci-kupacok segitségével
javithatd. A 20. fejezetben lathatjuk, hogy ha |V| darab elemet Fibonacci-kupacba szerve-
ziink, akkor egy Kivesz-miN miivelet futdsi ideje O(lg V)-re csokkenthetd, és a (11. sor meg-
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23.5. dbra. Prim algoritmusdnak mikodése a 23.1. dbra grifjan. A gydkérpont a. A vastagitott vonalakkal jelolt
élek és a feketére szinezett csticsok az egyre b&viild fat mutatjak. A fa csticsai az algoritmus minden 1épésében egy

vagdst hatdroznak meg, és ezt a vagast keresztezd konnyf élt vessziik hozzd a fdhoz. Példdul a masodik 1épésben
az algoritmus a (b, ¢) vagy az (a, h) élek valamelyikét adja hozza a fahoz, mivel mindkett konnyf éle a vdgdsnak.

valdsitdsdban szerepld) Kurcsor-csOkkenT miivelet ideje O(1) lesz. Mindent egybevetve
a Fibonacci-kupaccal megvaldsitott elsébbségi sort haszndlé Prim-algoritmus futdsi ideje
O(E+VigV).

Gyakorlatok
23.2-1. Kruskal algoritmusa ugyanazon G graf esetén eltérd feszitdfdkat eredményezhet
attdl fliggen, hogy az azonos sulyu éleket hogyan rendeztiik sorba. Mutassuk meg, hogy
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minden T minimdlis feszit6fahoz megadhaté olyan rendezés, hogy az algoritmus éppen a
T-t dllitja eld.
23.2-2, Tegyiik fel, hogy a G = (V, E) grifot egy szomszEédsagi matrixban dbrdzoljuk. Ad-
junk ekkor O(V?) futdsi idej(i megvaldsitdst Prim algoritmusara.
23.2-3. Vajon aszimptotikusan gyorsabb-e a Prim-algoritmus Fibonacci-kupacos megva-
16sitdsa a bindris kupacos vdltozatndl ritka G = (V, E) graf esetén, ahol |E| = O(V)? Mit
mondhatunk a sfir(i grafokrdl, ahol |E| = @(V?)? Milyen kapcsolatnak kell lenni a |E| és |V
kozott ahhoz, hogy a Fibonacci-kupacos megvaldsitds aszimptotikusan gyorsabb legyen a
bindris kupacos valtozatnal?
23.2-4. Tegyiik fel, hogy egy graf silyai 1 és |V| kozé esé egész szdmok. Milyen gyorssa
tehet6 a Kruskal-algoritmus? Mit mondhatunk arrdl az esetr6l, amikor a stlyok 1 és W kozé
esnek, ahol W alland$?
23.2-5. Tegyiik fel, hogy egy graf silyai 1 és |V| kozé esé egész szdmok. Milyen gyorssa
tehetd a Prim-algoritmus? Mit mondhatunk arrdl az esetrdl, amikor a stlyok 1 és W kozé
esnek, ahol W alland6?
23.2-6.*% Tegytlik fel, hogy egy graf élsilyai egyenletesen helyezkednek el a [0, 1) félig nyilt
intervallumon. Kruskal vagy Prim algoritmusa a gyorsabb ilyenkor?
23.2-7.% Tegyiik fel, hogy a G graf minimadlis feszit6fajat mar eldallitottuk. Milyen gyorsan
lehet médositani ezt a fat, ha G-hez egy Uj cslcsot és ahhoz kapcsolddd éleket vesziink
hozz4?
23.2-8. Toole professzor az alabbi 1) oszd-meg-és-uralkod] stratégidji algoritmust tervezi
minimélis feszitéfdk eldallitasdra. Adva van egy G = (V, E) graf, amelyben a csicsok V hal-
mazdt két részre, V; és V, halmazokra vagjuk Ggy, hogy a |V;]| és |V,| kiilonbsége legfeljebb
egy. Legyen E; azon élek halmaza, amelyek V;-beli csticsokat kdtnek dssze, E, pedig azon
élek halmaza, amelyek végpontjai V,-beli csiicsok. Oldjuk meg rekurziv médon a minimaélis
feszitéfa problémat mindegyik G = (Vy, Eq) és G, = (Va, E,) részgrafra. Ezutan keressiik
meg azt a legkisebb stlyd E-beli élet, amelyik keresztezi a Vi, V, vagast, és ezzel az éllel
kossiik Ossze az el6bb taldlt minimdlis feszitéfakat.

Vagy mutassuk meg, hogy az igy kapott feszi{t6fa minimdlis a G-ben, vagy adjunk el-
lenpéldat arra, amikor nem az.

Feladatok

23-1. Mdsodik legjobb feszitofa
Legyen G = (V, E) irdnyitatlan, Osszefliggd graf a w : E — R silyfliggvénnyel, és tegyiik
fel, hogy |E| > |V|, és az élstilyok mind ktilonboznek.

A masodik legjobb feszitéfat az aldbbiak szerint definidljuk. Legyen 7 a G Osszes fe-

szitéfdjanak halmaza, és 7’ egy minimdlis feszitéfa G-ben. A mdsodik legjobb feszitéfa egy
olyan feszit6fa, amelyre w(T') = mingrer—r{{w(T"")}.

a. Mutassuk meg, hogy a minimdlis feszit6fa egyértelm(, de a masodik legjobb feszitéfa
nem szitkségképpen az.

b. Legyen T egy minimalis feszitéfa G-ben. Bizonyitsuk be, hogy 1éteznek olyan (u,v) €

T és (x,y) ¢ T élek, hogy a T — {(u,v)} U {(x,y)} egy mdsodik legjobb feszit6fdja a
G-nek.



496 23. Minimdlis feszitdfdk

¢. Legyen T feszit6fdja a G-nek, és tetsz8leges u, v € V csticsok esetén a max[u, v] legyen
a T-ben az u-t v-vel 6sszekodtd egyetlen Ut legnagyobb sulyu élének a silya. Adjunk
olyan O(V?) ideji algoritmust, amelyik adott T-re minden u,v € V csics pér esetén
kiszamolja a max[u, v]-t.

d. Adjunk egy hatékony algoritmust a masodik legjobb feszit6fa eldallitasdra.

23-2. Minimalis feszitdfa ritka grdfokban

Egy nagyon ritka Osszefiiggd G = (V, E) graf esetén tovdbb javithatjuk a Fibonacci-
kupacokat haszndl6 Prim-algoritmus O(E + V 1g V) futési idejét, ha a Prim-algoritmus el&tt
a G egy alkalmas eléfeldolgozasaval csokkentjiik a csicsok szamat. Nevezetesen minden
u csticshoz vdlasztunk egy hozzdkapcsolddo minimalis sulyu (u, v) élet, amelyet betesziink
a fokozatosan felépiil§ minimdlis feszitdfdba. Ezutdn 6sszevonunk minden kivélasztott élt
(14sd B.4. alfejezet). Ahelyett, hogy ezeket az éleket egyesével vonndnk Ossze, el8szor meg-
hatdrozzuk azoknak a csicsoknak a halmazait, amelyeket egyazon 1j cstccsa egyesitiink.
Utdna létrehozzuk azt a grafot, amelyet az élek egyesével torténd Gsszevonasaval kapnank,
de az éleket a végpontjaikat tartalmazé halmazok alapjén dtnevezziik. Igy az eredeti graf
szdmos €lét ugyanigy fogjuk hivni. Az azonos nevi élek koziil annak a neve marad meg,
amelyiknek a siilya a megfeleld eredeti élek stilyai koziil a legkisebb.

MFF-vAz(G, kapocs, ¢, T)

1 for minden v € V[G]-re

2 do volt[v] « HAMIS

3 HAaLMAZT-KESzZIT(V)

4 for minden u € V[G]-re

5 do if volt[u] = Hamis

6 then legyen v € Szomszéd[u] a legkisebb c[u, v] értéki cstcs
7 Ecyesit(u, v)

8 T « T U {kapocs[u,v]}

9 volt[u] < volt[v] « 16az
10 V[G’] «{HaLMAZT-KERES(V): v € V[G]}
11 E[G'] <0
12 for minden (x,y) € E[G]-re
13 do u <« HALMAZT-KERES(X)
14 v < HALMAZT-KERES(Y)
15 if (u,v) ¢ E[G’']
16 then E[G'] « E[G']1 U {(u,Vv)}
17 kapocs’[u,v] « kapocs[x,y]
18 c'lu,v] « c[x,y]
19 else if c[x,y] < ¢'[u,v]
20 then kapocs’[u, v] « kapocs[x,y]
21 c’[u,v] « c[x,y]

22 Felépitjiik a G’ Szomszéd szomszédsagi listdjat
23 return G’, kapocs’, ¢’ és T

Kezdetben a T minimdlis feszit6fa ires, és minden (u, v) € E élre a kapocs[u,v] = (u,v),
és c[u, v] = w(u, v). A kapocs tulajdonsdg a kezdeti graf élei és az Gsszevont graf élei kozotti
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kapcsolatot adja meg. A ¢ tulajdonsdg egy €l silydt jelzi, és amikor 6sszevonunk éleket, c-t
az élsilyok vélasztdsdra vonatkozé fenti séma szerint kell médositani. Az MFF-vAz eljards
bemend adatként a G, kapocs, ¢ és T értékeket kapja meg, és visszaadja az 6sszevont G’ gra-
fot, valamint a G’ grafban a mddositott kapocs’ és ¢’ tulajdonsdgokat. Az eljaras ezenkiviil
Osszegyljti azokat a G-beli éleket, amelyek a minimalis feszitéfdhoz tartoznak.

a. Legyen T az MFF-vAz dltal visszaadott élek halmaza, és legyen A a G’ graf minimadlis
feszit6fdja, amelyet a MFF-PRiM(G, ¢/, 1) dllit el6, ahol r egy tetszbleges V[G']-beli
cstcs. Bizonyitsuk be, hogy a T U {kapocs[x,y] : (x,y) € A} egy minimdlis feszit6fdja
a G-nek.

b. Igaz-e, hogy |V[G']| < |V|/2?

c¢. Mutassuk meg, hogyan valdsithaté meg az MFF-vAz dgy, hogy a futdsi ideje O(E) le-
gyen. (Utmutatds. Haszndljon egyszert adatszerkezetet.)

d. Tegyiik fel, hogy k-szor egymads utdn lefuttatjuk az MFF-vAz eljarast gy, hogy az egyik
menet eredményeként eldallt G’, kapocs’ és ¢’ a kovetkezd menetnek a G, kapocs és
¢ bemenete legyen, mikézben a kezdetben iires T-ben felhalmozzuk az éleket. Igaz-e,
hogy a k menet teljes futdsi ideje O(KE)?

e. Tegylik fel, hogy a (d) részben ldtott k menetes MFF-vAz utdn a Prim-algoritmust a
MFEE-PRiM(G, kapocs’, ¢’) meghivdsdval hajtjuk végre, ahol a G’ és ¢’ az utolsé me-
netben kapott eredmények, az r pedig egy tetszSleges V[G’]-beli cstics. Mutassuk meg,
hogyan lehet gy megvalasztani k-t, hogy a teljes futdsi id6 O(E 1glg V) legyen. Igaz-
e, hogy a k értékének ez a megvélasztdsa a minimadlis teljes aszimptotikus futdsi id6t
eredményezi?

J. Az |E| milyen (|V| segitségével kifejezett) értékére lesz aszimptotikusan jobb az el6fel-
dolgozdsos Prim-algoritmus az eldfeldolgozds nélkiilinél?

23-3. Uvegnyakii feszitéfa

Egy G iranyitatlan graf T iivegnyaki feszitdfdja egy olyan feszit6faja a G-nek, amelynek
maximadlis élstlya a legkisebb a G Gsszes feszit6faja kozott. Azt mondjuk, hogy az tiveg-
nyaku feszitdfa értéke a T-beli legnagyobb élstly.

a. Igaz-e, hogy egy minimdlis feszitéfa egyben tivegnyakd is.

Az (a) rész azt mutatja, hogy egy iivegnyaku feszit6fat nem nehezebb megtaldlni, mint egy
minimélis feszitéfat. A tovabbi részekben azt is megmutatjuk, hogy ehhez linedris id6 elég.

b. Adjunk egy olyan linedris idej{ algoritmust, amely adott G graf és b egész szdm esetén

meghatdrozza, hogy van-e legfeljebb b értéki tivegnyaku feszitéfa.

2

¢. Haszndljuk fel a (b) rész algoritmusét alprogramként az tivegnyaku feszitéfa probléma
megoldé algoritmusdban. (Urmutatds. Hasznalhat egy olyan alprogramot, amelyik a
23-2. feladatbeli MFF-vAz eljardshoz hasonléan 6sszevonja az élek halmazait.)

23-4. Alternativ minimdlis feszitofa algoritmus

Ebben a feladatban harom kiilonb6z8 algoritmus pszeudo kédjat adjuk meg. Mindegyik
egy grafot kap bemenetként és egy T élhalmazt ad vissza. Mindegyik algoritmusndl el kell
donteni, hogy a T minimdlis feszit6fa vagy nem. Mindegyik algoritmusndl — akdr taldl mi-
nimdlis fesz{téfat, akdr nem — vdzolni kell a leghatékonyabb megvaldsitast.
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a. Leeer-MFF-A(G,w)

1 az élek nemnovekvd sorrendil rendezése a w silyaik alapjan

2 T« E

3 for minden stlyaik szerinti nemnovekvd sorrendben vett e élre
4 do if T — {e} egy Osszefliggd graf

5 then7 « T — {e}

6 returnT

b. Lener-MFF-B(G,w)

T<0
for minden tetsz&leges sorrendben vett e €lre
do if T U {e} nem tartalmaz kort
then7 « T — {e}
return 7

W =

W

c¢. Leaer-MFF-C(G,w)

T<0
for minden tetsz6leges sorrendben vett e €lre
do if T U {e} tartalmaz egy c kort
then legyen ¢’ egy maximalis stlyt él a c-n
T —T-{}

W =

N N

return T

Megjegyzések a fejezethez

Tarjan [?] kitlind értekezésben tekinti 4t a minimadlis feszit6fa problémat. A minimalis fe-
szit6fa probléma torténetét Graham és Hell [?] irta meg.

Tarjan az elsé minimdlis feszitéfa algoritmust O. Boruvka 1926-ban megjelent cik-
kének tulajdonitja. Boruvka algoritmusa a 23-2. feladatban lefrt MFF-vAz eljdrds O(lg V)
szamu iterdciobdl dll. A Kruskal-algoritmust 1956-ban Kruskal [?] adta meg. A Prim-
algoritmusként ismert algoritmust valéban Prim [?] taldlta ki, de kordbban, 1930-ban mar
V. Jarnik is felfedezte.

Annak az oka, hogy a moh¢ algoritmus hatékonyan keres minimadlis feszit6fat az, hogy
egy graf erdSinek halmaza egy matroidot alkot. (LLdsd 16.4. alfejezet.)

Amikor |E| = Q(VIgV), a Fibonacci-kupacok segitségével megvaldsitott Prim-
algoritmus O(E) futési idejd. Ritka grafokra, a Prim-algoritmus, a Kruskal-algoritmus és
Boruvka algoritmusédnak otleteit, valamint fejlett adatszerkezeteket felhasznédlva, Fredman
és Tarjan [?] adott egy O(E 1g* V) futdsi idejd algoritmust. Gabow, Galil, Spencer és Tarjan
[?] ezt az algoritmust javitotta O(E Iglg* V) idejire. Chazelle [?] adott egy O(E a(E, V)) fu-
tasi idejd algoritmust, ahol @(E, V) az Ackermann-fliiggvény inverz fiiggvénye. (Léasd a 21.
fejezet megjegyzéseit az Ackermann fiiggvény és annak inverzének elemzésénél.) Eltéréen
az el6z6 minimalis feszitdfa algoritmusoktél, Chazelle algoritmusa nem a moh¢ stratégiat
koveti.

Egy kapcsolédé probléma a feszitdfa ellendrzés, amelyben adott egy G = (V, E) graf
ésegy T C E fa, és azt kell eldonteni, hogy T egy minimadlis feszit&fa-e a G-ben. King [?]
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ad egy olyan linedris idejd algoritmust a feszit6fa ellendrzésre, amely Komlds [?] és Dixon,
Rauch és Tarjan [?] kordbbi munkdira épiil.

A fenti algoritmusok mind determinisztikusak és a 8. fejezetben lefrt 6sszehasonlitds
alapt modellek k6zé tartoznak. Karger, Klein és Tarjan [?] ad egy véletlenitett minimélis
feszitéfa algoritmust, amelyik varhat6 futdsi ideje O(V + E). Ez az algoritmus, hasonléan a
9.3 alfejezet linedris idej(i kivalasztds algoritmushoz, rekurziét alkalmaz: egy rekurziv hivas
azt a segédproblémadt oldja meg, amely tetsz6leges minimadlis fesz{t6fahoz nem tartozé élek
E’ halmazat hatdrozza meg. Ezutdn az E — E’-re tett mdsik rekurziv hivdssal meghatdrozza a
minimdlis feszit6fat. Ez az algoritmus Boruvka algoritmusanak és King feszit6fa ellenrzé
algoritmusanak 6tleteit is felhasznalja.

Fredman és Willard [?] megmutatta, hogyan lehet O(E+V) id0 alatt minimadlis feszit6fat
taldlni egy nem Osszehasonlitds alapt determinisztikus algoritmussal. Algoritmusuk felté-
telezi, hogy az adatok b bites egész szamok, és a szam{tégép memoridja b bites szavanként
cimezhetd.
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