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A vizsgálódási modell:

Vizsgálódásainkat az úgynevezett szinkron modell segítségével végezzük, melynek jellemzője, hogy a folyamatok egyszerre végzik műveleteiket, és a végrehajtás szinkronizált ütemekben történik.  A szinkronizálást egy ütemező valósítja meg, de ennek konkrét működésétől eltekintünk, mi kifejezetten csak a folyamatok állapotaival és a köztük lévő üzenetváltásokkal foglalkozunk. Az egyes folyamatokra indexelt azonosítókkal hivatkozunk, ahol az indexeket valamely indexhalmazból, az azonosítókat pedig az angol ABC-ből vesszük(Legtöbbször a „P” betűt használjuk, utalva a process angol kifejezésre). 
Így egy n folyamatból álló modell esetén az egyes folyamatokra általában a 
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jelöléseket használjuk. Mint ahogy azt már fent említettük, az egyes folyamatok üzenetváltásokkal kommunikálnak egymással. Azt, hogy mely folyamat küldhet üzenetet közvetlenül egy másiknak egy irányított vagy irányítatlan gráf segítségével írjuk le.  Csak a rend kedvéért egy irányítatlan gráfon egy G=(V, E) rendezett kettőst értünk, ahol V a pontok, míg E az élek halmaza. E elemei (v1,v2) rendezetlen párok v1,v2 
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V, ahol a rendezetlenség a (v1,v2)=(v2,v1) egyenlőséget jelenti.  Irányított gráf esetében az E élek halmaza rendezett párokat tartalmaz, azaz ekkor a (v1,v2)=(v2,v1) egyenlőség nem teljesül. Az alábbi példában egy 4 folyamat közötti kommunikációs vonalakat és irányukat reprezentáló irányított gráfot láthatunk.


[image: image3] 
A fenti ábrához tartozó gráf a következő: 

G=(V={P1,P2,P3,P4}, E={(P1, P2), (P1, P3), (P1, P4), (P2, P3), (P4, P2)}).
Tehát például a P1 folyamat küldhet üzenetet a P2 folyamatnak, de fordítva nem.

Az irányítatlan gráfos reprezentálást akkor használjuk, ha a folyamatok közötti kommunikációs vonalak kétirányúak(Természetesen a kétirányú kommunikációs vonalak irányított gráfokkal is leírhatóak).  Gyakorlatban a folyamatok kommunikációs vonalaihoz hozzászoktunk rendelni egy úgynevezett mértéket, súlyt. Ez a súly lényegében egy  w:E->R típusú, az éleken értelmezett valós értékű függvény. A súly lehet például az átvitel sebessége, stb. Az egyes folyamatok állapotait úgynevezett változó halmazokkal írjuk le. Minden egyes 
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 folyamathoz hozzárendelünk egy 
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 halmazt. Ezen kívül lehetnek globálisan az egész modellt, rendszert meghatározó változók is. Legyen ezen változók halmaza 
[image: image6.wmf]{

}

12

,,...,

m

GVarvaltozovaltozovaltozo

=

. A változók típusára vonatkozóan semmilyen megkötést sem teszünk. Így használni fogjuk a valtozo1=1 és valtozo2=ismeretelen utasításokat is. Azonban megpróbáljuk kerülni az olyan utasításokat mint például: valtozo1=1, valtozo1=ismeretelen.  A modell ismertetetése után most rátérünk a konkrét feladatra, annak megoldására és elemzésére.    
A legrövidebb utak problémája:  
Legyen adott egy G=(V,E,w) erősen összefüggő irányított, nem-negatív élsúlyozott gráf. Az erősen összefüggő gráf azt jelenti, hogy minden v1,v2 
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 V, v1
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v2 csúcs esetén létezik irányított út v1-ből v2-be, azaz létezik olyan <p0,p1,…,pn> élsorozat ahol, p0=v1, pn=v2, és minden (pi-1, pi) 
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 E i=1,...,n. Egy P=<p0,p1,…,pn> irányított élsorozat hosszán a következő összeget értjük hossz(P)=
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. Feladatunk, hogy egy kitüntetett s 
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 V csúcsból (kezdőcsúcs) egy e
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 V csúcsba megkeressük a legrövidebb élsorozatot(útat). Célunk kettős: Megszeretnénk határozni a legrövidebb út hosszát és megakarjuk adni valamilyen formában a legrövidebb utat. Ismeretes, hogy a Dijkstra, Bellman-Ford algoritmusok megoldják ezt a feladatot. Mindkét algoritmus valamilyen formában azt a tényt használja, hogy legrövidebb utak részútja is legrövidebb út. Tehát a már ismert legrövidebb utak „kiterjesztésével” próbálják meghatározni a még nem ismert legrövidebb utakat(Megj.: A leghosszabb utak keresése ezért problémás. Nincs „viszonyítási alap”.). Az a tény, hogy legrövidebb út részútja is legrövidebb út a következőképpen látható be: Legyen P=<p0,p1,..,pn> egy legrövidebb út p0-ból pn-be. Tegyük fel indirekte, hogy P’=<p0,p1,..pn-1> nem legrövidebb út p0-ból pn-1-be. Ekkor viszont létezik legrövidebb út  p0-ból pn-1-be: Q=<q0,q1,…,qm> ahol q0=p0 és qm=pn-1, melyre w(Q)<w(P’). Mindkét oldalhoz w(pn)-t hozzáadva a következő egyenlőtlenséghez jutunk: w(Q)+w(pn)<w(P’)+w(pn)=w(P). Ez pedig ellentmondás hiszen találtunk egy olyan útat, ami rövidebb mint a legrövidebb út p0-ból pn-be.  A továbbiakban arra keressük a választ, hogy a Bellman-Ford algoritmus soros változatát miként tudjuk „átemelni” a szinkron modellbe.
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A soros Bellman-Ford algoritmus áttekintése:

Tekintsük egy G=(V,E,w) erősen összefüggő irányított, nem-negatív élsúlyozott gráfot, ahol |V|=n.  A Bellman-Ford algoritmus azt a tényt használja fel a legrövidebb utak kereséséhez, hogy ekkor a legnagyobb élszámú legrövidebb út hossza kisebb vagy egyenlő mint n-1. Itt a hossz most az élsorozat éleinek a száma.(w
[image: image14.wmf]º

1). Ugyanis tekintsük az alábbi gráfot:

[image: image15]
Ekkor a fenti gráf erősen összefüggő és irányított. Legyen a kezdőcsúcs P1. Az az élsorozat, ami legtöbb élből áll és egyben legrövidebb út is <P1,P2,…,Pn>. Ha <P1,P2,…,Pn,P1> lenne akkor az nem lenne legrövidebb út P1-ből P1-be,mert a súlyok nem negatívak(Ha minden súly 0 lenne, akkor legrövidebb lenne, de akkor is elég lesz az algoritmushoz n-1 iteráció). Élszámot csak úgy tudunk növelni, ha Pi-t összekötöm Pj-vel. Ekkor viszont mondjuk egy 
< P1,P2, ..Pi,P2,P3,…,Pn> sorozat esetén az élszám nőtt, de a nem negatív élsúlyok miatt, a Pi,P2 kör felesleges(nem csökkenti P1, Pn távolságát), tehát n-1 iteráció megint elég lesz. Ha viszont az új él egy „előre mutató lesz” pl. <P1,Pi,Pi+1,…,Pn> akkor két eset van. Ha a w(P1,Pi)<
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 akkor ez rövidebb út lesz, mint <P1,P2,…,Pn,P1>, de az élszáma is kevesebb. Ha w(P1,Pi)>=
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 akkor a legrövidebb út P1 és Pn között 
<P1,P2,…,Pn,P1> lesz, ekkor az élszám marad továbbra is n-1. Összeségében tehát azt mondhatjuk, hogy ahhoz, hogy a legrövidebb utat megtaláljuk elég n-1-szer minden éllel közelíteni. Megjegyzés: Mi itt csak nem negatív élsúlyú gráfokkal foglalkoztunk, azonban a Bellman-Ford algoritmus működik negatív élsúlyok esetén is. Az egyetlen probléma, akkor van, ha a gráf tartalmaz negatív súlyú köröket. Ekkor a fenti állítás nem érvényes, ugyanis ha mondjuk (P2,P1) élt beszúrom olyan súlyal amire teljesül hogy w(P2,P1)= -w(P1,P2)-1 akkor nem tudunk felső korlátot adni a legnagyobb élszámú legrövidebb út hosszára, hiszen ekkor az élszám
[image: image18.wmf]®¥

 és a legrövidebb út
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 minél többször megyünk körbe a <P1,P2,P1>  élsorozaton. Ilyenkor is n-1 iterációt alkalmaz a Bellman-Ford algoritmus csak utána megállapítja a negatív súlyú kör  tényét. Ekkor is elmondhatjuk, hogy a Bellman-Ford algoritmus helyesen működik, mert ilyenkor minden csúcs távolsága a kezdőcsúcstól 
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 távolságra van. Ugyanis a  negatív élsúlyú körön végtelen sokszor végig menve az út  
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 lesz, ami lenyeli a fenn maradó pozitív élsúlyú részútak hosszát. Vagyis ha az iterációk száma végtelenhez tart, akkor a kezdőcsúcs és egy tetszőleges csúcs közti távolság mínusz végtelenhez tart. Az alábbi pszeudokód a Bellman-Ford algoritmust írja le.

For minden v 
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 V\{s}-re


Szulo[v]:=nil
                        Tav[v]:=
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Szulo[s]:=nil


Tav[s]:=0


For 1 to |V|-1

            
For all (u,v) 
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 E

                        
If Tav[u]+w((u,v))<Tav[v]





Tav[v]:= Tav[u]+w((u,v))

                                    Endif



Endfor


Endfor

A tav[i] változó tartalmazza az i-dik csúcs pillanatnyilag ismert legkisebb távolságát az s kezdőcsúcstól. A szulo[i] változók segítségével határozhatók meg a legrövidebb útak.
Az algoritmus futásideje:
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 ezért azt mondhajuk, hogy 
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Most nézzük, hogy tudnánk ezt az algoritmust átemelni a szinkron modellünkbe.
A szinkron Bellman-Ford algoritmus:
Az ötlet a következő. A szinkron modell ismertetése során felvázoltuk, hogy a folyamatok kommunikációs csatornái leírhatók gráfok segítségével. Ezért kézenfekvő az ötlet, hogy a gráf mindenegyes csúcsához rendeljünk hozzá egy folyamatot. Jelöljük ezeket a folyamatokat 
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-el. A gráf élei pedig határozzák meg azt, hogy a folyamatok mely folyamatokkal kommunikálhatnak közvetlenül. Ezzel a folyamatok közti üzenetküldési topológiát meghatároztuk. Most már csak az a kérdés, hogy az egyes folyamatok állapotait milyen változó halmazok segítségével írjuk le. Legyen a Pi folyamathoz tartozó változó halmaz a következő:
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 annak a folyamatnak az indexét tartalmazza, ahonnan a legutolsó közelítést végeztük, 
[image: image30.wmf]i

tav

 pedig a legutolsó közelítet távolságot tartalmazza. Ezentúl minden egyes folyamat állapotát, a fenti kettőssel reprezentáljuk. Már csak az egyes folyamatok műveleteit kell megadnunk. Az eredeti algoritmuson lényegében nem változtatunk. Az n-1 iterációs lépés fogja alkotni a szinkron modellben az ütemeket. Mindenegyes ütem hatására a folyamatok párhuzamosan végzik tevékenységüket. 
Az egyes process műveletek ismertetése előtt feltesszük, hogy a kezdőcsúcshoz rendelt folyamat P1, továbbá 
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=nil és a többi 
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 nem definiált.
Nézzük tehát, hogy a Pi-dik folyamat milyen tevékenységeket végez . Pi miden ütemben elküldi a  az aktuális 
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 értékeit a kimenő szomszédainak. Ugyanakkor Pi-nek is lehetnek 
bejövő szomszédai  melyek ugyanúgy küldik a megfelelő 
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értékeket, ahogy Pi tette. Ezért Pi a fogadáskor a következőt teszi. Kiválasztja a bejövő 
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+w((j,i))-ok közül a legkisebbet és összehasonlítja 
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-vel, ahol j  a bejövő szomszédok indexhalmazát futja be. Ha 
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+w((k,i))<
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 teljesül (k az az index melyre a 
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+w((j,i)) minimális), akkor a Pi folyamat felülírja a 
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 értékét  
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+w((k,i))–val, a 
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 értéket pedig k-ra állítja. Természetesen a fenti műveletek elvégzéséhez a folyamatoknak ismerniük kell a ki-és bemenő szomszédaikat. Ennek az algoritmusnak a hatékonyságát a futásidővel és az üzenetszámmal jellemezzük. Ha feltesszük, hogy az egyes folyamatok üzenet küldése és fogadása
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 nagyságrendű, akkor az algoritmus futás ideje 
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. Vagyis a csúcsok számával arányos. Az üzenetszám esetén vizsgálódjunk egyetlen ütemen belül. Minden folyamat a kimenő szomszédainak küld üzenetet. De minden bemenő él egyben valahonnan nézve kimenő él is, így az egy menetben küldött üzenetek száma |E|. Vagyis az egész algoritmus üzenet küldési száma (n-1)|E|=
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. Látható, hogy a soros algoritmushoz képest az élek közelítésének futásidejét egy meneten belül sikerült 
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Q

-re levinnünk (Ugyanis az élek közelítése párhuzamosan egy időben(ütemben) zajlik), azonban az üzenetszám tükrözi a soros algoritmus futásidejét(Valamit valamiért). Még egy fontos dolgot figyelembe kell venni. A gyakorlatban a kommunikációs költség meglehetősen nagy lehet. Ez azt jelenti, hogy hiába tudtuk levinni a futás időt n-1-re, 
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 üzenetet kell eljutatnunk egyik folyamattól a másikig. Ha mondjuk a folyamatokat valamilyen hálózat köti össze, akkor az üzeneteket keretekre kell bontani, fejlécet kell hozzácsapni, esetleg valami kontrol információval(hibajelzés- javítás) és ezt egy közegen keresztül kell továbbítani. Gondoljuk meg, hogy ha valamelyik hálózat sokat késlekedik szétesik a szinkronizáció, hisz az ütemező már a következő ütemet futtatná. Mondjuk a példa elég vad volt, hisz ilyen hálózati forgalomirányítás probléma esetén az aszinkron Bellman-Ford algoritmust használják. Linch[1] szerint az aszinkron Bellman-Ford algoritmust használta az APRANET(Az Internet elődje) forgalomirányításra 1969 és 1980 között. Ezzel csak arra szerettem volna rávilágítani, hogy nem elhanyagolható a kommunikációs költség sem. Azért egy egyszerű javítás ezközölhető. Feleslegesen terheljük a folyamatok közötti kommunikációs csatornát ha a Pi folyamat 
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 értéke 
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, hisz ilyenkor biztosan nem tudunk javítani. Tehát a Pi folyamat csak akkor küldi el 
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 aktuális értékét a kimenő szomszédoknak, ha az nem 
[image: image55.wmf]¥

. Ekkor viszont az egyes folyamatok a következő sorrendben kezdik el az üzenetküldést.  Kezdetben csak a kezdőcsúcs küld üzenetet, mire a tőle 1 éltávolságra levő csúcsok elvégzik a közelítést. A 2. menetben a kezdőcsúcs, meg a tőle egy éltávolságra lévő folyamatok küldenek üzenetet. A 3. menetben már a kezdőcsúcstól 2 éltávolságra lévő csúcsok is küldenek üzenetet, és így tovább. Úgy képzeljük el az egészet mintha lefuttatnánk egy szélességi keresést a kezdőcsúcsból. Az így kapott éltávolságok megadják, hogy a Pi folyamat mikor kezd el üzenetet küldeni. Ha Pi legrövidebb éltávolsága a kezdőcsúcstól x akkor az x+1-dig menetben fog üzenetet küldeni először. Azt is fel lehet még használni a javításban, hogy ha a 
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 értékek 2 egymást követő menetben nem változnak, akkor 
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-k már a legrövidebb útak hosszait tartalmazzák, így meg lehet állni. Most nézzünk egy példát! Az első esetben a nem javított, a második esetben a javított algoritmust használjuk.
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Az alábbi táblázatok a nem javított algoritmus végrehajtásával készültek.
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Az összes üzenet szám: 4*8=32.

Az alábbi táblázatok a javított algoritmus végrehajtásával készültek.

1 menet:
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	P1
	
	0
	
	
	

	P2
	
	
	
	
	

	P3
	
	
	
	
	

	P4
	
	
	
	
	

	P5
	
	
	
	
	

	Előző tav
	0
	 
[image: image86.wmf]¥


	
[image: image87.wmf]¥
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	Új tav
	0
	6
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	Szulo
	nil
	1
	-
	-
	-


2 menet:
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	P1
	
	0
	
	
	

	P2
	
	
	6
	6
	

	P3
	
	
	
	
	

	P4
	
	
	
	
	

	P5
	
	
	
	
	

	Előző tav
	0
	 6
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	Új tav
	0
	6
	11
	15
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	Szulo
	nil
	1
	2
	2
	-


3 menet:
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	P1
	
	0
	
	
	

	P2
	
	
	6
	6
	

	P3
	
	
	
	11
	

	P4
	
	
	
	
	15

	P5
	
	
	
	
	

	Előző tav
	0
	 6
	11
	15
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	Új tav
	0
	6
	11
	14
	16

	Szulo
	Nil
	2
	2
	3
	4


4 menet:
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	 P1
	
	0
	
	
	

	P2
	
	
	6
	6
	

	P3
	
	
	
	11
	

	P4
	
	
	
	
	15

	P5
	15
	15
	15
	
	

	Előző tav
	0
	 6
	11
	14
	16

	Új tav
	0
	6
	11
	14
	16

	Szulo
	Nil
	2
	2
	3
	4


Az összes üzenet szám: 1+3+5+8=17.

A fenti táblázatok az egyes ütemeken belüli üzenetváltásokat tartalmazzák. Ha az (i,j) oszlop egy x értéket tartalmaz, akkor annak  jelentése, hogy a Pi folyamat az x tav üzenetet küldte a Pj folyamatnak. Az utolsó 3 sor a tav, szulo változók alakulásait követi nyomon. Látható, hogy a fenti javítással az üzenetszámot a felére tudtuk csökkenteni. Persze ez nem általános érvényű. Ha veszünk egy gráfot, aminek nem túl sok csúcsa van, de sok éle akkor a fenti javítás már nem ennyire szemet gyönyörködtető.
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