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1. Bevezetés

Ebben a dokumentációban - a nevezetes gráfalgoritmusok köréből jól ismert –Szélességi keresés problémájával foglalkozunk. A környezet osztott, pontosabban aszinkron hálózati rendszer, amelyet G = (V,E) gráfokkal modellezünk, ahol a processzorok (vagy folyamatok) a csúcsok és az adatátviteli vonalak az élek. Az elemzés során, két processzor között mindkét irányú kommunikációt megengedjük, azaz a modellezéshez használt gráf irányítatlan, továbbá feltesszük, hogy összefüggő. A rendszer aszinkron, tehát az üzenetek bármelyik időpillanatban érkezhetnek és a processzorok a lépéseiket tetszőleges gyorsasággal végezhetik el.
A dokumentáció további fejezeteiben bemutatjuk az elemzendő algoritmusokat kitérve azok megvalósítására. Az elemzés során megvizsgáljuk, hogy az algoritmusok hogyan viselkednek különböző hálózati topológiában (viselkedés alatt a futási időt és a küldött üzenetek számát értjük).

Az elemzés során az Osztott algoritmusok ([1]) című könyv jelöléseit használjuk. Ezzel összhangban 
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-lel jelöljük egy adott folyamat két küld művelete közötti eltelt idő felső korlátját, valamint d-vel a kommunikációs csatornán lévő legrégebbi üzenet kézbesítési idejének felső korlátját.
2. Algoritmusok

Mint említettük a probléma szélességi keresés, azaz a megoldandó feladat az, hogy a hálózat minden egyes folyamata szülő kimenettel jelentse, hogy ki a szülője, az algoritmus során felépített feszítőfában. A folyamatoknak semmilyen plusz ismeretük nincs a hálózat méretét illetően, tehát nem ismerik sem az átmérőt, sem a folyamatok számát. A folyamatok között van egy kitüntetett szerepű csomópont, jelöljük ezt 
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-al, ebből a csúcsból kiindulva kell a feszítőfát felépíteni.
Először – a szinkron hálózati modellből ismert – SzinkSZK algoritmus aszinkron környezetbeli megvalósítását, az AsszinkFeszFa, majd a – már szélességi keresőfát felépítő – RétegzettSZK algoritmust ismertetjük (informálisan), bemutatva azok futási idejét és elküldött üzeneteik számát.
2.1. AsszinkFeszFa

Ismeretes, hogy a SzinSZK 
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-ból kiindulóan szinkron módon bejárva a gráfot megkonstruál egy szélességi feszítőfát. Ezen algoritmus aszinkron beállítások mellet is garantáltan előállítja a feszítőfát. Azonban a felállított feszítőfa nem feltétlenül szélességei feszítőfa, erre láthatunk példát az elemzések között. A következőkben az algoritmus működését mutatjuk be.
A végrehajtás alatt mindvégig a folyamatok két csoportba sorolhatók, „megjelölt” és „nem megjelölt”, induláskor azonban csak az 
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 indexű tartozik az első csoportba. Az első menetben az [image: image5.wmf]0
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-adik folyamat keres üzenetet küld az összes szomszédjának. Bármelyik menetben, ha egy „nem megjelölt” folyamat egy keres üzenetet fogad, megjelöli magát és szülőnek választ egyet azon folyamatok közül, melyektől a keres üzenetet kapta. A folyamat – közvetlenül megjelölése után – továbbküldi szomszédjainak a keres üzenetet.
Könnyen belátható, hogy az algoritmus összes üzenet száma 
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(2|E|) ≈ 
[image: image7.wmf]O

(|E|) hiszen a keres üzenet egy élen – kétirányú kommunikáció miatt – legfeljebb kétszer halad át. A futási idő átm(
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, ugyanis – [image: image10.wmf]0
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 kivételével – a folyamatok ennyi időn belül előállítja szülő kimenetét.
2.2. RétegzettSZK

Az algoritmus a szélességi feszítőfát úgynevezett rétegekben állítja elő, ahol a k. réteget a fa k mélységben lévő csúcsai alkotnak. Az egyes rétegek létrehozása különböző – az [image: image11.wmf]0
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 folyamat által vezérelt – fázisokban történik. A következőkben e fázisok bemutatásával ismertetjük az algoritmus működését.
Az első fázisban [image: image12.wmf]0
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 keres üzenetet küld az összes szomszédjának, majd vár a visszajelzésre. Az első fázisban keres üzenetet kapó folyamatok pozitív nyugta üzenettel válaszolnak [image: image13.wmf]0
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-nak. Így az összes, 1 mélységben lévő folyamat [image: image14.wmf]0
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-t meghatározza szülőjének és 
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 pedig ismeri a gyerekeit. Ez hozza létre az első réteget. Indukcióval a (k+1)-edik réteg meghatározásához tegyük fel, hogy k fázis már befejeződött és az első k réteg létrejött, azaz minden egyes, legfeljebb k mélységben lévő folyamat a szélességi feszítőfában ismeri a szülőjét és a legfeljebb (k-1) mélységben lévő pedig ismeri a gyerekeit. Továbbá a fa aktuális – k mélységben lévő – levelei értesítették [image: image16.wmf]0
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-t, hogy ez a szint már elkészült. A (k+1)-edik fázisban [image: image17.wmf]0
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 egy új_fázis üzenetet szór szét – a feszítőfa már felépített élei mentén – a k mélységben lévő folyamatokhoz, melynek hatására ezen folyamatok keres üzenetet küldenek – a szülőjük kivételével – az összes szomszédjuknak majd várnak a nyugta üzenetekre. Amikor egy – nem-[image: image18.wmf]0
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 – folyamat a végrehajtás során megkapja első keres üzenetét, a feladót szülőnek minősíti és pozitív nyugta üzenetet küld neki vissza. Amennyiben nem az első keres üzenettel van dolga, akkor a feladójának negatív nyugta üzenettel válaszol. Ebből adódik, hogy [image: image19.wmf]0
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 minden keres üzenetre negatív nyugta üzenettel reagál. A k mélységben lévő folyamatok, a nekik pozitív nyugta üzenettel válaszoló folyamatokat gyerekeinek minősíti. Amikor egy k mélységben lévő folyamat az összes keres üzenetére választ kapott, a feszítőfán visszaküldi [image: image20.wmf]0
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-nak azt az információt, hogy meghatározta a gyerekeit. Emellett azt is visszaküldi, hogy talált-e k+1 mélységű csúcspontot. Amennyiben valamelyik fázisban [image: image21.wmf]0
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 szomszédjaitól csupa olyan üzenetet kapott, hogy nincs új gyerek, az algoritmus leáll.
A fenti algoritmus üzenet száma 
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(|E|) keres és nyugta üzenet van, továbbá minden fázisban, minden faélen végighalad legfeljebb egyszer egy új_fázis és az új mélységű csomópont felfedezését jelző üzenet. Mivel legfeljebb átm+1 fázis van ezért ez utóbbi típusú üzenetekből legfeljebb 
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) van. Az egyes fázisok 
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 időt vesznek igénybe, tehát a – futási időt meghatározó – időbonyolultság 
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3. Elemzés

Az elemzés során bemutatjuk a két algoritmus konkrét adatok melletti viselkedését, valamint megmutatjuk, hogy a fent leírt hatékonysági mértékek – ezen adatok mellett is – igazak. Bár köztudott, hogy a fenti becsléseknek csak nagyobb méretű gráfokra van jelentősége, mégis mi most csak kevés csúcspontú gráfokkal kísérletezünk, vizsgálva, hogy ez utóbbi fajtájúakra miként viselkednek algoritmusaink
A fenti algoritmusokat C++ nyelven implementáltuk, Linux operációs rendszer alatt, a párhozamos környezetet támogató pvm könyvtár segítségével. E könyvtár segítségével lehetőségünk nyílt arra, hogy a gráf csúcsaiként szolgáló folyamatokat valóban külön processzorokon futtassuk, tapasztalva ezzel a valódi hálózati kommunikációs időbonyolultságot. Az elemzés során ezen bonyolultsággal most nem foglalkozunk, inkább a küldött üzenetek és azok mennyiségbeli jellemzői képezik vizsgálatunk tárgyát.
Az algoritmusokat 5 speciális – 9 csúcsból álló – gráfon teszteltük, melyek között szerepel teljes, sűrű és ritka gráf. Kezdjük a ritka gráf bemutatásával.

3.1. Ritka gráf


A követezőekben a két algoritmus viselkedését az 1.1.ábrán látható gráfon mutatjuk be. Először az AsszinkFeszFa működését tárgyaljuk, majd a RétegzettSZK algoritmust vizsgáljuk meg, végül összehasonlítjuk a két program eredményeit, levonva a megfelelő következtetéseket. Az ábrákon szürkével jelöltük az adott futtatáshoz tartozó gráf kiinduló csúcsát, valamint vastag fekete vonalakkal emeltük ki a végrehajtás során a feszítőfába bekerült éleket.
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1.1.ábra: Ritka-gráf


3.1.1. AsszinkFeszFa


Tekintsük a következő, 1.2.ábrán látható kiindulási állapotot, azaz legyen a kiinduló csúcs az 1-es.
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1.2.ábra: Kiindulási helyzet 1-es kezdő csúccsal
Ekkor az algoritmus az 1.3.ábrán látható feszítőfát építette fel. Könnyen látható, hogy ez a fa egyben szélességi keresőfa is, mely a következőképpen épült fel. 
Az algoritmus indulásakor az 1-es csúcs (folyamat) keres üzenetet küld minden szomszédjának, tehát a 4-es, a 2-es és az 5-ös csúcsnak. Ezek után a 2-es és 5-ös csúcs küld keres üzenetet a nem szülő szomszédjának a 6-os, illetve a 8-as csúcsnak, melynek hatására ez utóbbi két csúcs megjelöli magát. Ezt követően mindkét csúcs tovább küldi a
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1.3.ábra: 1-es gyökerű feszítőfa
szomszédjainak a keres üzenetet. A 8-as csúcs elküldi a 7-esnek és a 6-osnak, míg a 6-os folyamat a 8-as, 3-as és 9-es felé továbbítja az üzenetet. Észrevehető, hogy miután a 6-os és 8-as folyamat is megjelölt lett, egymásnak még elküldik keres üzenetüket.
A keres üzeneteket összeszámolva az összes elküldött üzenet 10, ezt összevetve az 
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(|E|) becsléssel, ahol most |E| = 9 látható, hogy az nem pontos, a 2-es szorzó nem elhanyagolható (de finomítható).

Vizsgáljuk most az algoritmust ugyanezen gráfon, más kiindulási állapotból, azaz legyen most a kezdő csúcs az 5-ös. A kiindulási állapot az 1.4.ábrán látható.
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1.4.ábra: Kiindulási állapot 5-ös kezdő csúccsal


Ekkor az algoritmus által meghatározott feszítőfa az 1.5.ábrán látható. Megfigyelhető, hogy a kapott fa nem szélességi keresőfa, továbbá az eredmény jól jellemzi a hálózati kommunikáció okozta aszinkronitást.
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1.5.ábra: 5-ös gyökerű feszítőfa

Az ábrán megfigyelhető, hogy az 1-es csúcstól indított keres üzenet egy hosszabb – 3 csúcsból álló – úton hamarabb eljut a 8-as csúcsba, mint az 5-ös csúcsból, holott az 5-ös a 8-as közvetlen szomszédja.

Az összes elküldött üzenet száma jelen esetben is 10.


3.1.2. RétegzettSZK


Először tekintsük most is az 1.2.ábrán látható kiindulási gráfot, azaz legyen a kezdő csúcs most is az 1-es. Mivel – ebben az esetben – már az AsszinkFeszFa algoritmus a szélességi feszítőfát határozta meg, ezért ezen algoritmus által felépített fa sem lesz más, mint a 1.3.ábrán látható.


A különbség most csupán a küldött üzenetek számában jelentkezik, ami a következőképpen határozható meg. Az algoritmus az 1. fázisban elküldi szomszédjainak (a 4-es, 2-es és 5-ös csúcsnak) a keres üzenetet, melynek hatására azok visszaigazolják felé pozitív nyugtával, hogy őt tekintik szülőjüknek. Tehát az elküldött üzenetek száma az 1. fázis végén 6. A második fázisban az 1-es csúcs új_fázis üzenetet szór szét gyerekeinek, mely hatására azok keres üzenetet küldenek a nem szülő szomszédjaiknak. Az így meghatározott új csúcsok a 6-os és a 8-as, melyek pozitív nyugtával igazolják ezt a 2-es és 5-ös csúcsnak. Tehát így az 1-es csúcs ez utóbbi két gyerek csúcsától azt a választ kapja, hogy „találtak új mélységben lévő csúcsot”, míg a 4-es folyamat „nemleges” választ ad. Így a 2. fázisban küldött összes üzenet szám 10. A 3. fázisban a 6-os és 8-as csúcshoz eljuttatott új_fázis hatására a két csúcs keres üzenetet továbbít a 3-as 9-es és 8-as, illetve a 7-es és 6-os folyamatok felé. Nyilván a 6-os a 8-as felé és fordítva, a 8-as a 6-os felé negatív nyugtát küld, hiszen ez a két csúcs már meghatározott. A többi csúcs viszont még nem az ezért pozitív a nyugta a szülő folyamataik felé. A 3. fázis végére az 1-es csúcs szintén 2 „igen” és 1 „nem” választ kap az új mélységre vonatkozó kérdésére, ez által az összes küldött üzenet szám 20. A 4. fázisban az 1-es csúcs új_fázis üzenete már a gráf minden csúcsához eljut, ezért minden szomszédjától a „nincs új mélység” választ kapja, így leállítja az algoritmust. A 4. fázis végén az üzenet szám, a feszítőfa élszámának kétszerese, azaz 16. A fázisonként meghatározott üzenetszámokat összeadva megkapjuk az összesen elküldött üzenetek számát, ami 6 + 10 + 20 + 16 = 52. Az algoritmus ismertetésekor mi az üzenetszámra az 
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) becslést adtuk, ahol most, n = 9, átm = 4 és |E| = 9. Látható, hogy ilyen kis gráfok esetén a becslésben elhanyagolt konstans szorzónak most is fontos szerepe van.

Második esetként vizsgáljuk meg most is az 1.4.ábrán látható kiindulási állapotot, azaz legyen a kezdő csúcs az 5-ös. A lefutás után kialakított feszítőfa a következő, 1.6.ábrán figyelhető meg.
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1.6.ábra: 5-ös gyökerű szélességi feszítőfa


Látható, hogy a felépített fa – az AsszinkFeszFa algoritmus által meghatározot-téval ellentétben – szélességi keresőfa. A fa felépítése a fent leírtakkal analóg módon történik, az összes elküldött üzenet szám, pedig jelen esetben is 52, hiszen a feszítőfa éleinek száma nem változott (és nem is változhat!!!).

3.2. Sűrű gráf


A következőkben áttérünk egy sűrűbb gráf vizsgálatára, pontosabban most is az algoritmusok által elküldött üzenetek számát elemezzük, összhangban az algoritmusok definiálásakor leírtakkal. Tehát ebben az alfejezetben a 2.1.ábrán látható gráf képezi azt a hálózatot, amelyen az algoritmusaink operálnak. Most is külön-külön vizsgáljuk meg az algoritmusokat, hogy azonos bemenetre miként működnek és milyen feszítőfát építenek fel.
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2.1.ábra: Sűrű gráf 


3.2.1. AsszinkFeszFa


Tekintsük a 2.2.ábrán látható kiindulási helyzetet, azaz legyen a kezdő csúcs a 8-as folyamat és indítsuk el az algoritmust.
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2.2.ábra: Kiindulási állapot 8-as kezdő csúccsal


Az eredmény-fa a 2.3.ábrán látható. Természetesen az algoritmust többször lefuttatva, különböző eredmények születtek, mi a végrehajtás során a legtöbbször felépített feszítőfát mutatjuk be.


Látható, hogy a kapott fa most sem szélességi keresőfa, ugyanis, például az 5-ös, és 6-os csúcs is a 2-es folyamatot választotta szülőnek, holott azok a kezdő, 8-as csúcs közvetlen szomszédjai.
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2.3.ábra: 8-as gyökerű feszítőfa

Az üzenetek számát tekintve, indulás után a 8-as folyamat szétküldi a keres üzenetet a szomszédjainak, melyet egyedül a 2-es csúcs kap meg (természetesen a többi is megkapja, csak már későn), így az 5 üzenetből 1 ér célba. Tehát feltehetjük, hogy most csak a 2-es folyamat aktív, így az – a szülő folyamat kivételével – minden szomszédjának továbbküldi keres üzenetét, ez további 4 üzenetet jelent. Az ábráról leolvasható, hogy ezen üzenetek mindegyike célba is ér, tehát az 1-es, az 5-ös, a 6-os és 3-as folyamatok mind a 2-es csúcsot választják szülőjüknek. E folyamatok által elküldött keres üzenetek száma rendre 3, 5, 4, illetve 2, tehát összesen 14. Ez utóbbi információátadás hatására a 4-es és 7-es folyamatok a 2-es, míg a 9-es folyamat a 3-as csúcsot válassza szülőjének. Azonban – hiába találtuk meg az összes csúcsot – a keres üzenet továbbítása itt nem áll le, ugyanis az újonnan felfedezett csúcsok is továbbküldik azt, így az algoritmus leállása előtt még további 2, 3, illetve 2, azaz összesen 7 ilyen üzenet kerül kiküldésre. Tehát az algoritmus által elküldött össz-üzenet szám 5 + 4 + 14 + 7 = 30.

A kapott értéket összevetve az 
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(|E|) becsléssel, ahol most |E| = 19 láthatjuk, hogy a számolt felső korlát már nagyobb mértékben tér el, mint az előző gráf-típus estén.

3.2.2. RétegzettSZK


Az algoritmust szintén 2.2.ábrán látható gráfból kiindulva teszteljük, tehát legyen most is a kezdő csúcs a 8-as. A RétegzettSZK által meghatározott szélességi keresőfa a következő, 2.4.ábrán látható.

Az üzenetek számát tekintve az első fázisban a 8-as csúcs 5 keres üzenetet küld el szomszédjainak, melyekre azok pozitív nyugtával válaszolnak, tehát a fázis végére az összes küldött üzenet 10. A második fázisban a 8-as 5 új_fázis üzenetet küld el gyerekeinek, melynek hatására azok keres üzenetet küldenek tovább a nem szülő szomszédjaiknak. Ezen üzenetek száma a 7-es csúcsnál 3, az 5-ösnél 5, a 2-esnél 4, a 6-osnál 4 végül a 9-esnél 2, ami összesen 18, továbbá minden csúcs vissza is küld egy nyugtát, így a 2. fázis összes üzenet száma 46.
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2.4.ábra: 8-as gyökerű szélességi keresőfa

Mivel a 2. fázisban volt újonnan felfedezett csúcs (4, 1 és 3), ezért szükség van egy 3.fázisra is. Ebben a menetben az új_fázis üzenetek eljutnak a 2. fázisban felfedezett csúcsokig – a már felépített fa élein keresztül – melynek hatására azok keres üzenetet küldenek el szomszédjaiknak. A keres üzenetek száma a 3. fázisban összesen 2 + 5 + 2, azaz 9, továbbá ugyanennyi negatív nyugta kézbesül is vissza a szülőkhöz, ehhez hozzájön még a 8 új_fázis és az ezekre kapott válasz üzenet, ami összesen 34. Mivel a 3. fázis végére a 8-as folyamat csupa olyan üzenetet kapott vissza gyermekeitől, hogy „nincs új mélységű csúcs”, az algoritmus leáll és az összes elküldött üzenet száma 90.


A kapott értéket összevetve az 
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)  becsléssel, ahol |E| = 19, n = 9 és átm = 3 láthatjuk, hogy a becslés sűrű (kis) gráfokra nagy mértékben eltér.


3.3. Teljes gráf


Végül tekintsük az egyik legspeciálisabb hálózat-típust a 9 folyamat által meghatározott teljes gráfot. Mivel ezt a fajta gráfot – még ilyen kevés csúcsszám mellett is – elég nehéz ábrázolni és még nehezebb átlátni, ezért ennek reprezentálását elhagyjuk, csak az algoritmusok által meghatározott feszítőfát rajzoljuk fel. 


A menet most is az, hogy először bemutatjuk az AsszinkFeszFa viselkedését, majd áttérünk a RétegzettSZK algoritmus elemzésére.

3.3.1. AsszinkFeszFa


Legyen a kezdő csúcs a 9-es folyamat, ekkor az algoritmus lefutása után meghatározott feszítőfa a 3.1.ábrán látható alakot ölti.
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3.1.ábra: 9-es gyökerű feszítőfa


Megfigyelhető, hogy az eredmény most sem szélességi feszítőfa, ugyanis ahhoz a „csillagpontban” a 9-es csúcsnak kéne lenni.


Ami a küldött üzeneteket illeti, látható, hogy a 9-es csúcs, induláskor elküldött 8 keres üzenetéből mindössze 1 ért célba, melynek hatására az 1-es folyamat szülőjének választotta a kezdő csúcsot. A „2. menetben” az 1-es csúcs minden – nem szülő – szomszédjához eljuttatja keres üzenetét, ami még 7-tel növeli az elküldött üzenetek számát. Ezt követően az új csúcsok is szétküldik keres üzenetüket, ami további 56 üzenetet jelent. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus leállása után az összes elküldött üzenet száma 8 + 7 + 49 = 64.

A kapott értéket összevetve az algoritmushoz tartozó 
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(|E|) becsléssel, ahol most |E| = 36, láthatjuk, hogy az elhanyagolt 2-es konstans szorzós becsléshez igen közeli értéket kapunk.

3.3.2. RétegzettSZK


Legyen most is a kezdő csúcs a 9-es folyamat. Az algoritmus futása után a következő – 3.2.ábrán látható – szélességi keresőfa rajzolódik ki.
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3.2.ábra: 9-es gyökerű szélességi keresőfa


Vizsgáljuk most meg az elküldött üzenetek számát. Láthatjuk, hogy az első fázisban a 9-es folyamat 8 keres üzenetet küld szét az összes szomszédjának és ugyanennyi a fogadott pozitív nyugták száma. Tehát az első fázis végén a folyamatok által küldött üzenetek száma 16. A 2. fázisban ehhez hozzájön 8 új_fázis és az ezekre kapott válaszok, valamint az új folyamatok egymásnak küldött 7-7 keres és negatív nyugta üzenetei, ami összesen 16 + 2 * 56 = 128 új üzenetet jelent. A 2. fázis végén a 9-es folyamat csupa negatív választ kapott gyerekeitől, így az algoritmus leáll. A küldött üzenetek száma ekkor tehát 16 + 128 = 144.

Az eredményt összevetve az 
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)  becsléssel, ahol most |E| = 36, n = 9 és átm = 1, láthatjuk, hogy a becslés teljes gráfokra nem igazán pontos, a konstans szorzó értéke 3 és 4 közötti.

3.4. Összegzés


A kapott eredményeket összevetve láthatjuk a két algoritmus közötti lényeges különbséget. 

Ugyan az AsszinkFeszFa algoritmus esetében a megállás problémájával nem foglalkoztunk, (hiszen ennek pvm-mel történő megvalósítása igen egyszerű) láthatjuk, hogy a küldött üzenetek száma a RétegzettSZK esetében minden esetben jóval több volt, mint a másik algoritmus esetében.


A kommunikációs időbonyolultsággal most ugyan nem foglalkoztunk, de mégis észrevehető abban a jelenségben, hogy az AsszinkFeszFa algoritmus nem mindig a legrövidebb utakat találta meg 2 csúcs között. Ezzel látható volt, hogy néha az üzenetek hosszabb útvonalakon gyakran gyorsabban haladtak, mint a rövidebb útvonalakon.


Továbbá megmutattuk, hogy az algoritmusok elemzésekor használt becsléseknél a konstans szorzóknak is nagy szerep jut ilyen kevés csúcsból álló gráfok esetében, ugyanis levezetett állítások csak nagy méretű bemenő adat – jelen esetben gráf – esetén érvényesek igazán, ahol a „nagy méret” alatt valamilyen végtelenhez közeli értéket értünk. Azonban a valóságban ennél kisebb méretű adatok felett operálunk (még ha nem is ennyire kicsi, mint azt példáinkban láthattuk). Megjegyezzük, hogy természetesen a kiszámolt becslések pontosak, hiszen az 
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 függvény definíciója a következő:
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, ahol c valamilyen konstans érték.
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