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Gauss - Seidel algoritmus:

A -z = b linedris egyenletrendszer megoldasara haszndlhaté iterdciés maéd-
szer. A n X n -es ritka matrix, x és b pedig n hosszi vektorok. z = Cz + ¢
fixpont egyenlet alakra formaljuk és kiindulva egy tetszolges xy kezdovektorbdl,
képezzik az xp11 = Cxy + ¢ kiizelitd megoldasok sorozatat. Ha xj sorozat
konvergens és tart az x* -hoz akkor az eredeti egyenletnek is megoldédsa lesz.
Tovabbi informaciok talalhatok http://numanal.inf.elte.hu/ soveg/ oldalon az
oktatasi anyagok kozott letoltheto jegyzetben.

Megvaltoztatni egy ritka matrixban a rendezettséget az egy permutécids
matrix segitségével lehetséges. (PAPT)(Px) = (Pb)

Lehetséges parhuzamositasok:

Amig a Gauss-Seidel algoritmus sird matrixokra szekvencidlis, lehetséges
azonositani ritka métrix particiékat amikben nincs k6z6s adat, tehdt a szamités
mukodhet parhuzamosan, és kozben a szigori precedencia szabalyait is meg-
tartjuk a Gauss-Seidel mddszernek. Tehat egy egész ritka matrix particié sza-
molhaté parhuzamosan mindenfajta kommunikacié nélkiil. Blokk diagonalis
felbontast hasznalunk a parhuzamositashoz. Az utolsé diagondlis blokk repre-
zentalja az osszekapcsolddasi struktirat az egyenleten beliil, ami parositja a par-
ticidkat a matrix blokk diagondlis részébe. Az egyenleteket graffal reprezentaljuk
amit szinezni tudunk. A kiilonalls szinek sorokat reprezentdlnak ahol 2*+!
parhuzamosan szamolhato, mert egy szinen belil nincs két csics kozott él.
Definidljuk a linearis egyenletrendszer egy particionédlasat, ahol a P permutéacios
matrix rendezi a matrixunkat blokk diagondlis forméaba.
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Ha a blokk diagondl métrix particiék A;;, A , és Aim(l < i < m —
1) ugyan arra a processzorra keriilnek, akkor nincs kommunikécié amig z¥+!
kiértékelodik. Kell egy médszer amivel ilyen blokk diagondlis alak elérheto.
Erre a csics-szakité (node-tearing) algoritmust haszndljuk aminek van egy fel-

haszndlé altal megadhaté bemeneti maramétere, maxpp, a diagonalis blokkok



maximalis mérete. E paraméter véltoztatdsa nagyban befolydsolja a parhuza-
mos algoritmusunk teljesitményét.
A parhuzamos algoritmus a kévetkezo részekbol all:

1. z(*tD kiszdmitdsa a diagonalis blokkokban
2. b kiszémitdsa a (métrix x vektor) parhuzamos eldallitdsai dltal
3. z(k+1) kiszdmitdsa az utolsé diagonalis blokkban.
4. konvergencia ellenorzése
Tapasztaliti eredmények:

A péarhuzamos Gauss-Seidel algoritmus teljesitménye két Gsszetevotol fligg
nagyon. Az egyik a matrix rendezés teljesitménye az elofeldolgozasi fazisban,
a masik pedig a parhuzamos Gauss-Seidel implementélasatalasa. Eloszor min-
denféle sebesség méréseket vegeztek 3 nagy kiterjedéstt métrixon. Ezeket a
matrixokat egy szekvencidlis program segitségével rendezték, és eloallitottak
az adatstruktirat a parhuzamos algoritmus szdmara. Ezen elofeldolgozéds sordn
t6bbféle mazpp (a blokk diagondlis métrixa alakité algoritmus bemend paramé-
tere) értéket haszndltak. A tapasztalati eredményeket egy NPAC CM-5 nevezetii
gép segitségével szerezték (1-32 processzort haszndlva). Az 5. dbra mutatja
ezt a relativ sebességet aszerint, hogy 2,4,8,16 vagy 32 processzort hasznéltak.
Lathatd, hogy logaritmikus fv-hez hasonlé az egyes bemeno métrixokhoz a gy-
orsulds fliggvénye. Az EPRI-6K nevezetti matrixnal a legjobb a teljesitménye
az algoritmusnak, a masik 2 matrixra koriilbelul azonos. Ez annak a kovet-
kezménye, hogy a teljes szdmitdsi kapacitdas 5% -a az utdlsé diagondlis blokk
kiszamitasa, mivel itt sok kommunikacié torténik a tobbi folyamattal.

A relativ sebesség részletes vizsgdlata taldlhaté a 6. abran az EPRI-6K
adatra. Azt mutatja, hogyan valtozik a gyorsasag a particiék szamanak fliggvé-
nyében a blokk diagondlis formara hozo algoritmusban. Jél mutatja a terhelesi
egyensilyhidanyt ez a grafikon. A 4 bemeno adatra 16 processzor hasznélatdig
kortilbeliil azonosak a sebességek, azonban 32 processzornal szétvélik és lathato,
hogy tobb particié esetén rosszabb a sebesség. Valamint vizsgdljuk meg a
sebességet az algoritmusunk 4 kiilonbozo szakaszaban. A 7. dbran 1évo 4 dia-
gramm ezeket az eseteket mutatja be, annak fliggvényében, hogy mekkora volt
a maxrpp érték (4 kiilonbozo értékre vizsgaltak: 128, 192, 256, 320). Logikus
elvaras, hogy a processzorszam novelésével a leheto legjobb idot érjiik el , azaz a
fliggvények egy vonal mentén folyamatosan csokkenjenek. Ez a feltevés a mérési
eredményeket nézve nagyrészt igaz, kivéve a utolsé blokk szamitdsanal, ahol
nagy mértékben megugrik a szamitdsi ido a processzorszam duplazasa kozben
(ez jol 1atszik 8 processzor utdn). Ennek egy oka, hogy egyes mdtrix rendezésekre
nem tudja elosztani a munkét egyenletesen nagy szamu processzorok esetén. Ez
foleg akkor fordul elo ha a max pp értéket tiil nagyra valasztjuk. Kisebb maxpp
értéknél még 60 vagy tobb processzorra is jobb sebesség érheto el.

Ismét elmondandm, hogy minden elérheté parhuzamositds ebben a munka-
ban a matrixrendezés eredménye és felismerni az Osszefliggést a matrix strukti-
rén beliili kapcsol6dédsi mintdban. Azon métrixok amikben a teszteket végezték
elég rendhagydak és specialisak, a legritkdbb matrixok kozé tartoznak ilyen
szempontbdl. A csicsok 84,4% -énak 3 vagy kevesebb éle van az EPRI-6K
adatban. Kovetkezésképpen ezek a matrixok jelentos kihivast adnak arra, hogy



eloallitsunk hatékony parhuzamos algoritmusokat ritka matrixokra. A 8. dbran
lathato egy tipikus rendezése az EPRI-6K -nak ahol a maxrpp egyenldo 256
csuccsal. Ez a matrix reprezentalja a hdlézati graf szomszédsagi strukturajat és
vildgosan mutatja a ritkasdgot. A nem 0 elemek pontokkal vannak feltlintetve.

Kovetkeztetés

Az cikkben bemutatott parhuzamos Gauss-Seidel algoritmus az emlitett
ritka és rendhagyé matrixok esetén jé relativ gyorsulast mutat. A blokk di-
agondlis matrix felbontas megkonnyitette az implementéaciét és a probléma de-
komponaldsat konnyebben feldolgozhaté részekre. A méar emlitett node-tearing
algoritmus segitségével megoldhaté a matrix rendezése ilyen matrixok esetén,
és csokkentheto az egymastdl fiiggo egyenlet parok szama, amibol az kovetkezik
Jhogy a gréf-szinezo algoritmusnak dltaldban elég 2 vagy 3 szin az utolsé blokk
szinezésénél. A matrixelemek kozotti aktudlis kapcsolatok meghatarozasa utan
lehetett barmiféle parhuzamositdst végezni (minél kevesebb egymads kozotti kom-
munikdciéval jarjon a processzorok munkdja, és akkor nagy gyorsulds érheto el),
ez derult ki a cikkbol az elemzés soran. Tehat lehet érezni, hogy a lehetséges
parhuzamositasok korlatozottak. Megmutattak azt is, hogy relativ hatékonysag
csOkkenés érheto el , persze a matrixtdl fliggden, ha 8 processzorndl tobbet
hasznalunk futds kozben.

Mivel elég specidlisnak kell lennie a bemenetnek ahhoz, hogy az algorit-
mus utolsé részében is hatékony gyorsulast tudjunk elérni a processzorszam
novelésével, a kovetkezo elemzés az algoritmus elso részének vizsgalatara szorit-
kozik. A teljes algoritmus kdodja megtaldlhaté a mellékelt cikkben. Nézzik az
elso részét, £Ft1) kiszdmitdsa a diagonélis blokkokban:

for minden i-edik sorra ezen a processzoron
x’_1 <= x_i
x_i <= b_i
for j eleme [1,n] ahol a_ij nem egyenld O
x_i <= x_i - (a_ij * x_j)
endfor
x_i <= x_i / aii
endfor

Ahhoz, hogy a fenti problém&t megoldjuk sziikségiink van egy alkalmas
parhuzamos kornyezetre amiben lehetoség van tobb processzor kozott elosz-
tani a munkat, és igy a futdsi idot nagymértékben csokkenteni tudjuk. Ilyen
lehetoséget nydjtanak a PVM vagy MPI programok, amiket egy daemon segit-
ségével egyszerre tObb processzoron vagyunmk képesek futtatni. Azonban egy
sokkal érdekesebb és napjainkban egyre nagyobb teret kapd rendszert valasz-
tottam a szimuldciéhoz, ami a GRID. A t6bbszintt parhuzamossédg érhetd el
a GRID rendszerekben. Meghatarozhatom, hogy mely eroforrdsokat szeretném
igénybe venni, persze csak azok koziil amelyekre jogosiltsdgom van.

A szimulaciomat a HUNGRID -ben végeztem, amibe az ELTE-s portal
segitségével jelentkeztem be: http://pgrade.inf.elte.hu cimen érheto el. Work-
flow szerkezeti programokat képes futtatni a GRID-ben a portal. FEz a egy
irdnyitott kérmentes graf amiben az egyes részprogramok (job) elindulédsa fiigg
az o0t megelozoektol, ha valami adatot var amire sziiksége van. TObb ilyen grafra
végezteme futasi eredmény vizsgalatot. Az eltérések ezek kozott a szamitott



maétrixok mérete, és ennek megfeleloen a graf csicsainak szdma. Ezen méreteket
a mar fentebb emlitett maxpp érték hatdrozza meg. A GRID-ben egy ilyen
workflow elinditdsa utan csak percekkel késobb kezdenek el futni a csticsokban
definidlt programok, ennek oka a sok elozetes kommunikaciéban, a terheltségben
és a jogosultsigok vizsgilatdban keresendd. Azonban ha egy program tSbb
Oraig is fut, ez a péar perc a futdsi idoben elenyészo. Az elsd mérési eredmény
pontosan erre vonatkozik. Ha a maxpp til nagy a diagondlis blokkok kicsik
lesznek. Ezeken a kis részmatrixokon végzett szamitdsok hamar befejezodnek.
Itt a programok elinduldsahoz sziikséges ido nagyobb a futasi idonél. Ezutén
azt vizsgdltam, hogy a matrixok méretének novekedése hogyan befolyasolja a
futési idot.

Az egyszerli elemzés érdekében n x n -es métrixokat vizsgaltam. A futdsi
idok aranyai érdekesek szamunkra, ezért tényleges mértékegységet nem adok
sehol, csak nagysagrendekkel probdlom érzékeltetni az eltelt idot. A futdsi ido
nem véaltozott nagy mértékben ha n értéke 1000 alatt volt. Az elokésziiletek
a futdshoz nagysdgrendileg megegyeztek, mivel az adatokat elkiildeni a pro-
cesszorhoz koriilbeliil ugyan annyi idobe telt tetszoleges n esetén, valamint az
eredmény visszaérkezése is hasonlé idot vett igénybe. Ez a teljes futasi ido 5,
ha n <1000 , egy processzoron. De az n novelésével a futdsi ido nagyban nott.
n = 1700 -ra mar 7, n = 2400 -ra 17, n = 3100 -ra koriilbeliil 50 -ra valtozott
a futasi ido. Fontos kihangsilyozni, hogy ezek a futési idok egy processzorra
vonatkoznak. Jol lathaté ebbdl, hogy a futdsi ido n-hez (amit linedrisan novelek)
nézve sokkal gyorsabban né (mélyrehaté szamitdsokat nem végeztem, de taldn
mopndhatom azt, hogy exponenciélisan n6). Azonban ha egymas mellett tobb
ilyen szamitast is elinditok, ezek egymassal parhuzamosan tudnak futni a GRID-
ben. Tehat a futasi ido azonos lesz ha 2, 3 vagy m db ilyen szdmitast inditok
el parhuzamosan, mert nem varnak egymastél adatot. Persze fligg a gridben
1évo eroforrasok terheltségétol, de pl. ha 10 db program fut amely mindegyike
n = 2400 akkor a futdsi ido 17 lesz. Itt tudunk elérni nagyfoku parhuzamositést.

Ha van kezdetben egy matrix ahol n = 10000, ezt blokkdiagonalis formara
hozva elérjiik azt, hogy sok kis részmatrixon kell szamitasokat végezni, amiket
rdadasul lehet parhuzamosan is futtatni. Pl. ha 4 darab diagonalis blokkunk
van akkor a mellékelt abran 1évé workflow fut, amiben a négy egymaés mellett
1évo cstcs egyszerre képes futni. Tehdt a kovetkeztetés az, hogy ha megvan a
blokkdiagonalis felbontds, parhuzamositéssal elég nagy gyorsitasa érheto el az al-
goritmusnak. Az egész elemzés és szimulécié arra irdnyult, hogy bebizonyitsam,
a GRID teljesen alkalmas az adott probléma megolddsara, valamint a SZTAKI
altal fejlesztett portal segitségével egyszertien tudjuk futtatni parhuzamosan a
programjainkat, illetve a fent emlitett probléméra adott programot.



