Tökéletes kocka.
(Madarász János, Budapest, 2010. december 1.)
Bit mátrix olyan mátrix, amiben csak 0 és 1 szerepel.
Periodikus mátrix olyan mátrix ahol, ha lemegyünk a rácsról az egyik oldalon, akkor az ellenkező oldalon találjuk magunkat, az indexeket moduloban értjük, ahol a modulo alapszáma az él hossz.  

Tökéletes bit mátrixon olyan periodikus mátrixot értünk, amiben az összes adott méretű bit mátrix szerepel pontosan egyszer.

Példa 4x4-es tökéletes mátrixra, összesen 32 darab van:
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Pédla n=3, a=2,b=9 –re:
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A kis mátrixot jelöljük „A”-val  az oldal hossza legyen „a”.
A nagy mátrix, ami tartalmazza, az összes A-t jelöljük „B”-vel  az oldal hossza legyen  „b”.

A következő összefüggést lehet megadni ‘a’ és ’b’ között:

2^(a^2)=b^2

pl: a 4x4 –es B ,(ahol az a=2 b=4), esetén igaz a következő:   2^(2^2)=4^2=16.

1.megállapítás: B-ben az 1-esek száma és a 0-sok száma megegyezik.
Indoklás: 
Mivel minden A benne van a B-ben, ezért A-nak a negáltja is benne van a B-ben.
A és neg(A)  egyenlő darab 1-est és 0-ást tartalmaznak, tehát a B  mátrix is kiegyenlített.

    Ez a gondolat általánosítható a következőképpen: Ha n az abc száma, a betűkhöz számokat rendelünk 0..n-1 ig, ezek a számok modulo, ciklikus csoportot alkotnak, tehát lehet  őket léptetni a ciklusnak megfelelően.

Fogunk egy tetszőleges A-t és minden egyes elemét léptetjük, ezt ismételve egy diszjunkt ciklikus csoportot kapunk, amely elemei az A-mátrixok.
Ez a csoport minden betűből egyenlő darabot tartalmaz, mivel A minden pontjában végig mentünk a betűk ciklikus csoportján.
Mivel A mátrixokat osztályozni lehet , fel lehet osztani diszjunkt ciklikus csoportokra, amelyek kiegyenlítettek, ezért a B is kiegyenlített lesz.  

Kiegyenlített vektor előállítása:

Kiegyenlített vektor olyan vektor, amely ugyan annyi 1-t és 0-t tartalmaz.

Természetesen csak páros hosszú vektorok jöhetnek szóba.
Összesen binomial(2n,n) darab 2n elemszámú vektor van.

Belövéses módszer:
1. lépés: Csupa 0-val feltöltjük a vektor.
2.lépés véletlen szám generátorral kisorsolunk egy számot, és megnézzük, mi van az adott indexen a vektorban, ha 0 akkor felül írjuk 1-el ha nem akkor újra generálunk egy indexet ezt addig ismételjük, míg n darab 1 est be nem szúrtunk.

Műveletidő: O(n).

Geometriai eloszlás (első sikeres kísérlet sorszáma) várható értéke:1/p
ahol p az esemény bekövetkezésének valószínűsége.

Az első lépés valószínűsége 1 tehát 1 lépésben be fog következni, hogy 1 db 1 eset beszúrtunk. A 2. 1-es belövésének a valószínűsége (2n-1)/2n ~0.9999, ezért a várható értéke ~1.000001.
Az i-edik 1-es belövésének a várható lépésszáma: 2n/(2n-i) ~ 1
Az i=n esetén a várható lépésszám 2.
A futásidő felső becslése 2*n.
Átlagos futásidő:   Sum((2*n)/(2*n-i),i=1..n)= -2 n Psi(-n + 1) + 2 n Psi(-2 n + 1)<(3/2)*n

Ezzel a módszerrel a kockát, mátrixot 62%-ban fel lehet tölteni.

Binomiális rekurzív módszer:
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A képlet szerint 2n hosszú kiegyenlített vektort lehet generálni 2 db n hosszú vektorból.
Ezt az eljárást lehet alkalmazni rekurzívan.

Összesen binomial(2n,n) db különböző 2n hosszú kiegyenlített vektor van.
A sorszám fogja jelölni, hogy hányadik variációt szeretnénk.

Főrekurzió (n, sorszám)
1. meg kell határozni, hogy hány 1-es legyen a vektor első felében.
sum( binomial(n,i)^2,i=0..egyesszám) < sorszám  #maple kód
alsóhatár =sum( binomial(n,i)^2,i=0..egyesszám) 

2. Al rekurziók megivása.
első rész=Alrekurzio(n/2,egyesszám,(sorszám-alsóhatár) mod binomial(n/2,egyesszám))
második rész=Alrekurzio(n/2,n/2-egyesszám,(sorszám-alsóhatár) rem binomial(n/2,egyesszám))

3. első rész és második rész konkatenációja.

Alrekuzio:

1.Ha  k alatt k/2 eset meghívunk még egy  főrekurziót.
egyébként  BinomialVektor(n,k) 
Tetszőleges binomiális vektor előállítása:

BinomialVektor(n: a vektorhosz,  k: hány darab 1-es legyen, w:hanyadik formát szeretnénk):

1. Helyvektor  feltöltése, amely tárolja hogy hol vannak az 1-esek a vektorban.   
  
hely[1..k]=1..k
2. Határvektor feltöltése, amely tartalmazza hogy meddig mehet el a k-adik 1-es. 
  
határ[1..k]=n-k-1-index
  
v[1..n]=0
3. 1-esek léptetése w jelöli, hogy hányszor léptetünk max binom(n,k)
  
for i:1..w
    
növel(k)
4.Vektor kiirtatása.
 
for i:1..k
  
v[hely[i]]=1
növel(k):         #rekurzió
1.léptetjük a k-adik 1-est.
     v[k]++;
2.ha elértük a határt akkor meghívjuk rekurzívan 
     if v[k]=határ[v]
        növel(k-1)
         v[k]=v[k-1]+1
return

Műveletigények:
Tetszőleges binomiális vektor:
T(n)=T(n-1)+c  alakban adható meg  ami O(n!)

Főrekurzió műveletideje O(log[2]n *O(n!))

A binom függvény kiszámításának művelet ideje teta(k!*n) .

2. megállapítás: a B mátrix blokkosan Anti szimmetrikus.
Az általánosság megszorítása nélkül  megtehető, hogy kijelöljük az A mátrix bal alsó pontját, elemét főnöknek, aki megmondja, hogy   tőle jobbra, felette milyen bitekből épül fel az A mátrix.
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A főnökkel fogjuk azonosítani az A mátrixot.

A B mátrix  szimmetrikus , ezért feltehető, hogy egy A mátrix negáltja a lehető legtávolabb van A-tól.
Vagyis a főnök a legtávolabb van az Anti főnöktől.
A B mátrixban a legnagyobb távolság a távolság metrikánktól függ.
A legegyszerűbb távolság metrika ebben a periodikus mátrixban a jobbra lépések száma + a felfele lépések száma.
A legnagyobb távolság a B mátrixban a (b/2, b/2) vektor, ennek a hossza b.


Tehát most már tudjuk, hogy a főnökhöz képest hol és hogyan helyezkedik el az Anti főnök, aki pont a negáltja a főnöknek, de ez minden főnökre igaz, tehát minden pontnak a negálja megtalálható a (b/2, b/2) vektor által jelölt helyen.
A következő a B mátrix felépítése:    
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Az 1-es blokk negáltja a periodikusság miatt került a jobb alsó sarokba.
Ez a gondolatmenet általánosítható több dimenzióra és nagyobb abc-re is:
Ha n az abc mérete, akkor az A mátrix negáltján n abc felett azt a mátrixot értjük ahol a betűk a betűk ciklikus csoportján belül a legtávolabb van. Ez a távolság n/2.

3. pont:

 Az előző gondolatot folytatjuk: hol lesz a fél Anti főnök? 
Feltehetően egyenlő távolságra lesz az előző 2 főnök között.
A ez a távolság átlóban b lesz különben pedig b/2.
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Az a kérdés merül fel, hogy hol van a többi félig kitöltött mátrix?
Mert az átlókban 4*b/2=2b db főnök van, az összes félig kitöltött mátrixból pedig van 

( a^2 alatt (a^2)/2).

Ötlet binomiális háló alkalmazása.
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Az „A” mátrixokat lehet  csoportosítani kitöltési arányuk szerint, ezekből van a csoportokból binomial(a^2,x)  darab. 
a^2  iteráción keresztül folyamatosan felezzük  a csoport létszámot, amelyik nem osztható 2 hatványával, annak  a felezési egyenesen kell lennie.
Például van egy szimmetrikus egyenes szárú háromszögünk, amely tartalmazza a következő csoportokat:
{1,2,3,4,5},{6,7,8},{9} ha felezzük a háromszöget, akkor a páratlan elemszámú halmazokban 
vannak olyan elemek, amik az átlón lesznek.

Ezt az algoritmust folytatva, felhasználva a szimmetriákat a B mátrix minden pontjában meg tudjuk mondani, hogy mennyi a kitöltési arány.

Ezekből az adatokból lehet sejteni a B mátrixot, ezek valószínűséget fognak csak megmutatni.   

convert(binomial(16,i),binary); 
8:11001001000110
7:10110010110000
6:  1111101001000

5:  1000100010000
4:      11100011100
3:        1000110000
2:              1111000
1:                  10000
0:                          1

A kettes számrendszerbeli alakból visszafelé leolvasható, hogy melyik elem akad fenn a hálón.
Például az 1 menetben a (16,0),(16,16) fog fenn akadni.
2. menetben a (16,8) akad fen.
3. menetben (16,8) (16,4) adat fel.
És így tovább.

Az első menetben fel akadt (16,0) ,(16,16) tehát tudjuk, hogy ezek helyezkednek el a fő felező vonalon/átlón.  
Következő (16,8) felakadt a 2. felező vonalon.

Ezzel a módszerrel meg mondható, hogy  A mátrixok milyen súllyal helyezkednek el, ha szimmetrikus a B mátrix.

Generáláskor 1/k valószínűséggel rakjuk be 1-t  a megfelelő pontokra, amiket a binomiális hálóval találtunk.


MultiGrid alkalmazása szitálásra.
Parciális differenciából kaptam egy ötletet iterációs algoritmusra.
Az algoritmus ötlete az, hogy váltózó rács felbontással megyünk  végig a mátrixon, 
és felbontásomként ellenőrizzük, hogy  van-e ismétlés az A-k között, ha van, akkor azt lecseréljük egy még nem szerepelt A-ra véletlen szerűen. 

A kipróbálás után azt kaptam, hogy lassan konvergál: 10000 lépés után javított 3%-ot
Programozás

Programozásnál érdemes a következőket megfogadni:

Legyen bit adatszerkezet, én unsigned integer vektorban tároltam a biteket és ehhez írtam kezelő fv-t.
Bitbeállító, BitLekérdezőt.
’A’ Mátrixhoz értéket rendeltem: a mátrixokat sorbatörtem és a bináris számot használtam, amit reprezentál..

2^27 bit letárolásához  16 Mb kell.

Tökéletesség leellenőrzéséhez  is unsigned integer vektort alkalmaztam amit halmazként használtam.

Brute Forcal összesen: 2^(2^27) ~ KN próbálkozás kell.
A antiblokk szimmetriával 2^(2^26) –ra „csökken” de így is végtelenig tartana.

További lehetőségek, járatlan utak:
Idő végessége miatt nem tudtam megvizsgálni a következőket:
Az útolsó pillanatban találtam egy cikket ami azt tartlamazza, hogy lehet tökéletes sorokból tökéletes 2 dimenziós mátrixokat generálni.
El lehetne gondolkodni, hogy lehet-e update-elni az eljárást úgy hogy például egy sorból és egy 2 dimenziós mátrixból létrehozzon egy kockát.
Másik megvizsgálandó objektum a n=2, a=4, b=256, dim=2 mátrix.
Esetleg belőle kiindulva találhatnánk más használható szimmetriát.  
Be nem bizonyított sejtésem, hogy van egy szimmetria tengely a maradék 2 negyed mátrix között.
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