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Kivonat

Az F-KIZARO PAROSITAS j6l ismert NP-teljes probléma, mar a Garey-Johnson
konyvben is szerepel: adott egy G = (V, E) paros graf, valamint egy konfliktuspa-
rokbdl all6 F' C F x E halmaz. Egy olyan legnagyobb pérositast keresiink, amely
minden parbdl legfeljebb az egyik élt tartalmazza.

Irena Rusu cikkében taldlhatunk egy bizonyitast arra, hogy az F-KIZARO PA-
ROSITAS probléma diszjunkt parok esetén mar legfeljebb 3 foka paros grafokban is
NP-teljes, mi pedig hasonléképpen megmutatjuk, hogy a probléma erésen diszjunkt
parok esetén mar fakon is NP-teljes.

A probléméanak kiillénb6z6 paraméterezései lehetségesek. Az egyik paraméter
legyen a konfliktusparok szama, amelyet a tovabbiakban f-fel jel6liink. Ebben az
esetben az a kérdés, hogy milyen nagy lehet egy maximaélis F-kizar6 parositis az
adott grafban. Adunk egy O(2f-m-/n) futasi idejt kereséfa-algoritmust paros gra-
fok esetén, ahol m a graf élszamat, n pedig a csiicsszdmat jelenti, ezzel megmutatva,
hogy a probléma FPT-ben van az f paraméter esetén.

Kézenfekvs és altalanos paraméterezése a parositasokkal foglalkozé problémak-
nak a parositas mérete, ezt a paramétert mi k-val fogjuk jelolni. Ebben az esetben
az a kérdés, hogy létezik-e egy legalabb k méretd F-kizard parositas a grafban. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor a probléma W[1|-nehéz, de ha a konfliktuspéarok diszjunktak,
tehat egy él csak egy parban fordul els, akkor a 3-HALMAZ PAKOLAS probléméra
vezethetjiik vissza linearis id6ben. Mivel a 3-HALMAZ PAKOLAS problémara léte-
zik FPT algoritmus, ezéltal az F-KiZARO PAROSITAS probléméra is kapunk egy
FPT-algoritmust (diszjunkt konfliktuspéarok esetén). Ezen kiviil adhato egy f-ben
és k-ban lineéris kernel.

Az utolso vizsgalt paraméter pedig az w favastagsag, amely mellett a probléma
mar w = 1 esetén is NP-teljes.

Végiil megmutatjuk, hogy a LOKALIS KERESES F-KIZARO PAROSITASRA prob-
léema W(l]-nehéz ¢ és k* paraméterek esetén, ahol ¢ a keresés sugara, és k* a

megvaltoztatott konfliktusparok szama.
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I. rész

Bevezetés

1. Parositasok

Hogyan taldlhatunk lehetéleg sok fiiggetlen élt egy adott grafban? Minden cstcs lefedhe-
t6 fiiggetlen élekkel? Ezekre a kérdésekre a grafelméletbdl kaphatunk valaszokat. Abban,
hogy ezeket a valaszokat megtalaljuk, néhany tétel és algoritmus lesz segitségiinkre. El6-
szOr néhany fogalmat definidlunk.

Egy M pdrositis egy G = (V, E) grafban egy olyan E’ C FE élhalmaz, amelyben az
éleknek nincs kozos végpontja. Egy legnagyobb méretii parositast a G grafban mazimadlis

pdrositdsnak hivunk.

1.1. Motivacido

Mindenekel6tt szeretnék egy egyszertd példat bemutatni, amelyet kénnyt grafokkal mo-
dellezni ugy, hogy a feladatot egy parositas keresésére vezetjiik vissza. Tekintsiink egy
olyan iigynokséget, amely parokat probal kozvetiteni. A cél az, hogy a férfiak és a ndk
halmazabol a lehetd legtobb part allitsuk Ossze. Feltessziik, hogy két személy akkor al-
kothat egy part, ha szimpatikusak egymas szamara. Egy par egy férfib6l és egy nébél
all, és minden személy csak egy parban szerepelhet.

Ebben az esetben egy olyan grafot konstrudlhatunk, melynek csiicsai a személyeket
reprezentaljak, és két csiucs Ossze van kotve, ha az azok altal képviselt személyek szim-
patikusak egymasnak. Ha taldlunk egy maximalis parositast ebben a grafban, akkor a

lehet6 legtobb part valasztottuk ki a jelentkez&k koziil.

1.2. Irena Rusu eredményei

A MAXIMALIS SULYU F-KIZARO PAROSITAS probléma Irena Rusu cikkében [29] van
megemlitve ez a specidlis maximélis parositasi probléma. ElGszor a problémét és néhany
1j fogalmat fogok bemutatni, majd az eredményeket ismertetem.

Adott egy G = (V, E) graf és egy w : E — R7 silyfiiggvény. A G graf feszitett parosi-
tasa (induced matching) egy olyan parositas, amely egy feszitett részgrafot formal. Egy
legnagyobb silyt parositds G-ben olyan M parositas, amely éleinek 6sszsilya maximalis.

Ezt a problémat MAXIMALIS SULYU PAROSITAS-nak (MWDM-nek) nevezziik.



Legyen G = (V, E) egy graf és ' C E x E konfliktusparok egy halmaza. Egy F'-kizdro
parositds (odd-matching) (G, F)-ben G-nek olyan parositasa, amely minden parbol legfel-
jebb csak egy élt tartalmaz. Ha adott egy silyfiiggvény, a legnagyobb silyozott F-kizaro
parositas egy legnagyobb oOsszsillyal rendelkezd F'-kizaré parositéds. Ez a probléma a

MAXIMALIS SULYU F-KIZARO PAROSITAS.

MAXIMALIS SULYU F-KIZARO PAROSITAS:

Bemenet: G = (V, E) graf, w : E — R* sulyfiiggvény, a konfliktusparok
F C E x F halmaza és egy pozitiv egész K szam.

Kérdés: Létezik (G, F)-ben legalabb K sulyt F-kizard parositas?

Diszjunkt pdroknak nevezziik az olyan konfliktusparokat, ha az egyes konfliktusparok-
nak nincs kozos éliik. Azt az esetet kritikus esetnek nevezziik, amikor a konfliktusparok
diszjunktak és w egy konstans fiiggvény. Ez az eset NP-teljes[12], paros grafok esetén
is. Ez az eredmeény a [13, 14| cikkeken alapszik. Ezen kiviil egy K, ,,,n > 3 teljes paros
grafban egy n/2 méretii F-kizar6 parositas O(n?) id6 alatt taldlhato meg [3].

Irena Rusu [29] a kovetkezd eredményeket fogalmazza meg a cikkében:

o A MAXIMALIS SULYU F-KIZARO PAROSITAS NP-teljes legfeljebb 3 fokd paros gra-

fok esetén, ha a konfliktusparok diszjunktak és a silyfiiggvény konstans.

e Erre a problémara létezik egy (A(T'(F)) + 1)-kozelits algoritmus altalanos grafok-

ban.

2. Alkalmazasok

Ebben a fejezetben az F-KIZARO PAROSITAS két alkalmazasat mutatjuk be. Az egyik
biologiai alkalmazas, amely a [29] cikkben van megemlitve, a masodik a vezeték nélkiili

héalozatokkal kapcsolatos. Az utobbi témahoz tébb informaciot talalhatunk a [1] cikkben.

2.1. Biologiai alkalmazas

Az olajrepce névényfajta (neve: Colza) két kiilonboz6 osztalyba sorolhaté. A [ robusztus”
valtozat, amely sok alpha-linolenic-savat tartalmaz (ez a sav az emberi szervezet szama-
ra egészséges, de a test ezt nem termeli), és a ,torékeny” valtozat, amely kevés alpha-

linolenic-savat tartalmaz.



A biologusok a két osztalybol szeretnének parokat kivalasztani, és Gket ugy keresz-
tezni, hogy kevés savval rendelkez§ ,,robusztus” valtozatot kapjanak. A keresztezés altal
tehat csak ,torékeny” valtozati novényeket kapunk.

A feltételek a kovetkezdk:

e Minél nagyobb a genetikai tavolsdg két novény kozott, annal igéretesebb a parok

keresztezése;
e Lgy valtozat csak egy parban szerepelhet;

e Néhany part nem lehet egy id6ben keresztezni. Tekintsiik a {Py, P{}, { P, Py} és
{Ps, P;} parokat. A P; cstcsok a ,robusztus” valtozatot jelolik, a P/ csticsok pedig
a torékenyt”. (lasd az 1. abrat). Mivel a { Py, P{} és { P>, Py} parok genetikailag til
kozel vannak egymashoz, ezért ha a két part egyszerre keresztezziik, akkor az eld-
allitott novények hasonl6 genetikai tulajdonsigokkal fognak rendelkezni. Ezért az
ilyen parokat konfliktusparoknak nevezziik, igy ezek koziil a parok koziil legfeljebb

csak az egyiket keresztezziik.

Mivel ilyen péarok nem fordulnak el6 gyakran, érdemes a problémat a parok szamaval

paraméterezni.

P, R P,

1. abra. A kozel lev6 parok nem keresztezhetk egyszerre.

2.2. Vezeték nélkiili ad-hoc halézatok

A probléma vizsgalata soran meg kell hataroznunk a maximalis konkurens atvitelek
szamat, mely a MAC-rétegben (Media Access Control) ad-hoc vezeték nélkiili haloza-
tok esetén létrejohet. Megmutatjuk, hogy a virtudlis hordoz6 érzékelésen alapulé MAC-
protokollok egy nagy osztalya RTS/CTS iizeneteket hasznal, amely tartalmazza a nép-
szeri IEEE 802.11-es (Wireless LAN) szabvanyt. Az IEEE 802.11 egy vezeték nélkiili
adatatviteli protokoll, az OSI modell két legals6 rétegét, a fizikai és az adatkapcsolati
réteget definidlja. A kommunikacio két résztvevs kozott ad-hoc-modban (kozvetleniil)



vagy infrastruktira-modban egy hozzaférési pont (access point) segitségével kovetkezhet
be.

Minden atvitel olyan csomopontok kdzott zajlik, melyek egy radioé hatokdrén beliil
esnek, és itt mérhetd a legnagyobb lehetséges halozati kapacitas a MAC-rétegen beliil,
mivel ebben az esetben minden kommunikicié helyi jellegii. Ekkor, amennyiben két
kiilonallo eszkoz ugyanarra az allomasra kiild jeleket, azok megzavarhatjak egymast.

Hogy ezt a problémat elkeriiljiik, és tébb dllomasnak ugyanahhoz a kommunikécios
eszkOzhoz vald kozos hozzaférését lehetéveé tegyiik, a 802.11-es szabvanyon beliil leirt
CSMA /CA-mechanizmust (Carrier Sense Multiple Access with Collision Avoidance) al-
kalmazzuk. A CSMA /CA egy elvet jelol, mely az 6sszeiitkozés elkeriilését teszi lehetGvé
tobb halozati Allomasnak ugyanahhoz az atviteli kommunikécios eszk6zhéz vald hozzafé-
résénél.

Ha egy s kiild6 a t szomszédjaval akar kommunikalni, akkor s kiild egy ,request-to-
send” (RTS) iizenetet t-nek. Ha a fogadé allomas nem hallja mas allomas jelét, akkor
egy ,clear-to-send” (CTS) broadcast iizenetet kiild. Ezek az iizenetek hallhatok minden
olyan allomas szamara, mely s vagy ¢ (vagy mindkettsjiik) radiokorzetén beliil talalha-
t0, és ezek az lizenetek informaljak az allomasokat az elkdvetkezd adatatvitel hosszarol.
Amennyiben az s allomés egy CTS-t hall, kiildheti az adatokat is. Ha az adatok ered-
ményesen megérkeznek, ¢t visszakiild egy ,link-layer acknowledgment” (ACK) iizenetet
azért, hogy az s kiild6 értesiiljon az eredményes adatatvitelrdl.

A 2. dbra egy példahélézatot mutat, ahol az s dllomés a ¢ allomasnak kiild. Elészor s
kiild egy RTS iizenetet, s szomszédai ez id6 alatt nem kiildenek iizenetet. Ha ¢ elfogadja,
akkor visszakiild egy CTS {izenetet. Ezen id6ben t szomszédai nem kiildenek. Az s

allomas elkiildi az adatokat a ¢t allomasnak, és t megerésiti ezt egy ACK-val. Ez id§

alatt s és t szomszédai nem kiildenek.

2. abra. Az s é&llomas t-nek kiild. Mialatt ¢ kiild egy ACK-t, s és t egyik szomszédja
sem kiild. Ha s és ¢t egymassal kommunikilnak, egyik x-tel jelolt Osszekottetés sem
hasznalhato. A vastag élek egy feszitett parositast képeznek.



Az egyszerre torténd atvitelek szdmanak maximalizédlasa a FESZITETT PAROSITAS
(lasd 8.2. fejezet) probléméaval modellezhetd. Konstrualunk egy G = (V| E) gréafot, ahol
a csucsok a kiild6knek felelnek meg, és minden kiildének van egy hatotavolsaga. Két
cslics Ossze van kotve egymassal, ha hatétavolsagaik fedésben vannak.

Ha két adllomés adatokat kiild egyméasnak, akkor azon szomszédaik is halljak a CTS
izenetet, amelyek a hatotavolsagaikon beliil vannnak, és ezért nem tudnak egyméssal
egy id6ben kommunikalni. Ez azt jelenti a grafban, hogy a kivéilasztott élek nincsenek
kozvetleniil, egy éllel 6sszekdtve egymassal.

A FESZITETT PAROSITAS probléma megoldhaté F-KIZARO PAROSITAS-sal uigy, hogy
az adott G grafhoz konfliktusparoknak a kovetkezd halmazat definidljuk: F' = {{e, ¢'}|e, €

E és van egy e-vel és ¢-vel is szomszédos f él E-ben}.

3. Bonyolultsagelmélet

1965-ben J. Edmonds [7] amellett érvelt, hogy a polinomialis id6ben megoldhatosag egy
jo megfogalmazas a hatékony kiszdmithatosagra. Azt irta, hogy sok probléma polino-
miélis id6ben megoldhat6 egy determinisztikus algoritmussal, de néhanyuk a bemenet
méretének nem linearis, hanem négyzetes vagy kdbos idejében oldhaté6 meg. A munkaja
tartalmaznak, amelyek polinomialis id6ben egy determinisztikus, illetve egy nemdetermi-
nisztikus eljarassal megoldhatoak|8]. Emellett a tanulmény alapkérdése, amely a kiszé-
mithaté problémaknal fordul el6 az, hogy az adott problémét meg tudjuk-e oldani egy
olyan algoritmussal, amelynek legrosszabb futasi ideje a bemenet méretének polinomja.

1971-ben és 1973-ban S. A. Cook [4] és L. A. Levin [20] ¢nélloan dolgoztak ki egy
koncepciot az NP-nehézségre, és megmutattdk NP-nehéz problémék létezését. Munké-
juk nagy segitséget jelent ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy néhény probléma szamitogé-
pekkel kezelhetetlen. R. M. Karp utan [16] M. R. Garey és D. S. Johnson az 1970-es
években definialtak az NP-nehéz problémakat [12]. Azdta ezek a problémak tdjra és ujra
el6keriilnek, és a kutatok szamos modszert fejlesztenek azért, hogy ezekkel konnyebb le-
gyen banni. Az utobbi két évtizedben a paraméteres bonyolultsagelmélet bebizonyitotta,

hogy talalhatok hatékony algoritmusok az NP-nehéz problémaékra is.



I1. rész
Definiciok és jelolések
4. Grafelmélet

Egy G = (V, E) iranyitatlan graf a V' (G) csucsok halmazabol és az E(G) élek halmazabol
all. Mint szokasos, |V (G)|-t n-nel és |E(G)|-t m-mel jeloljiik.

4.1. Definici6 (Konfliktusparok). Konfliktuspdroknak nevezziik azokat az F' C E X E
élparokat, melyekre igaz, hogy egy F-kizar6 parositasban a konfliktusparokbol legfeljebb

csak az egyik él szerepelhet.

4.2. Definici6 (Diszjunkt konfliktuspéarok). Diszjunktnak nevezziik a konfliktusparokat,

ha az egyes konfliktusparoknak nincs kozos éliik.

4.3. Definici6 (Er6sen diszjunkt konfliktusparok). Erdsen diszjunktnak nevezziik a konf-
liktusparokat, ha az egyes konfliktusparoknak nincs kozos éliik, és az éleiknek nincs kozds

végpontjuk.

4.4. Definicié (Paros graf). Egy G = (V, E) grafot pdros grifnak neveziink, ha a G
pontjainak V(G) halmaza két részre, A és B halmazra oszthato gy, hogy G minden

élének egyik végpontja A-ban, masik végpontja B-ben van.

4.5. Definicié (Szomszédsag, fokszam, maximalis fokszam). Legyen G = (V, E) egy
graf. Egy v cstucs szomszédjainak halmazat N (v)-vel jeloljiik. Egy pontra illeszkedd élek
szama a pont fokszdma. A v pont fokszaméat d(v)-vel jeldljiik. A A(G) = maz{d(v)|v €

V'} fokszdm a G graf mazimdlis fokszima.

5. Parositasok paros grafokban

Ahhoz, hogy megtalaljunk egy maximalis parositast, néhany fogalomra lesz sziikségiink.
Legyen G = (V| E) egy paros graf és M egy tetszGleges péarositas G-ben. Egy P =
V1, Ve, ..., utat alterndld utnak neveziink M-re nézve, ha P felvaltva tartalmaz M-beli
illetve E'\ M-beli éleket. Fedetlen csicsoknak hivjuk az olyan csicsokat, amelyekre nem
illeszkednek M-beli élek. Az olyan P alternal6é utat, amely az egyik csicshalmaz egy

fedetlen cstcsaban kezdédik, és a mésik halmaz egy fedetlen csticsaban végzodik, javito



utnak neveziink M-re nézve. Lathato, hogy egy parositas egy javité it mentén ugy javit-
hato, hogy a P 1ton talalhatd M-beli éleket kivessziik M-b6l, a nem M-belieket pedig
bevessziik M-be. Ezt az eljarast a kovetkezo tételekben javitout-modszernek hivjuk. Ezt
a folyamatot a kdvetkez6 dbra mutatja be egy példan keresztiil.

M
I —

3. abra. Az M pérositas javitasa egy javitd it mentén.

Ezen definiciok segitségével bizonyithato Berge kovetkezd tétele (1957):

5.1. Tétel. (Berge, 1957) Legyen M egy pdrositis a G grdifban. Az M pdrositds akkor

és csak akkor mazimdlis parositds, ha G-ben nincs alterndlo it M-hez.

A kovetkez§ allitashoz bevezetjiik még a lefogd ponthalmaz fogalméat. Ez a graf csu-
csainak egy olyan részhalmaza, amely G minden élének legalabb egyik végpontjat tartal-
mazza.

A maximalis parositas és minimalis lefogas feladatok primal-dual kapcsolatat® a
Koénig-tétel fogalmazza meg. Ez azt jelenti, hogy egy minimalis lefogd ponthalmaz ta-

lalhaté egy maximalis parositas segitségével.

5.2. Tétel. (Kdnig, 1931) Egy G pdros grifban a mazimdlis pdrositas elemszima meg-

eqyeik az éleket lefogo pontok minimdlis elemszdmduval.

A javitout-modszer segitségével megfogalmazhatunk egy algoritmust, egy maximaélis
parositas megtaladlasara. Ez az algoritmus a linearis optimalizalas egy specialis esete, a
hatékony (O(n?) nagysagrendi) algoritmusok kozé tartozik. A modszert Kénig Dénes és
Egervary Jend magyar matematikusok dolgoztak ki, és H. W. Kuhn [19] nevezte el6szor
,2magyar modszernek”.

Az algoritmus a kovetkezSképpen fut:

! Minden lineéris programozési probléméhoz létezik egy masodik, dualis probléma. A maximalizacios
probléma egy megengedett megoldas célfiiggvényértéke kisebb vagy egyenls a hozza tartozé minimali-
z&cios probléma egy megengedett megoldasanak célfiiggvényértékével.
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procedure Parositas

begin
FedetlenA:= A [Fedetlen csucsok A-ban]
FedetlenB:= B [Fedetlen csticsok B-ben]

while létezik egy javito it FedetlenA-bol FedetlenB-be a G grafban do
Keressiink egy P javito utat G-ben egy fedetlen s € A csticsbol
egy fedetlen ¢ € B csiicsba
Javitas P mentén
Kivesz s-t FedetlenA-bol;
Kivesz t-t FedetlenB-bdl;
wend

end.

Javito utat kereshetiink szélességi kereséssel, amelyben minden FedetlenA-beli pontot
kezdGestcsnak tekintiink. Minden javitd Gt mentén torténd javitas eggyel ndveli a paro-
sitds méretét (amely kezdetben 0). Tehat legfeljebb min{|A|, |B|} = O(n) javitas lehet,
és egy javitas megvalosithato O(n + m) idében. Igy az algoritmus teljes miiveletigénye
O(n(n +m)).

Egy gyorsabb algoritmust 1971-ben J. E. Hopcroft és R. M. Karp amerikai kutatok
dolgoztak ki [22]. Ezzel az eljarassal elérhets egy O(m+/n) futésidé.

Ezzel befejeztiik a parositasok elméleti bevezetését. A kovetkezs részben a paraméte-

res bonyolultsagelmélettel fogunk foglalkozni.

6. Paraméteres problémak

Ebben a fejezetben rovid bevezetést adunk a paraméteres bonyolultsagelméletbe, amely
ennek a munkanak a kutatasi modszere. Részletes informaciokat R. G. Downey és M. R.

Fellows [6] konyvében talalhatunk ezzel kapcsolatban.

6.1. Definici6. Legyen X egy véges abécé. Egy paraméteres probléma egy L C 3* x ¥*

nyelv. A probléma masodik komponensét paraméternek nevezziik.

Ebben a dolgozatban altaldban egy pozitiv egész szamot valasztunk paraméterként.
Ezért irhatunk legtobbszor L C ¥* x N-t L C ¥* x X* helyett.
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6.2. Definici6é. Egy paraméteres probléma rdgzitett paraméterrel kezelhetd (angolul fi-
xed - parameter tractable), ha létezik egy olyan algoritmus, amely minden I = (z, k)
problémapéldanyra f(k) - n® futési id6ében eldonti, n := |(z, k)|-ra, hogy (z,k) € L
teljesiil-e. Itt ¢ egy konstans, és f egy kiszamithato fiiggvény, amely csak k-tol fiigg. A

rogzitett paraméterrel kezelhets problémakat és azok halmazat FPT-nek nevezziik.

Egy FPT algoritmus el6nye az, hogy a futasi id6 a bemenet méretétsl csak polinomi-
alisan fligg, és a probléma nehézsége lényegében az f(k) faktorban jelenik meg, amely
pedig csak a k paramétertdl fiigg. Ezt a paramétert ugy definialjuk, hogy varhatéan kicsi
legyen.

A paraméteres bonyolultsagelmélet altalanos célja az, hogy valamely paraméteres
probléméahoz taldljunk FPT algoritmust. Ezen algoritmusok utani kutatas céljabol sok
modszert vezettek be, amelyek paraméteres és klasszikus algoritmusokat is hasznalnak.
Példaul korlatos keres6fa-modszerek, kernelizacid, grafminor-modszer, favastagsagon ala-
pulo technikik és még masok. Masrészt a paraméteres bonyolultsdgelmélet egy nehézség-
elméletet is alkalmaz, amely azt mutatja meg, hogy egyes paraméteres problémak va-
loszintileg nem FPT-ben vannak. A klasszikus bonyolultsagelméletbeli NP-nehézséghez
hasonléan vannak W[l1]-nehéz problémék, melyeket a paraméterezéssel egyiitt is nehéz-
nek tartunk. A kovetkezs szakaszban ezeket a modszereket targyaljuk részletesebben.

Egy maésik lehetdség egy FPT-beli probléma megoldésara az, hogy az adott példany-
hoz kiszamitunk egy problémakernelt. Ez egy kisebb ekvivalens problémapéldényt jelent,

amelynek mérete csak a paramétertol fligg.

6.3. Definici6. Egy X paraméteres eldontési problémanak van problémakernelje, ha
létezik egy olyan polinomiélis ideji algoritmus, amely az (I, k) bemenetre, ahol k a

paraméter, kiszamit egy (I’, k) kimenetet gy, hogy a kovetkezdk teljesiiljenek:
o (ILk)e X+ (I''K)e X
o |I'| < f(k), ahol f egy fiiggvény, amely csak k-tol fiigg, és
o k' <E.

Az algoritmust, amely egy adott problémapéldanyra kiszamit egy problémakernelt,
kernelizdacionak nevezziik.
Ismert &llitds, hogy pontosan akkor létezik problémakernel az X probléméra a k

paraméter mellett, ha létezik k-val paraméterezett FPT-algoritmus X-re.
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6.1. Paraméteres bonyolultsagelmélet

Ebben a fejezetben a paraméteres bonyolultsidgelmélet nehézségelméletét mutatjuk be.
R. G. Downey és M. R. Fellows [6] megmutattak a konyviikben, hogy sok problémara
nincs FPT-algoritmus. A rogzitett paraméterrel kezelhetetlenség elmélete (angolul fixed
- parameter intractability) hasonlit a klasszikus bonyolultsagelméletben méar megismert

NP-nehézségre. Egy fontos fogalom a paraméteres visszavezetés, amely hasonlo, mint az

P

6.4. Definicio. Legyen L,L' C ¥* x N két paraméteres probléma. Egy paraméteres
visszavezetés L-r6l L'-re egy olyan fiiggvény, amely az (x, k) példanybol f(k)-n® idében
egy (2/, k') példanyt szamit ki ugy, hogy

1. k' csak k-tol fiigg, és
2. (x,k) e L+ (2 k) e L.
Itt ¢ konstans és f kiszamithato fiiggvény, amely csak k-tol fiigg.

Ezen fogalmak segitségével definialhatjuk a WW[1]-nehéz problémak osztalyat. Azt
mondjuk, hogy egy paraméteres L nyelv W[1]-nehéz, ha létezik egy paraméteres vissza-
vezetés a ROVID TURING-GEP ELFOGADAS problémarol, ahol az a kérdés, hogy egy adott
nemdeterminisztikus Turing-gép az adott szot k lépésben elfogadja-e, ahol k a paramé-
ter. A sejtés, hogy FPT # WI[1], analog azzal a sejtéssel, hogy P # NP. Ez egy er6s
érv amellett, hogy miért nem létezik olyan algoritmus a W{[l]-nehéz problémékra a k
paraméter mellett, amely f(k) - n¢ id6ben kiszamit egy megoldast [6].

Ha meg akarjuk mutatni, hogy egy @ probléma W{l]-nehéz a k paraméterrel, akkor
elég egy paraméteres visszavezetést adni egy W([l]-nehéz probléméarol a (@, k)-ra. A
FUGGETLEN PONTHALMAZ probléma példa egy W/[l]-nehéz problémara (amely W[1]-
teljes is).

6.5. Definicié6 (FUGGETLEN PONTHALMAZ).
Bemenet: Egy G = (V, E) graf, és egy k pozitiv egész szam.
Kérdés: Van olyan k méretti I C V(G) halmaz ugy, hogy az I-beli csiicsok

kozott nines él G-ben?

Kés6ébb mutatunk egy paraméteres visszavezetést a FUGGETLEN PONTHALMAZ-16]
az F-KIZARO PAROSITAS-ra, ahol a paraméter a parositas mérete lesz.

A KLIKK és FUGGETLEN PONTHALMAZ kozotti kapcsolat miatt a KLIKK probléma
W[1]-nehézsége is belathato [27].
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6.6. Definicié (KLIKK).
Bemenet: Egy G = (V| E) graf, és egy k pozitiv egész szam.

Kérdés: Keressiink egy C' C V(G) részhalmazt k pontbol ugy, hogy C egy
klikket (teljes részgrafot) képez G-ben.

6.2. Paramétervalasztas

Tobb lehetéségilink is van egy probléma paraméterezésére. A paraméter lehet példaul a
bemenet egy olyan tulajdonsiaga, amelynek fontos hatasa van a problémank nehézségére.
Ebben a dolgozatban a paraméterezés néhany tipusat fogjuk prezentélni.

Az egyik leggyakrabban hasznélt paraméterezés az optimalizalasi probléma tgyneve-
zett standard paraméterezése. Adott egy () optimalizalasi probléma egy T célfiiggvénnyel.
Ha ezt a fliggvényt maximalizdlnunk kell, Q)-t egy eldontési probléméva alakithatjuk at,
amelyben () egy I bemenete és egy k pozitiv egész szdm mellett azt kérdezziik, hogy van-
e egy S lehetséges megoldas [-re gy, hogy T'(S) > k. Ebben az esetben k-t tekintjiik
paraméternek. Ezt a paraméterezést akkor hasznéljuk, amikor egy k& méretd F-kizaro
parositast keresiink az adott grafban.

Egy masik példa a paraméter valasztasara, ha a probléma azon tulajdonsigait vizsgal-
juk meg, amelyeknek fontos hatasuk van a probléma nehézségére, mint példaul az adott
graf favastagsidga. Az F-KIZARO PAROSITAS probléma esetén mér az NP-nehézségi bizo-
nyitasunkbol kévetkezik, hogy nem 1étezhet FPT algoritmus ezzel a paraméterrel. Ezt a
paramétert w-val jeldljiik.

Egy tovabbi lehetséges paraméterezés egy olyan paraméter definidlasa az adott pél-
danyhoz, amely egy trividlisan megoldhat6 esettsl vett tavolsagot fejez ki. Ez a para-
méterezés megfelel azoknak a varakozasoknak, hogy a kezelhet6 példanyoknak koézelnek
kell lennie a probléma néhany egyszert esetéhez. A parositas probléma linearis idében
megoldhat6, de az F-KIZARO PAROSITAS probléma, amelyben mar konfliktusparokat is
definialunk, NP-nehéz. Az tehéat fontos, hogy hany konfliktuspar van a grafban, ezért

paraméterezhets a probléma a konfliktusparok szdmaval, amelyet f-fel jeloliink.

6.3. Az F-KIZARO PAROSITAS paraméteres bonyolultsagelméleti

eredményei

Az F-KIZARO PAROSITAS problémat az f, k és w paraméterekkel vizsgaltuk, ahol f a

konfliktusparok szadma, k a parositds mérete és w a favastagsag.
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A probléma egy kereséfa-algoritmussal O(2/ - m - /n) id6ben megoldhat6 az f para-
méter mellett. Amennyiben a paraméter a parositas mérete, a probléma W[1]-nehéz, de
ha a graf csak diszjunkt konfliktusparokat tartalmaz, a probléma méar FPT lesz ugyan-
ezzel a k paraméterrel. Adhato egy linearis problémakernel is, amelynek mérete csak az
f és k paraméterektdl fiige. Ezen kiviil megjegyezziik, hogy a probléma NP-teljes mér
fakon is, és ebbdl kovetkezik, hogy a bemeneti graf favastagsdgaval paraméterezve mar

nem lehet rogzitett paraméterrel kezelhets.

7. Algoritmikus médszerek

7.1. Keresofa

Gyakran hasznalunk kerestfa-algoritmusokat, melyek exponencialis id6ben taladlnak egy
optimalis megoldést. A modszer lényege, hogy minden megoldast szisztematikusan meg-
vizsgalunk. A megoldasok vizsgalatat egy faformaba lehet szervezni. Az FPT algoritmu-
sokkal valo Gsszefiiggés az, hogy ennek a keres6fanak a szélessége és mélysége egy olyan
fiiggvénnyel korlatozhatd, amely a paraméter értékétdl fiigg.

A paraméteres algoritmusoknal az alapétlet az, hogy polinomialis idében a bemeneti
példany egy ,kis részhalmazat” tgy taldljuk meg, hogy ennek a halmaznak legalabb az
egyik eleme az optimalis megoldas részét képezi.

Példaul a LEFOGO PONTHALMAZ-nal — ahol egy legkisebb olyan csticshalmazt keres-
siik, amely a graf minden élét lefedi — ezt a kis részhalmazt” igy véalasztjuk ki, mint egy
kételemi részhalmaz, amely egy él két végpontjabol all. Mivel az él egyik végpontjanak
mindenképpen szerepelnie kell a megoldasban, egy O(2%) méretii kereséfat kapunk, ahol

a k paraméter az optimalis megoldas méretét jeloli.

7.2. Fafelbontas

Néhany nehéz probléma egyszertien megoldhato lesz, ha bemenetként egy fa adott. Pél-
daul a mar emlitett LEFOGO PONTHALMAZ probléma polinomidlis id6ben megoldhato
fakon: a leveleknél kezdjiik, és egy egyszert ,bottom-up” modszert alkalmazva a gyokér
felé tartunk a faban, és a sziikséges csiicsokat belevessziik a megoldésba. A kozponti
kérdés tehat: hogyan lehet ,fahoz hasonld” egy adott graf?

A gréafok fafelbontasanak fogalmat N. Robertson és P. D. Seymour vezette be hiisz

éve. A fafelbontas manapséig fontos szerepet jatszik az algoritmikus grafelméletben.
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Elgszor definialjuk a fafelbontast, azutan egy példan keresztiil szemléltetjiik a defini-
ciot.
7.1. Definicié. Legyen G egy graf, legyen T egy fa, melynek cstcsai az I elemei, ahol 1
egy {1,2,...,n} indexhalmaz, és v = (X;);er az X; C V(G) cstcshalmazok egy csaladja,
amelyeket zsakoknak neveziink. A (T, v) part egy G egy fafelbontdsinak nevezziik, ha a

kovetkezd harom feltétel teljestil:
(T1) V(G) = Vier Xy

(T2) G minden e éléhez létezik egy i € I ugy, hogy X; az e él mindkét végpontjat

tartalmazza;

(T3) minden ¢, j, k € I-re, ha j az i és k kozott talalhato aton van T-ben, akkor X;NX; C
X; mindig teljesiil.

A (T, v) szélessége maz{|X;||i € [}—1. A G graf favastagsiga a legkisebb k szadm, melyre

G-nek van k szélességii fafelbontésa.

4. dbra. Az abran egy adott graf fafelbontasa lathaté. A favastagsag ebben az esetben
kettd.

7.3. Lokalis keresés

Legyen () egy maximalizalasi probléma a T' célfiiggvénnyel. Tegyiik fel, hogy a d(S7, .55)
tavolsagok definialtak minden (S, S3) parra, amelyek @) valamely I példanyanak megol-
dasai. A tavolsagfiiggvényt felhasznalva azt mondhatjuk, hogy egy S; megoldas (-kozel
van az So megoldashoz, ha d(Si, Sy) < £. Ebben a dolgozatban egy lokalis keresési algo-
ritmus feladatat definialjuk, amelyet [23]-ban vezettek be.

A lokéalis keresési algoritmus definiciéja @)-ra a kovetkezd:
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7.2. Definicié (LOKALIS KERESES).

Bemenet: (7,Sy,/), ahol I a ) probléma egy példanya, Sy egy megoldas
I-re és ¢ € N.

Feladat: Talaljunk egy S megoldast [-re gy, hogy d(S, Sy) < ésT(S) >
T(So).

8. Altalanositott parositasi problémak

Ebben a fejezetben néhany parositasi problémat fogunk bemutatni. Ha a parositas felada-
tahoz hozzavesziink néhany kiegészitd feltételt, specialis parositasi problémékat kapunk,

amelyek tobbnyire NP-teljesek.

8.1. F-KIZARO PAROSITAS

Az F-KIZARO PAROSITAS a parositasi probléma egyik varidcidja. Az mar régota ismert,
hogy a probléma NP-teljes [12].
To6bb paraméterrel paraméterezhets. Ebben a dolgozatban a konfliktusparok szama-

val, a parositas méretével és a favastagsaggal paraméterezve vizsgaljuk meg.

8.1. Definici6 (F-KIZARO PAROSITAS).

Bemenet: Egy G = (V,FE) graf, ' C E x E konfliktusparok halmaza, és

egy k pozitiv egész szam.

Kérdés: Létezik-e olyan k méretli £/ C E parositas, amely legfeljebb egy
élt tartalmaz minden F-beli konfliktusparbol, azaz |E' N {e;, e;}| < 1

minden {e;,e;} € F-re?

8.1.1. Klasszikus parositassal valé 6sszehasonlitas

Egy maximaélis parositas egy paros grafban meghatarozhato a magyar modszerrel (lasd
5. fejezet). Ezen modszer soran addig vesziink a parositasba fiiggetlen éleket, ameddig
lehetséges, majd javité utak mentén addig javitjuk a parositast, amig el nem érjiik a
maximalis méretet.

Ha a 5. Abran vastagitassal megjelolt élek szerepelnek a parositasban, egy javito utat
lehetne talalni az 1,2,3,4,5,6 csticsok mentén, de a konfliktusparok miatt ezen it mentén

nem lehet javitani. Ha a parositast ezen Ut mentén javitanank, az adott konfliktuspar

17



mindkét éle szerepelne a megoldasban, ami itt nem megengedett. Az algoritmus utan

kapunk egy 3 méretli megoldast, de a maximalis F-kizard parositds mérete 4 lenne.

4 2 B
-
................ __":} R R T T T T T TP,
e
3 a 1

5. abra. Egy tetszéleges F-kizar6 parositas egy konfliktuspar élén athalado javitd ut
mentén nem javithato.

8.1.2. TELJES F-KIZARO PAROSITAS

A TELJES F-KIZARO PAROSITAS az F-KIZARO PAROSITAS egy specialis valtozata, ahol

a graf minden csiicsa szerepel a parositasban.

8.2. Definici6é (TELJES F-KIZARO PAROSITAS).
Bemenet: Egy G = (V, E) paros graf és F' C E x E élparok halmaza.
Keérdés: Létezik-e olyan M parositas, amely minden F-beli parbol legfel-

jebb egy élt tartalmaz ugy, hogy a graf minden csicsa pontosan egy
M-beli él altal van lefedve, azaz |M| = |V|/2?

8.2. FESZITETT PAROSITAS

8.3. Definicié (FESZITETT PAROSITAS).
Bemenet: Egy G = (V, E) graf és egy k pozitiv egész szam.
Kérdés: Létezik-e legalabb k méretii £’ C F élhalmaz gy, hogy E’ pérosi-

tas és £ semelyik két éle nincs 6sszekotve E-beli éllel?

A FESZITETT PAROSITAS probléméat a maximélis parositéasi feladat egy valtozataként
vezették be, amelyet Stockmeyer és Vazirani [30] munkéja is motivalt. A problémat a
utobbi években intenziven kutattak. Az ismert, hogy mar legfeljebb 4 foku sikbarajzol-
hato grafokon [18] és paros grafokon [2] is NP-teljes, de példaul fakon linearis idében
megoldhato [31].

Ismertetiink még néhany paraméteres eredményt a FESZITETT PAROSITAS probléma-
val kapcsolatosan. A probléma W[1]-nehéz (ahol a parositas mérete a paraméter) altala-

nos grafokon [26], ezért valosziniitlen, hogy FPT-ben lenne. Emiatt ésszerii a probléma
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paraméteres bonyolultsdgat olyan korlatozott grafosztalyokon megvizsgalni, amelyeken
NP-teljes. Nemrég Moser és Sidkar [26] megmutattak, hogy a paraméteres FESZITETT
PAROSITAS-nak sikgrafokon linearis kernel adhato, de egy, a kernelméretben elGfordulo
konstans tényezd hatarozatlan marad. Az ¢ eredményiikbél kdvetkezik, hogy a probléma

FPT-ben van sikgrafok esetén.

8.3. 3-HALMAZ PAKOLAS, M-HALMAZ PAKOLAS

A HALMAZ PAKOLAS klasszikus NP-teljes probléma [12|, amelyben diszjunkt halmazokat
szeretnénk kivalasztani tobb halmaz koziil. Ez a probléma is fontos szerepet jatszik a dol-
gozatban, hiszen a parositasi problémakkal valo hasonlésdg kénnyen lathato. Szamunkra
az M-HALMAZ PAKOLAS probléma és a 3-HALMAZ PAKOLAS probléma érdekes.

8.4. Definicié (M-HALMAZ PAKOLAS).

Bemenet: Egy C' halmaz m-elemi részhalmazai egy S alaphalmazon, va-

lamint egy k pozitiv egész szam.

Kérdés: Létezik-e olyan legalabb k méretii C’ C C részhalmaz, amelynek

elemei paronként diszjunktak?

A 3-HALMAZ PAKOLAS probléma abban kiilonbozik csak az M-HALMAZ PAKOLAS-
t6l, hogy a bementként kapott C' halmaz haromelemi halmazokbél all. A bonyolultsag-
elméletben a pakolasi problémék az NP-nehéz problémék egy fontos osztalyat alkotjak,
amelyeket az litemezésnél (scheduling) és a kodoptimalizalasnal hasznélnak.

R. G. Downey és M. R. Fellows [6] bizonyitottak, hogy a 3-HALMAZ PAKOLAS FPT-
ben van. A futasi id6t folyamatosan javitottak, és igy Y. Liu, S. Lu, J. Chen és S. Sze [21]
egy O(4,61%#n°M) futasi idejli determinisztikus algoritmust adott a problémara, amely
a moho algoritmuson és a color-codingon alapszik.

Valamint a [15] cikkben megmutattak, hogy m-mel paraméterezve az M-HALMAZ
PAKOLAS probléma is FPT-ben van.

8.4. FELELETVALASZTOS PAROSITAS

A péarositasi probléma egy érdekes esete a FELELETVALASZTOS VALASZTO PAROSITAS
vagy MULTIPLE CHOICE MATCHING (MCM) [12]:
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8.5. Definicié (FELELETVALASZTOS VALASZTO PAROSITAS).

Bemenet: Egy G = (V| E) graf, Ey, Es, ..., E; C E diszjunkt halmazok

és egy k pozitiv egész szam.

Kérdés: Létezik-e egy legalabb k méretd £’ C E halmaz ugy, hogy E’ a

G grafban egy parositas és minden F;, 1 < ¢ < J halmazbol legfeljebb

csak egy élt tartalmaz?

Az F-KIZARO PAROSITAS-ben definialt kritikus eset, azaz ha a konfliktusparok disz-

junktak és w egy konstans fiiggvény, a FELELETVALASZTOS VALASZTO PAROSITAS egyik

specidlis esete, amikor is |E;| = 2 minden 1 < i < J-re. A kritikus esetben egy [V|/2

méretti parositas valaszthato ki a K, ,,(n > 3) teljes paros grafokban. Ezen kiviil a FE-

LELETVALASZTOS VALASZTO PAROSITAS NP-teljes teljes paros grafokon, ha k = |V]/2

és az E; (1 =1,2,...,J)-re halmazoknak korlatlan mérettek [3].

8.5. Altalanositott parositasi problémak

Problémak

Bonyolultsag

Paraméteres bonyolultsag

Parosités

Polinomialis [22]

F-K1ZARO PAROSITAS

NP-teljes [12]

FPT f esetén, W[1]-nehéz k esetén, ahol f a
konfliktusparok szama, k a parositas mérete
(10.1. és 10.2. tétel)

FESZITETT PAROSITAS

NP-teljes [12]

W/[1]-nehéz altalanos grafokban,
FPT sikgrafokban [26]

3-HALMAZ PAKOLAS

NP-teljes [12]

FPT k esetén, ahol k a keresendé diszjunkt
halmazok szama [6]

M-HALMAZ PAKOLAS

NP-teljes [12]

FPT (m,k) esetén, ahol m egy halmaz sza-
mossaga, k pedig a keresendé diszjunkt hal-
mazok szama [15]

MCM

NP-teljes [12]

?

1. tablazat. A klasszikus parositas osszehasonlitasa az emlitett altalanositott parositasi

problémakkal.
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ITI. rész

Bonyolultsagelméleti eredmények

9. Klasszikus bonyolultsagelméleti eredmények

Az F-KIZARO PAROSITAS jol ismert NP-teljes probléma, méar a Garey-Johnson konyv-
ben is szerepel [12]. A 9.1. fejezetben megmutatjuk, hogy az F-KIZARO PAROSITAS és a
TELJES F-KIZARO PAROSITAS mar diszjunkt konfliktusparok esetén és konstans favastag-
sagu grafokon is NP-teljes. Ezutan a 9.2. fejezetben lathatjuk azt is, hogy az F-KIZARO
PAROSITAS probléma erdsen diszjunkt konfliktusparok esetén mar fakon is NP-teljes.

9.1. F-KIZARO PAROSITAS NP-teljes konstans favastagsagu grafo-

kon

A 3-sZINEZES problémat vezetjiik vissza az F-KIZARO PAROSITAS problémara, ahol a
3-SZINEZES probléma azt vizsgilja, hogy egy graf csicsai kiszinezhetGk-e tigy harom
szinnel, hogy a szomszédos csicsok kiilonbozé szintek. Adott tehat egy G graf mint
egy 3-SZINEZES példéany, és konstruéljunk a kovetkezSképpen egy (G, F, k) F-KIZARO
PAROSITAS példanyt.

Minden csicshoz konstrudlunk egy komponenst. Egy komponens négy csiicsbol és
harom élbdl 4ll. A harom él az ({1,2,3}) szineknek felelnek meg. Ha az eredeti gratban
két csics Ossze van kotve, akkor az {1,1}, {2,2} és {3, 3} konfliktusparokat definialjuk
a megfelel§ komponensek kozott (lasd 6. abra). Ezen kiviil legyen k := |[V(G)|.

6. Abra. 3-SZINEZES visszavezetése az F-KIZARO PAROSITAS-ra

9.1. Lemma. ODD MATCHING NP-teljes konstans favastagsdgi grdfokon.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy a G graf akkor és csak akkor 3-szinezhetd, ha
(G', F, k) egy igen-példany.
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= Ha egy cstcshoz az 1-es szin van rendelve az eredeti G grafban, akkor G’'-ben a
megfelel6 komponens 1-es éle keriil a parositasba. Mivel a szomszéd csticsok a G grafban
kiilonboz6 szintiek, a G’ grafnak azon éleit valasztjuk ki, amelyek nem allnak konfliktus-
ban egymaéssal, igy minden komponenshdl csak egy élt valasztunk ki. Ez azt jelenti, hogy
a kivéalasztott élek egy k méretid F-kizar6 parositast alkotnak.

< Egy legnagyobb F-kizar6 parositas a G’ grafban minden komponensbdél legfeljebb
csak egy élt tartalmazhat. Ezek az élek nem allnak konfliktusban egymaéssal, tehéit a

megfelel6 szomszéd csticsoknak kiilonb6z6 szinei vannak az eredeti G grafban. [
Megjegyzések:
e A konfliktusparok nem diszjunktak.

e A komponensek favastagsaga egy.

Most pedig azt mutatjuk meg, hogy a TELJES F-KIZARO PAROSITAS probléma (lasd
8.1.2. fejezet) is NP-teljes konstans favastagsaga grafokon.

A maér korabban leirt konstrukciot ugy modositjuk, hogy a komponenseket a kovetke-
z6 graffal helyettesitjiik: vegyiink egy 4 cstcst teljes grafot gy, hogy a graf minden élét 2
csucesal még felosztjuk (lasd a 7. abrat). Ebben a grafban 3 teljes parositas talalhato, és
ezen parositasok éleit jeloljiik rendre 1-gyel, 2-vel és 3-mal. (Egy élhez két szam is lehet
rendelve.) Ha két cstics Ossze van kotve az eredeti grafban, akkor harom kofliktuspart
definialunk. Olyan konfliktusparokat definidlunk, hogy minden par mindkét éle vagy 1-es,
vagy 2-es vagy 3-as (de csak egy cimkével). Ha az eredeti graf maximalis fokszama < 4,

akkor ez megtehetd tgy, hogy a parok diszjunktak legyenek.

{11

7. dbra. 3-SZINEZES visszavezetése az TELJES F-KIZARO PAROSITAS-re. A vastag élek
egy teljes F-kizar6 parositast alkotnak.

A 9.1. lemmahoz hasonléan belathato, hogy a TELJES F-KIZARO PAROSITAS NP-

teljes konstans favastagsagu grafokon. (Ebben az esetben minden komponensnek harom
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a favastagsaga.) A bizonyitashoz a kovetkez6 éllitast hasznaljuk, amely a 9.1. lemméval

anal6g modon igazolhato.

9.2. Allitas. Az eredeti grdf akkor és csak akkor 3-szinezhetd, ha a fenti konstrukeio

grafjdban van eqy 8n méretd F'-kizdro pdrositds, ahol n az eredeti grdf csiucsszdma.

Ezzel az eljarassal akkor tudunk diszjunkt konfliktusparokat definidlni, amig az erede-
ti graf maximalis fokszam 4. Mivel a 3-SZINEZES olyan grafokra is NP-teljes, amelyeknek
maximalis fokszam 4 [11], ebbdl az kovetkezik, hogy az F-KIZARO PAROSITAS és a TEL-
JES F-KIZARO PAROSITAS NP-teljes diszjunkt konfliktusparok esetén a favastagsiggal

paraméterezve.

9.2. F-KIZARO PAROSITAS NP-teljes erdsen diszjunkt parok esetén

fakon

Megmutatjuk, hogy az F-KIZARO PAROSITAS erGsen diszjunkt parok esetén is NP-teljes,
még abban a specidlis esetben is, ha a graf egy erds. Az NP-teljes 3SAT problémat [12]
vezetjiik vissza az F-KIZARO PAROSITAS problémara.

A 9.2.1 fejezetben egy G paros graf konstrukciojat irjuk le egy adott C' = C} A
Co A ... NCy 3SAT példanyhoz (minden i = 1,2,. .., k-ra C; egy kloz), majd a 9.2.2.

fejezetben megmutatjuk ennek helyességét.

A 3SAT probléma a kiovetkezSképpen definialt:

Bemenet: Legyenek zq, o, ..., 2, bool-viltozok, és =CiNCyAN ... N\
Cpn egy konjuktiv normalforma, amelyben minden ¢ = 1,... m-re C;
egy 3 literalt tartalmazoé kloz, ahol egy literdl egy valtozot vagy annak

negaltjat jelenti.

Kérdés: Létezik-e olyan értékadas, amely kielégiti a C' formulat?

9.2.1. Konstrukcid

Legyenek C; = (¢jVq:Vq)),j = 1,...,m aklozok az x1, 71, 22, T3, . . ., Zp, Ty literdlokkal.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az x; és T; literalok szama egyenld.
Ha nem ez az eset all fenn, akkor annyi (z; V x; V T;) vagy (z; V 7; V T;) klozt vesziink
a formuldhoz, amennyi sziikséges. Legyen m' az igy kapott klozok (Gsszes) szama. Mivel

klozonként legfeljebb harom kiegészitG klozra van sziikség, ezért m’ < 4m. Konstruéaljunk
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8. abra. Az (a) abran egy X; csicskomponenst szemléltetiink. Lathato, hogy az z; literal
a Cy és Cy klozokban, az ; literal pedig a Cy és Cg klozokban fordul els. A (b) abran a
C; = (T V x, V xp) kloz literaljaihoz tartozé modulok lathatoak, valamint a klozestcs a
modulokhoz htizott élekkel.

egy G = (V, E) grafot a kovetkezSképpen: minden x; valtozohoz egy X; csicskomponens
tartozik, amely annyi konfliktusparbol all, ahanyszor z; el6fordul a formulaban. Ha egy
x; valtoz6 a C; klozban eldfordul, konstruélunk egy konfliktuspart, dgynevezett MZJ =
{a?t!, (a?)' (b))} modult. A modulokat, amelyek ugyanahhoz a valtozohoz tartoznak, egy
korbe rendezziik igy, hogy egy z; literadlhoz és egy Z; literalhoz tartozé modul felvaltva
kovetkezzen egymés utan. Legyen v;(j) az az index, amely a j indexet koveti az X;-
ben, azaz legyen MZJ modult X;-ben az o6ra jaradsdnak szerinti irdnyban koéveté modul
Mi”i(j). Ha Mf egy pozitiv literdlhoz tartozik, akkor Mij+—szal is jeloljiik, ha pedig negativ
literalhoz tartozik, akkor M? ™ -szal jeldljiik. M?™ az M"Y -szal a bla’"? élen keresztiil,
M~ pedig M9 szal a (b7) (a"7)) élen keresztiil van dsszekétve (1asd a 8 abrat). Ezen
éleknek definialunk két halmazt: legyen A; = (J, 0a!"" es B; = U, () (a"")".
Definidlunk egy ,belsd kort”, amelyet a | J;{a;jb;} élek és az A; élhalmaz képezi, és egy
okiilsé kort”, amely (J;{(a})'(b})'} élekbél és a B; élhalmazbol &ll. A kiils6 (belss) koron

-
%

e . ) Ne e
vezziik. Az olyan 3-hossza utakat, amelyek az agbgai’j)bi”) vagy a (af)’(bﬁ)’(ai”))’(bi’j))’

csticsokon haladnak keresztiil, révid utaknak nevezziik.

levs x; valtozohoz tartozo konfliktusparok éleit e (e/”) pozitiv (negativ) éleknek ne-

Minden C; klozhoz vegyiink fel egy c; csticsot, ezeket a cstcsokat nevezziik klozesi-
csoknak. Példéul'egy o = (Tf, x4, xp) klozhoz tartozo c; klozestucs az M;,Mg és M,Jl
modulokhoz az e?, el ¢és e éleken keresztiil csatlakozik (8. abra). Ha egy w; literal a C;
klozban pozitivan (negativan) fordul el6, a ¢; klozestcs az el ~ € M/ ™ (eIt € M7 7) él egy

foku csucséval lesz 6sszekotve. Egy modul tehéat csak egy klozestuccesal van Gsszekotve.
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A konstrukcio végén egy n = 13m’ csticsi és 3m’ konfliktuspéarral rendelkezd grafot

kapunk, amelyben a keresendd F-kizard parositas mérete k = %m’ lesz.

9.2.2. Eredmények
Ebben a fejezetben a kovetkez6 tételt bizonyitjuk:

9.3. Tétel. Az F-KIZARO PAROSITAS probléma NP-teljes erdsen diszjunkt pdrok esetén
fdakon.

9.4. Lemma. Az F-KIZARO PAROSITAS példinynak a kévetkezd tulajdonsdgai vannak.

(a) A G = (V,E) grif eqy 13m’ csicsi erdd, melyben a csicsok mazimdlis fokszdma

hdrom.
(b) A konfliktuspdrok diszjunktak, szdmuk 3m/'.

Bizonyitds. A graf csak ugy tartalmazhatna kort, ha a csicskomponensekben levs rovid
utak egy klozcsucs altal 6ssze lennének kotve. Mivel a modulok gy vannak rendezve,
hogy az M/" modul és az M/~ modul felvaltva vannak Gsszekitve egymaéssal, az e~
él az M7™ modulbol és az e/ él az M7~ modulbél egy klozestcesal vannak Gsszekitve,
tehat egy rovid it csak egy klozestucesal van Gsszekotve. Ebb6l kévetkezik, hogy a graf
egy erdd.
Nyilvanvald, hogy a konfliktusparok diszjunktak, és a szdmuk 3m’.

O

9.5. Lemma. A 3SAT-formula akkor és csak akkor elégithetd ki, ha G tartalmaz eqy

k= %m’ méretd F-kizdrd pdrositdst.

Bizonyitds. = Adott az x, xs,...,x, valtozok egy értékadasa, amely kielégiti a 3SAT-
formulat. Egy k& mérett M F-kizar6 parositas G-ben a kovetkezSképpen képezhets:

Minden igaz értéki x; valtozora vegyik az Uj{ef} U B; éleket M-be, és minden
hamis értékd x; valtozora vegyiik az (J;{e]"} U A; éleket M-be, és minden C; klozra
vegyiik bele még e-t is M-be, ahol i egy tetszdlegesen valasztott olyan x; vagy T; literal
indexe, amely Cj-t igazza teszi.

Mivel a kifejezés akkor elégithets ki, ha minden C; kloz legaldbb egy igaz literalt
tartalmaz, ezért minden c; klozcstcsra illeszkedik egy M-beli él, legyen H ezen élek

halmaza. Az M péarositas mérete:

M= S UEuBI S U Al 1| =

i ha z; igaz i ha x; hamis
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( |A;] = |B;| minden i-re )
:3m'+Z|Bi| +m' =3m' +3m' +m = Sm' = k.
i

Vilagos, hogy az igy definiadlt M egy parositas, amely egyik konfliktusparbél sem
tartalmaz két élt.

< Allitds: Egy tetszGleges F-kizaro parositas X;-bol legfeljebb %p élt tartalmaz, ahol
p az X;-beli modulok szama, és egyenldség csak ugy lehet, ha az Uj{ez_} U A; élhalmaz
vagy az |J j{efr} U B; élhalmaz szerepel az F-kizar6 parositasban.

Bizonyitds: Ha egy F-kizaré parositas egy rovid ttbol két élt is tartalmaz, akkor
a konfliktusparok miatt a ,mellette” levé rovid atbol csak egy él veheté az F-kizard
parositasba. Fz az egy él csak az A; vagy B; halmazokbél valaszthatd, mert ha ezen az
uton levd eg+ vagy eg_ élek egyike szerepelne a parositasban, akkor a kovetkezd révid
utbol is csak egy élt tudnank kivalasztani. A maximalis parositas mérete viszont csak
akkor érhetd el, ha ebbél a rovid utbol Gjra két él keriilhet a parositasba. Ha ezt az eljarast
hasonléan folytatjuk, hogy a révid utakbdl felviltva egy és két élt vesziink a parositasha,
akkor egy X; cstcskomponenshdl %p darab él szerepel az F-kizar6 parositasban.

Ha egy X, cstcskomponensbél az Uj{eg_} U A; (ill. Uj{e{Jr} U B;) élhalmaz van az
M pérositasban, akkor legyen x; hamis (igaz). |M| = 5m/ csak ugy lehetséges, ha M
minden klozcstcsot lefed, mivel a csticskomponensekbdl legfeljebb %m’ él valaszthato
ki, tehat még az m’' klozcsucsnak is lefedettnek kell lennitik. Ezek kiviil még azt kell
megmutatnunk, hogy ha minden c; klézcstcsbol egy kimend él szerepel a parositasban,
akkor a kifejezés kielégithets ezzel az értékadassal.

Ha példaul azt az eg élt tartalmazza a parositas, amely a C; = (Ty, x4, x5) klozhoz

tartoz6 c; klozcsicesal van Osszekotve, akkor a C; kloz azaltal lesz kielégitve, hogy a

megfelels z, literal igaz. Mivel |M| = 1—21m’, minden klozcstcsra illeszkedik M-beli él,
tehat minden kloz tartalmaz igaz literalt, igy a kifejezés kielégithetd. O

10. Paraméteres bonyolultsagelméleti eredmények

A kovetkez$ tablazat az F-KIZARO PAROSITAS probléméahoz kot6d6 paraméteres ered-
ményeimet mutatja. A probléméat az f, k és w paraméterekkel vizsgaltam, ahol f a
konfliktusparok szamat, k£ a parositas méretét, w pedig a favastagsagot jeloli.

A probléma megoldhaté O(2/ - m - \/n) id6ben egy kereséfa-algoritmus segitségével

az f paraméterezéssel. Abban az esetben, ha a paraméter a parositas mérete, akkor
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a probléma W/[1]-nehéz, de ha a grafban diszjunkt konfliktusparok szerepelnek, akkor
a probléma FPT lesz a k paraméterrel. Adhaté egy olyan linearis problémakernel is,
amelynek mérete csak f-t6l és k-tol fiigg. Ezen kiviil megjegyezziik, hogy a probléma
mar fak esetén is NP-teljes, és ezaltal a bemeneti graf favastagsdgéval méar nem lehet

rogzitett paraméterrel kezelhets (lasd 2. tablazat).

Graftipus paraméter f | paraméter k paraméter parameéter w
(f. k)
eredmény eredmény kernel eredmény
Altalanos graf O(2/-m-/n) | W[1]-nehéz 7 w = 1 NP-teljes
Paros graf 02/ -m-+/n) | W[1]-nehéz O(f +k) w = 1 NP-teljes
Graf diszjunkt | O(27-m-/n) | O(4,61%n°O) O(f + k) w = 1 NP-teljes
konfliktuspéarokkal

2. tablazat. Az F-KIZARO PAROSITAS paraméteres bonyolultsagelméleti eredményei

10.1. F-KIZARO PAROSITAS FPT f esetén

10.1. Tétel. Az F-KIZARO PAROSITAS O(2/ - m - \/n) idében megoldhatd, ahol f a

konfliktuspdrok szamdt, n a grdf csicsszdmdt, m pedig a grdaf élszamat jelols.

Bizonyitds. Az F-kizar6 péarositas minden konfliktusparbol legfeljebb egy élt tartalmaz-
hat, ezért a konfliktuspar egyik élét toroljiik. Egy keresGfa-algoritmust alkalmazunk,
amelyben aszerint dgazunk el, hogy a konfliktuspar mely élét toroltiik és a maradék
grafban egy maésik konfliktuspar felbontaséval folytatjuk ugyanigy. Ha mar nincs tobb
konfliktuspar a grafban, akkor a S. Micali és V. V. Vazirani [25] algoritmusaval O(m-+/n)
id6ben kereshetiink egy maximaélis parositast a grafban (lasd 9. 4bra). Ebben a grafban
minden konfliktusparnak csak az egyik éle szerepel, ezért alkalmazhato ez a maximalis
parositast kiszamité algoritmus, mivel ebben egy parositas biztosan F-kizaré parositéis
is egyben. A kovetkezékben megmutatjuk az ismertetett algoritmus helyességét. Azt kell
talal egy maximalis méretd F-kizar6 parositast.

Legyen M,y egy maximélis méretdi F-kizaro pérositas, és [y azon élek halmaza
M,pi-ban, melyek tagjai egy konfliktusparnak. Ekkor tekintsiik azt az agat a keresGfaban,
amely az Fyp-beli élek parjait torolte a konfliktusparakbol. Ebben az dgban M,y egy
péarositas a kapott grafban, igy a maximaélis parositas (tehéat a kimenet) mérete legalabb
ekkora. O
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9. dbra. Az elagazas: elGszor az 1-2 konfliktuspar egyik élét toroljik, majd a 3-4 konflik-
tusparbdl tordljik az egyik élt.

10.2. F-KIZARO PAROSITAS W|[1]-nehéz k esetén

A W[l]-nehéz FUGGETLEN PONTHALMAZ problémat [6] vezetjiik vissza az F-KIZARO
PAROSITAS-ra. Ezzel megmutatjuk, hogy az F-KIZARO PAROSITAS paros grafok esetén

a parositas méretével paraméterezve W[1]-nehéz.

10.2. Tétel. ODD MATCHING W/1[-nehéz, ha a paraméter a pdrositis mérete.

10. abra. Az abra az FUGGETLEN PONTHALMAZ-r6l az F-KIZARO PAROSITAS-ra vald
visszavezetést szemlélteti.

Bizonyitds. Legyen (G, k) egy FUGGETLEN PONTHALMAZ példany. Konstrualjunk egy
G' = (V' E') paros grafot kovetkezSképpen: G csucsait fiiggetlen élek reprezentaljak
G’-ben, ami azt jelenti, hogy minden v; € V csicshoz létezik egy e; € E’ él, valamint
e; Ne; =0 minden i, j < n, v; # v;-re. Ha két csics Gssze van kotve az eredeti grafban,
akkor a megfelel§ élek konfliktuspérokat alkotnak egymaéassal az 4j G’ grafban, azaz egy
{ei,e;} € F akkor és csak akkor létezik, ha {v;,v,} egy él a G grafhban (lasd 10. abra).
Megmutatjuk, hogy a konstrualt grafban akkor és csak akkor taldlhatd egy k méreti

F-kizaro parositas, ha az eredeti gratban van egy k méretii fiiggetlen csticshalmaz.
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= Legyen M egy F-kizaro6 parositas G'-ben, tehat M minden konfliktuspéarbol legfel-
jebb egy élt tartalmaz, ezért a megfelels csiicsok G-ben nincsenek 6sszekotve egymassal.
Ez pedig azt jelenti, hogy ezek a cstcsok egy fiiggetlen csticshalmazt alkotnak G-ben.

< Legyen [ egy k méretd fiiggetlen cstcshalmaz G-ben. I csticsai kézott nem fut
él. Ez azt jelenti, hogy G’ megfelel$ élei nem allnak konfliktusban egymassal, tehat ezek

bevehet6k a parositasba. O

10.3. F-KIZARO PAROSITAS FPT diszjunkt parok esetén

a k paraméterrel

Ebben a fejezetben a HALMAZ PAKOLAS problémaval valé Osszefiiggésre mutatunk ra
(lasd a 8.3. fejezetet).

10.3. Tétel. Az F-KIZARO PAROSITAS FPT a pdrositds k méretével paraméterezve, ha
a konfliktuspdrok diszjunktak.

Bizonyitds. Legyen (G, F, k) egy F-KIZARO PAROSITAS példany. Tegyiik fel, hogy a konf-
liktusparok G-ben diszjunktak. A kovetkezSképpen konstrualunk egy 3-HALMAZ PAKO-
LAS példanyt: G minden csicsa feleljen meg egy elemnek az alaphalmazban. A konflik-
tusparokat is helyettesitsiik elemekkel, 6ket nevezziik konfliktuselemeknek. Ha két csiicsa
Ossze van kotve G-ben, a csicsoknak megfelel§ elemek egy kozos halmazba tartoznak.
(Ez azt jelenti, hogy minden halmaz egy élt jelképez.) A konfliktuselemek azokhoz a hal-
mazokhoz lesznek hozzavéve, amely halmazok a konfliktuspar két élének felelnek meg.
Ha egy él nem fordul el6 egyik konfliktusparban sem, a hozzatartozé halmazt kiegé-
szitjiik egy 1Gj elemmel, ami egyetlen masik halmazban sem fog szerepelni, ezaltal G is
harom elemet tartalmaz. Ha a 3-HALMAZ PAKOLAS példanyt megoldjuk, megoldasként
diszjunkt halmazokat kapunk. Minden megoldas a 3-HALMAZ PAKOLAS probléméra egy
ugyanakkora méretii F-kizaro parositast ad (G, F, k)-ra, és forditva, minden megoldas
az F-KIZARO PAROSITAS feladatra egy ugyanakkora méreti megoldast ad a 3-HALMAZ
PAKOLAS-ra.

A [27]-ben bizonyitott, hogy a 3-HALMAZ PAKOLAS FPT-ben van a halmazok szé-
maval paraméterezve. A [21]-ben talalhato egy O(4,61%'n/©M) id6ben futo algoritmus
az 3-HALMAZ PAKOLAS problémara, ahol k" a keresett diszjunkt halmazok szama és n’
az alaphalmaz elemszama. Ez tehat egy O(4, 613*n°()) lépésszamu algoritmust jelent az
F-KI1ZARO PAROSITAS problémara. O
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11. abra. Egy 3-HALMAZ PAKOLAS példany konstrukcioja

Eszrevételek:

e Mivel a konfliktusparok diszjunktak, az el6z6 konstrukciéban minden halmaz elem-

szama harom.
e Barmely két halmaz metszete csak egy elemet tartalmaz.

A kovetkez6 példaval azt mutatjuk meg, hogy a 3-HALMAZ PAKOLAS-ra adott algo-
ritmus rossz megoldast ad az F-KIZARO PAROSITAS problémara, ha a konfliktusparok
nem diszjunktak. Ha hasonloképpen konstrualunk egy 3-HALMAZ PAKOLAS példanyt, és
megoldjuk ezt a feladvanyt, olyan halmazokat kapunk megoldasként, amelyek az eredeti

grafban konfliktusban allnak egymassal.

V1 \-"3 \,-'5
* *
l l

*
V2 V4 VB

12. abra. Egy példa, ahol azt mutatjuk meg, hogy a konfliktusparoknak miért kell disz-
junktnak lenniiik. Lathato, hogy az {uy,ve,v3} és az {us, vs,vs} halmazok diszjunktak,
mégsem igaz, hogy a {vs,vs} és a {vs, v} élek egy F-kizaro parositast adnanak.

Tehat abban az esetben, ha F-KIZARO PAROSITAS feladvanyban a konfliktusparok
nem diszjunkat, egy M-HALMAZ PAKOLAS példanyt kell konstruélnunk (lasd 13. &bra).

¥ Vg Ve
- *
l l
vy v, Vg

13. abra. Egy M-HALMAZ PAKOLAS példany konstrukcidja.
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Megjegyzés: a [15] cikkben megmutattak, hogy az M-HALMAZ PAKOLAS probléma
m-~mel paraméterezve FPT-ben van. Ha a k mellé az m-et is felvessziik paraméterként,
ahol m azt jelenti, hogy maximum hany konfliktusparban szerepelhet egy ¢l, akkor az
F-K1ZARO PAROSITAS probléma ugyancsak FPT-ben van. Ezt az esetet most nem tér-
gyaljuk részletesebben.

10.4. Linearis kernel f és k paraméterek esetén

10.4. Tétel. Az F-KIZARO PAROSITAS probléma esetén eqy O(f+k) csucsbdl dllo kernel
pdros grdfokban O(km) iddben kiszamithato.

Bizonyitds. Adott egy G = (AU B, E) paros graf. Jeloljiik a konfliktusparok halmazat
F-fel, cstcsait pedig V (F)-fel. Valamint legyen Ap :== ANV(F) és Bp := BN V(F).
I s pedig legyen egy trividlis konstans mérett igen-példany. (A konfliktusparok szama
f.) Keressiink egy M maximalis parositast G — V(F')-ben. Ha |M| > k, akkor készen
vagyunk, tehat adjuk vissza Iyes igen-példanyt kernelként. Kiilonben létezik egy k£ — 1
csticsbol allo T lefogd halmaz, mely halmazt jeloljiik Ar := A N T-vel az A halmazban,
és By := BN T-vel a B halmazban. Azt tudjuk tehat, hogy |Ar| + |Br| < k — 1. Mivel
T lefogja az Osszes élt, igy a A\ (Ar U A7) és B\ (BrpU Br) halmazok kézott nem fut él.
Valamint definidljuk az R = B\ (Bp U Br) halmazt. Legyen G’ = G[(Ar U Ar) U R], és
(-ben legyen My egy maximalis méret parositas. Tehat |Mp| < |Ap|+|Ar|. Legyen R
azon R-beli pontok halmaza, melyeket My nem fed le és G* a G-b6l R torlésével kapott
graf (lasd a 15. abrat).

Allitas: (G, F)-ben pontosan akkor van k méretti F-kizaro parositas, ha (G*, F')-ben
van k méret F-kizard parosités.

Az egyértelmt, hogy ha (G*, F)-ben van k méretii F-kizar6é parositas, akkor van
(G, F)-ben is. Igy csak azt kell beldtni, hogy ha M egy k méretti F-kizar6 parositas
(G, F)-ben, akkor létezik k méretdi F-kizaro parositas (G*, F')-ben is.

Tekintsiik azokat az alternalo utakat, amelyek egy R-beli csticsbol indulnak, egy
Br = R\ R-beli csucsban végzédnek, és felvaltva tartalmazzak M és My éleit. Ezen
alternalo utak élei tehat csak az (Ap U Ar) és R halmaz kozott futhatnak. Legyen
vy € M elsé él egy ilyen P tton, amelyre vy € R és vy € (Arp U Ap). Ekkor létezik egy
vov3 € Mp €él, kiilénben vive-t a konstrukcioé soran hozza lehetett volna venni Mp-hez.
Ha ez a wvs csics nem fedett M altal, akkor a vjvs él helyett bevehetjiik vovs élt az
F-kizaro péarositasba. Az nem lehetséges, hogy ezen alternalé it az A halmazban véget

ér, mert akkor ezen Ut mentén mar javithattunk volna Mp kiszamitasanal, ez pedig
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ellentmond annak, hogy Mp maximélis. Tehat P egy Bg-beli cstcsban végzédik. Igy az
M-beli éleket kicserélve az Mp-beli élekre, egy ugyantugy k méretid F-kiziro parositast
kapunk. Ez az F-kizar6 parositas eggyel kevesebb R-beli cstcsot fed, mint M. Majd
iteraljuk a hasonl6 alternalé utak keresését az R-beli csticsokbol addig, amig az M altal
lefedett éleknek van R-beli végpontjuk. Az eljards végén egy G*-beli k mérett F-kizaro
péarositast kapunk. (lasd a 14. abréat)

-
Ya_Ar Yi_ Ap
A {® » \l‘l
A

B{ \@}‘:

V5

e)BRC:eeea)ﬁ ]

3

14. abra. Az abra egy alternald utat mutat a vivovzvavs cstcsokon keresztiil. A vastag
élek az Mp parositasban definialt élek, a vékonyak pedig az M parositasban szerepld
élek.

Azutan definiadljunk hasonloképpen egy S = A\ (Ar U Ar) halmazt. Tekintsiik a
G" = G[(Br U Br) U S] paros grafot, ebben legyen M, egy maximalis parositas. Tehat
|M4| < |Br| + |Br|. Legyen S azon S-beli pontok halmaza, melyeket My nem fed le,
és legyen G** a G*-bol S torlesével kapott graf. A fenti allitas alapjan hasonloképpen
belathato, hogy az S-beli cstcsok torolhetéek a grafbol. A felesleges csiicsok kitorlése
utan pedig kapunk egy |V(G*™)| < 2(|Ar| + |Ar| + |Br| + |Br|) < 22f +k —1) =
4f4+2k—2 = O(f+k) csticsbol 4116 kernelt. Ezen kernel O((k+ f)m) lépésben szamithato
ki, mert legfeljebb k + f méretii parositasokat keresiink, és egy javito ut O(m) lépésben

megtalalhato.
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15. dbra. Az abra a bizonyités soran definialt halmazokat mutatja. A kernel pedig Ap U
Br UA7r U By U Ag U Bg.

11. Lokalis keresés

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a LOKALIS KERESES F-KIZARO PAROSITASRA
probléma W (1]-nehéz ¢ és k* paraméterek esetén, ahol ¢ a keresés sugara, és k* a meg-
valtoztatott konfliktusparok szama.

Feltehetjiik, hogy az F' halmazban a konfliktusparok tigy vannak rendezve, hogy
E'(F) minden konfliktuspér ,elsé éleinek” halmazat és E*(F) a konfliktuspéarok ,,masodik
éleinek” halmazat jelolik.

Valamint jelolje [n] az {1,2,...,n} halmaz elemeit.

A LOKALIS KERESES F-KIZARO PAROSITASRA problémat a kovetkezéképpen
definialjuk:

Bemenet: Egy (G, F) F-KIZARO PAROSITAS példany, egy M, parositas G —
E?(F)-ben és két pozitiv egész szam, k* és (.

Feladat: Keressiink egy F* C F' halmazt, amelynek mérete legfeljebb k*,
és egy M parositast G — [EY(F*) U E*(F \ F*)]-ben, ahol |[M| > |M,|
és |MoAM| < L. |MoAM]| azon élek szamat jelenti, amelyek vagy csak
M-ben, vagy csak My-ban szerepelnek.

My a G — E*(F) graf egy pérositésa, vagyis My egy olyan F-kizar6 parositas, ahol
a konfliktusparok elss éleit (E'(F)-et) tekintjiik megengedett éleknek. A célunk, hogy
My-nal nagyobb F-kizéro parositast taldljunk oly modon, hogy a konfliktusparok koziil

kivalasztunk k* darabot, melyekben felcseréljiik a megengedett illetve nem megengedett
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éleket. Ha tehat F™* tartalmazza a kivalasztott k* konfliktuspart, akkor a G — [E'(F™*) U
E?(F \ F*)] grafban szeretnénk talalni egy Mo-nal nagyobb parositast. Ezen kiviil még
azt is megkoveteljik, hogy M és M, egymastol legfeljebb ¢ élben kiilonbozzon.

11.1. Tétel. A LOKALIS KERESES F-KIZARO PAROSITASRA probléma W/[1]-nehéz az ¢

és k* paraméterek esetén.

Bizonyitds. Adunk egy visszavezetést a KLIKK-r6l a LOKALIS KERESES F-KIZARO PA-
ROSITAS-ra k*-val és (-lel paraméterezve. ElGszor a konstrukciot irjuk le, aztan megmu-
tatjuk, hogy a LOKALIS KERESES F-KIZARO PAROSITASRA probléma akkor és csak akkor
oldhato meg, ha G tartalmaz egy k méretd klikket.

Legyen G = (V, E) egy graf és k a paraméter a KLIKK probléma szamara (lasd 6.1. fe-
jezet). Konstrualunk egy I = (G*, F') F-K1ZARO PAROSITAS példanyt, ahol |F| = k(k—1),
és egy My parositast G* — E?(F)-ben. Legyen { = 6k + 4(’;) +3és k" =k(k—1). Az
(I, My, k*, ) négyes tehat a LOKALIS KERESES F-KIZARO PAROSITASRA probléma beme-

netének tekinthetd. Megmutatjuk, hogy a kévetkezd kijelentések ekvivalensek egymassal:

(1) Az (I, My, k*,¢) LOKALIS KERESES F-KIZARO PAROSITASRA példany megoldhato,
tehat létezik egy F* C F halmaz ugy, hogy létezik egy |My|+ 1 méretii M parositas
a G — [EY(F*)U E*(F \ F*)] grafban, ahol |F*| < k* és |[MgAM| < /.

(2) G-ben van egy k méretd klikk.

A 16. abrén az F-KIZARO PAROSITAS példany konstrukcidja lathato. Legyen V(G) =
{vi,v9,...,0,} és m = |E(G)|. Konstrudljunk G* csticskomponenseket minden i € [k]-
ra, G% élkomponenseket minden 1 < i < j < k-ra és egy P utkomponenst. A G°
csucskomponensek a ¢;, d;, e; és f; csicsokbol allnak a c¢;d;, d;e;, e;f; élekkel, vala-
mint az A" és B' csticshalmazokbol, ahol A* = {d!|u € [n]} é&s B' = {bi|u € [n]}
a {cal,albi, b filu € [n]} élekkel. A G élkomponensek a p;; és ¢;; pontokbol va-
lamint az A" és B" cstcshalmazokbol allnak, ahol A = {a} |v,v. € E(G)} és
B = {bi v, € E(G)} apjaly,, albly,, by, ¢ ; élekkel minden 1 < i < j < k-re és
minden v,v, élre. Az élkomponensek tetszéleges sorrendben vannak Gsszekdtve egymés-
sal. A pontsorozatot, amely a p; ; és ¢, ; csticsokbol all, egy P dtkomponensnek nevezziik.
Ennek az itkomponensnek még van egy ,kezdete” a py és qo pontokbol, amelyek Ossze
vannak kdtve egymaéssal, és egy ,,vége” a P(5)41 és q(5) 41 pontokbol, amelyek ugyancsak
Ossze vannak kotve egymassal. Legyen v(i,5) egy fiiggvény tgy, hogy G¥9) az az él-
komponens, amely G*I-t kiveti. Legyen G'? az elsé élkomponens, a tobbi élkomponens

sorrendje mindegy.
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16. 4bra. A komponensek az [ F-KIZARO PAROSITAS példanyban, amelyeket a 11.1. tétel
bizonyitasaban hasznalunk. Az (a) Abran a vastag élek My-t reprezentaljak, a vastag élek
a (b) abran pedig egy M F-kizar6 parositast képeznek, ahol |M| = |My| + 1.

Minden i, j-re és v,v, € E(G)-re definialjunk két konfliktuspart F-ben, {p; ;a%7,, a’ b}

u,z? uu

és {pi,jaf;,jz, albl }-t. Legyen

M} = {a' b, c;d;, e; filu € [n]} minden G'-re,

Mé’j — U {affzb;]z} minden G%-re,
vV EE(G)
My = {qop1,2} U U My U U (Mg? U{ai,jpuiig)})-
iclk] 1<i<j<k

Ez a graf O(mk? + kn) idében konstrualhato, tehat a konstrukcio polinom ideji n-
ben és m-ben. Mivel k* = k(k — 1) és £ = 6k + 4(];) + 3, egy paraméteres visszavezetést
hajtottunk végre.

Az alapdétlet, amiért a grafot igy konstrualtuk, a kovetkezd: egyszerd latni, hogy egy

My-nal nagyobb M péarositas csak akkor létezik, ha a P at menti élek ,felcserélhetGek”. A
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meghatarozott konfliktusparok biztositjak, hogy ez csak akkor 1éphessen fel, ha a cstcs-
komponensekben is ,cseréliink” (lasd 16(b) abra.) Egy csere a G/ élkomponensekben
m-féleképpen végezhetd el, mivel M, az auﬂz, b;JZ pontok altal meghatarozott Gt mentén
minden u < z-re javithato, ahol v,v, a G graf egyik éle. De a cstics- és élkomponensek ko-
zOtti konfliktusparok biztositjak, hogy ha egy alternéalo uton keresztiil egy v,v, € E(G)
élen cseréliink G*’-ben, akkor a megfelels G* komponensben is a’ b’ -n keresztiil és G’-ben
aZb-n keresztiil is cserélniink kell alternald korokon. Ezen cserék megfelelnek az i ~» u és
j ~ z hozzarendeléseknek. Mivel minden G* komponensben csak egy csere végezhet6 el,
biztos, hogy a ( ) darab G-beli élnek, amelyek az élkomponensekben elvégzett cseréknek
felelnek meg, Osszesen k végpontjuk van. Tehéat akkor és csak akkor létezik egy klikk

G-ben ha M, javithato.

(1) = (2): Akkor létezik egy M F-kizar6 parositas (G, F')-ben, amely nagyobb mint
My, ha tudunk talalni egy javité utat pg és 95y cstesok kozott. [ M| > | M| + 1 miatt
M egy teljes parositas. Ha pogo € M, akkor qop1» ¢ M, M-nek tehat a G*7-beli p; ja7, és
bi7.qi,; eleket kell tartalmaznia valamilyen u, z-re. Ezt az érvelést iterativan folytathatjuk,
tehat minden G*-re van olyan (u, z) pér, hogy a p”a” és a bJ quj élek vesznek részt
az M parositasban. Ha p; jai/, € E*(F) N M, akkor a {a,b.,p; ay’.} ¢és {albl, pijal’.
konfliktusparokat F* mlndenkepp tartalmazza, mert M C E(G)\ E*(F \ F*) \ E'(F*).
M egy teljes parositas minden G* és G’ csticskomponensben, ezért a' b ¢ M miatt az
alc; és a bl f; élek benne vannak M-ben, és hasonloan aZb) ¢ M miatt az alc; és a bl f;
élek benne vannak M-ben.

Legyen o(i,7) az (u, z) par, ha p; ja%, € M, és legyen o(i) az u csics, ha ¢al, € M.
A fenti gondolatmenet miatt o(i,7) = ( 7z)—bol o(i) = u és o(j) = z kovetkezik, azaz
o(i,j) = (0(i),0(j)) minden 1 < i < j < k-ra. A {v,v.|(u,2) =0(i,7),1 <i<j<k}
élek végpontjai a {v,;|¢ € [k]} halmazban vannak, a kivalasztott (S) élnek tehat k
végpontja van. Ezzel belattuk, hogy v,()vs(;) € E£(G) minden 1 < i < j < k-ra, tehét
{ve@li € [k]} egy klikk G-ben.

(2) = (1) bizonyitasahoz legyen {v,(;|i € [k]} egy klikk G-ben. Definialhatunk egy
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F-kizaro parositast, amely a konstrualt grafban minden csticsot lefed:

M; = {ciaff(l-)} U {bf,(i)fi} U{albl|u # o(i)} U{dse;} minden i € [k]-ra
M;; = {p@jaigi)p(j)a bi—’{i),g(j)%,j} U {aijzbizfz!u # o(i) vagy z # o(j)}

minden 1 <1< j < k-ra
M={pog}u |JMiu |J MU P[5 424(8) 11}

i€[k] 1<i<j<k

Minden konfliktuspéar elsé éle egy élkomponensben szerepel, és minden él két konflik-
tusparban szerepel. Az F* halmaz azokbol a konfliktusparokbol all, amelyek elss élei a
kivalasztott uton vannak. Ezen konfliktusparok szama k* = 2(’;) =k(k—1).

Konnyt ellenérizni, hogy M egy F-kizar6 parositas, amely (-kozel van My-hoz. Min-
den csiicskomponensben hat élt, minden élkomponensben harom élt valtoztattunk meg,
és még (];) + 3 élt P atkomponens mentén. Igy tehat |MyAM| = 6k + 4(5) + 3. O
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