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1. Bevezetés

1.1. A problémakör leírása

Gyakran előforduló gyakorlati feladat (iparban, biológiában, sportban, politikában), hogy objektumokat kell rangsorolni. Az egyik népszerű módszer szerint az objektumokat páronként összehasonlítják és az összehasonlítás eredményét pontokkal fejezik ki. Végül az objektumokat az elért pontszámok összege szerint rangsorolják.

Ennek speciális esete az összehasonlításos rendezés, ahol a „nagyobbik” objektum 1, a másik pedig 0 pontot kap az összehasonlítás eredményeképpen.

Mivel a vizsgált feladatok jól megfogalmazhatók a sport nyelvén, a továbbiakban sportbeli kifejezéseket használunk. 

Egy körmérkőzéses sportversenyen (továbbiakban verseny) n csapat (vagy játékos) összesen  n(n - 1)/2  mérkőzést játszik.  Ha mérkőzésenként k eredmény lehetséges, akkor a lehetséges végeredmények száma   kn(n-1)/2 .

A versenyek számos ( gyakorlati szempontból is érdekes ( informatikai feladat forrásául szolgálnak. Ilyen feladat például a különböző pontvektorok előállítása, számuk meghatározása, eredménymátrixok helyreállítása, optimalizálási problémák, a feladatok bonyolultságának meghatározása.   

Napjainkban a nagy számítási kapacitást igénylő feladatok megoldásában egyre nagyobb szerepet kapnak a többprocesszoros rendszerek és a különböző párhuzamos algoritmusok. Mivel a fent említett témában nagyon sok az ilyen feladat, ezért új párhuzamos algoritmusok kitalálására és tanulmányozására is sok lehetőséget ad. Komoly kihívást jelent ebben a témakörben gyorsabb és gyorsabb programokat írni. Még a mai gépek teljesítménye mellett is nagy futási időkkel találkoztunk (lásd például a 8 hosszúságú focisorozatok előállításának 12 órás igényét). 

További fontos kérdés, hogy vannak-e hiányos (a,b)-sportokra vonatkozó gyors algoritmu- sok (teljes sportokra van lineáris időben ellenőrző és kvadratikus időben helyreállító módszerünk). 

Annak ellenére, hogy az adott problémakör feladatai speciálisak, az elért eredményeket általánosabb problémák megoldásában is alkalmazni lehet.

1.2. Előzmények

A versenyek elemzése hosszú múltra tekint vissza. A hazai kutatók közül például Fekete Mihály (1923), Rédei László (1934), Pólya György (1937), Erdős Pál (1942), Radó Richárd (1943), Szele Tibor (1943), Rényi Alfréd (1959), Gallai Tibor (1960), Ádám András (1965), Szekeres Eszter és Szekeres György (1975), Bollobás Béla (1978), Babai László (1979), Lovász László (1979), T. Sós Vera (1981), Kőnig Dénes (1986), Gyárfás András (1988), Tuza Zsolt (1992), Ruszinkó Miklós (1997), Sali Attila és Simonyi Gábor (1999), Iványi Antal (2001), Frank András és Király Tamás (2001), Király Zoltán (2002) publikáltak eredmé- nyeket. 

A két legismertebb, rendszerező mű J. W. Moon könyve [JM68] és K. B Reid összefoglaló cikke [KR96].

Az egyik klasszikus tétel a témával kapcsolatban, hogy minden verseny gráfja tartalmaz Hamilton-utat ( ez a tétel része a gráfokról szóló egyetemi tananyagnak.

Dolgozatunk központi témája sorozatok ellenőrzése és helyreállítása. Az első elméleti ered- mény  Landau tétele [HL53], amely  szükséges és elégséges feltételt ad arra, hogy egy mo- noton nemcsökkenő sorozat 1-verseny pontsorozata legyen. Ezt a tételt Ford és Johnson 1959-ben k-sportokra [FJ59], majd 1963-ban J. W. Moon [JM63] valós 1-sportokra  terjesz- tette ki. Iványi Antaltól származik a (a,b)-sportokra vonatkozó szükséges és elégséges feltétel [AI01b]. Ezek a feltételek lineáris időben ellenőrizhetők.

Az még nyitott kérdés, hogy eldönthető-e polinomiális idő alatt tetszőleges sorozatról, hogy lehet-e adott hiányos sport pontsorozata [AI01a,AI01b].

Az 1-sorozatokra vonatkozó ismert helyreállítási algoritmusok [HL53,SG88,GR99] futási ideje ((n2). Ugyanennyi idő alatt a teljes (a,b)-sportok pontsorozatai is helyreállíthatók.

Az általunk vizsgált helyreállítási feladatok a gráfelméletben szokásos helyreállítási prob- lémával szoros kapcsolatban vannak. Például Erdős és Gallai cikkükben [EG60] arra adnak feltételeket, hogy egy számsorozat fokszámsorozatként egyértelműen meghatározzon egy egyszerű irányítatlan gráfot. Az 1-versenyekre vonatkozó hasonló kérdésre Prasad Tetali [PT98] adta meg a választ. 

Ugyancsak rokon feladatok a kombinatorikai kutatásokban népszerű élirányítási kérdések: irányíthatók-e adott gráf élei úgy, hogy előre megadott feltételeknek eleget tegyenek [FK01,FK02].

Jelentős erőfeszítések történtek a pontvektorok és pontsorozatok leszámlásával kapcso- latban. Az 1-versenyek pontsorozatainak számára vonatkozó első eredmények Erdős és Moser 1964-es kéziratában találhatók [JM68]. Később Moser [LM71], majd Kleitman és Winston [KW81,KW83] értek el aszimptotikus eredményeket.  

Narayana és társai [NB64] rekurziv képlettel O(n4) idő alatt meghatározták az 1-sportok pontsorozatainak számát. 

1-versenyek és k-versenyek jó pontsorozatainak számára vonatkozó becslések találhatók az [AI00b] dolgozatban. A k-versenyek pontsorozatainak számára vonatkozó aszimptotikus eredményeket tartalmaz Kemnitz és Dolff cikke [KW97].  

 A nyolcvanas években kezdődött a témakör párhuzamos algoritmusainak kutatása. Az e- gyik érdekes eredmény Danny Soroker [DS91] nevéhez fűződik, aki O(n2 log n) procesz- szoron O(log n) idő alatt oldotta meg az 1-versenyek helyreállítását. A hazai eredmények közül Pécsy Gábor és Szűcs László cikke [PS01] és Siklósi Bence diplomamunkája [BS01] érdemel említést. Utóbbiban szerepel a feladatok megoldásának adott, rögzített számú processzor között való szétosztására kidolgozott raktár algoritmus elemzése.

A csapatoknak az összpontszám alapján történő rangsorolása csak a sok lehetőség egyike. Ismert nehéz probléma a ”rossz párok” (egy meccs vesztese megelőzi a meccs győztesét) számának minimalizálása. Itt az első eredmény Erdős és Moon [EM65] nevéhez fűződik. Argay Gyula és Szalay Gábor [ASZ72] díjnyertes diákköri dolgozatukban a probléma meg- oldásának közelítő algoritmusait vizsgálták. 

Megemlítünk két vizsgált optimalizálási problémát. Az egyik az, hogy határozzuk meg, legfeljebb hány döntetlen eredményt tartalmazhat az az eredménymátrix, amelyhez jó pontsorozat tartozik. A válasz az, hogy aszimptotikusan (1,5 - 21/2) n2 [AI02]. 

Dévai Gergelytől [GD02] származik a futball ellenőrzési feladat következő optimalizációs megfogalmazása. Rendeljünk minden meccshez 3-3 változót. Kössük ki, hogy ezen változók értéke legyen nemnegatív, és hármanként az összegük legyen pontosan 1. Ezzel biztosítjuk, hogy a három változó közül egy értéke 1 legyen, a másik kettőé pedig 0. Ezen változókhoz rendeljük az adott meccs 0:3, 1:1, illetve 3:0 értékét és minden csapat pontszámára írjunk fel „várható érték” jellegű feltételt a változók és a hozzájuk rendelt eredmények segítségével. A célfüggvényt pedig úgy írjuk fel, hogy képezzük a változóhármasok páronkénti szorzatát, és vesszük ezen szorzatok összeg összegét. Adott sorozat pontosan akkor jó, ha az előbbi szorzatösszeg minimális értéke létezik és pontosan nulla (azaz minden hármast megfele- lőképpen meg tudtunk választani). Így egy vegyes típusú kvadratikus optimalizálási feladatot kapunk. 

Ez az optimalizációs modell természetes módon átalakítható elsőfokú és speciális másodfokú egyenleteket és egyenlőtlenségeket tartalmazó rendszer megoldását igénylő feladattá.

Több program [TL00,ZH01,TH02] készült futball sorozatok ellenőrzésére és helyreállítására.

A versenyek hazai és külföldi szakirodalmáról annotált jegyzék található a 

http://people.inf.elte.hu/tony/tournaments/list/toref.pdf címen.

1.3. Kivonat

Diákköri dolgozatunkban először ismertetjük Landau tételét, majd egy vázlatos bizonyítást adunk rá. Ezután megvizsgáljuk a tétel néhány kiterjesztését. 

Fő célunk az egyik legegyszerűbb hiányos sport ( melynek megengedett eredményei az S = {0:3,1.1,3:0} halmaz elemei ( ellenőrzési és helyreállítási problémájának vizsgálata.

Ezért a dolgozat második fejezetében gyors szűrési algoritmusokat elemzünk. A monoton sorozatokból kiindulva vagy közvetlenül előállítjuk a (2,3)-teljes sorozatokat, majd azok hal- mazát az egyre szűkebb helyi, sport, kiegyensúlyozott és felbontott halmazokra redukáljuk. Ezek közül a sport elemzésig O(n) idő alatt jutunk el, és a másik két elemzést is el tudjuk O(n2) idő alatt végezni.

Az elemzést a FOCITEST nevű Delphi-program végzi, amelyet Kovács Gábor Zsolt készí- tett.

Ugyanez a program ( igaz, csak a nagyon időigényes visszalépés segítségével ( az összes focisorozatot is előállítja.

A harmadik fejezetben a sorozatokat helyreállító, azaz a pontmátrixot elkészítő algoritmu- sokat vizsgálunk. Ezt az elemzést a HELYREÁLLÍT nevű Matlab-program végzi, amelyet Pataki Norbert készített.

A negyedik fejezetben azokat az úgynevezett kritikus sorozatokat elemezzük, amelyeket nem sikerült a FOCITEST segítségével kizárnunk, ugyanakkor a helyreállításuk sem sikerült.

4 játékosig programjaink minden rossz sorozatot kizártak és minden jó sorozatot helyreállí- tottak. 5 játékosra 11 rossz sorozat kizárása nem sikerült – ezeket az ellenőrző program javításával ki fogjuk zárni. 

Az ötödik fejezetben összefoglaljuk a végzett munkát és a további kutatási célokat, a hato- dik fejezetben pedig felsoroljuk a http://people.inf.elte.hu/tony/tournaments/software/  címen elérhető programokat, futási eredményeket. Ugyanezen a címen TDK dolgozatunk teljes szövege is megtalálható.

Végül a hetedik fejezetben a legfontosabb irodalmi hivatkozásokat állítottuk össze. A hivat- kozások elemeit igyekeztünk élővé tenni (az elektronikus változatban a szerzők nevére, a folyóiratok címére stb. kattintva a megfelelő honlapra jutunk). Az élővé tett elemeket a nyom- tatott szövegben aláhúzás jelzi.    

1.4. Algoritmusokkal kapcsolatos definíciók [CLRS01]
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d) Algoritmus futási ideje: egy soros algoritmus futási ideje egy bizonyos bemenetre a vég- rehajtott alapműveletek, vagy “lépések” száma. Valójában a különböző műveletek végrehaj- tásához nem ugyanaz az idő szükséges, de tegyük fel, hogy pszeudokódunkban az i-edik sor végrehajtása ci ideig tart. Ez a nézőpont megfelel a RAM modellnek és tükrözi azt is, hogyan hajtaná végre az utasításokat a legtöbb jelenlegi számítógép.

e) Algoritmus legrosszabb futási ideje: n bemenő adatra a lehetséges futási idők közül a legrosszabb.

f) Elemi művelet: olyan művelet amely futási ideje konstans. Pl.: összeadás, kivonás, szor- zás, osztás, értékadás, feltétel vizsgálat, konstans futási idejű függvény vagy eljárás  meghívása.

1.5. Versenyekkel kapcsolatos definíciók  [AI01b,BS01]

a) Verseny: olyan sportverseny, ahol a résztvevők körmérkőzést játszanak, tehát mindenki játszik egy mérkőzést mindenkivel. 

b) Eredmény: a verseny összes mérkőzését lejátszva kialakuló végeredmény.

c) Eredmény ábrázolása mátrixszal: Wnxn mátrix, ahol n a résztvevők száma, a mátrix elemei (aij) nemnegatív egészek,  aii = 0  és  aij + aji ( 1.

d) Eredmény ábrázolása gráffal: egy n résztvevős verseny egy n csúcsú Gn irányított gráf, amelyben minden csúcspár két súlyozott éllel van összekötve. A súlyok nem negatív egészek, összegük nagyobb vagy egyenlő egynél (aij + aji ( 1). Ha aij > aji, akkor az i-edik játékos legyőzte a j-edik játékost.

e) Egy játékos elért pontjai (si): 
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f) Pontvektor (s): 
[image: image9.wmf]s

 = (s1,s2 ,...,sn).

g) Pontsorozat (q): nemcsökkenő sorrendbe rendezett pontvektor 
[image: image10.wmf]q

 = (q1,q2,......,qn).

h) Jó pontsorozat: s1 < s2 <...< sn .

i) Egyenletes pontsorozat: s2-s1 = s3-s2 = ... = sn-sn-1 .

j) Egyértelmű pontsorozat: ha a pontvektor egyértelműen meghatározza az eredményt.

k) Maximális eredmény: olyan jó eredmény, amely a lehető legnagyobb számú döntetlent tartalmazza.


l) Döntetlen: ha a mérkőzés után a két résztvevő ugyanannyi pontot kap.

m) Teljes (a,b) verseny: olyan verseny, meccsenként legalább a és legfeljebb (b ( a) pontot osztanak ki a két csapat között, és a pontokat az összes lehetséges módon kioszthatják. 

n) Hiányos (a,b)  verseny: nem teljes (a,b) verseny. Ezeket például a megengedett ered- mények S halmazával definiálhatjuk.   
o) Tnab verseny: olyan n résztvevős verseny, ahol egy mérkőzésen legalább a és legfeljebb b pontot osztanak ki.

p) Tnk verseny: olyan teljes n résztvevős verseny, ahol egy mérkőzésen pontosan k pontot osztanak ki.

q) Rnk valós pontszámú verseny: olyan n résztvevős verseny, amelyben meccsenként 1 pontot lehet kiosztani (:1-( arányban, ahol ( tetszőleges 0 és 1 közötti valós szám.

A hagyományos fociban k=2, lehetséges eredmények halmaza {2:0,1:1,0:2}. Teniszben Davis Kupában k=5, lehetséges eredmények 5:0, 4:1, 3:2, 2:3, 1:4, 0:5. 

A Magyar Nemzeti Labdarúgó bajnokságban a megengedett eredmények halmaza S={0:3, 1:1,3:0}. Mivel a 0:2, 1:2, 2:0 és 2:1 eredmények is hiányoznak, a foci egy hiányos (2,3)-sport. Ugyancsak hiányos (2,3)-sport a japán futball, ahol S={0:2,0:3,1:1,2:0,3:0} és az amerikai hoki, ahol S={0:3, 1:1, 1:2, 2:1, 3:0}. 

Röplabdában és asztaliteniszben S={0:2,1:2,2:0,2:1}, a wimbledoni férfi egyes teniszverse- nyen S={0:3, 1:3, 2:3. 3:0, 3:1, 3:2}.

1.6. Teljes 1-sorozatok ellenőrzése
Landau tétele [HL53] az egyik alapvető, versenyekkel kapcsolatos tétel, szükséges és elégséges feltételt ad arra nézve, hogy egy n számból álló számsorozat lehet-e egy verseny pontsorozata.

1.1. tétel [HS53].  Egy 0 <= s1 <= s2  <= … <= sk <= … <= sn sorozat akkor és csak akkor a pontsorozata egy Tn1 teljes versenynek, ha minden k-ra (ha 1 <= k <= n)
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  és egyenlőség áll fenn k=n esetén.                                           (

1.1. tétel bizonyítása (vázlat).

1. A feltétel szükséges: mivel egy mérkőzésen 1 pontot osztanak ki, ezért k mérkőzésen k(k – 1)/2  pontot osztanak ki. Így tehát az első k játékos összpontszáma legalább k(k – 1)/2, de lehet hogy több, abban az esetben, ha valamelyik játékos legyőzött egy k-nál nagyobb indexű játékost. k=n esetén nyilvánvaló az egyenlőség.

2. A feltétel elégséges: n szerinti teljes indukció.  n=2 esetben az állítás nyilvánvaló. Tegyük fel, hogy igaz az állítás n-re, és egy (s1,s2,…,sn,sn+1) számsorozat kielégíti a tétel feltételeit. Ekkor

(2)
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Tegyük fel, hogy egyenlőség áll fenn. Ebben az esetben az indukciós feltevés miatt az s1,s2,...,sn számsorozat egy Tn1 verseny pont sorozata, amit a G gráffal ábrázolhatunk. Vegyünk hozzá G-hez egy új csúcsot, úgy, hogy abból minden másik csúcshoz húzzunk egy élt. Ekkor az új gráf egy Tn1 verseny lesz és pont sorozata (s1,s2,...,sn,sn+1).

Tegyük fel, hogy sn+1 < n. Legyen d = n-sn+1. Ekkor létezik legalább d darab si úgy, hogy si-(i-1)>0 (itt nem bizonyítom). Csökkentsük a d legnagyobb ilyen tulajdonságú pontot eggyel. Az így kapott számsorozat (w1,w2,...,wn) szintén eleget tesz a tétel feltételeinek (itt nem bizonyítom), ezért az indukciós feltevés szerint ez egy Tn1 verseny pont sorozata, amit egy G gráffal ábrázolhatunk. Vegyünk hozzá G-hez egy új csúcsot. Az összes olyan pontból melynek csökkentettük az értékét húzzunk egy élt az új csúcsba, az összes többi csúcsba pedig az új csúcsból húzzunk éleket. Ekkor az új gráf egy Tn1 verseny lesz, melynek pont sorozata (s1,s2....,sn,sn+1). Ezzel a tételt bebizonyítottuk.                                                        (
1.7. Teljes k-sorozatok ellenőrzése
Ford és Johnson tétele szükséges és elégséges feltételt ad arra, hogy egy sorozat k-ver- seny pontsorozata lehessen.
1.2. tétel [FS59]. Egy 0 <= q1 <= q2  <= … <= qk <= … <= sn sorozat akkor és csak akkor a pontsorozata egy Tnk versenynek, ha  eleget tesz a következő feltételnek 
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Az alábbi két állítás a tétel következménye.

1.1. következmény. Tnk verseny esetén fennáll:


(2)
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1.2. következmény. Tnk jó eredményű teljes versenyre fennáll:
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 ( j = 1, 2, …, k, …, n) és j = n esetén egyenlőség van.                                                                                                                     (

1.8. Teljes (a,b)-sorozatok ellenőrzése

Iványi Antal alábbi tétele szükséges és elégséges feltételt ad arra nézve, hogy egy sorozat teljes (a,b)-verseny pontsorozata legyen.
1.3. tétel [AI01b]. Tetszőleges (q1,q2,...,qn) sorozat akkor és csak akkor a pont sorozata egy teljes  Tnab versenynek, ha a sorozat eleget tesz a következő két feltételnek.

Ha 1 <= k <= n, akkor

(1) q1 + q2  + … + qk  ( ak(k – 1)/2, továbbá

(2)  q1 + q2  + … + qk  + (n – k) qk  <=  bk(k – 1)/2 ( Lk, 

ahol Lk  az első k csapat által ”kidobott” pontok száma, melyet az 

L1=0,  Lk =max(Lk-1, bk(k – 1)/2 –  q1 – q2  – … – qk )  (ha 2 <= k <= n) módon számítunk ki. (
2. Ellenőrzés

2.1. Bevezetés

Vizsgálataink kezdetén a focisorozatokat a monoton sorozatok között kerestük. Ezek száma ((n).

Lineáris időben ellenőrizni tudjuk, hogy egy monoton sorozat teljes-e. A teljes sorozatokat a darabszámukkal egyenesen arányos idő alatt elő tudjuk állítani  ( számuk  ((n), körülbelül a monoton sorozatok számának negyedrésze.

A helyi sorozatok ((n) száma n = 10-ig körülbelül a monoton sorozatok számának hatoda. A helyi sorozatok is előállíthatók a darabszámukkal arányos idő alatt ( ezért különösen alkalmasak az ellenőrző módszerek vizsgálatára. 

Tovább szűkíthető a jelöltek köre, ha csak a sport sorozatokat vizsgáljuk ( számuk  ((n), ami kevesebb, mint a foci sorozatok számának másfélszerese.

A sport sorozatokra gyorsan meghatározható a döntetlenek lehetőleg egyenletes elosztása. Az így kapott döntetlensorozatok egy része gyorsan kizárható. A kötelező győzelmek és vereségek párosításával további sorozatokat tudunk kizárni. Az ezután megmaradó kiegyensúlyozott sorozatok száma ((n), halmazuk n kis értékeire megegyezik a foci sorozatok halmazával( n közepes értékeire pedig csak kisszámú “rossz” sorozatot tartalmaz. A focisorozatok száma ((n). 

A kiegyensúlyozott sorozatok döntetlenjeit Havel-Hakim [LL00] szerint párosítva, majd a döntetleneket győzelem/vereség párokkal helyettesítve kaszálással, illetve a sportmátrix győzelmeit kettős kaszálással párosítva megpróbáljuk a sorozatokat helyreállítani. Ez az esetek nagy részében sikerül.

A fennmaradó kritikus sorozatokat (amelyek az ellenőrzésnek megfeleltek, de nem sikerült őket helyreállítani) tovább vizsgáljuk ( többek között a felbontás és a kötelező döntetlenek módszerével.    

2.2. Jelölések

n > = 2 a játékosok száma;

Pi  az i-edik játékos (csapatjátékok esetén is a játékos szót használjuk);

si  a Pi  játékos pontszáma;
qi  a vizsgált sorozat i-edik eleme;

NM[i] (i=0, 1, 2, …, n): Number of Matches, i csapat közötti meccsek száma;

N=NM[n] az összes meccs száma;

SW[i] (i=0, 1, 2, …, n): Sum of Weakest, i utolsó csapat összpontszáma;

LW[i] (i=0, 1, 2, …, n): Lost of Weakest, i utolsó játékos által biztosan kidobott pontok száma;

PW[i] (i=0, 1, 2, …, n): Plus of Weakest, i utolsó játékos által szerzett plusz pontok száma;

IW[i]  (i = 0, 1, 2, …, n): Inner Points of Weakest, i utolsó játékos belső pontjainak száma; 

SB[i] (i=0, 1, 2, …, n): Sum of Best, i legjobb játékos összpontszáma;

S=SW[n]=SB[n] a pontszámok összege;

PB[i] (i=0, 1, 2, …, n): Plus of Best,  i legjobb játékos által szerzett plusz pontok száma;

LB[i] (k=0, 1, 2, …, n): Lost of Best,  i legjobb játékos által kidobott pontok száma;

((n) a monoton (monotonous) n-sorozatok száma;

((n) a teljes (complete) n-sorozatok száma;

((n) a helyileg ellenőrzött (röviden helyi = local) sorozatok száma;

((n) a sport (sport) n-sorozatok száma;

((n) a kiegyensúlyozott (balanced) n-sorozatok száma;

((n) a felbontott  (reduced) n-sorozatok száma;

((n) a foci (futball) n-sorozatok száma.

2.3. Monoton sorozatok

Legyen n>=1 a csapatok száma és  q =(q[1],  q[2],  …, q[n])  egy egész számokból álló sorozat, melynek elemeire

(2.1)                     0 <= q[1] <=  q[2] <=  … <= q[n] <= 3n -3.

Az ilyen sorozatokat monoton sorozatoknak nevezzük, számukat ((n)-nel jelöljük. 

Ezeket a sorozatokat rekurzióval állítottuk elő, számukat n =1, 2, …, 10 értékre a 2.1. táblá-zatban adjuk meg. A szimulációs kísérletek szerint tíz csapatig  ((n) ( 9n-1.

Ha a monoton sorozatokra szükségünk van, és a sorozatokat egy ((n)xn méretű mátrixban tároljuk, akkor az előállítási idő ((((n)xn), ami biztosan exponenciális. Ebből az egy sorozatra jutó átlagos előállítási időre ((n) következik. Ha csak a sorozatok számára van szükség, akkor lényegesen kevesebb időre van szükség, ugyanis a rekurzió miatt az azonos kezdőszeletű sorozatok között megoszlik a kezdőszelet előállítási ideje.

2.4. Teljes sorozatok

A teljes (2,3) sport pontsorozatait (2,3)-teljes sorozatoknak, röviden teljes sorozatoknak nevezzük, és számukat ((n)-nel jelöljük. Ezek a sorozatok előállíthatók [AI02] a monoton sorozatokból, a következő két feltétel segítségével:

(2.2)                             SW[i] >= 2NM[i]                            (i = 1, 2, ..., n), 
(2.3)                             SB[i]  <= 3i(n – i) + 3NM(i)            (i = 1, 2, ..., n).

Ennek a 3 feltételnek az alapján a következő ellenőrző programot írhatjuk a [CLRS01]-ben ajánlott pszeudokód segítségével:

1. SW[0] ( SB[0] ( q[0] ( NM[0] ( J ( 0

2. q[n + 1] ( 3(n –1)

3. for  i ( 1 to n

4.         if q[i] < q[i - 1] then  J ( 1 and print  i, “a” and stop

5.         NM[i] ( NM[i ( 1] + i - 1

6.         SW[i] ( SW[i -- 1] + q[i]

7.         if  SW[i ] < 2 NM[i]  then J ( 1 and print  i, “b” and stop
8.         SB[i] ( SB[i – 1] + q[n – i + 1]

9.         if  SB[i]  > 3i(n – i) + 3NM(i)  then J ( 1 and print  i, “c”

10. if J = 0 then print “a vizsgált sorozat teljes” and stop

2.1. algoritmus. Sorozatok teljességének ellenőrzése

Itt “a” a (2.1), “b” a (2.2) és “c” a (2.3) egyenlőtlenség nem teljesülése miatti hibaüzenet.

Mivel az algoritmusokat gépen is megvalósítjuk, ezért Delphi programozási nyelven is megadjuk azt az algoritmust.


          sw[0] := 0;

   sb[0] := 0;

   nm[0] := 0;

   q[0]  := 0;

   ok    := true;

   i     := 1;

   while (i<=n) and ok do begin
{ 1 } if q[i] < q[i-1] then ok := false;

      nm[i] := nm[i-1] + i-1;

      sw[i] := sw[i-1] + q[i];

{ 2 } if sw[i] < 2*nm[i] then ok := false;

      sb[i] := sb[i-1] + q[N-i+1];

{ 3 } if sb[i] > 3*i*(N-i)+3*nm[i] then ok := false;

      inc(i);

   end;

   if ok then JO_A_SOROZAT;
2.2. program. Sorozatok teljességének ellenőrzése

Az összes n hosszúságú sorozat előállításának egyik módja, hogy előállítjuk a monoton sorozatokat és közülük a fenti ellenőrzéssel kiválasztjuk a teljes sorozatokat. Ekkor a számolási idő tartalmazza a monoton sorozatok előállításának, az ellenőrzésnek és a teljes sorozatok mentésének idejét.

2.5. Teljes sorozatok listázása

A teljes (2,3)-sorozatokra jellemző, hogy ha SW[i] kisebb, mint 3NM[i], akkor a P1 , P2 ,  …, Pi  által “kidobott” pontok már nem szerezhetők vissza. Az ezt tükröző 1.3. tétel alapján írhatunk olyan programot, amely az összes teljes sorozatot ((n)-nel arányos idő alatt előállítja.

Mivel a 2.1. táblázat adatai szerint a teljes sorozatok száma körülbelül a monoton sorozatok számának 25 %-a, a közvetlen előállítás lényegesen gyorsabb, mint az összes monoton sorozat előállítása, majd szűrése. 

1. LW[0] ( SW[0] ( q[0] ( NM[0]  ( J ( 0

2. q[n + 1] ( 3(n –1)

3. for  i ( 1 to n

4.         if q[i] < q[i - 1] then J ( 1 and print  i, “a” and stop 

5.         NM[i] ( NM[i - 1] + i - 1

6.         SW[i] ( SW[i - 1] + q[i]

7.         if  SW[i ] < 2 NM[i]  then J ( 1 and print  i, “b” and stop 

8.         LW[i] = max (LW[i – 1], 3i(i – 1)/2 – SW[i]

9.         if  SW[i]  + (n – i)q[i] > 3N – LW[i – 1] -  (i  - 1)(i - 2)) then J ( 1 and print  i, “c”

10. if J = 0 then print “a vizsgált sorozat teljes” and stop

2.3. program. Teljes sorozatokat előállító algoritmus pszeudókódja

Vizsgálataink során a teljes sorozatokat tartalmazó fájlokat szekvenciálisan dolgozzuk fel. Ezért lényegesen csökkenthető az eredmények mentési ideje, ha a sorozatoknak az őket megelőző sorozattal azonos kezdőszeletét nem mentjük. Azt reméljük, hogy ezzel a fogással egy teljes sorozat átlagos előállítási idejét O(log n)-re, vagy még annál is jobban csökkenteni tudjuk.

2.6.  Helyi sorozatok listázása

Ugyancsak hatékonyan listázhatók a helyi sorozatok. Ezek definíciója: a helyileg (kezdő- szeletek  alapján) ellenőrizhető kötelező tulajdonságokkal rendelkeznek. Melyek ezek? Definíciójukat még nem rögzítettük: igyekszünk minél több sorozatot kizárni. Felsorolunk néhány tulajdonságot.

1) Minden i-re SW[i] >= 2NM[i]. Ha 1 <=j <= i és q[j] < i – 1, akkor a j-edik csapat legalább i – 1 – q[j] olyan meccset vesztett, melynek győztese az első i csapat között van: ennek alapján az SW[i]-re vonatkozó alsó korlát javítható.

2) SW[i] < 3NM[i], valamint a hárommal nem osztható pontszámok döntetlenekkel elvesztett pontokat jeleznek. Ezt és a sorozat monotonitását kihasználva minden i-re SW[i] + (n – i)q[i] <= 3NM – max(LW[i-1], SOD[i]).

3) Ha SW[i]=2NM[i] + x (ahol x 0, 1, 2 vagy 3), akkor megvizsgáljuk a sorozat i hosszúságú kezdőszeletét, mert az csak speciális alakú lehet.

4) Figyeljük a kezdőszeletből a következő elemre adódó alsó korlátot.

Különösen rövid sorozatoknál ez a módszer rendkívül jó, de később is jelentős szűrést eredményez.  A helyi sorozatok számát ((n)-nel jelöljük és a 2.1. táblázatban adjuk meg.
Annak ellenőrzése, hogy egy konkrét sorozat kezdőszeletei megfelelnek-e a helyi feltételeknek, O(n) idő alatt megvalósítható. Mivel a kezdőszeletekre fordított idő általában számos helyi sorozat között oszlik meg, listázásnál itt is nagyon kedvező átlagértékeket kaphatunk. 

2.6.1. A helyi sorozatok előállításánál egy újabb feltétel bevétele, amivel a lehetséges értékek minimumát sikerült növelni

A program először megszámolja a már meglévő (sorozat első elemei) elemekhez tartozó kötelező belső győzelmeket. A kifejezésben a +1 a felső kerekítés miatt kell.
{e} kbgy := 0;

    for i:=1 to Szint-1 do
       if Szint-1 < q[i] then kbgy := kbgy + (q[i] - (Szint-1) + 1) div 2;

A ciklus a kötelező belső győzelmek számítása alapján próbálja növelni a lehetséges értékek alsó korlátját. A ciklus addig fut, míg sikerül növelni, ugyanis a növelést követően a feltétel megváltozik, nőhet a kötelező belső győzelmek száma, ami újabb növekedést jelenthet az alsó korláton.

    i := 0;

    while i <> cmin[Szint] do begin

Az i változóba mentem az aktuális alsó korlátot, így ennek segítségével vizsgálom, hogy történt-e változás.

       i := cmin[Szint];

A kbgy_act változóban ki kell számolni az aktuális alsó korláthoz tartozó kötelező belső győzelmek számát. +1 megint a felső kerekítés miatt kell.

       if Szint-1 < cmin[Szint] then kbgy_act := (cmin[Szint] - (Szint-1) + 

                                                  1) div 2

                                else kbgy_act := 0;

A fenti (kék) szövegből a k*(k-1) -nek itt a 2*(nm[Szint-1] + Szint-1), a KBGY[k]-nak a kbgy + kbgy_act felel meg. Ha ezek összegéből levonjuk az sw[Szint-1]-et, akkor kaphatjuk meg a szükséges alsó korlátot, amit a lehetőség szerint maximalizálni kell.
       cmin[Szint] := Max(cmin[Szint], 

                    2*(nm[Szint-1] + Szint-1) + kbgy + kbgy_act - 

                       sw[Szint-1]);

    end;

2.4. program. Helyi sorozatokat előállító algoritmus kiegészítésének kódja

A feltétel beépítése sikerrel járt. A korábbi helyi sorozat generáló ugyanazokat generálta, mint a monoton sorozat generáló a teljes és szomszédsági szűrővel kiegészítve. Ezzel a feltétellel kiegészítve a helyi sorozat generáló a korábbiak kb. 75-80%-át generálja csak (n=4-re 83%, n=5-re 79%, n=6-ra 78%, n=7-re és 8-ra 77%, n=9-re 76%).

Sajnos itt nem a belső győzelmeket, hanem csak a kötelező belső győzelmeket tudom kiszámolni. Ennek következménye, hogy a fenti szűrővel kiegészítve a generáló algoritmus még mindig nem a (0, 3, 6, 9, ...) elemet állítja elő elsőként. A szűrő hatékonysága viszont azért abban megmutatkozik, hogy a sportsorozat szűrővel kiegészítve a korábbinál kisebb, de a focinál még pár százalékkal bővebb halmazt kapunk.

Pl.: (0, 3, 6, x) sorozathoz miért az x = 7..9 tartozik és miért nem csak a 9. A monotonitás miatt X minimum 6 kell, hogy legyen. Ekkor a (0, 3, 6, 6)-hoz a (0, 0, 2, 2) kötelező belső győzelem sorozat tartozik. Ekkor a számok összegének legalább 4*(4-1) + 4 = 16-nak kell lennie, amiből következik, hogy x-ek legalább 7-nek kell lennie. Mivel a (0, 3, 6, 7)-hez is a (0, 0, 2, 2) kötelező belső győzelem sorozat tartozik, ezért a minimum érték nem fog változni. Ha a valóságnak megfelelően a (0, 3, 6, 6)-hoz a (0, 1, 2, 2) belső győzelem sorozatot tudnám hozzárendelni, akkor 4*(4-1) + 5 = 17 minimális  pontszámösszegből következne, hogy x legalább 8. Ekkor a (0, 3, 6, 8)-hoz a (0, 1, 2, 3) belső győzelem sorozat tartozna, amiből következne, hogy x-nek legalább 9-nek kell lennie. Ezt követően az algoritmus már nem növelné a minimális értéket.

2.6.2. A helyi sorozatok előállításánál a maximális érték becslésénél új feltétel figyelembevétele

A becslés azzal is javítható, hogy a megengedett pontszámösszeget csökkentjük a döntetlenek számával. Ez lényegében azt jelenti, hogy be kellett vezetni egy új vektort, melyben a pontszámok hárommal vett maradékából számítottam ki az egyes pontszámokhoz tartozó kötelező döntetleneket. Ezeket az értékeket görgettem (lose2 vektor). A becslésben a korábbi pontvesztéssel kapott információból és az új feltételből az erősebbet vettem csak figyelembe. Ennek oka az, hogy így nem kerültek ugyanazok a döntetlenek többször megszámlálásra. A görgetett kötelező döntetlenszámokat el kell osztani ketté és venni a felső egészrészét, mivel minden 2 döntetlen (egy pár) vezet 1 pont veszteségéhez.

Az így kapott becslés a következő:

  cmax[Szint]  := (3*((N-1)*N div 2) - 

                   Max(lose[Szint], (lose2[Szint-1]+1) div 2) -

             sw[Szint-1]) div (N-Szint+1);

Azaz az elérhető összpontszámból le kell vonni a veszteséget, illetve a már kiosztott pontokat, majd egyenletesen szét kell osztani a sorozat hátralévő elemei között.

Ez a szűrő is hatékonynak bizonyult. Használatával a korábbi 75-80%-os gyorsítást tovább tudtam csökkenteni 50-65%-ra (n=3-ra 50%, n=4-re 44%, n=5-re 46%, n=6-ra 50%, n=7-re 53%, n=8-ra 55%, n=9-re 57%).

2.6.3. A helyi sorozatok előállításánál a kezdőszelet többletpontjainak figyelembe vétele

A helyi sorozatot generáló programot egy új feltételrendszerrel egészítettem ki úgy, hogy a feltételeket megszegő sorozatokat a generálás közben kizártam, az ezekkel kezdődő részsorozatokat nem engedtem generáltatni. A feltételrendszer elég hosszú lett, s nem volt annyira eredményes, mint vártam volna.

a1) SW[i]=i(i – 1). Most akkor minden meccs eredménye döntetlen, ezért minden pontszám i-1. Ennek a szűrőnek a használata semmit sem javított a helyi sorozat generálón. Azaz ugyanazokat a sorozatokat generálta a program. A feltételnek ellentmondó sorozatokat valószínű már a korábbi feltételek kizárták.

Nincs belső győzelem, se külső döntetlen.

	
	Kötelező elemszám
	1.
	2.
	3.
	4.
	...
	i-3.
	i-2.
	i-1.
	i.

	1.
	1
	O
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	O
	O


(O: Pontszámnak N-1-nek kell lennie, azaz minden meccs döntetlen, nincs győzelem vagy vereség.)

a2) SW[i]=i(i –1)+1. i) (i = n): n=2..9 -re próbáltam ki, minden esetben csak egyetlen egy sorozatot zárt ki:

n=2-re (1, 2)

n=3-ra (2, 2, 3)

n=4-re (3, 3, 3, 4)

n=5-re (4, 4, 4, 4, 5) stb.

1 belső győzelem.
	
	Kötelező elemszám
	1.
	2.
	3.
	4.
	...
	i-3.
	i-2.
	i-1.
	i.

	1.
	2
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	O
	+1 Gy


(i = n)

ii) (i < n): Az új eset bevezetésével a tesztelés eredményei azt mutatják, hogy nem esik ki újabb sorozat.

1 belső győzelem vagy 1 külső döntetlen.

	
	Kötelező elemszám
	1.
	2.
	3.
	4.
	...
	i-3.
	i-2.
	i-1.
	i.

	1.
	2
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	O
	+1 Gy

	2.
	2
	O
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	O
	+1 D


(i < n)

a3) SW[i]=i(i-1)+2.  i) (i = n): N=3..9-re a2)-höz képest további 3 sorozatot ejt ki az algoritmus:


n=3-ra (1, 2, 5), 
(2, 2, 4), 
(2, 3, 3)


n=4-re (2, 3, 3, 6), 
(3, 3, 3, 5)
(3, 3, 4, 4)


n=5-re (3, 4, 4, 4, 7),
(4, 4, 4, 4, 6),
(4, 4, 4, 5, 5)

2 belső győzelem.

	
	Kötelező elemszám
	1.
	2.
	3.
	4.
	...
	i-3.
	i-2.
	i-1.
	i.

	1.
	3
	+1 V
	+1 V
	O
	O
	...
	O
	O
	O
	+2 Gy

	2.
	3
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy

	3.
	3
	+2 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy
	+1 Gy

	4.
	4
	+1 V
	+1 V
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy
	+1 Gy


(i = n)

ii) (i < n): Az új esetek hatására, a2) ii)-hez hasonlóan, itt sem esett ki újabb sorozat.

2 belső győzelem, vagy 2 külső döntetlen, vagy 1 belső győzelem és 1 külső döntetlen.

	
	Kötelező elemszám
	1.
	2.
	3.
	4.
	...
	i-3.
	i-2.
	i-1.
	i.

	1.
	3
	+1 V
	+1 V
	O
	O
	...
	O
	O
	O
	+2 Gy

	2.
	3
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy

	3.
	3
	+2 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy
	+1 Gy

	4.
	4
	+1 V
	+1 V
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy
	+1 Gy

	5.
	2
	O
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	O
	+2 D

	6.
	2
	O
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 D
	+1 D

	7.
	3
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 D
	+1 Gy

	8.
	2
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	O
	+1 Gy, +1 D


(i < n)

a4) SW[i]=i(i –1)+3. i) (i = n): n=4..9-re g3)-hoz képest további 4 sorozatot ejt ki az algoritmus.

3 belső győzelem.

	
	Kötelező elemszám
	1.
	2.
	3.
	4.
	...
	N-3.
	N-2.
	N-1.
	N.

	1.
	4
	+3 V
	O
	O
	O
	...
	O
	+1 Gy
	+1 Gy
	+1 Gy

	2.
	5
	+2 V
	+1V
	O
	O
	...
	O
	+1 Gy
	+1 Gy
	+1 Gy

	3.
	4
	+2 V
	+1 V
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy
	+2 Gy

	4.
	6
	+1 V
	+1 V
	+1 V
	O
	...
	O
	+1 Gy
	+1 Gy
	+1 Gy

	5.
	5
	+1 V
	+1 V
	+1 V
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy
	+2 Gy

	6.
	4
	+1 V
	+1 V
	+1 V
	O
	...
	O
	O
	O
	+3 Gy

	7.
	4
	+2 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy, +1 V
	+2 Gy

	8.
	4
	+2 V
	O
	O
	O
	...
	O
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy
	+1 Gy

	9.
	3
	+1 V
	+1 V
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy, +1 V
	+2 Gy

	10.
	4
	+1 V
	+1 V
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy
	+2 Gy, +1 V

	11.
	5
	+1 V
	+1 V
	O
	O
	...
	O
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy
	+1 Gy

	12.
	3
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	O
	+1 Gy, +1 V
	+2 Gy, +1 V

	13.
	4
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy

	14.
	4
	+1 V
	O
	O
	O
	...
	O
	+1 Gy, +2 V
	+1 Gy
	+1 Gy

	15.
	3
	O
	O
	O
	O
	...
	O
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy, +1 V

	16.
	3
	O
	O
	O
	O
	...
	O
	+1 Gy, +2 V
	+1 Gy, +1 V
	+1 Gy


(i = n) 

ii) (i < n): A korábbi két ( (a2) ii) és a3) ii) ( és a sok lehetőség miatt ezt a részt már nem kódoltam.

Összeségében az a véleményem erről a szűrőről (azaz SW[i] + kicsi esetekről), hogy sok munka van vele, de nem javít jelentősen. Sőt úgy néz ki, hogy tetszőlegesen nagy N-re is csak konstans mennyiségű sorozatot zár ki. Talán akkor lenne ennek haszna, hogy ha nem kellene az eseteket egyesével felsorolni, hanem lenne rá valami kombinatorikus eljárás (a lehetséges módokon kell kiosztani a győzelmeket és vereségeket, közben figyelve arra, hogy azok párosíthatók legyenek). Persze ennek a műveletigénye lehet olyan nagy, hogy haszontalanná válik.

A helyi sorozatok előállítását végző algoritmuson sikerült javítani, azaz az algoritmus a korábbi sorozatok 2/3-ánál kevesebb sorozatot állít elő. Azonban még mindig lehet valamit alakítani rajta:

· n=4-től (a 2. pontban lévő példa alapján) kezdődően nem a (0, 3, 6, 9, ...) a legkisebb előállított elem.

· n=7-től nem az (n-1, n-1, n-1, ..., n-1) a legnagyobb előállított elem.

2.7. Sport sorozatok

Azokat a teljes sorozatokat nevezzük sport sorozatoknak, amelyekhez megadható olyan nx4-es mátrix ( ezt nevezzük sport mátrixnak (, melynek i-edik sora a (w[i],d[i],l[i],q[i]) nemnegatív egészeket tartalmazza úgy, hogy az első 3 elem összege mindig n--1,  3w[i] + d[i] = q[i], az első és a harmadik oszlop összege megegyezik, az első oszlop összege SW[n]-2NM, a második oszlop összege pedig 2(3NM-SW[n]). A sportsorozatok számát ((n)-nel jelöljük. A sportsorozatok száma kisebb, mint a focisorozatok számának másfélszerese.

Az alábbi algoritmus alkalmas egy teljes sorozat sportmátrixának előállítására (nem minden jó sorozatra ad helyreállítható sportmátrixot). Vesszük a kötelező győzelmeket (ezek száma a pontszám mínusz meccsszám per kettő felső egész része), a kötelező döntetleneket (pontszám maradéka mod 3) és kötelező vereségeket (meccsszám mínusz pontszám). Kiszámoljuk, hány győzelmet, döntetlent és vereséget kell még kiosztani. Vesszük a legnagyobb győzelem/vereség számot ( ha pl. ez vereség, akkor kiosztjuk a hátralévő győzelmeket lehetőleg egyenletesen ( majd a többit.

procedure CheckSportMatrix2;

var NM, SW, D, Gy, V, i, maxMeccs, maxPont, novel       :longint;

    sm                       :array[0..MaxCsapat, 1..3] of longint;

    ok1, ok2                 :boolean;

begin

Az NM és SW változó beállítását követően ki kell számolni a döntetlenek, győzelmek és vereségek számát.

   NM := (n*(n-1)) div 2;

   SW := 0;

   for i:=1 to n do SW := SW + q[i];

   D  := 2 * (3 * NM - SW);

   Gy := SW - 2 * NM;

   V  := GY;

Ebben a ciklusban kiszámolom a pontokhoz tartozó kötelező győzelmeket, döntetleneket és vereségeket. Természetesen ezeket az össz győzelem, döntetlen és vereség számából le is vonom.

   for i:=1 to n do begin

Megjegyzés: az alábbi képletben a +1-re a felső kerekítés miatt van szükség.

      if n-1 < q[i] then sm[i, 1] := (q[i] - (N-1) + 1) div 2;

                    else sm[i, 1] := 0;

      sm[i, 2] := (q[i] mod 3);

      if q[i] < n-1 then sm[i, 3] := (N-1) - q[i]

                    else sm[i, 3] := 0;

      Gy := Gy - sm[i, 1];

      D  := D  - sm[i, 2];

      V  := V  - sm[i, 3];

   end;

Az utolsó ciklusban a megmaradt győzelmeket, döntetleneket és vereségeket osztom szét. Minden kiosztásnál figyelni kell arra, hogy:

· n-1 -nél ne legyen több meccs kiosztva egy pontszámhoz.

· A kiosztott győzelemmel vagy döntetlennel se lépje túl a q[i] pontszámot.
· Csak akkor osztok ki győzelmet, döntetlent, vereséget, ha még "van a zsákban".
Az ok1 és ok2 logikai változók segítségével már a kiosztás során ellenőrzöm, hogy jó-e a sportmátrix.
   ok1 := true;

   ok2 := true;

   for i:=1 to n do begin
      while (sm[i, 1] + sm[i, 2] + sm[i, 3] < N-1) and
            (3*sm[i, 1] + sm[i, 2] + 3 <= q[i]) and
            (0 < Gy) do begin
         dec(Gy);

         inc(sm[i, 1]);

      end;

      while (sm[i, 1] + sm[i, 2] + sm[i, 3] < N-1) and
            (3*sm[i, 1] + sm[i, 2] + 1 <= q[i]) and
            (0 < D) do begin
         dec(D);

         inc(sm[i, 2]);

      end;

      while (sm[i, 1] + sm[i, 2] + sm[i, 3] < N-1) and
            (0 < V) do begin
         dec(V);

         inc(sm[i, 3]);

      end;

      ok1 := ok1 and (sm[i, 1] + sm[i, 2] + sm[i, 3] = N-1);

      ok2 := ok2 and (3*sm[i, 1] + sm[i, 2] = q[i]);

   end;

A sportmátrix jó, ha az alábbi kifejezés igaz.

   if ok1 and ok2 and (GY=0) and (D=0) and (V=0) then OK_SPORTMATRIX;

end;

2.5. program. Sportmátrixot ellenőrző program kódja

Az alábbi feltételeknek kell teljesülniük a (w[i], d[i], l[i], q[i]) sportmátrixra:


(0): az értékek nemnegatív egészek


(1): w[i] + d[i] + l[i] = n - 1


(2): 3*w[i] + d[i] = q[i]


(3): (w[i] = (l[i]


(4): (w[i] = SW - 2*NM


(5): (d[i] = 2*(3*NM - SW)

Ebben az esetben az alábbiak felelnek meg ezeknek a feltételeknek:

(0): a kezdő érték minden esetben 0, és csak növelés található, így az értékek minden esetben nemnegatív egészek


(1): ok1 = igaz (a ciklus ellenőrzi minden i-re a fenti feltételt)

(2): ok2 = igaz (a ciklus ellenőrzi minden i-re a fenti feltételt) (a sejtésem az, melyet n=10-ig teszteléssel igazolni is tudtam, hogy ez a feltétel elhagyható, a többiből és az algoritmus működéséből következik)

(3): a kezdeti V := GY utasítást követően még teljesülnie kell, hogy V=0 (a végén nem maradt a zsákban, mindet pontosan kiosztottam)


(4): GY=0 (a végén nem maradt a zsákban, mindet pontosan kiosztottam)

(5): D=0 (a végén nem maradt a zsákban, mindet pontosan kiosztottam)

2.8. Kiegyensúlyozott sorozatok

A sport sorozatok esetében érdemes megvizsgálni a döntetleneket. Például lehetőleg egyenletes elosztás mellett a Havel(Hakim-algoritmus [LL00] segítségével lineáris idő alatt ellenőrizhetjük a döntetlenek párosíthatóságát. Ennek lényege: a legnagyobb döntetlenszámú csapat rendre a következő legnagyobb döntetlenszámú csapatokkal döntetlenezik.

Hasonló elven megpróbáljuk a kötelező sportmátrix győzelmeit és döntetlenjeit párosítani.  Azokat a sport sorozatokat, amelyekre a döntetlenek és győzelmek/vereségek is párosíthatók, kiegyensúlyozott sorozatoknak nevezzük. Az ilyen sorozatok számát ((n)-nel jelöljük. Az eddig vizsgált esetekben a kiegyensúlyozott sorozatok száma közel van a jó sorozatok számához. 

Az alábbi program a döntetlenek egyenletes kiosztását és párosítását végzi. A kapott sorozatokat gyengén kiegyensúlyozott sorozatoknak nevezzük (a teljes kiegyensúlyo- záshoz a győzelmek és vereségek párosíthatóságára is szükség van).

2.6. program. Döntetlenek kiosztását és párosítását végző program kódja
A fenti algoritmus legrosszabb esetben lassú buborékrendezést alkalmaz, és a döntetlenek kiosztását is viszonylag lassú módon végzi. Az ellenőrzéshez nincs szükség a döntetlenek tényleges kiosztására ( a döntetlenek párosíthatósága pedig egy ismert gráfelméleti tétel alapján lineáris időben elvégezhető. 

Mivel a döntetlenek száma minden csapatra a [0, n-1] intervallumba eső egész szám, ezért a rendezés is megoldható O(n) idő alatt.

2.9. Felbontott sorozatok

Sok esetben hasznos fogás, hogy egy sorozat vizsgálatát visszavezetjük két rövidebb sorozat vizsgálatára (ezt már a helyi ellenőrzésnél is alkalmaztuk).

Egy egyszerű példa, ha SW[i]=2NM[i]. Ekkor a kis pontszámúaknak döntetleneket kellett egymással játszani, és más pontjuk nem lehet. Ezért ha nem teljesül q[1]=…=[i]=i-1, akkor a sorozat biztosan rossz ( ellenkező esetben az n-i elemet tartalmazó q[i+1]-3i, …, q[n]-3i sorozatot vizsgáljuk tovább.  Például az (1,1,8,9,9) sorozat esetén SW[2]=2 alapján redukálunk és a (2,3,3) sorozat rossz.

Ha SW[i]=2NM[i]+1, akkor a kis pontszámúak egyetlen többletpontot szereztek: ezt egy erősebb játékos elleni döntetlennel (ha van ilyen, azaz ha i<n), vagy egy egymás közötti győzelemmel szerezhették. Előbbi esetben q[1]=…=q[i-1]=i-1  és q[i]=i, utóbbi esetben q[1]=i-2, q[2]=…=q[i-1]=i-1 és q[i]=i+1. Ilyenkor vagy rossz a sorozat, vagy egy rövidebb sorozattal folytathatjuk.

Hasonlóképpen vizsgálhatjuk az SB[i] értékeket is. Például a (2,2,3,10,10) és a (2,3,3,10,10) sorozatok esetén SB[2]=20 alapján redukálunk és a megmaradó sorozatok rosszak.

A (2,3,3,8,10) sorozatot is SB[2] alapján redukálhatjuk.

Eszerint a legfeljebb 5 hosszúságú sorozatokra jók az eddig leírt algoritmusok.

Hasznos lehet a nyeretlen és veretlen csapatok vizsgálata. A nyeretlen (és veretlen) csapatok egymás közötti mérkőzései csak döntetlenül végződhettek. Például az 1 és 2 pontos csapat egymással csak döntetlenül játszhatott – így az egypontos eredményeit ismerjük és eltávolíthatjuk.

Ha q[n]=q[n-1]=3(n-1)-2, vagy q[n]=3(n-1)-2 és q[n-1]=3(n-1)-4, akkor az első két csapat veretlen. Ha az első három csapat pontszáma egyaránt 3(n-1)-4, akkor egymás között csupa döntetlent játszottak. Mindegyik esetben mód van a redukcióra.

A felbontás időigénye függ annak részleteitől. A fent vázolt egyszerű egyszerű feltételek lineáris időben ellenőrizhetők.

Összegezve az eddigieket azt mondhatjuk, hogy ellenőrző módszereink többsége meg- valósítható lineáris idő alatt. Ez egyedül a döntetlenek kiosztásánál kérdéses.

2.10.  Foci sorozatok

Eddig csak visszalépéses algoritmussal sikerült a focisorozatokat előállítani (n=8-ig). A 8 hosszúságú focisorozatok előállítása mind a FOCITEST [GK02], mind a FOCIGEN [ZH01], mind pedig az OPKUT [TH02] programnak körülbelül 12 óráig tartott. 
2.11. Mérési adatok

A következő három táblázatban mérési adatainkat foglaljuk össze.

A 2.1. táblázatban félkövér számok mutatják a pontos értékeket. Ezek szerint 3 csapatig már a helyi ellenőrzés tökéletes szűrést biztosít. 4 csapatnál már a kiegyensúlyozottsági ellenőr- zésre,  5 csapatnál pedig a felbontásra is szükség van az összes rossz sorozat felismerésé-hez. A kérdőjelek a kiegyensúlyozott sorozatokra vonatkozó oszlopban azt jelzik, hogy a program még nem készült el, az adatokat kézi számolással kaptuk. Az utolsó oszlopban pe- dig a futási idő nagysága miatt hiányoznak az adatok.

A monoton és a foci sorozatok esetén egyaránt jó közelítésnek látszik, hogy a csapatok számát eggyel növelve a megfelelő sorozatok száma körülbelül kilencszeresére nő. Érdekes ezzel egybevetni Erdős-Moser [EM64], valamint Kleitman-Winston [KW83] aszimptotikus eredményeit, melyek szerint a klasszikus versenyek, azaz a teljes 1-versenyek esetén a hasonló növekedés körülbelül négyszeres.

	n
	((n)
	((n)
	((n)
	((n)
	((n)
	((n)
	((n)

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	2
	10
	4
	2
	2
	2
	2
	2

	3
	84
	27
	7
	7
	7
	7
	7

	4
	715
	208
	57
	54 
	40
	40
	40

	5
	6188
	1709
	581
	529
	366
	355
	355

	6
	54264
	14513
	5579
	5005
	4003
	?
	3678

	7
	480700
	125658
	52784
	46957
	42228
	?
	37263

	8
	4292145
	1102081
	495248
	438391
	417728
	?
	361058

	9
	38567100
	9756399
	4620864
	4077645
	3983125
	?
	?

	10
	348330136
	86989413
	42958455
	37830611
	37361971
	?
	?


2.1. táblázat. Monoton, teljes, helyi, sport, kiegyensúlyozott, felbontott és foci sorozatok száma.

A 2.2. táblázat szerint 10 csapatig monoton csökkenő a teljes sorozatok részaránya. A helyi sorozatok részaránya 4 csapatnál minimumot ér el, azután növekedést mutat. Mivel a helyi ellenőrzést még lényegesen javítani fogjuk, ezek az értékek csökkenni fognak. A sport, a gyengén kiegyensúlyozott és felbontott sorozatok részaránya is csökken 4 csapatig, majd nő. Ezek a százalékok is kisebbek lesznek később ( a tendencia azonban várhatóan meg-marad.

A foci sorozatokra vonatkozó adatok véglegesek, hiszen a monoton és a foci sorozatok számát pontosan tudjuk. 

	n
	((n)
	((n)
	((n)
	((n)
	((n)
	((n)
	((n)

	1
	100 %
	100,0 %
	100,0 %
	100,0 %
	100,0 %
	100,0 %
	100,0 %

	2
	100 %
	40,0 %
	20,0 %
	20,0 %
	20,0 %
	20,0 %
	20,0 %

	3
	100 %
	32,1 %
	8,3 %
	8,3 %
	8,3 %
	8,3 %
	8,3 %

	4
	100 %
	29,1 %
	8,0 %
	7,6 %
	5,6 %
	5,6 %
	5,6 %

	5
	100 %
	27,6 %
	9,4 %
	8,5 %
	5,9 %
	5,7 %
	5,7 %

	6
	100 %
	26,7 %
	10,3 %
	9,2 %
	7,4 %
	?
	6,8 %

	7
	100 %
	26,1 %
	11,0 %
	9,8 %
	8,8 %
	?
	7,8 %

	8
	100 %
	25,7 %
	11,5 %
	10,2 %
	9,7 %
	?
	8,4 %

	9
	100 %
	25,3 %
	12,0 %
	10,6 %
	10,3 %
	?
	?

	10
	100 %
	25,0 %
	12,3 %
	10,9 %
	10,7 %
	?
	?


2.2. táblázat. Monoton, teljes, helyi, sport, kiegyensúlyozott, redukált és foci sorozatok aránya a monoton sorozatok számához képest.
A 2.3. táblázat a futási időket foglalja össze. Megjegyezzük, hogy ezek az értékek gépfüg- gőek, azaz gyorsabb gépen kisebb értékeket kapunk. Azonban az összehasonlításokhoz és következtetések levonására az értékek alkalmasak.

Mint a táblázatból is látszik, n = [1..5] esetén az algoritmusok olyan gyorsan lefutottak, hogy a mért időt nem tudtuk értékelni. 

Ha az algoritmus csak megszámolta a sorozatokat, akkor a futási időt a "Mentés nélkül", ha a sorozatokat generálta is az algoritmus, akkor a "Mentéssel" oszlopba írtuk. Tehát a két-két oszlop közötti különbséget az állományműveletek adják. A harmadik algoritmus másképpen működik, mint az első kettő, ennél az állományba írás 7 csapatig elhanyagolható. 

A nagy futási idő vagy nagy memóriaigény miatt a kérdőjellel jelölt eseteket nem mértük.

Az algoritmusok:

1. Monoton sorozatokat állítja elő az algoritmus, majd sorrendben szűri őket negatív szűrőkkel (teljességi, helyi, sport és kiegyensúlyozottsági ellenőrző szűrő).

2. Helyi sorozatokat állítja elő az algoritmus, majd sorrendben szűri őket negatív szűrőkkel (sport és kiegyensúlyozottsági ellenőrző szűrő).

3. Egy buta, minden pontmátrixot generáló algoritmus. (Az algoritmus szélességi bejárással működik.)

	N
	1. Algoritmus
	2. Algoritmus
	3. Algoritmus

	
	Mentés nélkül
	Mentéssel
	Mentés nélkül
	Mentéssel
	

	1
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető

	2
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető

	3
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető

	4
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető

	5
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető
	Nem mérhető

	6
	0,22 mp
	0,55 mp
	0,05 mp
	0,11 mp
	1,70 mp

	7
	0,66 mp
	4,61 mp
	0,39 mp
	1,16 mp
	53,00 mp

	8
	7,09 mp
	54,00 mp
	4,62 mp
	13,18 mp
	kb. 17 óra

	9
	73,60 mp
	891,49 mp
	51,30 mp
	160,66 mp
	?

	10
	800,92 mp
	?
	574,85 mp
	?
	?


2.3. táblázat. Két szűrő és egy focisorozat előállító algoritmus futási időinek összehasonlítása.

Az első algoritmusnál szembetűnő, hogy a számolási idő körülbelül tizede a mentési időnek. A második algoritmus futási ideje körülbelül negyede az első algoritmus futási idejének. A helyi ellenőrzés erősödésével és a jelenlegi négyzetes idejű kiegyensúlyozottsági elemzés gyorsításával tovább fog csökkenni a futási idő.

2.12. Kötelező belső döntetlenek

Ha SW[i] elég kicsi vagy SB[i] elég nagy, akkor ebből következtethetünk arra, hogy bizonyos csapatok között legalább bizonyos számú döntetlennek elő kellett fordulnia.

Ha például SW[i]<3NM[i], akkor az i kis pontszámú csapat egymással legalább 3NM[i]-SW[i] döntetlent játszott.

Továbbá az is igaz, hogy az i kis pontszámú csapat legfeljebb SW[i]-2NM[i] pontot szerzett a többiektől, ami azoknak legfeljebb kétszer ennyi veszteséget okozott (akkor ennyit, ha minden veszteség döntetlenekből származik).

Eszerint ha az n-i nagy pontszámú csapat között nincs döntetlen és nem vesztettek pontot az i kis pontszámú ellen, akkor SB[n-i] >= 3i(n-i) + 3NM[i], és a nagy pontszámú csapatok legalább 3i(n-i) + 3NM[i] – 2(SW[i]-2NM[i]) döntetlent játszottak egymással.

A kötelező belső döntetlenek párosítása érdekes problémákat okoz. Tekintsük azt a 28 hosszúságú sorozatot, amelyet úgy kapunk, hogy 7 “gyenge” csapat döntetlent játszik egymással,  14 “közepes” csapat tranzitív, végül 7 jó csapat ugyancsak döntetlent játszik egymással – és ezen annyit változtatunk, hogy a legjobb közepes csapat kikap az egyik gyengétől (akinek így 9 pontja lesz). Ekkor a sorozat (6,6,6,6,6,6,9,21,24,…,54,57,57,66, 66, 66,66,66,66,66).  Mivel ez jó sorozat, az ellenőrzések nem találják hibásnak. A döntetlenek egyenletes elosztása során minden játékos 3 döntetlent kap, ezek a döntetlenek párosíthatók, a helyreállítás viszont nem sikerül.

SW[1], …, SW[5] elég nagy, viszont SW[6]=36 jelez 9 belső döntetlent. Ezért az érintett játékosok kapnak 3-3 döntetlent, amit könnyen párosítunk. Ezután SW[7]=45 összesen 18 belső döntetlent jelez – az ebből egyenletes elosztással adódó (6,6,6,6,6,3,3) döntetlensorozattal azonban csak 15 belső döntetlen párosítható. Ez a 7 hosszú (6,6,6,6,6,6,9) sorozat esetén mutatná, hogy a sorozat rossz. Mivel most hosszabb a sorozat, megpróbálunk 2x18/3=12 helyett 13 három döntetlenes csomagot kiosztani. Ekkor a (6,6,6,6,6,6,3) döntetlensorozattal már tudunk 18 belső döntetlent párosítani – de a 3 külső döntetlennel és a 3 belső győzelemmel ennek a 7 játékosnak túl sok pontja lenne – ezért csak az lehet a megoldás, hogy 21 belső döntetlenjük lesz – ami után a 6 pontos játékosok eltávolíthatók, és a kapott (3, 3, 6, 9, …, 36, 39, 39, 48, …, 48) sorozat többféleképpen helyreállítható – például úgy, hogy minden csapatnak 3-3 döntetlene lesz.

2.13. Példák

A) Egy csapat esete. Az (1) feltételnek csak a (0) sorozat felel meg. Ez a többi feltételnek is megfelel és a sorozat egyértelműen helyreállítható: az 1x1-es eredménymátrix főátlójában nulla van: ( (1) = ((1) = ((n) = ((1) = ((1) =((1) =  ((1) = 1.

B) Két csapat esete. Az (1) feltételnek ((2)=10 monoton sorozat felel meg: (0,0), (0,1), (0, 2), (0, 3), (1,1), (1, 2), (1,3), (2,2), (2,3) és (3,3). Ezek közül (2) a (0,0) és (0,1), a (3) feltétel pedig az (1,3), (2,2), (2,3) és (2,4) sorozatot zárja ki, ezért ((2)=4. (0,2)-ben a második elem túl kicsi, az (1,2)-ben egy többletpont van a minimális kettőhöz képest, ez pedig csak a (0,3) sorozatot engedi meg: ((2)=2, és így ((2) = 2.  A fennmaradó (0,3) és (1,1) sorozatok mind a sportmátrixból, mind a döntetlenkiosztás alapján helyreállíthatók, azaz ((2) = 2.

C) Három csapat esete. ( (3) = 84 monoton sorozat van. Közülük ((3) = 27 teljes: (0,2,4), (0,2,5), (0,2,6), (0,3,3), (0,3,4), (0,3,5), (0,3,6), (0, 4, 4), (0, 4, 5), (1,1,4), (1,1,5), (1, 1, 6), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 2, 6), (1, 3, 3), (1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 4, 4), (2, 2, 2), (2, 2, 3), (2, 2, 4), (2, 2, 5), (2, 3, 3), (2, 3, 4) és (3, 3, 3). Közülük (0,2,4), (0,2,5), (0,2,6), (0,3,3), (0,3,4), (0,3,5), (0,4,5), (1,1,4), (1,1,5) (1,2,3) (1,2,5), (1,2,6), (1,3,3), (1,3,5), (1,4,4), (2,2,4), (2,2,5), (2,2,3), (2,3,3), (2,3,4) nem helyi sorozat. 

A megmaradó 7 sorozat: (0, 3, 6), (0, 4, 4), (1, 1, 6), (1,2,4), (1,3,4), (2,2,2), (3,3,3)  (  ezek helyreállíthatók. Így ((3) = ((3) = 7 és  ((3) = 7. 
D) Négy  csapat esete. ( (4 = 715 monoton sorozat van. Közülük ((4) = 40 foci sorozat: (0,3,6,9), (0,3,7,7), (0,4,4,9), (0,4,5,7), (0,4,6,7), (0,5,5,5), (0,6,6,6), (1,1,6,9), (1,1,7,7), (1,2,4,9), (1,2,5,7), (1,2,6,7), (1,3,4,7), (1,3,4,9), (1,3,5,5), (1,3,5,7), (1,3,6,7), (1,4,4,7), (1,4,5,5), (1,4,5,6), (1,4,6,6), (2,2,2,9), (2,2,3,7), (2,2,4,7), (2,2,5,5), (2,2,5,6), (2,3,3,5), (2,3,4,5), (2,3,4,7), (2,3,5,5), (2,4,4,5), (2,4,4,6), (3,3,3,3), (3,3,3,9),  (3,3,4,7), (3,3,6,6,), (3,4,4,4), (3,4,4,5), (3,4,4,6), (4,4,4,4).

Rajtuk kívül sport sorozat még például a (0,5,5,6), (0,5,6,6), (2,2,3,9), (2,2,6,6), (2,3,3,9) és a (2,3,6,6) sorozat. Ezekhez rendre a (0,0,0,2) vagy a (0,0,2,2) döntetlensorozatok tartoznak, melyeknek a döntetlenjei nem párosíthatók. 

Sportsorozat a (2,3,3,7) is, de (0,1,2,3)-as döntetlensorozata nem párosítható.

Tehát n=4 értékig könnyen el tudjuk dönteni, hogy adott sorozat jó-e: a 40 kiegyenlített sorozat mindegyikét helyreállítja például a később  tárgyalt DÖNTGYŐZ algoritmus.

E) Öt  csapat esete. ( (5) = 6188 monoton sorozat van. Közöttük ((5) = 355 foci sorozat van, például:  (0,3,6,9,12), (0,3,6,10,10), (0,3,7,7,12), (0,3,7,8,10),  (0,3,7,9,10),  (0,3,8,8,8), (0,3,9,9,9), (0,4,4,9,12), (0,4,4,10,10), (0,4,5,7,12), (0,4,5,8,10), (0,4,5,9,10), (0,4,6,7,10), (0,4,6,7,12), (0,4,6,8,8), (0,4,6,8,10), (0,4,6,9,10), (0,4,7,7,10), (0,4,7,8,8), (0,4,7,8,9), (0,4,7,9,9), (0,5,5,5,12), (0,5,5,6,10), (0,5,5,7,10), (0,5,5,8,8), (0,5,5,8,9), (0,5,6,6,8), (0,5,6,7,8), (0,5,6,7,10), (0,5,6,8,8), (0,5,7,7,8), (0,5,7,7,9), (0,6,6,6,6), (0,6,6,6,12), (0,6,6,7,10), (0,6,6,9,9), (0,6,7,7,7), (0,6,7,7,8), (0,6,7,7,9), (0,7,7,7,7), (1,1,6,9,12), (1,1,7,7,12), (1,1,7,8,10), (1,1,7,9,10), (1,1, 8,8,8), (1,1,9,9,9), (1,2,4,9,12), (1,2,4,10,10), (1,2,5,7,12), (1,2,5,8,10), (1,2,5,9,10), (1,2,6,7,10), (1,2,6,7,12), (1,2,6,8,8), (1,2,6,8,10), (1,2,6,9,10), (1,2,7,7,10), (1,2,7,8,8), (1,2,7,8,9), (1,2,7,9,9), (1,3,4, 8,10), (1,3,4,9,10), (1,3,4,9,12), (1,3,4,10,10), (1,3,5,5,12), (1,3,5,6,10), (1,3,5,7,10), (1,3,5,7,12), (1,3,5,8,8), (1,3,5,8,9), (1,3,5,8,10), (1,3,5,9,10), (1,3,6,6,8), (1,3,6,7,8), (1,3,6,7,10), (1,3,6,7,10), (1,3,6,7,12), (1,3,6,8,8), (1,3,6,8,8), (1,3,6,8,10), (1,3,6,9,10), (1,3,7,7,8), (1,3,7,7,9), (1,3,7,7,10), (1,3,7,8,8), (1,3,7,8,9), (1,3,7,9,9), (1,4,4,7,10), (1,4,4,7,12), (1,4,4,8,8), …, (6,6,6,6,6). 

A focisorozatok mellett vannak olyan sorozatok is, amelyekhez rendelhető sportmátrix, de mégsem jók.

Az esetek nagy részében  (0,1,1,3,3), (0,1,3,3,3), (1,1,1,3,4), (1,1,2,4,4) vagy  (1,2,3,4,4) a döntetlensorozat, amelyek nem párosíthatók.

Négy kivételes sorozat a (1,1,8,9,9), (2,2,3,10,10), (2,3,3,8,10) és (2,3,3,10,10). Ezek döntetlensorozatainak pozitív része (1,1,2), (1,1,2,2), illetve (1,2,2,3), ami párosítható. A helyreállítás azonban nem sikerül.

Tehát n = 5 esetén már vannak olyan sorozatok, amelyek az eddigi tesztek mindegyikének megfelelnek, bár nem állíthatók helyre. Ezért finomabb módszerekre van szükség.

F) Hat  csapat esete. Tekintsük most újabb példaként azt a 529 hat hosszúságú sportsoro- zatot, melyekhez nincs pontmátrix.

A lexikografikusan első 141 közülük 0-val, (1,1)-gyel vagy (1,2)-vel kezdődik, így redukálható.

A következő 7 sorozat vége 15 vagy (13,13) – ezek is redukálhatók.

A 149-edik sorozat az (1,3,4,9,12,12). Itt SW[6]=41, ezért 4 döntetlennek kell lennie. A maradékok miatt az egyenletes döntetlenelosztás (1,1,3,3)-ast ad, ami párosíthatatlan.

A 150-edik (1,3,4,11,11,12) (1,1,2) döntetlensorozata egyértelműen párosítható. Ezzel az egypontos eredményei ismertek, redukcióval a (0,3,9,9,10), amiből a rossz (3,3,4) sorozatot kapjuk.

Az (1,3,6,6,11,13) döntetlenjei ugyan párosíthatók, de a 13 pontos eltávolítása után már nem párosíthatók a döntetlenek.

A sorozatok egy részének döntetlenjei egyenletes elosztásnál is párosíthatatlanok.

Érdekes az (1,3,6,7,9,13). A 6 döntetlen és a maradékok miatt 3x3 döntetlent kell kiosztani. Az egyenletes elosztás (3,3,3,1,1,1) döntetleneket ad, ami megvalósítható. Ekkor azonban az 1 és 3 pontosak nyeretlenek, a 9 és a 13 pontosak pedig veretlenek lesznek. Az 1 és 13 pontosakat eltávolítva a (2,3,4,5) pontsorozat marad, ami helyreállítható. Tehát a listánk jó.

Az (1,3,7,7,9,13) esetben a (1,1,1,1,3,3) döntetlenek párosíthatók, és a sorozat helyreállítható.  

G) Hét  csapat esete. Tekintsük most újabb példaként 7 hosszúságú sportsorozatokat. A FOCIGEN.EXE3  [ZH01] 9502 olyan sorozatot említ, amelyhez talált sportmátrixot, de nem talált pontmátrixot.

Az első 2345 sorozat a 0 vagy 1,1 vagy 1,2, kezdés miatt redukálható. A következő a 1, 3, 3, 7, 13, 16, 16.  Az utolsó 2 elem nélkül 1,3,3,7,13.  3 döntetlen csak az egyik hárompontosé lehet – nélküle 0,0,6,12 marad, ami rossz.

A 2524-edik (1,3,5,7,11,15,15). Ebben 2x6 döntetlenből hatot adnak a maradékok, 2x3-at kell még kiosztani három helyre. Az egyenletes osztás 4,3,2,2,1,0,0 döntetlensorozatot ad, ez egyértelműen párosítható. Az 1 és 3-pontosak azonban nyeretlenek lesznek, emiatt a párosítás nem jó.  Ha viszont a hárompontos nem kap döntetleneket, akkor 5,4,2,1 rossz döntetlensorozat lesz.

Kérdéses, hogyan zárjuk ki ezt az (1,3,5,7,11,15,15) sorozatot (anélkül, hogy az “összes” sportmátrixot előállítanánk)?

Például úgy, hogy a redukció során vizsgáljuk, hogy hogyan tartalmazhat egy kezdőszelet 0, 1, 2 vagy 3 többletpontot. Jelen esetben az 1,3,5 sorozat 3 többletpontot tartalmaz. Ez csak úgy érhető el, hogy a 3 és 5-pontos csapatnak 1-1 külső döntetlene van. Az 1-pontos csapat a 3-pontostól szerezte pontját, ezért 2,2,4,8,12,12 marad. Most a kiosztandó 3 döntetlen “egyenletesen” a 4-pontosé, ami párosíthatatlan döntetlensorozatra vezet.  

Az 5312-edik a (2,4,7,7,9,13,15). Az egyenletes döntetlensorozat 4,3,2,1,1,1 ( ami páro- sítható, majd a sportmátrix helyreállítható:

5 – 1     X 3 3 3 0 3 3   15 pont

4 1 1     0 X 1 3 3 3 3   13 pont

2 3 1     0 1 X 3 3 1 1    9 pont

2 1 3     0 0 0 X 3 1 3    7 pont

2 1 3     3 0 0 0 X 1 3    7 pont

- 4 2     0 0 1 1 1 X 1    4 pont

- 2 4     0 0 1 0 0 1 X    2 pont 

Az 5922-edik sorozat (3,3,3,8,10,13,13). Itt a 2x10 döntetlenből csak ötöt adnak a maradékok – 5 hármas csomag van. Ez egyenletesen kiosztva  5,4,3,3,3,1,1 párosítható sorozatot ad – azonban a három döntetlenesek így veretlenek lesznek, így a kötelező belső döntetlenek miatt csak  az 5,4,1,1,1,1,1 párosíthatatlan sorozat marad. Mivel mind az 5 helyen legfeljebb egy csomagnak van helye, így a döntetlenkiosztás csak ilyen lehet. 

Az 5985-ödik a (3,3,3,10,13,13,13). Az egyenletes döntetlensorozat 1,1,1,1,3,3 – ez párosítható, de a párosítás után nem sikerül a helyreállítás.  Ha a kötelező résszel kezdjük a vizsgálatot, akkor az

4 1 1

4 1 1

4 1 1 

2 1 –

- - 2

- - 2

- - 2

16-16 győzelmet és vereséget, valamint 2x5 döntetlent kell kiosztani. Mivel a maradékok 4 döntetlent lefednek, már csak 2 hármas csomag van. Az első három nem kaphat, a többiek viszont 1-1 csomagot kaphatnak, így 4 hely van (melyek közül 3 egyforma). Tehát kétféle sportmátrix van:

4 1 1      4 1 1

4 1 1      4 1 1

4 1 1      4 1 1

3 1 2      2 4 -

1 - 5      1 - 5

- 3 3      1 - 5

- 3 3      - 3 3

Az egyenletes sportmátrixban az 5 vereségnek nincs párja, a másikban a döntetlenek nem párosíthatók.

Kérdéses, hogyan zárjuk ki ezt a (3,3,3,10,13,13,13) sorozatot (anélkül, hogy az “összes” sportmátrixot előállítanánk)?

Az első 3 elem kétféleképpen állhat elő: 3 belső győzelemmel és körbeveréssel, vagy 3 külső döntetlennel. Első esetben a redukció eredménye 1,4,4,4, ami biztosan rossz sorozat. 

Az utóbbi esethez pedig nem elég a sorozat 5 döntetlenje.

A 7547-edik sorozat a  (4,4,4,9,9,11,15). Az egyenletes döntetlensorozat 4,4,4,3,3,2,0, ami párosítható és helyreállítható. A kapott sport- és pontmátrix:

5 – 1   X 0 3 3 3 3 3   15 pont

3 2 1   3 X 1 0 3 3 1   11 pont

2 3 1   0 1 X 1 3 3 1    9 pont

2 3 1   0 3 1 X 1 3 1    9 pont

1 1 4   0 0 0 1 X 1 3    4 pont

1 1 4   0 0 0 0 3 X 1    4 pont

- 4 2   0 1 1 1 0 1 X    4 pont

A 9332-edik a (6,6,6,6,6,10,10). Itt 8 győzelem és 13 döntetlen van. Az egyenletes dön- tetlenekkel 3,3,3,3,4,4,6 adódik, ami párosítható. A 6 döntetlenes nélkül 5,5,5,5,9,9 marad: 8 győzelem és 7 döntetlen. Ötösök 1-1, kilencesek 2-2 győzelmet kapnak:

2 4 –

2 4 –

1 3 2

1 3 2

1 3 2

1 3 2

- 6 –

Úgy néz ki, hogy ez helyreállítható.

Az utolsó a (7,7,9,9,9,9,9) sorozat – ez az 1,1,3,3 döntetlensorozata miatt rossz.

3. Helyreállítás

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben olyan algoritmusokat ismertetünk, amelyek bemenete egy n hosszúságú sorozat, és a kimenete:


a) vagy a bemenethez tartozó jó pontmátrix,

b) vagy az a válasz, hogy nem sikerült jó pontmátrixot találni,

c) vagy az a válasz, hogy a bemenet nem foci sorozat.

Mivel az összes pontmátrix előállítása csak exponenciális futási idővel oldható meg, ezért ezt a módszert elvetjük. Célunk, hogy az algoritmus műveletigénye polinomiális legyen. Ezzel a feltétellel viszont nem várjuk el az algoritmustól a pontmátrix megtalálását, csak azt, hogy minél több esetben adja meg a mátrixot.

A feladat ( jellegéből fakadóan ( gráfelméleti, operációkutatási és algebrai eszközökkel is megfogalmazható. Ezekről majd az összefoglalásban lesz még szó.

3.2. Algoritmusok

3.2.1. A HELYETTESÍT algoritmus

Először meg kell határozni az adott sorozathoz tartozó kötelező sportmátrixot, majd ezt ki kell egészíteni a teljes sportmátrixszá, ennek fő része a döntetlenek kiosztása. Ha ez megvan, akkor először a döntetleneket kell párosítani, ehhez a „természetes” Havel-Hakim félét használjuk, ez rendre a legnagyobb döntetlenszámúakat párosítja. Ha ez kész, akkor jön a győzelmek kiosztása kaszálással. Ezek után elő lehet állítani a mátrixot.

A kötelező sportmátrixból úgy kapjuk meg a teljes sportmátrixot, hogy kiegészítjük a  döntetlenekkel. Megjegyzendő, hogy a kötelező sportmátrixot kiegészítjük egy negyedik oszloppal, amely azt mutatja meg, hogy az adott csapatnak hány csomagot kell kapnia. Ez 3 döntetlent vagy 1 győzelmet és 2 vereséget foglal magában. A döntetlenek kiosztása után a megmaradó döntetlen csomagokat egyenletesen szétosztjuk. Ezek után, ha van még olyan csapat, amely kész fogadni csomagot, az már csak győzelem-vereség csomagot kaphat. Így tehát megkaptuk a teljes sportmátrixot. A döntetlen párosítás a ( már ismertetett ( Havel-Hakim [LL00] módszerrel dolgozik. A győzelmek kiosztása a következő Ryser-féle kaszálási algoritmussal [KR96] oldható meg: a kiosztott döntetleneket tartalmazó ponttáblázatban győzelem-vereség párokkal helyettesítjük (a vereséget a kisebb pontszámú csapatnak adva). Az így kapott pontsorozatot Landau-tétellel ellenőrizzük. Ezután következik a kaszálási rész. Mivel a Landau-tétel feltételeibe beiktattuk a 3-mal való oszthatóságot, ezért itt minden pont osztható 3-mal. Ekkor elindulunk a legnagyobb pontú csapatnál és osztjuk neki a győzelmeket ( a monotonitásra figyelve, amíg fogadja a 3 pontokat és a főátlóra szimmetrikusan  beírjuk a vereségeket, azaz a 0 pontokat, a mátrixba. Ha elveszne a monotonitás, akkor onnan rakjuk a győzelmeket, ahonnan megdőlne a monotonitás, természetesen itt is csak annyit, amennyit fogadni képes (itt is szimmetrikusan beírva a vereséget). Ezt minden csapatra elvégezve kiosztottuk a győzelmeket, illetve a vereségeket. Ekkor a győzelem-vereség és döntetlen párosítások után előállítható a végleges pontmátrix. Ha ez nem felelne meg a pontsorozatnak és a sorozat focisorozat, akkor az algoritmus nem tudta helyreállítani a mátrixot. Például a 4 hosszúságú sorozatok közül egyetlen ilyen van, a (4,4,4,4), ami nyilvánvalóan focisorozat és a jó mátrix lehetne a következő:

	i/j
	1
	2
	3
	4
	q[i]

	1
	X
	3
	1
	0
	4

	2
	0
	X
	3
	1
	4

	3
	1
	0
	X
	3
	4

	4
	3
	1
	0
	X
	4


3.1. táblázat: A (4,4,4,4) sorozat egy lehetséges helyreállítása 


Az algoritmus programja ind.m, ell.m, pm.m, Ryser.m, dp.m, sportos.m, ks.m részekből áll. Ezek megtalálhatók a dolgozat mellett a honlapon. Legérdekesebb részei a kötelező sportmátrixot előállító ks.m és a teljes sportmátrixot előállító (azaz többek között a csomagok kiosztását végző) sportos.m:

function A=ks(b)

n=length(b);

for i=1:n

A(i,2)=rem(b(i),3);

A(i,1)=max([0,(b(i)-n+1+rem(b(i)-n+1,2))/2]);

if (b(i)<=(n-1)) A(i,3)=n-1-b(i);

end

if (b(i)>(n-1)) A(i,3)=(b(i)-n+1)-2*(b(i)-n+1-rem(b(i)-n+1,2))/2;

end

A(i,4)=(b(i)-3*A(i,1)-A(i,2))/3;

end 

3.3. ábra. A kötelező sportmátrixot előállító kód

function A=sportos(q)

n=length(q);

osszeg=0;

ddb=0;

cs=0;

OSM=ks(q);

for i=1:n 

  osszeg=osszeg+q(i);

  ddb=ddb+OSM(i,2); 

  cs=cs+OSM(i,4);

end

NDP=(2*(3*n*(n-1)/2-osszeg)-ddb)/3;

%Van kiosztandó csomag, és az mind döntetlen:

if (NDP>0 & NDP==cs) 

      for i=1:n

          OSM(i,2)=OSM(i,2)+3*OSM(i,4);

          NDP=NDP-OSM(i,4);


  OSM(i,4)=0;

      end

end

%Van kiosztando gyozelem csomag is

while (NDP>0)

        pmin=1;

        pmax=n;

        while (OSM(pmin,4)==0)

           pmin=pmin+1;

        end

        while (OSM(pmax,4)==0)

           pmax=pmax-1;

        end

        poz=0;

        dmin=n-1;

    % Hany fogadokesz csapat van?

        for j=pmin:pmax

            if (OSM(j,4)>0) poz=poz+1;

            end

        end

    % Mennyi a fogadokesz csapatok minimalis dontetlen szama?

        for j=pmin:pmax        

            if (OSM(j,4)>0 & OSM(j,2)<dmin) dmin=OSM(j,2);

            end

        end

    a=(NDP-rem(NDP,poz))/poz;

    while (pmin <= pmax)

          if (OSM(pmin,4)<OSM(pmax,4)) 

            m=min([OSM(pmin,4),a]),

            m=min([m,NDP]);

               if (OSM(pmin,4)==dmin & rem(NDP,poz)~=0) 

                m=max([m+1,OSM(pmin,4)]);

               end

            OSM(pmin,2)=OSM(pmin,2)+3*m;

            pmin=pmin+1;

            NDP=NDP-m;

            OSM(pmin,4)=OSM(pmin,4)-m;

          end

          if (OSM(pmin,4)>=OSM(pmax,4)) 

             m=min([OSM(pmax,4),a]);

             m=min([m,NDP]);

                if (OSM(pmax,2)==dmin & rem(NDP,poz)~=0) 

                    m=max([m+1,OSM(pmax,4)]);

                end

             OSM(pmax,2)=OSM(pmax,2)+3*m;

             OSM(pmax,4)=OSM(pmax,4)-m;

             NDP=NDP-m;

             pmax=pmax-1;

          end

     end

end

   % Kiosztva a dontetlen csomagok

end

for i=1:n

      if (OSM(i,4)>0)

        OSM(i,1)=OSM(i,1)+OSM(i,4);

        OSM(i,3)=OSM(i,3)+2*OSM(i,4);

      end

end

A=OSM(1:n,1:3);

3.4. ábra. A teljes sportmátrixot előállító kód

3.3.1. A DÖNTGYŐZ algoritmus

Ez az algoritmus is a kötelező sportmátrixból a döntetlenek egyenletes elosztásával kapott teljes sportmátrixon alapul. A döntetlenek párosítása után azonban rendre úgy távolítja el a nagy pontszámú csapatokat, hogy győzelmeiket a kis pontszámú csapatokhoz írja (tehát a kaszálás módosított változatát alkalmazza ( hiszen most a döntetlenek már be vannak írva a pontmátrixba).

Az algoritmus részben a HELYETTESÍT függvényeit használja. Saját részei az ellgyp.m és a dpgyp.m. Utóbbi az érdekes, ezért itt is megadjuk.

function A=dpgyp(q)

n=length(q);

TSM=sportos(q);

v=TSM(1:n,2);

for i=1:n

    A(i,i)=NaN;

end

for i=1:n

    while (v(n+1-i)>0)

        d=v(1:n-i);

        l=0;

        k=n-1;

        m=0;

        while (k~=0)

           if (l==0 & A(k,n+1-i)==0 & v(k)~=0 & v(n+1-i)>0) 

               l=1;

               g=k;

               m=v(k);

           end

           if (l==1 & A(k,n+1-i)==0 & v(k)~=0 & v(n-i+1)>0 )

               if (v(k)>m)

                  m=v(k);

                  g=k;

               end

           end

        k=k-1;       

        end

        v(n+1-i)=v(n+1-i)-1;

        v(g)=v(g)-1;

        A(g,n+1-i)=1;

        A(n+1-i,g)=1;

    end

end

% Most a gyozelmeket es veresegeket parositjuk

for i=0:n-2

    j=1;

    while (TSM(n-i,1)>0 & j<n-i)

          if (A(n-i,j)==0 & TSM(j,3)>0) 

             A(n-i,j)=3;

             TSM(n-i,1)=TSM(n-i,1)-1;

             TSM(j,3)=TSM(j,3)-1;

          end

          j=j+1;    

    end

    j=n-i-1;

    while (TSM(n-i,3)>0 & j>0)

          if (A(n-i,j)==0 & TSM(j,1)>0)

             A(j,n-i)=3;

             TSM(n-i,3)=TSM(n-i,3)-1;

             TSM(j,1)=TSM(j,1)-1;

          end

          j=j-1;

    end

end

3.5. ábra. A döntetlenek párosítása után a győzelmeket és vereségeket párosító algoritmus kódja

3.2.3. Az ÚTFORDÍTÓ algoritmus

Vannak olyan algoritmusok, amelyekkel megoldható, hogy a fennmaradt nem jól helyreállított sorozatokat mégis rendben helyreállítsuk (feltéve, hogy az adott döntetlenpárosítás mellett a sorozat helyreállítható). Erre a példa a következő ÚTFORDÍTÓ algoritmus. 

Tegyük fel, hogy vannak olyan csapatok, melyekre a helyreállított mátrix sorösszege nem helyes (nem egyezik a vizsgált bemenő sorozat megfelelő elemével). Tekintsük a megoldásunkat egy gráfként. Keressünk utat az egyik olyan csúcstól, amelyiknek pozitív eltérése van a valódi pontszámától, egy olyan csúcshoz, amelyiknek pedig negatív eltérése van. Ha az út adott, akkor fordítsuk meg az élek irányítását. Ezzel a módszerrel elérjük, hogy 1-1 csapatnak nőtt, illetve csökkent a pontszáma eggyel, a többinek azonos maradt. Ezt folytassuk addig, amíg el nem értük a kívánt mátrixot. Nyilvánvaló, hogy így helyes eredményre jutottunk. Ennek a módszernek már nagyobb műveletigénye van, de továbbra is polinomiális (O(n4)). Ezt lehet még finomítani és javítható a műveletigény.

Ez az algoritmus ( feltéve, hogy a döntetleneket kiosztottuk – a  „szimmetrikusan” beírt  győzelem-vereség párok tetszőleges kezdőállapotára alkalmazható (a megoldható feladatokat megoldja, a többire jelzi a megoldhatatlanságot). Kérdés, hogy melyik módszer a hatékonyabb: bizonyos munkával jó kezdőállapotba jutni és kevés utat fordítani, vagy „munka nélkül” egyszerű kezdőállapotból indulva átlagosan több utat fordítani. 

3.2.4. Példák

Első példánk legyen a (0,4,5,9,11,13) sorozat. Ezen mutatjuk be a HELYETESÍT algoritmus működését.

Először meghatározzunk a kötelező sportmátrixot:

	Kötelező győzelmek
	Kötelező döntetlenek
	Kötelező vereségek
	Hiányzó csomagok

	0
	0
	5
	0

	0
	1
	1
	1

	0
	2
	0
	1

	2
	0
	0
	1

	3
	2
	0
	0

	4
	1
	0
	0


3.2. táblázat. A (0,4,5,9,11,13) sorozathoz tartozó kötelező sportmátrix

Ezt követi a 3 hiányzó (ebben a példában mind győzelem) csomag kiosztása:

A teljes sportmátrix:

	Győzelmek
	Döntetlenek
	Vereségek
	Pontszám

	0
	0
	5
	 0

	1
	1
	3
	 4

	1
	2
	2 
	 5

	3
	0
	2 
	 9

	3
	2
	0
	11

	4
	1
	0
	13


3.3. táblázat. A (0,4,5,9,11,13) sorozathoz tartozó teljes sportmátrix

Ekkor a döntetlenek párosítása:

	X
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	X
	1
	0
	0
	0

	0
	1
	X
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	X
	0
	0

	0
	0
	1
	0
	X
	1

	0
	0
	0
	0
	1
	X


3.4. táblázat. Döntetlenek kiosztása a (0,4,5,9,11,13) focisorozat esetén

és a kaszálás eredménye:

	X
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	X
	0
	0
	0
	0

	3
	3
	X
	0
	0
	0

	3
	3
	3
	X
	0
	0

	3
	3
	3
	3
	X
	0

	3
	3
	3
	3
	3
	X


3.5. táblázat. A focisorozathoz tartozó Ryser-kaszálás után előálló mátrix

Tehát a jó pontmátrix:

	X
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	X
	1
	0
	0
	0

	3
	1
	X
	0
	1
	0

	3
	3
	3
	X
	0
	0

	3
	3
	1
	3
	X
	1

	3
	3
	3
	3
	1
	X


3.6. táblázat. (0,4,5,9,11,13) sorozathoz tartozó pontmátrix

3.4. Az ismertetett algoritmusok hatékonysága 

Az algoritmusok közül eddig a HELYETTESÍT és a DÖNTGYŐZ futott gépen, az ÚTFORDÍTÓ-t csak kézzel alkalmaztuk. Az alábbi táblázat mutatja, hány sorozatot tudtak a 4, 5, 6 és 7 hosszúságú focisorozatok közül helyreállítani.

	Algoritmus
	HELYETTESIT
	DÖNTGYŐZ
	ÚTFORDÍTÓ
	VISSZALÉP

	Hibák száma:
	
	
	 
	

	n = 4 csapatra
	1
	0
	 0
	0/40

	n = 5 csapatra
	36
	7 
	 5
	0/355

	n = 6 csapatra
	1115
	421
	???
	0/3678

	n = 7 csapatra
	19851
	14071
	???
	0/37263


3.7. táblázat. Helyreállítási hibák száma 4, 5, 6 és 7 csapat esetében

A fenti táblázat szerint a 40 darab 4 hosszúságú focisorozatot DÖNTGYŐZ és ÚTFORDÍTÓ hibátlanul helyreállítja, a HELYETTESÍT 1 esetben hibázik. A minden esetet vizsgáló VISSZALÉP természetesen nem követ el hibát.

5 csapat esetén már ÚTFORDÍTÓ közelítő jellege is érvényesül: a döntetlenpárosítás hibáit nem tudja kijavítani. A 355 sorozat közül algoritmusaink rendre 36, 7, illetve 5 hibát vétenek. Ezeket a hibákat a következő, kritikus sorozatokról szóló fejezetben elemezzük.

6 csapatra már 1115, illetve 421 a hibaszám.

Végül 7 csapatra HELYETTESÍT körülbelül a sorozatok felét állította helyre, míg DÖNTGYŐZ körülbelül a sorozatok kétharmadát.

3.5. Az ismertetett algoritmusok műveletigénye

A HELYETTESÍT, DÖNTGYŐZ és az ÚTFORDÍTÓ algoritmus is a kötelező sportmátrix előállításával kezdődik, ami ((n) műveletet igényel, hiszen végigmegyünk a pontszámokon, és kiszámoljuk a kötelező győzelmek, döntetlenek, vereségek, illetve hiányzó csomagok számát. 

Amikor a kötelező sportmátrixból előállítjuk a teljes sportmátrixot, már csak azokkal a csapatokkal foglalkozunk, amelyek képesek csomagot fogadni (amelyekhez nem teljes sor tartozik). A döntetlenek kiosztása könnyen megvalósítható O(n2) idő alatt. Azt reméljük, hogy a csapatok döntetlenigényének elemzésével a döntetlenkiosztást majd gyorsabban is el tudjuk végezni. Ha az összes döntetlen csomagot kiosztottuk, a maradék csak vereség-győzelem lehet, ezeket O(n) időben ki tudjuk osztani.

A döntetlenek párosításához most csak O(n3)-ös algoritmust tudunk megadni. Minden csapatnál, ha játszott döntetlent, egy feltételes maximumkeresést hajtunk végre. Először a döntetleneket győzelem-vereséggé alakítjuk (ez rossz esetben négyzetes időt igényel). A kapott sorozat elemzését rendezéssel, majd a Landau-tétel feltételeinek vizsgálatával folytatjuk:  ez is  megtehető O(n2) lépésben. Ezután  a helyreállítás Ryser-féle kaszálással O(n2)  időben megoldható. Ezt minden csapatra el kell végezni, így a kaszálás végül is O(n3)-ös.

A feltételezett pontmátrix helyreállításához ekkor legalább ((n2) időre  van szükség, hiszen a mátrix n2-n elemét határozzuk meg, a győzelem-vereség és döntetlen kiosztásból. Ahova a döntetlent kiosztotta az algoritmus, oda azt kell beírni, ahova nem osztott döntetlent, oda a kaszálás adta mátrix elemét.

Tehát a HELYETTESÍT algoritmusunk összeségében egy O(n3)-ös algoritmus, ami elég hatékonynak nevezhető.

A DÖNTGYŐZ algoritmus a döntetlenek kiosztása után már nagyon egyszerű ( most ez is  egy O(n3)-os algoritmus. Úgy gondoljuk, hogy a a részfeladatok jobb megoldásával mindkét módszer lépésszámát O(n2)-re tudjuk majd javítani.

Az ÚTFORDÍTÓ algoritmust még csak kézzel alkalmaztuk. Mivel egy mátrix  legfeljebb O(n2) hibát tartalmazhat, és egy hibát O(n2) idő alatt meg tudunk szüntetni, az algoritmus futási idejére most O(n4) korlátot tudunk adni. Azt reméljük, hogy az előző két algoritmusról be tudjuk látni, hogy legfeljebb O(n) hibát adnak, és akkor előfeldolgozásra  felhasználva őket az ÚTFORDÍTÓ-ra jobb korlátot kapunk.

3.4. Mérési eredmények
A HELYETTESÍT és a DÖNTGYŐZ program Matlab-ban készült. A Matlab ugyanis hatékony eszköz ilyen és ehhez hasonló problémák megoldására is. Nagy előnye, hogy számos beépített funkciója segítette munkánkat. A HELYETTESÍT program a  40 darab 4 hosszúságú focisorozatból 39-et állított jól helyre (egyet hibásan), mindezt az eredményt a Lovardában lévő számítógéppel és 6.1-es Matlabbal 0.2 másodperc alatt.

Hat csapatra a 6.1-es Matlab 3, illetve 2 perc alatt, míg 7 csapatra 12, illetve 8 perc alatt futott le. Ezek a futási idők még csökkenthetők, ha a program kevesebb adatot ír a képer nyőre.

4. Kritikus sorozatok 

Azokat a monoton sorozatokat nevezzük kritikusnak, amelyeket az ellenőrzés során nem sikerült kizárni, ugyanakkor a helyreállítás sem sikerült.

4.1. Legfeljebb négy hosszúságú kritikus sorozatok

A legfeljebb 4 hosszúságú sorozatok közül a DÖNTGYŐZ és az ÚTFORDÍTÓ algoritmusok minden kiegyensúlyozott sorozatot helyreállítottak, ezért a kritikus sorozatokat a 4-nél hosz- szabbak között kell keresnünk.

4.2. Öt hosszúságú kritikus sorozatok

11 darab olyan 5 hosszúságú kiegyensúlyozott sorozat van, amelyek nem focisorozatok. 

Az (1, 1, 8, 8, 9 ) és (  1, 1, 8, 9,9) sorozatok a helyi ellenőrzés javítása után már nem lesznek helyi sorozatok, ugyanis  az (1,1) kezdőszeletben nincs többletpont és az ebből adódó (2,2,3) és (2,3,3) nem jó sorozatok.

Az (1,2,6,8,9) sorozatban az 1 és 2 pontos csapatok veretlenek ezért a sorozat (1) és (1,3,5,6) sorozatokra bontható. Utóbbi (3,2,1) döntetlensorozata nem párosítható.

Az (1,3,4,8,8) sorozatban a 8 pontosok veretlenek; a (4,3,1,1,1) döntetlensorozat nem párosítható.

Az (1,3,4,8,12) és a  (2,2,3,8,12) sorozatból a 12 pontos csapat eltávolíthatónak látszik  ( de a 8 pontosnak nincs veresége.

A (2,2,3,10,10) és a (2,3,3,10,10)  sorozatból a  (10,10) részsorozat eltávolítható és a megmaradó (2,2,3), illetve (2,3,3) sorozat rossz.

A (2,2,6,6,9)  sorozatban a 2 pontosok  veretlenek; a kötelező belső döntetlenjük nélkül megmaradó (3,3,1,1) rossz döntetlen sorozat.

A (2,3,3,8,10) sorozatban a 8 és 10  pontos csapatok veretlenek, ezért a 10 pontos eltávolítható; a megmaradó (2,3,3,7) sorozat (3,2,1) döntetlensorozata rossz.

A (3,3,3,8,8) sorozatban a 8 pontos csapatok veretlenek, kötelező döntetlenjük miatt a (3,3,1,1) rossz döntetlen sorozat.

Az 5 hosszúságú sorozatok között 7 olyan sorozat van, amellyel a DÖNTGYŐZ nem tudott megbirkózni (ezeket a helyettesít is hibásan állította helyre). A 7 sorozat közül az (1,2,4,10, 10), (1,3,4,8,10), (2,2,2,10,10), (2,2,3,8,10) és a (2,3,3,8,8) sorozatokkal az ÚTFORDÍTÓ sem boldogult, mivel ezekben jelenleg rosszul párosítjuk a döntetleneket. Ezeket  majd a kötelező belső döntetleneket felismerő KÖTDÖNT algoritmus helyre fogja állítani. A (2,5,5, 5,9) és a (3,5,5,5,7) sorozatokat az ÚTFORDÍTÓ javítani tudja ( és a nála gyorsabb GYŐZPÁROSÍTÓ is kezelni tudja.  

4.3. Hat hosszúságú kritikus sorozatok

A 6 hosszúságú kiegyensúlyozott sorozatok között 325 olyan van, amelyek nem foci sorozatok. A lexikografikusan legkisebbek közülük a (0,3,7,8,10,11) és a (0,3,7,8,10,13).   A javított helyi ellenőrzés majd először a 0  és a 3, majd az (1,2,4) kezdőszeletet távolítja el, és kiszűri mindkét a sorozatot.

A következő a (0,3,7,8,11,11) sorozat. Az első két elem helyi eltávolítása után maradó     (1,2,5,5) sorozat az 1 és 2 pontos csapatok belső vereségei miatt nem helyi.

A (0,4,4,11,12,12) sorozatban  0, majd  (1,1) eltávolítható, a megmaradó (2,3,3) rossz.

A (0,4,5,7,11,15) sorozatból 15 eltávolítása nem sikerül, mert a 11 pontos csapat veretlen.

A (0,4,5,8,9,15) sorozatból 0 és 15, majd 1 eltávolítható; a megmaradó (1,2,3) rossz.

A  (1,1,9,9,9,13) sorozat (1,1) eltávolítása után maradó (3,3,3,7) döntetlensorozata (3,1), ami rossz. 

A  (1,2,4,9,10,13 ) sorozat nem helyi: (1,2,4) nélkül a rossz (0,1,4) marad.

A (1,3,4,8,12,15) sorozatból 15 eltávolítása után 12 eltávolítása nem sikerül.

A (3,3,4,5,13,13) sorozatból (13,13) eltávolítása után a rossz (3,2,1) döntetlensorozat marad.

Az utolsó három „rosszul fésült” sorozat közül (3,4, 4, 4,11,15 ) és  (4,4,4,4,11,15) sorsa már ismerős: 15 eltávolítása a veretlen  11 pontos csapat miatt nem sikerül.

Végül az utolsó  (4,4,4,5,9,15) sem igazán kritikus: 15 eltávolítása után a rossz (4,2,1,1) döntetlensorozatot kapjuk. 

Mindezek alapján azt mondhatjuk, hogy a legfeljebb 6 hosszúságú sorozatokkal megbir- kóztunk (feltéve, hogy a helyreállítás során nem adódnak problémás sorozatok).

Így az eddigi kísérletek nem adtak választ arra a kérdésre, hogy megoldható-e polinomiális idő alatt a focisorozatok felismerése.

5. További kutatási feladatok

5.1. Adaptív rendezés

Munkánk során több alkalommal (például a Havel-Hakim algoritmus részeként az ellenőr- zésnél, a Ryser-kaszálás során, a HELYETTESIT Landau-részében, a győzelem/vereség párosítás során) szükségünk volt rendezésre. Minden esetben speciális rendezési feladatot kellett megoldani: egész számokat rendeztünk, és rendszerint az is igaz volt, hogy a soroza- tok kevés „rendetlen” elemet tartalmaztak, és azok sem voltak messze igazi helyüktől. 

A szakirodalom adaptív rendezésnek [pl. PM92] nevezi ezt a feladattípust. Mi eddig a bubo- rék rendezést (illetve a Matlab rendező rutinját) alkalmaztunk. A továbbiakban  megvizsgál-juk, hogy a legrosszabb esetben is lineáris futási idejű leszámláló, a legjobb esetben kons-tans (ha egyetlen ellenőrzéssel megállapítható a sorozat jólrendezettsége, mint a kaszálás-nál) leszámláló, vagy esetleg más algoritmus adja a legkisebb átlagos futási időt.

Mivel sokmillió sorozatot kell rendeznünk, a jó döntés segíti munkánkat.

Egy másik érdekes speciális rendezési feladat, amikor a rendezendő elemek száma rögzített [GH02].

5.2. Maximális folyam algoritmusok használata

A dolgozatban kevés figyelmet fordítottunk a maximális folyam meghatározására [CLRS01], pedig például az (a,b)-teljes sorozatok ellenőrzése és helyreállítása visszavezethető erre a feladatra. Hiányos sorozatokra is alkalmazhatjuk a maximális folyamokat kevés hibát tartal- mazó pontmátrixok előállítására.

5.3. Kritikus sorozatok számának csökkentése

A negyedik fejezetben vizsgáltuk azokat a sorozatokat, amelyet eddigi algoritmusaink nem tudtak felismerni. Ezeket a fejlesztés alatt lévő módszereink kezelni tudják. Bizonyos típusú felismerési problémák azonban csak hosszabb sorozatoknál jelentkeznek (például a rövid focisorozatokhoz mindig van egyenletes döntetlenkiosztással előállítható sportmátrix ( hosszabb sorozatokra ez már nem igaz). 

5.4. A feladat átfogalmazása
A bevezetőben utaltunk arra, hogy feladatunk megfogalmazható például kvadratikus mate- matikai programozási feladatként vagy egészértékű programozási feladatként, és algebrai egyenlőtlenségrendszer megoldására is visszavezethető. 

Ezeknek a területeknek a módszerei is segítséget adhatnak a megoldáshoz.

5.4. Más sportok vizsgálata
Dolgozatunkban az egyik legegyszerűbb hiányos rangsorolási módszerrel, a {0:3,1:1,3:0} eredményeket megengedő összehasonlításhalmazzal foglakoztunk. Módszereink bővebb eredményhalmazra is átvihetők ( az erőforrásigény azonban várhatóan lényegesen nagyobb lesz.  
6. Mellékletek

A TDK-dolgozatunkban ismertetett programok és nagyméretű fájlok az alábbi címen érhetők el:

http://people.inf.elte.hu/tony/tournaments/software/KGZS_PN.RTF .

Ezek az anyagok többek között a következők: 

1) FOCITEST.exe című program (Delphi);

2) HELYETTESÍT program részei (Matlab);

3) DÖNTGYŐZ program részei (Matlab);

4) FOCITEST futási eredményei:

a) monoton n=2,3, …, 6 esetén;

b) helyi, sport és kiegyensúlyozott sorozatok n=2,3, …, 10 esetén;  

c) focisorozatok n=1, 2, …, 8 esetén.

5) HELYETTESÍT futási eredményei n  = 4, 5, 6 és 7 esetén.

      6)   DÖNTGYŐZ futási eredményei n  = 4, 5, 6 és 7 esetén.
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