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A vizsgalt probléma rovid ismertetése

A vizsgalt probléma rovid ismertetése

Bizonyos programok futtatdsakor elSfordul, hogy annak ellenére, hogy a memoria méretét
noveltitk, a szitkséges lapcserék szama mégis novekszik! Ezt a jelenséget hivjuk Bélddy
anomalianak.

A dolgozat témaja ezzel kapcsolatos.

Lapozott virtualis memoriakban az anomalia mértékének vizsgalata a FIFO (First In First Out)
algoritmus alkalmazasa esetén. A [2]-ben megjelent sejtés megdontése, illetve az elérhetd
maximum meghatarozasa. Annak kidolgozésa, hogy konkrét paraméterek mellett milyen korlat
teljesiil az anomalia mértékére, és annak kimutatasa, hogy ez a korlat mar nem finomithato
tovabb. Illetve néhany a téma kidolgozas kozben kifejlesztett szimulacids algoritmus érdekes
futasi eredményeinek a bemutatasa.

A dolgozat a feladatot ugy oldja meg, hogy eldszor konkrét paraméter valasztasok esetén
megmutatja, hogy mi az a felsd korlat, amely mindenképp fennall az anomaliara. Mikozben
bemutatjuk, hogy milyen paraméter valasztas mellett lehet elérni a legnagyobb anomaliat (az
elézbekben meghatarozott korlat segitségével), meghatarozzuk az anomélia pontos maximalis
ertékét.

Az anomalia maximuma (helyesebb szuprémumot mondani) csak egy optimalis helyzetbdl
indulva, és onnan egy sorozatot iteralva lesz elérhet6. Ezért mindjart a dolgozat elején szerepel
egy algoritmus, amely megmutatja, hogy egy elére megadott helyzetet el lehet érni — bizonyos
esetektd] eltekintve, amelyek azonban nem jatszanak szerepet a késobbiekben. A dolgozat ezen
kiviil tartalmaz még két algoritmust a probléma vizsgalatahoz.

A dolgozat tartalmaz egy ,,A probléma megoldasanak ismertetése” cimil fejezetet, amely
ismerteti a dolgozat okfejtésének vezérfonalat. Az ott szerepld fogalmakat a tovabbi
fejezetekben definialjuk. A problémakérbe mélyebb betekintést , A probléma irodalmanak és
elozményeinek attekintése”, valamint a hasznalt ,Matematikai modell” cimi{i fejezetek
nyujtanak.
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A probléma irodalméanak és el6zményeinek attekintése

A bevezetés két részbol all. Az elsdé roviden bemutatja, hogy a vizsgalt algoritmus széles
zlkalmazasi teriiletén beliil hova kapcsolodik szervesen az altalam vizsgalt probléma terilet. A
masodik rész mar a valasztott tertilet fejlodését tekinti at.

A témakor atfogd ismertetését Ivanyi Antal [1] operacios rendszerekrol szolo el6adasai
adhatjak.

A szakirodalomban a kovetkezo kulcsszavak alapjan tajékozodhatunk:

FIFO First In First Out

FCES First Came First Served
Scheduling Utemezés

Paging Lapozas

Replacement algorithm Lapcseréléses algoritmus
Demand paging Igény szerinti lapozas
Anomaly Anomalia

Virtual memory Virtualis memoria

A dolgozat irodalmanak felkutatasahoz a matematikus konyvtarban megtalalhatdo Mathematical
Reviews CD-s valtozatat hasznaltam, amely gyorsan és kényelmesen teszi lehetové a keresést a
fenti kulcsszavakkal. A legtobb cikk megtalalhato a BME kozponti kdnyvtaraban vagy az
OMIKK-ban.

Irodalmi adatok a FIFO algoritmus alkalmazasarol

A dolgozat f6 téméaja a FIFO (FIRST IN FIRST OUT) algoritmus, amelynek lényege, hogy a
kiszolgalasra vard dolgok egyfajta sorban allnak: a végére lehet csak bekertilni, és csak az
elejérol lehet kikeriilni.

A FIFO algoritmust — bar nagyon egyszerli — mégis még mindig relative nagy iranta a
wudomanyos érdeklodes, példaul a [10] egy 94-ben megjelent cikk még amely a FIFO
algoritmus stabilitasanak kérdésével foglalkozik a fogyasztdé halozatok kapcsan, kimutatva,
hogy az algoritmus bizonyos esetekben instabil lehet. A sorban allasi haldzatok teriiletén
gvakran eldfordul, hogy a FIFO jelleg mar eleve adott a ,sorban allas” ténye miatt, és ezen
kereteken belil probéalnak jobb vagy optimalis vagy valamilyen peremfeltételeket vizsgalni
[14].

A fogyaszto halozatok esetében a FIFO algoritmus elég altalanosan hasznalt algoritmus (1d.
gueueing elmélethez kapcsolodd nagy mennyiségli irodalmat).A queueing (sorban allas)
kapcsan talan helyesebb lenne az FCFS (First Come First Served) elnevezés a FIFO helyett
utalva ezzel arra, hogy itt ,fogyasztok” érkeznek és allnak sorban. A FIFO kapcsan lehet
ugynevezett negativ érkezést is megengedé FIFO alkalmazasokkal foglalkozni [11], azaz a
sorba bekertlt elemek kikeriilhetnek onnan. Erre lehetne példa az, amikor egy program futasat
megszakitjak, miutan igényt jelentett be egy nyomtatora, de a nyomtatas még nem kezdddott
meg.

Ha a FIFO alkalmazasi teriletét jobban lesziikitjitk a programok iitemezése a szamitogépeken,
akkor a scheduling (litemezés) teriiletére érkeziink. Példaul a magyarul megjelent [13] azzal
foglalkozik, hogy a FIFO-t is tartalmazo algoritmus osztalyra a periféridk kiszolgalasakor a
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“oglaltsagi periodus varhato értéke azonos; ez a cikk 1982-ben a tobb perifériaval is rendelkezo
szamitogépeket vizsgalta.

% dolgozat az iitemezés teriiletén belil egy szitkebb FIFO alkalmazast kivan celba venni: a
naging machine (a lapcseréléses szamitogép). Ez a FIFO-nak egy érdekes alkalmazasi tertilete,
~iszen itt megengedjiik, hogy olyan lapok, amelyek mar a FIFO sorban éllnak (benn vannak a
memoriaban) ismét eléfordulhassanak, azaz lehessen rajuk Gjabb hivatkozas.

A lapcseréléses szamitégépek, a FIFO anomaliaja

Mar viszonylag hamar felmeril a programozas torténetében az igény, hogy nagyobb
sarteriiletet tudjanak a programozok felhasznalni, mint ami ténylegesen rendelkezésre all fizikai
wozponti tar formajaban. A dinamikus tarfoglalas teriletének fejlédésérol [3] adott szamot
1968-ban.

Eloszor a szegmensek fogalma jelenik meg, majd az overlaying technika, amely fogalmak még
ma is élnek a szamitastechnikaban. Felmeriilt azonban azonban egy olyan modszerre az igény,
amely egy iddben tobb felhasznald programjanak futtatasat jobban lehetévé tenné, €s noétt az
.zény arra, hogy a memoriagazdalkodas gondjat levegyék a programozé vallarol, és azt
zutomatizaljak.

1965-ben publikalta a MAC, Bell és a General Electric Company egy kozos kisérleti
programjat. Létrehoztak egy rendszert, amely 2 processzort tartalmazott, 128 Kszavas tarral
rendelkezett. A mottojuk ez volt:  kicsi, de hasznos.” A rendszer célja az volt, hogy
nagyszamu felhasznalot tudjon a gép egyszerre kiszolgalni. A memoriat egyforma méretil
lzpokra osztottak. Egy program gyakorlatilag tetsz6leges szamu lapot tartalmazott, de csak
bizonyos szamu lapot tartott a szamitogép egyszerre a memoriaban. Ha a program egy olyan
lzpjara hivatkozott, amely nem volt a belsé tarban, akkor az operacios rendszer automatikusan
behozta a hivatkozott lapot, egy valamilyen algoritmus szerint kivalasztott masik lap helyére.
Ennek a modszernek a neve: demand paging (igény szerinti lapozas).

\44 néven [6] létrehoztak egy szamitogépet, amelynek célja kettds volt:

I Tesztelés és kiértékelés.
2 A lapozasos szamitogépek teljesitményének mérése.

A gépnek 16K lapozhaté tara volt, de virtualisan 2 milli6 szt tudott kezelni. Eredetileg a FIFO
algoritmussal  oldottdk meg a lapozas probléméjat, hiszen ez a legegyszerlibb és
legtermészetesebb valasztas. A f6 szempont igazabol az volt, hogy konnyen lehessen a kezdeti
operacios rendszert nyomon kdvetni.

Mar ekkor ismert volt, hogy a FIFO algoritmus nagyon rossz valasztas, mint ahogy az [9]-ben
bemutatasra keriil, hogy a nem sokkal bonyolultabb LRU (Least Recently Used) algoritmus
sokkal jobb valasztas nala, és Bélady [4]-ben részletesebben is foglalkozott a lapcseréléses
algoritmusokkal, és a FIFO a legrosszabb hatékonysagl algoritmusnak bizonyult. Ennek
ellenére a FIFO-t a mai napig hasznaljak kiillonbozé programokban, amelyeknél sziikséges a
lapozas vagy valamely lapozassal ekvivalens fogalom (pl. némely fordité programnal, web
alkalmazasnal: HTML dokumentumok szervere stb.).

[6]-ban a szerzok a FIFO kapcsan ramutatnak egy érdekes hibalehetdségre, bar utalnak arra,
hogy ez szerencsére nem okozhat valodi gondot egy futod rendszernél:

1 Egy programrész hivatkozik egy masik lapon szerepld adatra.

6
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2 A program éppen futd része azon a lapon van, amelyet most ki kell vinnie a FIFO-nak, ezzel
az az érdekes helyzet all eld, hogy az adat bent van, de a program futé része nincs.

3 Kovetkezésképpen vissza kell hozni a futd részt a memoriaba. Ekkor lehet, hogy az
itemezési késés miatt a azokat az adatokat viszi ki a FIFO, amelyeket a 2. pontnal behozott.

Bar ilyen probléma nem igazéan fordulhat eld, hiszen a belsd tar altalaban lényegesen tobb lapot
tartalmaz, mint a futd programok szama, és ez elég a patthelyzet feloldasihoz, azért érdemes
utalni r4, hogy az LRU algoritmus vélasztasaval a fenti helyzet nem is fordulhatna eld. Azaz
mar ezzel is jobb az LRU, mint a FIFO.

Az M44-es torténelmi szerepe abban all, hogy segitségével igazoltak a lapcserélés modszerének
gyakorlati mikoddképességeét.

Fontos még megemliteni az ugyancsak az M44-esen folytatott kisérletsorozatot [5], amelyben
részletesen vizsgaltak a felhasznald szempontjabol a lapcseréléses memoria gazdalkodas
elonyeit, hatranyait, illetve felhivjak a figyelmet arra, hogy a lapcseréléses technika altalanos
esetekben valdban leveszi a gondot a programozo vallarol, de nagy adatok kezelésekor (a cikk
nagy matrixokkal foglalkozik) a programozonak foglalkoznia kell az adatok memoriaban valo
elhelyezkedésével, ha nagysagrendekkel hatékonyabb programot akar.

Az id6beni eltérés abbol adddik, hogy a lapesere — azaz amig a hattértarrél behozunk egy
lapot a kozponti tarba — sok idét igényel [1], mig a mar bentlévé lapokra mar gyorsan lehel
hivatkozni.

A fenti killonbség nem elhanyagolhat6. Gyakran a program futasi ideje elhanyagolhato a
lapozasra forditott id6hoz képest.

A fenti cikk tesztadatokat mutat arra is, hogy a FIFO lapcseréléses algoritmus altalaban nem
jelent6sen rosszabb a MIN algoritmus vélasztasanal. A MIN az optimalis, legkevesebb lapcserét
1gényl6 sorrendben kezeli a memoriat. Bar tény marad az, hogy bizonyos algoritmusoknal mar
jelentds lehet a kiillonbség.

Az 1994-ben megjelent operaciés rendszerekrél szolo konyv [8] Bélady anomaliaként
hivatkozik arra a jelenségre, amelyet ebben a szakdolgozatban részletesebben kivanok
elemezni.

Ha azonos méretii lapokat feltételeziink, akkor egy kapcsolatot lehet kimutatni a rendelkezésre
allo lapok szama, avagy a rendelkezésre allo lapozasos memoria mérete €s a programok
futatasahoz szikséges lapok szama kozott. Ha tobb lap lehet a memoriaban, akkor kevesebb
lapozasra van sziikseg:

Lapcseréq
szama

Lapok szama

Egy jo kérdés az, hogy a lapok széma, azaz a rendelkezésre allo lapozasos memoria mérete
valtozhat-e konkrét rendszereknél. A valasz igen, erre példaként szolgalnak azok a programok,
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=melyeknél lehet paraméterezni a rendelkezésre allo tar teriletet. Web-es alkalmazasoknal az
=z érdekesség, hogy ott a tarteriilet nem a bels6 memoria, hanem a hattér tar, mig a lassu
memoria parja a tavoli gép.

Eov masik példa lehetne erre a mar az M44-es architektiranal is alkalmazott technika,
=melynél ki lehetett valasztani olyan lapokat, amelyek nem vettek részt a lapozasban. Erre lehet
o<lda az operacios rendszer lapjai, vagy példaul a gyakrabban hasznalt programokat tartalmazé

zpok. A FIFO lapozasban csak a virtualis memoria tobbi része venne részt.

Elé6zmények, a dolgozat témaja

Bizonyos programok futtatdsakor azonban elfordul, hogy annak ellenére, hogy a memoria
méretét noveltiik, a szitkséges lapeserék szama mégis novekszik! Ezt a jelenséget hivjuk Bélddy
anomalianak.

Sikeriilt azt megmutatni [2]-ben, hogy ezen anomalia jelensége csak bizonyos feltételek
“ennallasa esetén alakulhat ki. A cikk szerzdinek sikeriilt megmutatniuk, hogy a kett0t
-etszOlegesen meg lehet kozeliteni, ha az altaluk megadott feltételek fennalnak. Ugyanebben a
=kkben a szerzok megfogalmaztak egy sejtést is, hogy az anomalia mértéke nem érheti el a
cettot, azaz a sziikséges lapcserék szama nem nohet az eredetinek a kétszeresére, ha a memoria
meretét noveljik.

£z a dolgozat megmutatja, hogy a ketté nem felsé korlat az anomaliara, hanem az anomalia
retszbleges hataron tul néhet, ha a memoéria méretét szabadon megvalaszthatjuk. Konkrét
memoriaméret mellett a dolgozat megmutatja, hogy mi a tényleges felsd korlat, illetve azt,
hogy ezt mikor lehet elérni. A dolgozat tartalmaz algoritmusokat az anomalia vizsgalatara,
amelyek kozt van olyan, amely igen érdekes kisérleti eredményt ad.

A problémat Ivanyi Antal vetette fel, hogy gondolkodjunk el a fenti cikkben kozreadott
sejtésrél. Eloszor Molnar Mihély kezdett foglalkozni a témaval és genetikus algoritmusokkal
probalta megoldani, igy probalt olyan sorozatot talalni, amelynél az anomalia értéke elére vagy
meghaladja a kettét. Sajnos azonban hosszabb sorozatokra az algoritmus konvergencija
nagyon rossz volt, igy fel kellett ezt a megkozelitést adnia.

A végrehajtott kisérletek azonban ramutattak egy érdekes szabalyra az anomalia kapcsan —
errol részletesebben Molnar Mihaly algoritmusarol szolo fejezet ir. Konstrualt egy programot,
amely ezt a szabalyt hasznalta, de ettdl eltekintve véletlenszerlien valasztotta a lapokat egy
hivatkozasi sorozat létrehozasdhoz. A probalkozas meghozta az eredményt: az anomalia érteke
kettd folé emelkedett — barmikor is inditotta el a programot, annak ellenére, hogy a
lapvalasztas majdnem teljesen véletlenszeri volt. (Megjegyzés: a program paramétereit
megfelelden vélasztotta a genetikus algoritmus altal sugallt értékeknek megfelel6en.)

Ekkor kezdtem el én is foglalkozni a problémaval, Ivanyi Antal tanar Gr kérésére azt kellett
megvizsgalnom, hogy valoban helyes sorozatot ad-e a fenti program, és ha igen, akkor el
kellett gondolkodnom, hogy mekkora lehet az anomalia mértéke. A felvetett problémakor
azonban egészen bonyolultnak bizonyult, igy sziikségessé valt ezen szakdolgozat formajaban
valo kidolgozésa. A dolgozat tartalmaz olyan részeket 1s, mint pl. ,tetszbleges részsorozat
kialakitasa a kisebbik memoriaban”, amelyek mar tilmutatnak az anomalia vizsgéalatan, bar
annak a kérdése, hogy a dolgozat eredményeit milyen teriileteken lehet hasznositani, még a
10v0 kérdése.
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A probléma megoldiasanak ismertetése

% Matematikai modell” fejezete ismerteti az alkalmazott jelolésrendszert, pontosan definialja a
FIFO és az anomalia fogalmat. Leirja, hogy hanyféleképp érhetjiik el az anomalia sz€lso értékét
= azt. hogy ezekre hogyan lesz hivatkozas késébb. Az anomalia szempontjabol harom
sarameter jatszik szerepet: a kis és nagy memoria mérete, valamint a program lapjainak szdma.

Srzen rész tartalmazza, hogy a paraméterek milyen megvalasztasaval nem kell mar

“ozlalkoznunk a késdbbiekben. A késdbbiek soran a dolgozat feltételezi, hogy a paramétereket

v valasztottuk meg.

4 _Pelda” fejezet tartalmaz két példat arra, hogy valoban meg lehet haladni a korabban [2]-ben
vozreadott sejtést. Mivel a dolgozatban alkalmazott jelolésrendszert nem egyszeri elsd
sivasasra kOvetni, ezért ez a rész egyben be is mutatja, hogy a kovetkezd részek mirél fognak
formalisan szolni. Bemutatja a kezdeti optimalis helyzet elérésének algoritmusat, valamint
semutatja, hogy a ,,paros és paratlan” eset miben tér el egymastol — ezért a két példa.

% kovetkezo fejezet bemutatja, hogy annak ellenére, hogy a nagyobb memoriaban csak egy
megadott lapsorozatot ismételhetiink, kialakithat6 a kisebb memoriaban tetszéleges lapsorrend.
£z a fejezet egyben utal ra, hogy nem igaz, hogy ekézben meg tudjuk mondani, hogy a
mzzvobb memoridban az éppen iteralas alatt [év6 lapok koziil melyik kovetkezik. Szerepel itt
=zv lemma arra vonatkozoéan, hogy az utoljara valahova behozott lapnak mindkét memoridban
szerepelni kell. Ennek kapcsan definialja a | hivatkozas négy tipusat”, és utal ra, hogy a TV.
=pust nem 1s kell figyelembe venniink. Egy verbalis definiciot ad a ,,ciklus” fogalméra, amelyet
z szoveges magyarazatokhoz hasznalok. Az itt szerepld algoritmus konstruktiv bizonyitisa a
enti tetelnek. Helyesség €s teljesség bizonyitasahoz sziikséges el6- és utofeltételeket megadtam

D0ZZa.

% _Fels6 korlat” cimii fejezet ad egy barmely paraméter valasztas esetén érvényes felsd
corlatot. A keésobbiek alapjan lathato lesz majd, hogy megfeleld paraméter valasztas mellett ez
= korlat mar csak nagyon kis mértékben javithato. Ez az a korlat, amelyet a dolgozat arra
nzsznal, hogy megmutassa, hogy mas-mas paraméter valasztas mellett az anomalia nem fogja
siermi a legjobb paraméter valasztas mellettit. Ebben a fejezetben kikotoém, hogy a
tovabbiakban a program lapjainak szamat a nagyobb memoria mérete alapjan korlatozom,
muvel az anomalia sz€Is6 értéke szempontjabol ez nem jatszik szerepet.

_A fels6 korlat finomitasa” cimii fejezet ismerteti az anomalia széls6 értékére vonatkozo tételt,
zmelynek igazolasa a fejezet és a dolgozat témégja.

%z a) részben azt latom be, hogy az el6z6 fejezetben leirt altalanos érvényii korlatot nem is
‘zhet elérni, mivel vannak olyan plusz lapcserék, amelyek azt lerontjak.

% b)) részben azt latom be, hogy a tételben megadott korlat elérhetd, ha a kisebb memoria
meretet paratlannak valasztom, és természetesen a tobbi paramétert is Ggy valasztom meg,
mogy a korlat elérhetd legyen. Itt definidlom is egyben forméalisan az ezt eléré hivatkozasi
sorozatot, amely megegyezik a korabban leirt elsé példaban lévével, ha a paramétereket
zzvanannak valasztom. Az itt szerepld hivatkozasi sorozat csak egy optimélis helyzetbol
mditva produkalja a maximalis anomalia értéket. Az optimalis helyzetet a kordbban megadott
zigontmussal el kell érni az itt leit modon. Ekkor azonban az anomaliardl mar csak
szupremumkent lehet beszélni, itt szerepel, hogy mihez fog tartani az anomalia, de a pontos
eriek kiszamitasa csak a d.) pontban szerepel.



* probléma megoldasanak ismertetése

% o) rész azt mutatja meg, hogy mas paraméter valasztas mellett, azaz ha az értekek nincsenek
==orosan egymas mellett, akkor mar nem érhetnénk el a tételben megadott anomalia érteket.

% d) pontban a pontos érték meghatarozasa szerepel, mivel korabban b.) pontban kihozott
=ekrol csak optimalis helyzetbél indulva lehet beszélni. Raadasul kiderul, hogy bar ott egy
=27 j6 tulajdonsagl cseresorozatot hataroztunk meg, azt csak akkor lehet felhasznalni, ha a
i:csi memoria mérete paratlan. Az L. rész ekkor meghatarozza a pontos értéket. A II. részre
2zert van szitkség, hogy megmutassam, hogy paros esetben az I. pontban kiszamitott érték nem
erheto el.

i= kell megjegyeznem, hogy bar a II. pontban megmutattam, hogy a paros eset rosszabb, mint

naratlan. A paratlan eset, mint felsé korlat érvényes ra, de a pontos értékét nem sikerult
zonyitani. A ,Néhany sz6 a [...] paros esetrél” alcim alatt ismertetem a pontos értékre
wonatkozo sejtésemet. Leirom, hogy, mi okozza a bizonyitas nehézségét, illetve adok egy olyan
=atkozasi sorozat definiciot, amely eléri ezt az értéket. Ez a definici6 megegyezik a korabban
=1 elsé példaban 1évével, ha a paramétereket ugyanannak valasztom. Itt tovabba utalok arra,
=ozv az ebben a részben ismertetett modszer a hivatkozasi sorozatra altalanosan hasznalhato
~van anomalia eléréséhez, amely kozel all a maximalishoz.

>

% _Szamitogépes szimulacids eredmények” fejezetben két algoritmust ismertetek. Az els6
\folnar Mihaly algoritmusa, amely annak felfedezéséhez vezetett, hogy anomalia €rtéke nem
orlatos, ha a paraméterek tetszélegesek. A masodik algoritmus az el6z6 tétel paros esetéhez
czncsolodik, ehhez szitkséges vizsgalatokat végeztem vele. Mindkét algoritmusnak tobb
altozata létezik. Itt csak a harom legfontosabb szerepel. Ezen algoritmusok csak szimulacios
szempontbdl jatszanak szerepet, igy semmilyen bizonyitast nem szerepel velitk kapcsolatban.

%z Eredmények osszefoglalasa” fejezet tartalmazza a dolgozat fontosabb eredményeit.

Vegul. tényleg csak a teljesség kedvéért — mivel a dolgozat célja nem egy program volt — a
Zolzozat végén szerepel a fenti algoritmusok egy lehetséges programja, amelyek megirasara
==z a matematikai formalizmus megsziiletése el6tt kertilt sor kisérleti céllal.
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“Matematikai modell

Matematikai modeli

A dolgozat jeldlésrendszer igyekszik kovetni a [2]-ben leirtakat.

Olyan szamitogépet vizsgalunk, ahol a program azonos hosszusagl részekre, lapokra van
~sztva. Ezek szama N. Ezek halmaza a kovetkezd: 4 = { a;, a; ..., ay }. Gyakran az /,2,...N
szamokkal azonositom Oket.

A program végrehajtasat az S=(7;, r ... 1y hivatkozasi sorozattal modellezziik, ahol 7 a
sorozat hossza (nem feltétleniil véges).

Erdemes észrevenni, hogy a fenti jelolésrendszer nem csak egyetlen programra értelmezheto.
Tekinthetjitk Ggy is, hogy az A halmaz a virtualis memoria lapjait jeloli, és az .S sorozat pedig
2z architektirabol vagy az operacids rendszer valasztasabol adodo lapsorozat. Azaz azt jeldli,
hogy a virtudlis memorianak éppen melyik része ,,van benn” a kozponti tarban. Ez annyit
selent, hogy az itt ismertetésre keriildé modell hasznalhaté multiprogramozott szamitogépek
jellemzésére is.

Definialjuk a kovetkezo fliggvényeket:

_fej" operator:

A" xN—>A

B(s; S5 i85 ) = 85858, ha q=k,
S;82... 8, ha q:k

A fej operator jelentése, hogy egy sorozat — a hivatkozasi sorozat — elsé k tagjat veszi.
.vége” operdtor:
tA"x N> A’
1051 850085 B =l o B Sov08, ha q- k,
S by Sk ha q-=k.

A vége operator jelentése, hogy megmondja, hogy mi volt az utols6 £ lap, amelyre a vezérlés
mivatkozott az adott sorozatban.

A lapbevitel jelentése az, hogy ha a memdriaban még nem szerepelt az aktualisan hivatkozott
lap, azaz amelynek tartalmara most lenne sziikség, akkor azt be kell hozni a memoriaba. Ez
azzal jar, hogyha a memoria tele van, akkor valamit ki kell onnan vinni. Azaz szikség van
valamilyen valasztasi stratégiara, amely megmondja, hogy melyik lapot vigyik ki a
memoriabol. A mi esetlinkben ez a stratégia a FIFO (First In First Out), azaz a lap, amelyet
legrégebben hoztunk be a memoriaba, az fog most kikertilni onnan.

Ennek leirasa a kovetkezo:
Jelentse 7, € § azt, hogy 7; hivatkozas szerepel S-ben. #S jelentse az S-ben 1év6 hivatkozasok
szamat.
A f szimbolizalja a lapbevitel sorozatot:
y _-fx[ — A"
fAxN>A
liires, k) = iires.
f(Ra, k) = {fRK) ha a; e ((FRK),K),
J(RK) a; kiilonben.
ahol: a; € A, a most hivatkozott lap, és & a memoria mérete lapokban.
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\fatematikai modell

% fenti jelentése, ha futas kozben mar végrehajtottuk az R hivatkozasi sorozatot, és most ¢
covetkezik, akkor két lehetdség van:

1. Ha mér bent van a hivatkozott lap a memoriaban, akkor nem kell csinalni semmit.
2. Ha nincs bent, akkor ezt most be kell hozni, azaz bekertil a lapbevitel sorozatba.

% FIFO jelleg miatt a lapbevitel sorozat utolsé k darab tagja megadja, hogy milyen lapok
zriozkodnak a memoriaban.

Vezessiik be a kovetkezd egyszerisito jelolést:

2 =R, i)

Ennek jelentése az lesz, hogy az i. laphivatkozas utan eddig milyen lapok szerepeltek a
avatkozasi listan.

%z anomalia vizsgalatdhoz meg kell kilonboztetnink egy ,kicsi” és egy ,nagy” mereti

memoriat. Ezeken végrehajtva ugyanazt a hivatkozasi sorozatot 0sszehasonitjuk a sziikséges
zpcserek szamat.

Legven adva a kis és nagy memoria mérete a kovetkez6 szamokkal lapokban:

m M, m- M.

\ezessiink be tovabbi egyszerisito jelolést:

m. o= W Ry, m ),m).

M. o= Hf{ R, M ), M).

£z a k-adik hivatkozas feldolgozasa utan jeloli, hogy mi talalhato a kicsi, illetve a nagy
memoriakban.

-m; és a #M, jelentse a lapbevitel sorozat hosszat, azaz a sziikséges cserék szamat a k-adik
‘epesben.

Eddig a matematikai modell.

\Meg hasznalni szeretném a késobbiekben a kovetkezd egyszeriisitod jelolést: legyen M €s m a
memoriak ,aktualis” allapota. Példaul az 1. idopillanatban — az i. lapcsere utan — M:=t#(M, k)
zzzal a kitétellel, hogy csak ki Iépés utan értelmes a miivelet, de nem is fogom mas esetekre
aasznalni.

Mi az anomalia?

%z anomalianak azt a jelenséget nevezziik, amikor egy adott S (k¥ hossza) hivatkozasi sorozat
“zldolgozasa utan a kisebb méretli memoriaban (m) kevesebb lapcsere torténik, mint a
nzgvobban (M) —ez pedig ellentmond a vart értékeknek.

“z anomalia mértékét a kovetkezd hanyadossal jellemezhetjiik:
am = (ZMk)/(Fmk).

“kkor beszélink anomaliar6l, ha am>1, azaz a kis memoridban ugyanazon hivatkozasi
sorozat végrehajtasa esetén kevesebb lapcsere tortént, mint a nagyban.

Ket esetet lehet megkulonboztetni: az egyik, ha létezik egy maximalis érték valamilyen véges
~vatkozasi sorozathoz. Ilyenkor az am, az anomalia mértéke valahogy valtakozik, de a teljes
sorozat végére eléri a maximumot, és ha folytatnank, akkor biztos, hogy csokkenne az érték:
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“iatematikai modell

max

am
értéke

Hivatkozasi sorozat

4 masik, ha nem, azaz csak tetszolegesen megkozelithetd értékrol beszélhetiink:

sup

am
érteke

Hivatkozasi sorozat hossza

_ami fogjuk, hogy a mi esetiinkben ez a masodik lehetdség all fenn. Ez azt jelenti, hogy minnél
noszabb sorozatokat vélasztunk, annal jobban megtudjuk ezt a korlatot kozeliteni. Ezt tgy
chet elérni, hogy el0szor — barmilyen aron — elériink egy jo helyzetet, majd innen ugyanazt a
reszsorozatot ismételgetve egyre kozelebb keriiliink a szuprémumhoz. Azt nem érhetjitkk majd

= muvel a jo, optimalis helyzetet mindenképp ki kell alakitani, és a mi részsorozatunknal nincs
2bb valasztas. Ld. alabb:

Ebben az esetben az anomdlia mértékén a kovetkezot érthetjiik:

mam = sup (EMk)/(Emk).
SeAd*

=z ki tudom mutatni, hogy még egy optimalis helyzetbdl indulva is ha igaz, hogy M-be X lapot

mozok be, akkor ez alatt mindenképp ¥ lapot kellett behoznom m-be, akkor biztos fennall a
smam - = X/Y fels6 korlat.

Ha az 1s igaz, hogy ezutan ennek az X, ¥ db lapnak a behozasat ciklikusan tudom biztositani, és

=z optimalis helyzetet egy véges hivatkozasi sorozattal elérem (K/ cserével M-ben, és K2-vel
=-ben), akkor:

“mam = sup (K1 +n*X) /(K2 + n*Y)) , mivel K1/K2 biztos kisebb X/¥-nal, igy:
fmam = X/Y.

Megjegyzeés: mostantdl kezdve a limam-ot fogom hasznalni az anomélia jellemzésére, és kiilon

< fogok térni arra, hogy véges sorozattal ez nem elérhetd, azaz a fenti modon lehet kezelni az
znomaliat.

ciklus fogalmat (sajat szohasznalatom) a kovetkezo fejezetben a példa kapcsan mutatom
meg. és az ott hasznalt algoritmus leirasanél hasznalom.



fatematikal modell

Esetekre bontas:

A [2]-ben bizonyitottak, hogy anomalia akkor és csak akkor fordulhat el6, ha m~Af<2m-1,
mivel egész szamokrol van sz6, ebbdl nagyon kénnyen kapjuk: m—=3.

Ha m=M, akkor a két memoria nem kilonbozé, hanem ugyanazt a memoriat vizsgaljuk
selszer.

Ha N=M, akkor megint nem beszélhetiink anomaliarél, hiszen az M-ben csak addig van

valtozas, amig be nem hozzuk az 6sszes lapot, aztan nincs tobb, és minden 1j lapot a kicsibe 1s
oe kell hozni, igy anomalia nem allhat fenn.

Marad: N>M>m>=3 Mostant6l kezdve ilyen N,M,m értékekre fogok hivatkozni, hacsak ezt
masképp nem jelzem.



Példa

Ebben a fejezetben példakat fogok mutatni, hogy 2-nél nagyobb anomélia elérheté — szemben a
2] allitasaval, valamint az itt szereplé példakon bemutatom a dolgozat anyagat szemléletesen.

Jelolések

4 programot egy laphivatkozasi sorozattal fogom jellemezni, amelyben a lapokat szamokkal
<lolom meg. A memoria aktualis allapotat a kovetkezd modon lehet kényelmesen
megjeleniteni:

\Memoria méret: 3
Hivatkozasi sorozat: 1,2,3,4,5.

\lemoria dllapot

123

4 5

4 jelslés értelmezése: Most a memoriban a 3,4,5 lapok szerepelnek, miel6tt az 5-6t behoztuk
volna a 2.3.4 volt a memoriaban. Az 5 behozasaval a 2 kikeriilt. A lapokat sorfolytonosan
rhatjuk le, és mindig azok vannak aktualisan bent, amelyek alatt nem szerepel semmi, €s éppen
azokat a lapokat vitték ki, amelyik ala leirjuk oket. Ez a jellés a FIFO tulajdonsagot hasznalja
17 anomaliat ugy vizsgaljuk, hogy veszek egy hivatkozasi sorozatot, és megszamoljuk, hogy
nany lapeserére van végrehajtasahoz szikség egy adott memoriameéret mellett, illetve eggyel
“1sebb memoria méret esetén. Ha a kisebbik memorianal kevesebb lapcsere torténik, akkor az
znomalia fennall.

1. példa

47 elsé példa egyben az adott paraméterek mellett egy maximalis anomalia is lesz, igy egy j6
ihetdség arra, hogy bemutassam, hogy mirdl fognak a kovetkezo fejezetek szolni.

Legyen a példankban:

Rendelkezésre allo lapok szama: 7
A nagyobb tar mérete: 6
* kisebbik tar mérete: 5

% hivatkozési sorozat: 1,2,3,4,5,6,7,1,2,4,5,6,7,3,2,4,5,1,7,3,6,2,5,7,
1,2,3,4,5,6,7,1,2,3,4,5.6,7,1,2,3,4,5,6,7,
1,2,3,4,5,6,7,1,2,3,4,5,6,7,1,2,3,4,5.6,7,
1.2.3,4,5,6,7,1,2,3,4,5,6,7,1,2,3,4,5,6,7,
1,2.3,4.5,6,7,12,3,4,5,6,7,1,2,3,4,5,6,7,

1,2333475’6’7? 1’233,4?5’677) 1’2’354?5?677'
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Pzlda

Erre a sorozatra:

A lapcserék szama a nagyban: 119

A lapcserék szama a kicsiben: 58

Anomalia mérték eddig: 119/58 > 2, azaz sikeriilt 2 f6l¢é vinni az anomaliat,
ezzel a [2] sejtése megdolt.

4 memoriak allapotanak lefrasa (minden leirt szamjegy a jelolésmod miatt egy cserét jelent):

Nagy Kicsi
123456 12345
712345 67124
67'1234 56673 2
567123 45173
456712 625114
345671 73 6'25!
234567 14736
23456 25147
712345 362551
671234 47362
3567123 51473
456712 625
345671

234567

23456

712345

671234

567123

BS6712

34567

A példa magyarazata:

Erdemes észrevenni, hogy a felkialtojellel (!) korulvett rész mar folyamatosan ismétlodik:
mindkét memoriaban ugyanazt a valtozast idézi el6 a hivatkozasi sorozat felkialtojelek kozé
=50 része. Azaz innentdl kezdve ugyanez fog torténni, azaz 7-et hozok a kicsibe, €s 21-et a
nagyba a hivatkozasi sorozat egy 21 elemii részsorozataval.

Erdekesség, hogy a kicsi gy valtozik, hogy minden lap alatt a nala eggyel nagyobb szerepel.
Lati fogjuk, hogy ez az, ami az anomalia maximalis értékét biztositja, és innen szarmazik,
mogy mi a 7, 3, 6, 3, 5-6t akartuk kialakitani. Ez a memoéria éllapot, amely az ismétlddés
sirejottéhez sziikséges.

Kezdjik ezzel a hivatkozési sorozattal a programot: 1,2,3,4,5,6
% memoriak allapota igy valtozik ezalatt:
§ 23456 I 253745

6
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Pelda

Vegyiik észre, hogy mostantdl kezdve a nagyobb memoria ciklikusan fog valtozni. Egy ilyen 1-
=ssel kezd6dé sorozatot fogok ciklusnak nevezni.

Megjegyzés: helymegtakaritas végett csak a memoriaban lévd lapok leirasaval fogom folytatni
2 leirast a kovetkezé sorokban (igy persze az oszlopok helye megvaltozhat a jelolésben).

A kovetkezé é4llapotot fogom most elérni a kisebb memoriaban: 7 3 6 2 5. Ehhez a késobb
bemutatisra kerild algoritmust haszndlom: megprobalok mindig min€l nagyobb részt
kialakitani a kismemoriaban, amely megfelel ennek.

A hivatkozasi sorozat tehat igy folytatodik: 7.

Ezzel el is akadtam, mert a 3 nem kovetkezhet. Nem baj menjink addig, amig nem lesz a 3
kint, majd "kint tartom", addig, amig a 7 ki nem ér, majd hozzuk be dket:

Tehat folytassuk: 1,2,4,5,6,7,3

A memoria allapot kozben igy valtozott az eldz6khoz képest (elsd sor):

123456 23456
7123 71245
673

Most itt megint elakadtunk, a 6-ot még nem tudjuk behozni. Hasznéljuk az elobbi trikkot és
folytassuk: 2,4,5,1,7,3,6,2,5

567123 45673
456 24517
36.2:5

Ezzel el is értiik a célunkat. Most szeretném, ha a nagymemoria egy ciklusnal kezd6dne.

Ehhez behozok: 7

234567 73425 (azaz az 1 van kint a nagybol, és igy a ciklus
kezdeténél vagyunk.)

Ez egy nagyon jo allapot, mivel:
folytassuk a kovetkez( sorozatta: 1,2, 3,4,5,6,1,2,3,4,5,6, 1,2, 3, 4-5::6;
Ekkor ez a valtozas:

234567 T36.25
123456 14736
712345 2.5
671234

567

Lathato, hogy visszaérkeztiink a kiindul6 allapothoz. Megkaptam a fenti példanal felkialtojellel
jelolt ismétlodést.

Néhany fontos észrevétel:

~Amig 7-et hozok a nagyobbikba, addig 4ltalaban a kisebbikbe 7-5=2-t kell hoznom, azaz
azokat a lapokat, amik eredetileg nem szerepelnek benne a hétbél, be kell hoznom. Ezalol
egyediil az a kivétel, amikor az 1-et hozom be, ilyenkor harom lapot kell behoznom a kicsibe.
A tobblet onnan adodik, hogy olyan lapot viszek ki (a 7-est), amit még nem hasznaltam fel
ezen ciklus alatt.



Példa

-A példaban eddig 119 csere volt a nagyban, és 58 csere a kicsiben azaz eddig az anomalia
mértéke 119/58. Mostantdl kezdve — a fenti moédon folytatva —, tarthaté a 21/7=3-as arany,
azaz az anomalia tetszélegesen meg fogja kozeliteni a 3-at elég hosszu hivatkozasi sorozattal.

2. példa

Ha nagy anomaliat akarunk, akkor (mint latni fogjuk) célszeri olyan memoéria méreteket
valasztani, ahol a kiilonbség csak kicsi. Lehet6leg egy, mint a fenti példan. Az eléz6 példaban
kihasznaltam azt, hogy kis memoria mérete paratlan. Késobb a bizonyitas soran latni fogjuk,
hogy paratlan esetnél egyértelmii az anomalia maximuma a kiilénb6z6 hivatkozasi sorozatokra,
ss az az elsd példaban megadotthoz hasonldan all el6.

A kis memoria méretének paros esetében ezt nem tudjuk kijelenteni — keresd algoritmussal
nagyon sok lehetséges megoldast talaltam (Id. az ezzel foglalkozd fejezetben), amelyek
egyforman nagy anomalia értéket adnak. Ezek kozil a kovetkez6 a leglatvanyosabb, €s ez
olyan, amely barmely két memoria méret esetén kialakithatd. Még paratlan esetben is
lialakithato, és ez a megoldas nem sokkal marad el az optimalistol.

Most a kismemaridba csak csokkend sorrendben hozok be lapokat. Ehhez persze egy kicsit
rrukkozni is kell. Ezt mutatnam be a példan:

Rendelkezésre allo lapok szama: 8
A nagyobb tar mérete: 7
A kisebbik tar mérete: 6.

Eloszor az elobb bemutatott modon -a kovetkezd fejezetben 1évo algoritmussal - érjiik el a
memoriakban a kovetkezo allapotot:

Nagy Kicsi

2345678 876543

Innentdl kezdve a hivatkozasi sorozat:
2!1,23456,8!78,1234,6!56,7.8,1,24!3,4,5,6,78.

b B Jioss Lot

Erre a darabra a lapcserék igy alakulnak:

Nagy Kicsi

2345678 876543
1234567 218765
8123456 43
7812345
278
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P¢lda

Ezalatt a lapcserék szama a nagyban: 24
Ezalatt a lapcserék szama a kicsiben: 8
Anomalia mérték erre a szakaszra: 24/8=3.

Azaz az elején barmely aron is értiik el a kezd® allapotot, mostantdl kezdve a fenti hivatkozas
sorozatot elegend6 sokszor megismételve a 3 tetszolegesen megkozelithetd.

A példa magyarazata

Vegyik észre, hogy a felkidltojellel (') megjelolt pontokon a hivatkozasi sorozatbar
releseréltem a természetes sorrendet. Erre a sorrendcserére azért volt sziikség, mert igy tudtan
biztositani, hogy lapok sorszamuk szerint csékkend sorrendben keriiljenek be a kisebt
memoriaba. Ez az a triikk, amelyhez folyamodni kellett, hogy a sorrend megmaradjon.

Most a paramétereket, a memoria méreteket eggyel nagyobbnak valasztottam, mint az els¢
peldaban, de az anomalia ugyan akkora maradt. Mar ez is jelzi, hogy varhatoan ez a forditoti
sorrendi megoldas elég j6, de nem elég a maximum biztositisahoz mindig. Bar hasonl¢
paraméter valasztas mellett (a kis memoria mérete paros, egy az eltérés a memoria méretek
£0z0tt), nem sikertilt ennél jobbat talalni, annak ellenére, hogy ehhez hasonlé anomalia értéket
ado megoldas nagyon sok létezik még ilyen kicsi paraméterek esetén is.
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oy lapsorozat eléallitasa kisebb memoridban

Egy lapsorozat elGallitisa a kisebb memoriaban

Tétel. N=M+1-m esetén tetszSleges lapsorozat elballithatd az m-ben megfelelé hossza
hivatkozasi sorozat segitségével olyan moédon, hogy a nagyobbik memoriaban csak ilyen
sorrendbe hozok be lapokat: 123...N.123...N123 . N, .. ésigytovabb.

Definici6. A nagy memoriaban a lapok fenti véltakozasanak egy 1,2,3,... N-bol all6 szakaszat
ciklusnak nevezem. Beszélhetiink példaul a hivatkozasi sorozatnak egy ilyen ciklusnyi
valtozdst okozé részérdl, ekkor a hivatkozési sorozatnak arra a részére gondolunk, amely egy
ilven ciklusnyi valtozast okoz a nagyobb memoriaban.

Mi 1s a feladat?

Az, hogy a hivatkozasi sorozatom elején szerepeljen az 1,2,3,4,...M részsorozat, mivel ez
clégséges feltétele annak, hogy a fenti ciklikus valtakozas kialakuljon. (Azert mert mindig csak
=gy lap lehet kint a nagyobb memoriabol, és az a lap mindig a ciklus kovetkez lapjat viszi ki,
ha behozom.)

Ezzel persze lapokat kellett behoznom a kis memoriaba is. Most a feladat az, hogy akar hogy
agyeskedve - a fenti miatt a nagy memoriat mar nem ronthatom el - érjiik el az altalunk kivant
sorrendet. Azaz a feladat az, hogy generaljak egy hivatkozasi sorozatot, amelynek a végére a
wivant allapotot érem el.

Konstruktiv médon oldom ezt meg, azaz adok egy algoritmust, amely megoldja a problémat.
Az attekinthetéség érdekében rogton az algoritmust adom meg, a helyesség bizonyitasahoz
szikséges  feltételekkel, és a megértéséhez szitkséges megjegyzésekkel egyitt. Az
algoritmusban tobbszor szerepel a "behozom" utasitas, amelynek az a jelentése, hogy a
nivatkozasi sorozat kovetkezd elemét ez adja meg, €s azzal nem foglalkozom, hogy M-be
ckozben milyen lapok kertilnek be.

El6szor leirom verbalisan: (Id. még a korabbi példanal a mitkodést.)

Els6 lépésben tehat a hivatkozasi sorozat kezdddjon 1,2,..M sorozattal. Ezzel mindkét
memoriadba behozom ezeket a lapokat. Mostantdl kezdve bruie force moédon dolgozom.
Megprobalom elejétdl kezdve behozni a kivant lapokat sorrendben a kicsibe. Ha sikertil, akkor
készen is vagyunk. Eléfordulhat, hogy elakadunk — nem tudjuk a sorozat kovetkez6 elemet
sehozni —, mert mar bent van valahol a kis memoriaban az a lap. Ekkor elkezdiink lapokat
behozni a kis memoriaba, mondjuk mindig a legkisebb kinlévodt, hogy kivigyiik azt a bizonyos
lapot. Ha kikertilt, akkor kint tartjuk. Ezt megtehetjiik, mert N--=m+ [, azaz legalabb ket lap
van kint a kis memoriabol. Most tehat kint tartva a sorozatunk kovetkez6 lapjat behozunk
lapokat, addig amig az eddig sikeresen behozott részsorozat eleje ki nem keriil. Ha kikeriilt,
akkor ujra behozzuk, ezzel az eddig sikeresen behozott részsorozat kovetkezd tagja kikertil.
Ciklusban igy folytatjuk addig, mig el nem jutunk az egészidaig kint tartott elakadast okozo
laphoz. Azaz mostmar behozhatjuk, és folytathatjuk a kis memoridba behozni kivant
sorrendben kovetkezdé lappal.
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Egy lapsorozat elallitasa kisebb memoériaban

Az algoritmus
Definicio. behozom: kiirom, mint a hivatkozasi sorozat kovetkezé lapjat, amely a kivant
hatast el fogja érni. A szohasznalat onnan van, hogy igy a programba kapcsoszarojelek koze irt

elé és utofeltételeknek igymond szemléletesebben megfelel.

/O =N M->mésab,,...b,-el akarom elérni m-ben }

(1) Behozom az 1,2,...,M lapokat —ezzel létrejon a ciklus az M-ben.
/O és M=(1,2,...M) és m=M-m+1,M-m+2,..M) }
(2) i=0

(3) Ciklus, amig i<m

/Ciklus Invarians = Yue[l,i]: Moy )=bu}

(3.1) if bi+; €em — Azaz a kovetkezd most nem hozhaio be.
~Megj.: Mivel N>=m+2, ezért biztos, hogy legalabb 2 lap kint van mindig
~Megj.: Az is biztos volt, hogy a by, elébb megy ki, mint a b,,...b;
~bdrmelyike. Ezt a Ciklus Invarians biztositja, azzal, hogy ez a sorozat
—szogoriian a végén van. Roviden:

{Ciklus Invaridns} és {b(i+1) em} == {F e[l (m-)]:b(i+1)=m() }

(3.1.1) Ciklus amig bi;; € m
(3.1.1.1) A legalabb két kinnlévé koziil a kisebbiket behozzuk
(3.1.1.2) Ciklus vége

{ b(i+1) gm és a bl,...bi sorozat még osszefiiggden bent van, ez az elézo
feltételbdl levezethetd } és b(i+ 1)-en kiviil van még egy, ami kint van.

(3.1.2) Ciklus amig blem
(3.1.2.1) A legalibb Kkét kinnlévibdl a legkisebb, nem b;.; -t behozom.
(3.1.2.2) Ciklus vége
{ b em és ab; gm és b,,...b; sorozat még osszefiiggben bent van }
(3.1.3) j=1
~Most egyszeriien mindig kiviszem a bg. ;) -1, a b; behozdsdval
(3.1.4) Ciklus amig j<i+1
(3.1.4.1) Behozom b;-t —(ez kiviszi a sorozat kovetkezdjél, ha még
—nem értiink a bi-hez)
(3.1.4.2) j=j+1
(3.1.4.3) Ciklus vége
{ buvy) gm és Ciklus Invarians }
(3:1.5) Elagazas vége
[ Ciklus Invarians és bg.;) €m }
(3:2) bi:1-t behozom m-be
(3.3) i=i+1

! Ciklus Invarians }
(3.4) Ciklus vége
{ \7/7/&—[1.171].' muzbu }

A fenti algoritmus tehat egy tetszOleges részsorozatot eldallitott m-ben, bar igaz, nem tudjuk,
hogy a cikluson beliil hol all a A - azaz melyik a kintlévo lap.

Megjegyzés: Nem igaz, hogy elérhetd, hogy az m-ben és M-ben tetszéleges variacio
(tetszoleges sorozatok) keletkezzenek. Ehhez elég ezt latni:
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=gy lapsorozat cldallitasa kiscbb memdriaban

Lemma. Az utoljara behozott lapnak mindkét memoriaban szerepelnie kell.

Példa: m = (2, 3. 5), ésM = (1, 2. 3, 4). Akar az 6t6t, akar a négyet hoztuk be utoljara az nem
szerepel a masikban. Tehat, ez a helyzet nem alakulhat ki.

Bizonyitas. Tekintsik az S hivatkozasi sorozatot. Legyen az "utoljara behozott lap" a k-adik
lap a sorozatban. Ekkor a lemma azt mondja ki, hogy Sy eleme m-nak és Mj-nak 1s.

me o= (f( Sy, m )m) és My := t(f{ Si, M), M). Néziik meg, hogy az S behozasa elott milyen
ssetek vannak:

Definicié. A hivatkozds négy esete:

L S: € (f( Sp, m),m) és Sk € Uf( Sk1, M ), M)

LS, e t(f(‘S'k_h m),m) és Sy & tOP(Sk_/, M), M

HLS: & ((f( Si.s, m ),m) és S € t(f( Sk, M ), M)

IV.Si & t(f( Sk, m ),m) és S & t(f( Sk, M), M).

Vost az elsd eset nem 4ll fenn. A IV. esetben Si-t be kell hozni mindkét memoriaba, azaz itt
weljesiil a lemma a S feldogozasa utan. A IL esetnél S, feldolgozasa utan M-ba épp most
kellett behozni, my., pedig egyenld ny-val, azaz itt is teljesiil a Lemma, hasonldan a III. esetnél
s

Megjegyzés: a hivatkozas négy tipusa koziil az elsé tipusuval nem is érdemes foglalkozni, az az
anomalia szempontjabol semmilyen szerepet nem jatszik, akar el is hagyhatjuk.

22



Fels6 korlat

Fels6 korlat

Lemma. Ha behozok N kiilonbozé lapot az M-be, akkor ezalatt legalabb N-m lapott hozok be
az m-be.

(A jelolés értelmezése a matematikai modellhez: Egy Sk hivatkozasi sorozattal eljutottam n, M,
allapothoz, innen a hivatkozasi sorozatot folytatva egy 7 hossza lapsorozattal elérem, hogy
#Su.0,M) végére N kiilonbozé lap keriiljon hozza f(S,M) bovitésekeént, ekkor HSpip,m) -
=f(Sy,m) = N-m.)

Bizonyitas: A korabbi az elsé algoritmusnal szerepld lemma alapjan, ennek az N kulonboz6
lapnak szereplenie kell az m-ben is, de abban csak m lap volt maximum kezdetben, tehat N-m
lapott biztos behoztunk. H

Eddig az anomalia kapcsan teljesen altalanos esettel foglalkoztunk, most teggyilk meg a
kovetkezd kikotést: N:=M+1. Ez a kikotés [2]-ben is szerepel, és az altalanossag elvesztése
nélkiil megtehetd. Latni fogjuk, hogy a fenti lemma miatt, ha ezt a kikdtést nem tesszilk meg,
akkor a késobbiekben ebben a cikkben konstrualt anomalia mértéke mindenképp nagyobb lesz.

Ez azért hasznos kikotés, mivel miutan N-/=M lapot behoztunk M-be mindig egy lehetseges
lap nincs benn, és mindig a legelsd megy ki (FIFO), azaz innentdl kezdve a nagymemoria
ciklikusan valtozik csak. Az ilyen N lapbél all ,csere” sorozatot neveztem el ciklusnak az
elézé fejezetben. Azért, hogy konnyebb legyen a lapokra hivatkozni vezessiink be egy U
szamozast (cimkézést a lapokon): miutan M lapot behoztunk, akkor ezek sorszama legyen az
1,2,...M, igy egy ciklust kaptunk folytonos szamozassal — a kintmaradt lap sorszama az M+ 1.

A ciklust mas modon is lehetne definialni Gigy, hogy a lapokon lévé kezdeti sorszamozast nem
vessziik figyelembe, hanem ehelyett a nagymemoriaba bekertlt lapokat az els6 bekerulesik
helyével (sorszamaval) egyszeriien Gjraszamozzuk. ( #(f(S,M),M+ 1) sorozatban szerepel mind
az M+ 1=N lap, és az ebben a sorozotban elfoglalt hely lesz a lap sorszama mostantol kezdve.)
Ezzel a fajta sorszdmozassal ugyanugy létrejon a , ciklus” fogalma.

Azaz a lapbevitel sorozatot igy lehet jellemezni:
A hivatkozasi sorozat: S := 1,2,..,.M, Fas-1), ¥asr2), ahol az r sorozat teszéleges.
A lapbeviel sorozat: fSM) = 1,2,..M+1, 1,2, .M+1, 12,.M+1, ...

A fenti ciklus 1étrejotét egyébként az el6zd részben ismertetet algoritmus (1) utasitasa biztositja,
igy a ciklus az algoritmus lefutasa utan is megmarad — bar nem tudjuk, hogy épp melyik a
ciklus kintlévo lapja, —és az algoritmussal egy kivant optimalis helyzet elérhetd.

A kovetkezOkben egy ciklusnyi vdltozas alatt azt fogom érteni, hogy a nagymemoriaban egy
ilyen /,2,....M+ I-el béviil a lapbevitel sorozat. Vilagos, hogy ha meg tudom mondani, hogy
egy ilyen ciklus” alatt mennyi lapott kell behoznom minimalisan m-be, akkor ezzel becslést is
adtam a limam értékére felilrol:

limam - = N/( az m-be behozott lapok minimalis szama egy ciklus alatt.)

Megjegyzés: Mikdzben egy ciklusnyi valtozdsrol beszélek, akkor nem foglalkozom azzal, hogy
ekozben ez a program hivatkozasi sorozatdban mekkora részt jelent. A hivatkozasi sorozat
szempontjabol van egy pont, ahol elkezdédik (kint van az /-es) és van egy pont ahol
befejezddik (€pp kiment az /-es).



Felso korlat

Osszefoglalva igaz altalanos esetben a ko vetkezo:
Lemma. limam <= N/(N-m).
Bizonyitds. Lasd. el6z6 lemma és a fent leirtak. W

Ezt a korlatot sajnos nem lehet teljesen elérni, de ez egy elég j6 korlat. A kovetkezd fejezetben,
amikor a fenti korlat finomitasarol beszélek, akkor igazabol azon kivételeket probalom
meghatarozni, amelyek miatt nem érho el ez az arany.
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A fels6korlat finomitasa

Tétel. limam = (N-1)/(N-m), ha N=M~+I1->m.

Megjegyzés: Az el6zo fejezetben ismertetet lapszamozast (ciklust) fogom hasznalni.
Bizonyitas. Ez tobb lépésben fog torténni.

a.) Lemma. limam = N/(N-m) nem allhat fenn:

Bizonyitas.

Amikor egy ciklusnyi valtozas van M-ben, akkor az N-m db lapot mindenképp be kell hozni m-
be. Az, hogy csak ennyit kelljen behozni, elengedhetetlen feltétele, hogy azok a lapok, amelyek
most ki fognak keriilni elébb keriiljenek felhasznalasra, hivatkozésra a ciklus behozasa kozben,
mint azok a lapok, amelyeket most hozok majd be m-be. Ennek szikséges feltétele a
kovetkezd: Az éppen kivitt lap sorszama kisebb legyen az éppen behozottnal. Vilagos, ha ez
nem 4llna fenn, akkor a kivitt lapot a ciklus befejezéséhez vissza kellene hozni. Azonban az /-
nél nincs kisebb sorszamu, azaz amit ez kivisz, azt biztos be kell hozni.

Megjegyzés az optimalis megoldas kapcsan: Hasonloan lehetne okoskodni, a N-es sorszamu
lappal is, hiszen amikor ez kikeriil, akkor biztos olyan lap vitte ki, amely kisebb sorszama, tehat
vissza kell hozni. Plusz egy csere, kivéve akkor, hogyha az / vitte ki az N-es sorszamut, hiszen
ekkor ez a két eset nem kiillonbozik, azaz / eset. Ezt a gondolatmenetet még tovabb lehet
vinni, a 2-es bejon, akkor csak az /-est viheti ki, hogy megfeleljen a fentieknek. Az (N-1)-est
azonban, csak az N-es viheti ki. Ahhoz, hogy ezt a tobbi laprol is ki tudjuk jelenteni, ahhoz be
kellene latni, hogy a lapok egyforma gyakorisaggal szerepelnek az f{S,m)-ben ha az optimalis
megoldast tételezziik fel. Ezt pedig még nem sikeriilt bizonyitani, ezért méas modszert fogok
hasznalni, de latni fogjuk, hogy a megfelel6 paramétervalasztas optimalis megoldasa viseli
ezeket a tulajdonsagokat, azaz minden lap a nalanal eggyel kisebb sorszamut viszi ki, igy csak
az 1 behozasa okoz egy plusz cserét.

b.) Lemma. a tétel korlatja tetsz6legesen megkozelithetd

Legyen N paratlan, M=m+ 1, N=M+1 és N--5. Ekkor vegytik kovetkez6 sorozatot:
A= 0, (N-1)/2 mod N, 2*(N-1)/2 mod N, 3*(N-1)/2 mod N, ...., (N-1)*(N-1)/2 mod N,
0, (N-1)/2 mod N, 2*(N-1)/2 mod N, 3*(N-1)/2 mod N, ....

Mivel N paratlan, igy a legnagyobb kozos osztora fennall:

(N,(N-1)/2)=(N,N-1)=1.

Ami, mint szamelméletbdl ismeretes, annyit jelent, hogy a fenti sorozat elsé N eleme ki fogja
adni N teljes maradékosztaly rendszerét. Az is igaz, hogy tetszéleges N egymas utanit vesziink
a sorozatbdl az is kiadja N teljes maradékosztaly rendszerét, mivel (0,1,2, ..., N-1) teljes
maradékosztaly rendszer.

A sorozatnak van egy tovabbi érdekessége, mégpedig az, hogy az egymastol N-2 tavolsagra
kovetd elemek a maradékrendszer szerint egymas rakovetkezoi.

st

Agny=[A; + (N-2)*(N-1)/2] mod N=[A; + (N*N-3N+2)/2] mod N.
Hasznaljuk ki, hogy (N*N-3N)/2 mod N = 0, akkor kapjuk:



A felsékorldt finomitasa

A(;.Ar,g):[Ai + ]] mod N.
Ami éppen a keresett allitas.

Ez egy nagyon j6 tulajdonsag, hiszen N-2=m, ez pedig azt jelent, hogyha ez lenne a lapbevitel
sorozat, akkor az éppen behozott lap mindig az N-2-vel korabbit vinné ki. Méghozza Ggy,
hogy annal eggyel nagyobb lenne (mod N). Azaz pont az a.) részben leirt tulajdonsagot kaptuk,
a 0 kivételével minden lap nalanal kisebb sorszamut visz ki. Azt a szépséghibat, hogy ne 0-val
kezd6djon a sorozat N-I-ig egyszeriien kikiiszobolhetd azzal, ha a sorozatot ugy hasznalom
fel, hogy minden tagjahoz hozzaadok egyet.

A fenti optimalis tulajdonsagot kiadja a kovetkezo:
S= (a kezdd helyzet kialakitasa a korabbi algoritmussal), /,2,3,...,.N,1,2,3,...,N, ...
Ekkor a lapbevitel sorozat igy alakul: f{S,m) xm+y = A=

A kezdo helyzet: m= As+ 1, At 1, ... Axv+1, és Km azon lapcserék szamat jelenti, amelyek a
kezdo helyzet kialakitasahoz vezettek. Ezalatt KAM/-t cseréltiink a masik memoriaban.

A korabbi algoritmus kapcsan megjegyeztiik, hogy nem lehet tudni, hogy milyen fazisban
hagyja az M-t. A paraméter valasztas miatt az M ciklikusan fog valtozni, tehat igazabol csak azt
kell elérnem, hogy a ciklus elejére kertiljon, azaz az / legyen kint a memoriabol. Ez azonban
nem jelent gondot, mivel egyszerlien igy folytatom a hivatkozasi sorozatot az algoritmus
lefutasa utan: 7,2,....N. Ekkor M-bol kint lesz az / (az N viszi ki), az m pedig ugy viselkedik,
mintha tényleg behoztunk volna lapokat az M-be. Azaz innentdl kezdve mindig N-t cseréliink
M-ben, amig csak 2 az m-ben, vagy 3-t amikor az / jon be. Azaz fennall a kovetkezd:

(KRM+N-+n*X)/ (Km+3+n*Y) = am.
Ha n tart a végtelenbe: X/Y = limam.

Tekintstink egy akkor részt, amikor A lapot hozunk be m-be. Kérdés, ekozben hany ciklust tud
megtenni a nagymemoria: (N-7)/2 darabot. Indoklas: Az / behozéasa +/ cserét okoz. A tobbi
esetben marad az optimalis N-m=2 behozas, azaz:

XY= {(N-1)/2*N} /N = (N-1)/2 = anomadlia.

A pontos értékét, (N-1)/2, a d.) pontban fogom kiszamitani. El6bb azonban térjiink ki a
paraméterek megvalasztasara.

c.) Tehat lattuk, hogy a fenti elérheté N paratlan, M=m+1, N=M+ I esetben. Most lassuk be:
Lemma. Ha m kisebb, akkor csak rosszabb megoldashoz juthatunk.

Bizonyitds. Trivialis az egy ciklus alatt behozott lapok szama alapjan. Az elébb biztositottuk,
hogy:

limam1=(N-1)/2.

Az egy ciklus alatt behozott minimalis lapszamra a , Fels6 korlat”-ot alkalmazva:
limam2- =N/(N-m).

Azaz ha most kisebb m-et hasznalnank, akkor:

N/(N-m) = N/3, mivel tudjuk, hogy N3, ezért fennall, hogy:

N3 (N-1)/2 = limaml, azaz

limaml = limam?2.
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It a ¢.) pontban annyit lattunk be, hogy ha N=M~ [ teljesill és ez paratlan, akkor nem érdemes
cisebb m-mel kisérletezni, mert akkor nem fogunk jobb anomaliat kapni.

d.) Hatarozzuk meg pontosan az anomaliat:

Vagjuk at a hivatkozasi sorozatot azon a ciklus kezdeténél, ahol az 1 kint van az m
memoriabol. (Ez biztos fenn fog allni, hiszen egyrészt az optimalis csereszam eléréséhez csak
azokat tudom behozni, amelyek az el6z6 ciklusban kimentek. Masrészt az az eset, amikor az
el6z0 ciklushoz hozzacsapjuk az / behozasat, az [ényegében ugyan ez a megoldas, hiszen az /
igy is plusz cserét okozott, és ebben a ciklusban azok vannak kint, amik igyis-igyis kint
vannak.)

A kovetkezé ciklusban a legelsé behozott lap az / lesz.

Biz: Ha nem az lenne, akkor is mindenképp a ciklus elindulasakor be kell hozni, hiszen ez a
ciklus indul6 eleme, azaz, miutan behoztuk, még mindig be kell hozni az dsszes ekkor kintlévd
lapot, mivel azokat még nem hasznaltuk fel a ciklus befejezéséhez, tehat minden lap, amit az /
eldtt hozok be, plusz egy cserét okozna.

L eset: m=paratlan, M=m+1, N=M+ 1.

Vagjuk at a hivatkozési sorozatot azon a ciklus kezdeténél, ahol az 7/ kint van a kicsi
memoriabol. Tekintsiink egy akkora részt, ami alatt N lapot hozunk be m-be. Kérdés, ekézben
hany ciklust tud megtenni a nagymemoria:

(N-1)/2 darabot. Indoklas: Az / behozasa + / cserét okoz. A tobbi esetben marad az optimalis
N-m=2 behozas, ha a korabban felirt korlatot alkalmazzuk. Tehat legjobb esetben:

(X'Y) = {(N-1)/2*N} / N = (N-1)/2 = anomdilia.

Azaz, anomdlia = (N-1)/2 ezen a szakaszon (itt nem hatarérték). Fent konkrétan megmutattuk,
hogy ezt hogyan lehet elérni, és latszott, hogy ezt akarhanyszor lehet ismételni. Azaz: limam —

W’j)/ﬁz.
Tovabbi észrevétel: az / nem lehet benne a kicsi memoriaban. Indoklas:

Ha nincs kint, az azt jelenti, hogy az el6bb a ciklus alatt harmadiknak hoztuk be m-be, ez
azonban hasonl6é probléma az a.) pontban leirthoz, hiszen az /-et amikor be kell hoznunk,
akkor el6tte még 2 masikat is be kellene hoznunk, de amit ezek pluszban kivisznek, azokat
még nem hasznéltuk fel, azaz ebben a ciklusban +2 lapcserénk lesz. Azaz egy teljes ciklust
elvesztiink N lap behozasa alatt, és az N+2 lap behozasaval igy is kivissziik az /-est.

Il. eset: m=pdros. Itt az okozza a problémat, hogy az N-/ paratlan, nem oszthato 2-vel 0.5
lapcserét nem lehet értelmezni a fenti képletekben.) Igazab6l most azt kell megmutatni, hogy a
fent elért hanyadost itt nem lehet javitani.

Bizonyitas: a fenti lemma biztositia, hogy N-/ lap behozasaval kivittiik az 7-et. Megint
ugyanazok a feltételek, mint a b.) pontban. De most N-/ cserét tekintiink a kicsi memoriaban,
és ezalatt a nagyban: (N-2)/2 ciklus lehet. Azaz:

Anomdlia = (X/Y) = (N¥(N-2)/2) / (N-1).

Ismert a kovetkezd a szamtani, mértani kozepekre: k4 és k-2 #k miatt
(k+k-2)/2 > Vfk*(k-2))

(k-1)*(k-1)" k * (k-2)

(k-1) = k * (k-2) / (k-1).
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A felsékorlat finomitasa

Ezt felhasznalva: Anomalia <= (N-1)/2.

Eszrevétel: Bar mar fent bizonyitottam, azért érdemes most itt is megnézni, hogy az az esetet,
hogy az /-et masodikként hoztam be (most mar harmadikként kellene) nem jelent semmilyen
szempontbol sem jobb megoldast. Ekkor amig az / kikeril N cserénk lesz a kicsiben. A
nagyban maximum (N-4)/2 +2 ciklus. Azaz anomdlia= (N-2)/2. A sejtés az, hogy ennél jobb
aranyt nem is lehet elérni, annyi id6 alatt, amig behozok N lapot a kicsibe.

Néhdny sz0 az m pdros esetrol

Az eldbb lattuk, hogy ebben az esetben nem lehet akkora mértékli anomaliat elérni, mint m
paratlan esetén. Ennek ellenére érdemes egy kicsit elidézni ennél. Az (N-2)/2-es aranyt a
paratlan esetnél — mint maximumot — nem sikerilt bizonyitani, de a szamitogépen futtatott
maximum keresé programmal nagyon sok lehetséges hivatkozasi sorozatot talaltunk,
amelyekkel ezt az értéket el lehetett érni. A leglatvanyosabb ezek koziil, ha a kismemoriaba
csak csokkend sorrendbe hozok be lapokat. Ehhez persze egy kicsit tritkkkozni is kell, ezt most
be 1s mutatnam:

Azt tudjuk, hogy csak N->=35 esetén létezik az anomalia, paros esetben N->=6.

Legyen a kiindul6 allapot a nagymemoriaban (M): 2 3 ... .... N.
A kicsiben (m): N N-1 .... ... 3 :

Ez elérhets: a kicsiben kialakithatd az allapot a korabban megadott algoritmussal, a nagyban
pedig a ciklus megfelelé fazisara lehet allni hasonlé mddon, mint ahogy azt a paros esetnél
targyaltuk.

Azt akarjuk, hogy a memoériak allapota innentdl kezdve "szép" legyen azaz:
FSMR=50 2, Vel D2 5 S MLl 2 M1
JoOm= . ML o2l MEL 2, 1

Innen 2-vel folytatodik a hivatkozasi sorozat. Abban all a tritkkk, hogy kozben semmit sem
hozok be a nagyba. Innen igy folyatodik a hivatkozasi sorozat: /,2, ... N-2. Ekkor az N fog
kovetkezni! (A kicsibol csak most keriil ki az N-2 -es lap.) Majd befejezziik a sorozatot: 7,8.

Ekkor a kovetkezé allapotban vagyunk:

A nagy: M=2a345 0 N.

A kicst: m=N-4,... 2,1, N,N-1.

Innen hasonléan lehet folytatni: 7,2,...N-4, N-2 (1), N-3, N-2, N-1, N. A trikko6zés arra iranyul
csak, hogy amikor be kell hozni 0j lapot a kicsibe, akkor elébb kell behozni a nagyobbat —
viszont ez csak akkor teheté meg plusz lap behozasa nélkil, ha a kiviendoket mar

felhasznaltuk. Amikor az /-est kellett behozni, akkor eggyel tobb lapot hozunk be, mint a
paros esetben.

Ezzel a modszerrel az anomalia mértéke — mint fent mar leirtuk: (N-2)/2.

Ez bar nem olyan egyszeriien leirhatd, mint a paros esetnél leirt hivatkozasi sorozat. Megvan
az az elénye, hogy ezt egymashoz képest szabadon valasztott M,m értékeknél hasznalni lehet,
és elég jol kozeliti a mindenkor fennalld optimalis esetet. Példaul N=M+7/=m+2 paratlan
esetnél az optimum (N-1)/2 volt. A fenti modszer csak 7/2-el tér el tole.
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Szamitogépes szimulacio eredményel

Szamitégépes szimulacié eredményei

Molnar Mihaly algoritmusa

Mint az a szakdolgozat bevezetSjében szerepel, Molnar Mihaly készitett egy egyszeril
programot arra, hogy vizsgaljuk az anomalia mértéket veletlen koriilmények kozott. Igazabol
ez volt az a program, amely a szakdolgozat megirasahoz vezetett, mivel egészen lefuttatasaig
nem is volt sejthetd, hogy az anomélia mértéke meghaladhatja a 2-t. A meglepd az volt, hogy
egy véletlenszer(i algoritmus is milyen nagy anomalia értékeket generalt.

A program eredeti otletét a genetikus algoritmusok futasi eredményének vizsgalata adta a
szerzének (genetikus kiserleteibdl arra is kovetkeztetett, hogy a memoria méreteket nagynak €s
egymashoz kozelinek kell venni). Kisérleti célokra meg is irta, majd megddbbenve tapasztalta,
hogy a programot elinditva néhany perc alatt mar meg is dontotte az anomaliara vonatkozo
sejtést. Itt ebben a dolgozatban mar az algoritmus végso, letisztult valtozatat adom meg,

amellyel a lenti tablazat késziilt.

Az algoritmus: (A hivatkozés L. tipusaval itt sem foglalkozunk)

) k=0

2) Ciklus amig #mk<=100000

2.1 Ha van olyan lap, ami csak a kicsiben van benn

2.1.1) i=az ilyen lapok koziil az egyik.

2.1.2) Kiilonben: i=véletlenszeriien egy lap, ami nincs bent a kicsiben. #mk+1)
2.2) A k+1. lap a hivatkozasi sorban az i

2,3) k=k+1.

2.3) Ciklus vége

Kis magyaréazat: (2.1)-es sor egyszertien annak kihasznalasa, hogy van lehetdség arra, hogy a
nagyba hozzunk be lapot, de a kicsibe ne.

(2.1.2)-es sorban a feltétel arra szolgal, hogy minél el6bb kozelebb keriiljiink ahhoz a helyzetet,
amikor a kicsiben olyan lap van, ami a nagyban nincs. Nem szabadna azonban azt irnunk, hogy
"olyan lapot, ami nincs bent a nagyban"', mivel ezzel az anomélia kialakulasanak meég a
lehet6ségét is kizarnank, mivel a nagymemoridban ugyan azok a lapok cserélédnének
ciklikusan.

(2.2)-es sorban a hivatkozasi sorozat hatasara mindenképp kell, hogy lapcsere torténjék.
A program teljes szovege megtalalhat6 a dolgozat végén.

Néhany futasi eredmény: A tablazatban az utolsd 1000 lapbevitelnél talalt anomalia értékek
atlaga szerepel, minden esetben addig futattuk az algoritmust, amig #mk = 100.000 nem volt.
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N M m Az utolsé 1000 am Megjegyzés
atlaga
5 4 3 0.740338
6 5 4 0.870723
7 6 5 1.016960
8 7 6 1.164179
9 8 7 1.317468
10 9 8 1.446885
20 19 18 2916815 Ekkor értékeknél mar a véletlen algoritmusnal is
20 19 17 1.424570 eldall az anomalia, még akkor is, ha M-m 1.

20 19 16 0.861790
100 99 98 14.276974

100 10 9 1.012291 Itt érdekesség, hogy viszonylag nagy lapszamnal
100 20 19 1.169923 is eldall az anomalia.
200 199 198 26.820116 Lathato, hogy az optimalist viszont nem kozeliti

161 az algoritmus.

Keresé algoritmus: maximalis anomalia
a.) Anomaliat okozo6 ismétlodés keresése

Ezt a programot tobb valtozatban is megirtam. Az a.) valtozat listdja megtalalhat6 a dolgozat
végén.

A program célja az volt, hogy tetszéleges allapotbdl elindulva minél nagyobb anomalia
értékeket érjek el. A programot azért hoztam létre, hogy barmely paraméter vélasztas mellett
tudjam vizsgalni az anomaliat. Igazabol f6 célja, hogy azt az esetet tiizetesebben megnézziik,
amikor N=M~+ ]=m+ 2, és m paros (Id. "Néhany sz6 az m péaros esetr6l" cimii fejezetben.)

Az algoritmus lényege, hogy az osszes lehetséges kezdd allapothoz generaltam az GOsszes
hivatkozasi sorozatot, amely egy adott korlatnal rovidebb, és maximum keresést hajtottam rajta
végre a maximalis anomalia (itt minimalis lapcserék szama) megtalalasahoz.

Természetesen igy egy kicsit nagy lett volna a futasi id6, igy a hivatkozasi sorozatok kozil
kizartam azokat, amelyek nem okoznak valtozast egyik memoriaban sem — ez, mint lattuk a
hivatkozas négy esete kozil az 1., amely nem jatszik az anomalia szempontjabol semmilyen
szerepet sem.

Az algoritmus paraméterei:

n —a lapok szama, a nagymemoria méretet ennél eggyel kisebbnek vessziik

m —a kismemoria mérete

mélység — Az a mélység, ameddig keresni akarunk nagy anomalia értékeket

korlat —A kiiras csak akkor lesz, ha mar elérte az anomalia ezt az értéket. A kezdeti folosleges
kiirasok elkertilése a szerepe.

Az algoritmus: (test3.c)

korabbi:=korlat
Kezdetben nincs lap a meméridban
level[]:=0 (a szamlaldlanc, hogy mi az akt hivatkozasi sorozat)
I:=1
Allapot elmentése
Ciklus amig I>=1 (amig még lehet Iéptetni)
Ismételd:
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kovm := ++level[l]
Addig amig kovm-et nem tartalmazza a memoria
a kovm > n akkor:
level[l]:=0; (mivel talfutottunk)
Allapot Visszatoltése
Kiilonben
Allapot cimentése
A lapescre végrehajtasa, anomalia (Iapeserék) szamitésa
Ha az anomalia>korabbi akkor
korabbi:=anomalia
kiiras hogyan értiik el
1++;
Ha I>=mélységi korlit akkor
--l;
Visszalépés;
Ciklus vége

Ezuttal eltekintek az elé- és utofeltételek megadasatol.

Bar (N-2)/2-es aranyt a paratlan esetnél — mint maximumot — nem sikertlt bizonyitani, de ezen
algoritmusokkal végzet kisérletezgetés arra enged kovetkeztetni, hogy valoban ez a korlat.

A bizonyitas nehézségét az okozza, hogy nagyon-nagyon sokféleképpen el lehet éni ezt a
korlatot, és el6fordulhat, hogy a hivatkozasi sorozat egy-egy szakaszat ha nézziik, akkor
valoban megtorténhet, hogy jobb eset is lehetne, ha sokaig tudnank tartani azt a lapcsere
aranyt. Mint a korabban a fels6 korlat bizonyitasanal a d.) pont IL részében megmutattam,
hogy a paros eset csak rosszabb lehet, mint a paratlan, de ez nem elég annak bizonyitasahoz,
hogy a fenti értéket nem lehet-e meghaladni.

b.) Kezdéhelyzet kialakitasa

Az a.) részben ismertetett algoritmussal egy optimalis helyzetbél valo indulast vizsgaltam. A
dolgozat elsé algoritmusanal lattuk, hogy bizonyos esetek kivételével ez a kezd6 helyzet el is
érhetd. A dolgozatban szerepld algoritmus azonban nem a legrovidebb hivatkozasi sorozatot
adja meg, amellyel ez a helyzet elérhetd. Gyakran lényegesen révidebb hivatkozasi sorozat
létezik, mint amit a korabban adott algoritmus eldallit. Megjegyzés: Ett6] még sziikségiink volt
arra az algoritmusra, mivel az konstruktiv bizonyitdsa volt annak, hogy az éltalunk kivant
helyzet elérhetd.

Ha azt akarjuk vizsgalni, hogy hogyan lehet elérni a kezdéhelyzetet, akkor az a.) pont
algoritmusa kis modositassal erre is alkalmas. Mindossze:

1. Az elején nem iires memoriaval kell kezdeni, hanem abbol az allapotbol, ahova azzal
jutottunk, hogy feltoltottik a nagyobb memoriat.

2. Ott ahol az anomaliat vizsgaljuk, ott azt kell megnézni, hogy elértiikk-e mar a kivant helyzet.

Még egy kicsit modositva a legrovidebb hivatkozassorozat megtalalasara is lehet hasznalni. De
ez az algoritmus betoltotte teljesen a funkcidjat azzal, hogy mutatott ellenpéldat arra, hogy a
dolgozat elején adott algoritmus nem a legrovidebb sorozatot adja.
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Az eredmények dsszefoglalasa

Eredmények:

A dolgozat a FIFO anomaliajat vizsgélta részletesen, de a maximum elérhetéségének modjai
mas lapcseréléses algoritmusra is érvényes. A FIFO esetén belattuk, hogy csak egy
tetszdlegesen megkozelithetd értékrol beszélhetiink az anomalia szélséértéke kapcsan.

A két paraméter (m,M) tetszéleges megvalasztasa esetén az anomaliara fennall az N/(N-m)
felso korlat, amelyet soha nem lehet elérni. Nyilvanvalova valt, hogy az anomalia
szempontjabol csak olyan paraméterekkel érdemes foglalkozni, amikor N=A>m->=3. Tovabba
[2]-b6]  ismert a kovetkezd, az anomalia fennallasahoz  sziikséges  feltétel:
m-M-2m-1.

Mi vizsgalddasainkban az N=M+ 1 kikotést tettiik. Ekkor egy rogzitett M érték esetén akkor
legnagyobb az anomalia, ha a kis memoria méretét a lehetd legkozelebbinek vessziik a nagy
memoria értékéhez. Azaz: M=m+1.

Ekkor két esetet kiillonboztethetiink meg:

1. m paratlan esetén fennall az (N-1)/(N-m) korlat az anomaliara, €s ez a korlat tetszélegesen
megkozelithetd.

2. m paros esetén is fennall a fenti korlat, de nem érheto el. A sejtés az, hogy ekkor a pontos
érték: (N-2)/2. Ennek elérésének modjat megadtam.

A paros esetnél megadott modszer tetszoleges paramétervalasztasa esetén nagy, a
maximumhoz kozeli, anomalia értékek eldallitasara alkalmas. Természetesen a paratlan esetnél
alkalmazott modszer — amikor hasznalhaté — mindig nagyobb anomaliat okoz.

Az algoritmusokrdl szolo résznél Molnar Mihaly algoritmusa, és futasi eredményei jol
mutatjak, hogy a hivatkozasi sorozatra adott egyszerii kikotéssel olyan hivatkozasi sorozatokat
kapunk, amelyek egy nagy anomalia értékhez konvergalnak.

Az N/(N-m) korlatot altalanosan hasznalhatjuk az anomalia fels6 korlatjanak becslésére olyan
helyeken, ahol ez sziikséges. Az azonban, hogy mit érhetiink el tetszéleges paraméter
értckeknél — még nyitott kérdés. A dolgozat csak a lehetséges legmagasabb érték
meghatarozasat tiizte ki célul.
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Programok

Kereso program: maximdlis anomdlia

/* test.c */
#include <stdio.h>

#define n 6

#define m 4

#define melyseg (20)

#define korlat 2

/* n - lapok szama,
m - kismemoria merete
melyseg - Az a korlat, ameddig ¢l megyunk egy kiindulo helyzetbol
korlat - A korlat alatti anomalia ertekeket nem irjuk ki

*/

int mem|m}; * Az eppen vizsgalt memoria allapot */

int aktm=0; /* A behozando lap helye */

int kovm=0; /* Az a lap, amit be fogunk hozni */

int level[melyseg]; /* A backtrack algoritmus pointerei */

int I; /* a szint szam */

int kor; /* a tenyleges korlat erteke a fenti konstans alapjan */
int szamlalo; /* Cserek szama */

int segedsz.  /* behozas helye */

struct szintek {

int mem[m]; /* a memoria allapot */
int aktm; /I* Az elozo behozas helye */
int szamlalo; /* Az eddigi lapcserck szamlaloja */
int segedsz; /* A kovetkezo behozas helye */
¥
struct szintek sz[melyseg+1]: /* Itt tartom nyilvan, hogy milyen allapotba
kell visszalepni */

int van; /* Mar szerepel a memoriaban */
int ok;

/* A lap mar szerepel-e a memoriaban (kovm) */
int vanmar()

i

int i
van = 1;
for( i=0; i<m; i++)
van = van && mem[i]!=kovm;
return (!van);

}

/* Az aktm-ct behozzuk a memoriaba, ha meg nem volt bent */
void cserem()
{
it 1;
van=1;
for( 1=0; i<m; i++)
van = van && mem[i]!=kovm;
if(van)
{ mem[aktm] = kovmn;
aktm = (aktm+1)%m;
f

——
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/* Megvizsgalja. hogy van-e anomalia, a megadott korlatnal nagyobb,
cs ha van, akkor kiirja, hogy hany csere tortent a mgmoriakban,
a memoria allapotat, es hogy hogyan ertuk ¢l */
int vege()
{ . .
mt1;
ok=1:

if (kor<=szamlalo*(n+1)+segedsz)

1
kor=szamlalo*(n+1)+segedsz;
printf("Vege:%d:%d\n",szamlalo,segedsz);
for(i=0;i<m;i++)

{

printf("%2d",mem|(aktm+i)%m]);
¥
printf(" ");

for(i=1;i<=Li++)
printf("%2d" level[i]):
printf("\n");
}

/* A backtrack celjabol az allapotot elmenti */
void Elment( int 1)

{
int i
for(i=0;i<m:i++)
1
sz[l]. mem[i]=meml[i];
)
s
sz|[1].aktm = aktm;
sz[1].szamlalo=szamlalo;
sz[1].segedsz=segedsz;
¥

/* Az allapot helyreallitja visszalepeskor */
void Vissza( int 1)
{ int i;
for(i=0:i<m:i++)
3
R
mem(i}=sz[l].mem[i];
H
aktm=sz[l].aktm;
szamlalo=sz[l].szamlalo;
segedsz=sz[l].scgedsz;
b
§

/* Csere volt. a pointereket leptetni kell */
leptet()
{
int j;
J = kovm;
kovm = segedsz;
while( vanmar() )
3
1
segedsz++;
if (segedsz>n)
{



Programok

main()

segedsz = 1;
szamlalo++;
¥
kovm = segedsz;
H
kovm=j;
int 1i;
1=1;
kor=korlat*(n+1);
szamlalo=0;
segedsz=1;
for(i=0;i<m:i++) /* mem nullazasa */

mem[i]=0;
for(i=0;i<melyseg;i++)

level[i]=0;
printf("Program started!\n"):

/* a szamlalo lanc 0 */

Elment(1);
while(I>=1)
(5

1
if(I<=1) /* Sima kiiras unalom ellen */
f

L8
printf("(%d.%d): ",1level[l]);
for(i=0;i<m;i++)

{

printf("%?2d", mem[(aktm+i)%m]);
b
prind(" ")

for(i=1:i<L;i++)
printf("%2d" level[i]);

printf("\n");
¥
kovm=++level[l]; /* a szamlalolanc leptetese */
while(vanmar()) kovim=++level[l];
if (kovm>n)
{ * egy szinttel vissza kell lepni */
level[l]=0;
I--;
Vissza(l);
} clse
{
Elment(l);  /* nem kell visszalepni */
cserem();
leptet(); * a segedsz es szamlalo leptetese */
vege(); i */
I++; /* cgy szintet clore megyunk */
if(I>=melyseg)
{ =
Vissza(l); /* Ha vege, vissza lepes */
}
¥

b

printf("Vege.\n"):
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-

Molnar Mihaly programja
/* or.c */
#include "or.h"

int $=20;

int MEM1=18;

int MEM2=19;
unsigned char *setl;
unsigned char *set2;

void main()

!
1

register unsigned char x,t,h1,h2;
register unsigned char 11,12 k1.k2;
long int inl,in2;

long int cou;

float f;

unsigned int dd;

FILE *p.*q;

if((q=fopen("tabla.txt","w"))==NULL) abort();
if((p=fopen("or.par","r"))!=NULL)
{

x=fscanf(p,"%d,%d,%d",&S, & MEM1,& MEM2),
if(feof(p)) {fclose(p); printf("End\n"); exit(0);}
if(x!=3) {fclose(p); printf("ParFileErr!\n"); abort(); }
3
y

while(1)
{

cou=1000001;
=0; dd=0;
CLEARUP:
INIT;
while(cou)

{

*vegigmegyunk setl lancolasan*/
x=set1[0];
while(x!=255) /*amig nem a vegelem*/
!
1
if(NOT _IN(2)) /*nincs benne set2-ben?*/
!
1
/*akkor behozzuk*/
INSERT FIRST(2):
/*ha megtelt set2, akkor az utolso elemet kidobjuk*/
DROP_LAST(2);
break;
¥
x=setl[x]; /*nezzuk a kovetkezot*/
¥

if(x==255) /*set]l minden eleme set2-nek is*/

f
1

I*veletlenszeruen behozunk egyet*/
/*ami valamelyikben nincs benne*/
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(=RND(S)+1;
while(set1[t]) t=RND(S)+1;
X=t,

if(NOT_IN(2)) /*nincs benne a set2-ben?*/
!
7%
*akkor behozzuk*/
INSERT _FIRST(2):
/*ha megtelt set2, akkor az utolso elemet kidobjuk*/
DROP_LAST(2):
¥

if(NOT _IN(1)) /*nincs benne a setl-ben?*/
!
1
cou--;
*akkor behozzuk*/
INSERT_FIRST(1):
*ha megtelt setl, akkor az utolso clemet kidobjuk*/
DROP_LAST(1):

¥
if(cou<1000)
Xy

8
f+=(float)in2/(float)in;
* printf("\t%If ".f);
printf("\t %ld %ld".inl.in2);
printf("\n");
*/ dd++:

-

¥

f/=(float)dd:

printf("S: %d M: %d m: %d",S,MEM2 MEMI).
printf("\t%f ".f);

printf("\t%Ild %ld".inl,in2);

printf("\n"):

fprintf(q,"%d\1%d\t%d" .S, MEM2 MEM);
fprintf(q."\t%f " f);

fprintf(q,"\t%lId %ld",inl.in2);

fprintf(q,"\n");

fflush(q):
x=fscanf(p,"%d,%d,%d",&S.&MEM1,&MEM2);

if(feof(p)|bioskey(1)) {fclose(p);fclose(q);printf("End\n"); exit(0); }
if(x!=3) {fclose(p):fclose(q): printf("ParFileErr!\n"); abort();}

-

/* or.h */
#include <stdio.h>
#include <mem.h>
#include <bios.h>

/* RANDOM FUGGVENY
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#include <stdlib.h>
#define RND(X) rand()%(X)
*/

/* RANDOM FUGGVENY - GYORSABB */
#include "r250.h"
#define RND(X) r250n(X)

#definc CLEARUP if(set1!=NULL) free(setl); if(set2!=NULL) free(set2);

#define INIT \

11=MEMI1+1:; 2=MEM2+1;
set1=(unsigned char*)malloc(S+1);
set2=(unsigned char*)malloc(S+1);
if(set1==NULL||set2==NULL) abort(); \
sctmem(set1, S+1, 0); /*clear set*/ \
setmem(set2, S+1, 0); /*clear set*/ \
set1[0]=255; k1=in1=h1=0;

set2[0]=255; k2=in2=h2=0;

/* TOKEN PASTING EXAMPLE
#define VAR(1.j) (i#4)

the call VAR(x,6) would expand to (x6).
*!

#define NOT_IN(NO) !set##NO|x]

#define INSERT_FIRST(NO) \
set##NO[h##NO]=x; \
set#NO|[x]=255; \
h#H#NO=x; \
K#INO++;, in##NO++;  \

#define DROP_LAST(NO) \

If(K#HINO>=I##NO)

{ \
t=set##NOJ0];
set##NO[0]=set##NO[t];
set##NOJL]=0;
k##NO--;

\
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