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1. Bevezető
Egyetemi tanulmányaim alatt a matematika és az informatika számos területével alkalmam volt megismerkedni, diplomamunkám mégis a tananyagban nem szereplő problémakörnek szentelem. Természetesen az utóbbi években a szemléletem több szempontból is megváltozott. Másképp tekintek a világra, mint azelőtt, hogy először beléptem volna az egyetem kapuján. Ezen szemléletbeli változások vezettek a témakör iránti érdeklődésemhez, hiszen a témában számos való életből merített probléma jelen van. Először Maulis Ádám tanár úr által tartott Security speci nevű órán volt alkalmam megismerkedni a témával, azonban sajnos ott is csak említésképpen szerepeltek a skálafüggetlen hálózatok a bizalmi hálózatok témakörén belül. Akkoriban felfigyeltem a téma aktualitására. Barabási Albert-László előadását látva a Mindentudás egyetemén, eldöntöttem, hogy jobban is szeretném a témát elsajátítani és nem csak felszínes, átlagos embereknek szóló előadásokon keresztül, hanem matematikai, informatikai tudásom által tudományos módon is. Beadandóm ismertségi és bizalmi hálózatok témában a Security specire elindított egy olyan úton, melynek következő lépése az egyetemi nagyprogram volt, amit Bizalmi hálózat szimuláció címen írtam szintén Iványi Antal tanár úr vezetése mellett, mint ezen munkát is. A bizalmi hálózatok ugyan csak lazán kapcsolódnak a témához, de számtalan említést tettem már akkor is a skálafüggetlenségre, hiszen ilyen környezetben igyekeztem szimulálni egy ismertégi hálózatban csalók jelenlétét. Az irodalom gyűjtését a témában főleg közembereknek íródott érdekes könyvek elolvasásával kezdtem, ami felcsigázta érdeklődésem és hozzá járult ahhoz, hogy ne csak puszta képleteken keresztül lássak bele, ebbe a mára óriásivá vált témakörbe és hogy ezt a munkát a való életből merített példákkal tudjam szemléletesebbé, érdekesebbé tenni az olvasó számára. Ahogy egyre inkább beleástam magam a témába meglepően tapasztaltam a skálafüggetlen hálózatok világának sokszínűségét és magával ragadó érdekességét, valamit felfedeztem azt is, hogy számos más tudományterülettel szorosan összefügg, így tudtam hasznosítani az egyetemi tanulmányaim alatt tanultakat is. Valószínűségszámítás, diszkrét matematika, gráfelmélet, analízis, párhuzamos és osztott rendszerek elmélete szorosan a témához kapcsolódó területek, amiket igyekeztem beépíteni a munka írása során. 

Számtalanszor hallhatunk számítógépes hacker támadásokról, amikor egy tizenéves tini a világ egy eldugott szegletéből pofonegyszerű módon óriási kárt okoz tudósok és hozzáértő informatikusok által felépített modern rendszerekben, melyekről korábban azt hitték, hogy bombabiztos. Számomra ezek a való életből származó példák a legérdekesebbek a témában, igazi Dávid és Góliát harc, amikor is a kis ember egy óriási hálózatot képes parittyájával tönkre tenni [1]. Mint számos más tudományos területen is bebizonyosodott már, a természet a legjobb tanár. Megtanít minket, hogyan legyünk gyorsabbak, erősebbek, hogyan repüljünk a felhők fölé annak ellenére, hogy az evolúció elfelejtett nekünk szárnyakat adni. A természet egy olyan témában is kiváló segítőnk lehet, mint a hálózatok tudománya. A hálózatok körbevesznek minket. Számtalan helyen megfigyelhetőek a természet által létrehozott hálózatok. Sejtjeink is összekapcsolódnak valamilyen módon és az állatok közti tápláléklánc, valamit az emberek természetesen létrejövő szociális hálózata is rámutat a probléma nagyságára. Amennyiben igyekszünk mesterséges hálózatainkat a természet mintájára létrehozni, sokkal jobb és időállóbb dolgokat kaphatunk. Igen, megfigyelések szerint a természet skálafüggetlen hálózatokat gyárt, többek között ezért fontos megértenünk a működésüket. A téma aktualitását egy még kevésbé vidám történés is elősegítette: 2001. 09. 11., egy olyan időpont, amikor New York látképéhez tartozó World Trade Center ikertornyain kívül egy sokkal nagyobb dolog is romba dőlt, a bizalom. Bizalom embertársainkban, bizalom a társadalomban. A világháborúk idején országok voltak és országhatárok, egymással harcoló nemzetek, hátországok és eszmék. Eszmék most is vannak, de nem ismernek határokat. A 9/11 néven elhíresült tragédiát a társadalomba beszivárgott alvó ügynökök okozták, akik el tudtak vegyülni az amerikai társadalomban, és véghez tudtak vinni egy ilyen szörnyű tettet. Abba belemenni most nem szeretnék, hogy előtte és utána az Egyesült Államok mit tett, vagy hogy mennyire volt jogos és következetes, mivel ez most nem tartozik a témához, viszont a példa jól szemlélteti a hálózatok fontosságát. Hogyan szűrjük ki társadalmunkból a nem kívánt elemeket? Hogyan tegyünk kárt egy másik társadalomban? Lehet-e egyáltalán? Hogyan védekeznek természetes módon ezen hálózatok a véletlenszerű és az irányított támadások ellen? Hogyan irányítsuk támadásunkat, hogy egy ilyen hálózatban kárt tudjunk tenni? Természetesen a témának nem csak agresszív és offenzív áthallása van, hanem a kérdéseket úgy is feltehetjük, hogyan tudunk védekezni betegségek terjedése, szociális problémák, elégedetlenségek ellen? Ezen kérdésekre munkám választ igyekszik adni a tudomány jelenlegi állása alapján az egyetemi diplomamunka keretein belül. Igen sok tudományos-fantasztikus műalkotás foglalkozik az előbb említett társadalmi problémákkal. Hogy ez mennyire a jövő? Úgy tűnik, hogy a probléma már napjainkban jelentkezik az internet és a média térhódításával. Ahhoz, hogy a problémákat, amivel szembe kell néznünk, meg tudjuk oldani meg kell értenünk a körülöttünk lévő világot és a problémákat magukat is, ehhez járul hozzá ezen területe a matematikának és ez a diplomamunka is.

Két magyar matematikus, Erdős Pál és Rényi Alfréd kutatásai nyomán a tudósok évtizedekig úgy gondolták, hogy a hálózatok – akár társadalmi hálók, akár a sejtek kémiai anyagai – véletlenszerűen rendeződnek el, a véletlenen múlik, hogy az egyes csomópontok kapcsolódnak-e egymáshoz. Többek között Barabási érdeme, hogy a kilencvenes évek végén felfedezték: a hálózatok többsége nem véletlenszelű, nagyon bonyolult matematikai összefüggések felfedezhetők bennük. Barabási kimutatta, hogy ezekben a skálafüggetlen hálózatokban több kiugróan sok kapcsolattal rendelkező, úgynevezett erősen kapcsolt csomópont található. Elég, ha ezekből csak néhányat eltávolítunk, és a hálózat jelentősen meggyengül, akár szét is esik [21].

Barabási Albert-László egy interjúban a következőt mondta a tudományterület sokszínűségéről. Nagyon népszerűek a közösségihálózat-oldalakhoz kapcsolódó kutatások, ez a terület még mindig növekszik – akárcsak a társadalmi hálózatokra épülő szoftverek piaca, ezek a programok kezdik belopni magukat a mobiltelefonjainkba is. Egyre több olyan alkalmazás van, amivel megnézhetem például a mobilomon, hogy a tartózkodási helyem környékén hol vannak ismerőseim, barátaim. Ez a szegmens biztosan fog még növekedni, ezek a szoftverek még jobban beépülnek az életünkbe. Ugyanakkor hihetetlenül nagy a mozgás a biológia területén is. Most jutottunk el oda, hogy egyre pontosabb térképek találhatók az emberről. Amikor a könyvet írtam, minden, a biológiai hálózatokra vonatkozó adatunk a bacilusokra és az élesztőgombákra szorítkozott, mivel azok egyszerű és sokat vizsgált élőlények. Az utóbbi három-négy évben azonban egyre több géntérkép, anyagcsere-térkép és hasonló hálózati adat jelent meg az emberről. Kezd kialakulni a hálózatorvoslás, vagyis az, hogy hogyan gondolkodunk a betegségről hálózatként. Tavaly nyáron egy barátom tollából megjelent egy érdekes tanulmány, amely azt állította, hogy az elhízásban a géneknél fontosabb szerepet játszik az, hogy az egyénnek hány elhízott barátja van. A közgazdászok is kezdenek rájönni a hálózatok fontossága, bár ez a terület lassabban indult be. A közgazdászoknak még nincs annyi adatuk, mint például a biológusoknak, elsősorban az adatok jellege miatt – egy vállalatvezető nem szívesen árulja el, hogy éppen kikkel üzletel [21].

A skálafüggetlen hálózatok felfedezése paradigmaváltást okozott a hálózatkutatásban. Megtanított bennünket arra, hogy számos összetett hálózat távolról sem véletlenszerűen szerveződik, hanem ugyanaz a robusztus és egyetemes felépítés jellemzi őket. Gyakran ismétlődnek ugyanazok az alapkérdések. Miért kellett 1999-ig várni arra, hogy felfedezzük a középpontok és hatványfüggvények hatását az összetett hálózatok viselkedésére? A válasz egyszerű. Nem volt térképünk. Az 1990-es évek vége előtt néhány hálózat térképe volt tanulmányozásra elérhető, és ezek legfeljebb pár száz csomópontból álltak. Az első esélyt, hogy megvizsgáljuk nagy összetett rendszerek belső felépítését és bebizonyíthassuk a hatványfüggvények jelenlétét, a hatalmas világháló kínálta. Ahogy más nagy térképek bukkantak elő, fokozatosan megértettük, hogy a legtöbb gyakorlati szempontból érdekes hálózatot a nyelvtől a szexuális hálóig azonos egyetemes törvények alakítják, és ezért ugyanazzal a középpontok által uralt felépítéssel rendelkeznek. Ez a paradigmaváltás olyan gyorsan következett be, hogy még mindig küzdünk azzal, hogy következményeit teljesen megértsük, és rendszerezve újravizsgáljuk a hálózatok szerepét a legtöbb területen. A középpontok új stratégiák keresésére vették rá a járványkutatókat, hogy segítségükkel megállítsák az AIDS járványt vagy a himlő lehetséges újbóli kitörését. Egy olyan korszakban, mikor a nemzetközi párbeszédet a terrorizmus uralja, az internet robusztussága és törékenysége a kutatásokat biztonságosabb kommunikációs rendszerek felé irányítja. A hálózati gondolkodás új kutatási területeket nyitott meg a rendszerbiológiától a genetikai hálózatokig, mely utóbbiak a genomtérkép felfedezése utáni következő forradalom mozgató erői. Csak az elmúlt két évben a skálafüggetlen hálózatokat felhasználták a gyógyszer- és rákkutatásban, a nyelv nagyvonalú szerkezetének jellemzésére és az internetmodelleket készítő rendszerek újratervezésére; arra, hogy a világhálón található osztott adatbázisokban részletes információkat gyorsan megtaláló hatékony kereső algoritmusokat tervezzenek. A hálózatkutatás ékkövei azonban elrejtőztek egy csak kevés kutató által érthető matematikai nyelvezet mögé. A számítástudományi kutatók és fizikusok, akik beszélik a hálózatok nyelvét, gyorsan kihasználták a kibontakozó hálózati forradalom előnyeit. Azok a területek, amelyek a matematikai nyelvet kevésbé használják, nagyjából érintetlenek maradtak [20].

Ebben a munkában igyekszünk a tudományág minden fontos eredményét összegezni a teljesség igénye nélkül. Programtervező matematikus lévén igyekeztem a hangsúlyt algoritmikus alapokra helyezni és a témában kutatók eredményeit a szaktudásomnak megfelelően átértelmezni. Szembesülnöm kellett a cikkek fordítása során azzal, hogy a meglévő algoritmusok leírása szinte kivétel nélkül informális, a munkám írása során egy egységes algoritmikus képet igyekeztem kialakítani a témakörön belül, mindezt szemléletes példákkal színezve.

2. Irodalom, előzmények áttekintése
A diplomamunkához való irodalom gyűjtését Barabási Albert-László Behálózva, valamint Csermely Péter A rejtett hálózatok ereje című könyveiknek beszerzésével és elolvasásával kezdtem. Ez kiváló alapot adott a téma elsajátításához. Ezen két könyv érdekessége, hogy nem tudományos írások, hanem sokkal inkább a hétköznapi embernek íródott szórakoztató művek, mégis kiváló alapot és szemléletet adott a későbbi tudományos cikkek feldolgozásához. A két szerző alapvető különbségeket mutat. Csermely Péter a SOTE biokémikus professzora lévén biológiai és kémiai példákon keresztül szemlélteti a hálózatok erejét, kevesebb társadalmi és szociális alkalmazással. A másik szerző ezzel ellentétben társadalmi problémákat hoz fel példaként. A témában legtöbbet alkotó Barabási Albert-László magyar származású amerikai tudós viszonylag fiatal kora ellenére hihetetlen idézettségi mutatóval rendelkezik. A skálafüggetlen hálózatokról írt cikkei a tudományág alapját képezik. Mint az irodalomjegyzékben is látható a legtöbb hivatkozásban szerepel Barabási Albert neve. Ezen hálózatokkal intenzíven az utóbbi 20 évben kezdtek csak foglalkozni a tudósok, bár a hatvanas évekből is ismerünk utalásokat és kutatási anyagokat. Erdős–Rényi-féle random gráfok is ebben a korszakban születtek, melyek a skálafüggetlen gráfokkal való összehasonlítási alapnak kiválóan alkalmasak. Barabási Albert-László cikkei szolgáltatták az alapot a munkámhoz, a többi cikk pedig ezen munkákon belüli hivatkozások által kerültek említésre a dolgozatban. Az egyetemi tanulmányaim során találkoztam osztott rendszerekkel, mivel a téma igen közel állt hozzám és a problémakörhöz is, fontosnak tartottam feltüntetni Nancy Ann Lynch témában írodott könyvét is, melyből szemléletmódot és számtalan példát sikerült kiragadni, ennek címe Osztott algoritmusok. Vattay Gábor Kommunikációs hálózatok forgalmának modellezése című kurzusát elvégezve döbbentem rá, hogy ezen területhez is erősen kötődik a skálafüggetlen hálózatok világa. Vattay Gábor honlapján sok érdekes cikk címét találtam a témában, majd ezeket feldolgozva, ezek is sikeresen hozzájárultak a dolgozat elkészültéhez. Az ELTE TTK jeles személyisége Vicsek Tamás is írt tudományos cikkeket a témában, többnyire Barabási Albert-László kollégájával közösen, ezek közül is többet felhasználtam a munka megírása során. 

Barabási Albert-László egy interjúban a következőt válaszolta az elektronika fejlődésével kapcsolatban feltett kérdésre. Én valahogy úgy érzem, most vagyunk tanúi annak a pillanatnak, amikor az emberi viselkedést meg tudjuk érteni. Mert az emberi viselkedést eddig lényegében interjúk alapján próbáltuk megfejteni: leültünk valakivel és megkérdeztük tőle, hogy mit csinált, hogyan érzi magát, satöbbi. Ma már szinte tízpercenként hagyunk magunk után valamilyen elektronikus nyomot: mobiltelefont, számítógépet, hitelkártyát használunk, és ezek elképesztően részletes képet adnak arról, hogy ez emberek hogyan viselkednek. Ezeket a nyomokat elemezve meg tudjuk érteni valós időben az emberi dinamikát – ez a tudományterület most fog robbanni, szerintem erről rengeteget fogunk még hallani [21].

3. A problémakör tárgyalása

Kicsi a világ - szoktuk mondogatni, ha kiderül, hogy valamilyen módon közünk van egy ismeretlen emberhez. Valóban kicsi a világ, hiszen az emberiség hatmilliárd tagja közül alig pár lépésnyi kapcsolati távolságban mindenki mindenkit ismer. Az emberi társadalomban is, a világban is minden mindennel összefügg, egy bonyolult, mindent átszövő hálónak a része. Létezésünk alapja a sejtjeinkben meghúzódó bonyolult molekuláris háló; kommunikációnk hordozója a telefonhálózat, információszerzésünk alapja a világháló. Az elmúlt években a hálózatelmélet néhány megdöbbentő felfedezéssel ajándékozott meg bennünket: kiderült, hogy a természetben és a társadalomban megjelenő hálók zöme sokkal inkább hasonlít egymáshoz, mint azt valaha is remélhettük volna, és viselkedésük leírható néhány egyszerű törvénnyel. Ezen törvényszerűségek megértése alapvetően megváltoztatta a gondolkodásunkat néhány bennünket körülvevő fontos jelenségről, beleértve a kisvilágok eredetét, a hálózatok sebezhetőségét és a rák természetét [20].


A hálózatok a körülöttünk lévő, szorosan összefüggő világ egy új arcát mutatják meg. Azt jelzik, hogy a kapcsolatok sokkal inkább meghatározóak lesznek az új évszázadban, mint amennyire az emberek többsége ma erre felkészült. A hálózatok tudományán keresztül egy most születő forradalomnak vagyunk a tanúi, melynek során a különböző tudományágak tudósai felfedezik, hogy a komplexitásnak szigorú szerkezete van. A hálózatok segítségével megtanuljuk a társadalmat komplex ismeretségi hálózatként szemlélni, megismerkedhetünk azokkal a kihívásokkal, amelyekkel az orvosok szembesülnek, amikor egyetlen molekulára vagy génre összpontosítva megkísérelnek egy betegséget meggyógyítani, megértjük azt, hogy az internet - melynek létrejöttét gyakran teljesen az embernek tulajdonítják - hogyan vált hasonlóvá az élő rendszerekhez, láthatjuk, hogy a terrorizmus felbukkanását szintén a hálózatok törvényei irányítják. Rácsodálkozhatunk olyan látszólag különböző rendszerek közötti meglepő hasonlóságokra, mint a gazdaság, a sejt, az internet, és felhasználhatjuk az egyiket a másik megértéséhez. Ez sok meglepetést okozó utazást ígér, amely remélem, rábír bennünket arra, hogy megismerjünk egy szemünk előtt zajló tudományos forradalmat: a hálózatok új tudományának születését [20].


Mielőtt ebben a fejezetben hosszasan tárgyalnánk a skálafüggetlenséget, mutatunk pár definíciót a hálózatok skálafüggetlenségére. A különböző szerzők sokféleképpen definiálták a skálafüggetlenséget, elsősorban annak köszönhetően, hogy mindig más-más szemszögből tekintettek a hálózatra. Csermely Péter például a következő definíciót adta. A skálafüggetlen hálózatokra a következő összefüggés igaz a szerző jelöléseit megtartva [2]:
V = cT-α.

Ebben az egyenlőségben V jelöli a valószínűséget, c egy konstans, T a barátságunk távolsága és α a hatványkitevő. Barátságunk távolsága egy ismertségi hálózatban két szomszédos csúcs közti kapcsolat erősségét jelenti. Az egyenlet bal oldalát kiszámítva kapjuk tehát azt a valószínűséget, ami megadja, hogy véletlenszerűen választva az ismerőseim között mekkora az esélye annak, hogy adott erősségű lesz a köztünk lévő barátság. Egy közelebbi barát esetén T nagy, egy ismerős esetén T kicsi, tehát egy barátot arányosan kisebb valószínűséggel választok ki véletlenszerűen az ismerőseim közül, mint egy távolabbi barátot. Ebből látszik, hogy minden embernek kevesebb igazán közeli barátja van és nagyságrendekkel több távoli ismerőse. Az egyenletet logaritmizálva ábrázolhatóak legjobban a hálózatok, vagyis

lgV = lgc – αlgT

alakban, ami azt mutatja, hogy a valószínűség logaritmusa egyenesen arányos a barátságunk távolságának logaritmusával, duplalogaritmikus ábrázolás esetén, pedig egy egyenes vonalat kapunk, ha ábrázoljuk a kapott egyenletet [2]. Ez a definíció tehát a hálózaton belüli kapcsolatok erősségének szemszögéből vizsgálja az ismertségi hálózatokat. Csermely Péter az ismertségek erősségén keresztül közelítette meg a skálafüggetlenséget, ellentétben Barabási Albert-Lászlóval, aki a hálózatok topológiai tulajdonságára adott megkötést, ő a következő definíciót adta [1, 9]. Annak a valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen kiválasztott csúcsnak k éle van (vagyis a fokszáma k), legyen P(k), ennek a fokszám eloszlásnak kell hatványfüggvényt követnie, azaz formálisan:

P(k) ~ k-γ,
ahol γ a fok exponens,  ennek beállításával állíthatjuk be a hálózatunk alaptulajdonságait, vagy egy konkrét hálózat vizsgálatánál ezt vizsgálva vonhatunk le bizonyos következtetéseket. Egy érdekes különbség lehet, hogy az előbbi definícióban a konstans szorzó jobban látható, ami persze természetesen a másodikban is jelen van, hiszen egyenlőség helyett csupán azt állítottuk, hogy ilyen alakú az eloszlásunk. A munkánk során sokkal inkább az utóbbi, szemléletesebb definíciót fogjuk alapul venni és bizonyításaink során is erre hagyatkozunk majd. A fok exponens szemléltetésére a következő táblázatot készítettük Csermely Péter könyve alapján, melyben láthatjuk, hogy bizonyos életszerű példán keresztül hogyan változhat ez az érték.

A következő táblázatot szemléltetésképpen idéztük, mert kiválóan mutatja, hogy a skálafüggetlenség milyen sok helyen jelen van és a körülöttünk lévő világ szinte teljes egészében leírható a skálafüggetlenség segítségével. Szervezetünk, társadalmunk, technológiánk alapvető tulajdonsága, így vizsgálata talán segíthet közelebb jutni a körülöttünk lévő világ és önmagunk, viselkedésünk miértjének megértéséhez is.

	Eloszlás neve
	Kitevő (fok exponens)

	Atomi hálózatok

Fehérjedomének atomhálózata


	1,6 – 2,5

	Molekuláris hálózatok
Élesztő génexpressziós hálózata

Élesztő fehérje-fehérje kölcsönhatási hálózata

Escerichia coli baktérium anyagcsere hálózata

Emberi fehérje-fehérje kölcsönhatási hálózat


	1,4 – 1,7

1,5 – 2,5

1,7 – 2,2

1,7

	Biológiai hálózatok

Táplálékláncok (ökoszisztémák) fokszáma


	1

	Társadalmi hálózatok

Tudományos együttműködés megoszlása

E-mail üzenetek megoszlása

A városok méreteloszlása

Telefonhívások megoszlása

Színészek együttes fellépése

A vagyoneloszlás

Emberi szexuális kapcsolatok gyakoriságának megoszlása

A tudományos produktivitás


	1,2 – 2,5

1,5 – 2

2

2,1 – 2,3

2,3

2 – 3

3,2 – 3,4

2

	Információs hálózatok

www (be- és kimenő kapcsolatok megoszlása)

Szavak együttes előfordulása

Tudományos idézettség megoszlása


	2,1 – 2,7

2,7

3

	Technológiai hálózatok

Számítógépes programcsomagok szerkezete

Internet szerkezete

Elektromos mikroáramkörök kapcsolatrendszere

Áramhálózatok szerkezete


	1,4 – 1,6

2,5

3

4


[2]
3.1. Egy determinisztikus algoritmus skálafüggetlen hálózatok előállítására
Ebben az alfejezetben egy egyszerű modellt adunk arra, hogyan generáljunk olyan hálózatokat, amelyeknek a fokszám eloszlása hatványfüggvény-eloszlást követ, azaz hogyan hozzunk létre nagy valószínűséggel skálafüggetlen topológiájú hálózatot. Az itt tárgyalt algoritmust Barabási Albert-László, Vicsek Tamás és Ravasz Erzsébet közölték cikkükben, 2001-ben [3]. Az ilyen algoritmusok létfontosságúak ebben a problémakörben, hiszen az állításaink többségét igen nagy méretű hálózatokon tudjuk szemléltetni és bizonyítani egyben, ugyanis sok eredmény szimulációk többszöri ismétlésével adódik. Ahhoz, hogy tudjuk, milyen hálózatot kell létrehoznunk, először meg kell értenünk, milyen tulajdonságúnak is kell lennie a végeredményül kapott gráfunknak. Annak a valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen kiválasztott csúcsnak k éle van (vagyis a fokszáma k), legyen P(k), ennek a fokszám eloszlásnak kell hatványfüggvényt követnie, azaz formálisan:
P(k) ~ k-γ,
ahol γ a fok exponens,  ennek beállításával állíthatjuk be a hálózatunk alaptulajdonságait. Amennyiben 2 ≤ γ ≤ 3, akkor kapjuk az életszerű példákat, vagyis a természetben, az interneten, a szociális hálózatokban, vagy akár a sejtek kémiai összetételében is megfigyelt hálózat típusokat [3].
3.1.1. Skálafüggetlen hálózatokat generáló egyéb algoritmusok

Alapvetően kétféle mechanizmust használ Barabási Albert-László a modelljében skálafüggetlen hálózatok létrehozására. Az egyik az incremental growth, ami egy adott csúcshalmazból kiindulva kapcsolatokat hoz létre új csúcsok érkezésével, illetve a preferential attachment, ami pedig kihasználja azt a hipotézist, hogy az éppen a hálózathoz adott csúcs nagyobb valószínűséggel csatlakozik egy magasabb fokszámú csúcshoz, mint egy kevésbé linkelt társához [3]. Mind a két alap eljárás életszerű, de igazi hatékonyságot a szimultán használatukkal érhetünk el, hiszen utóbbinak hibája, hogy csak csúcs „születésekor” csatlakozik direkt módon más csúcspontokhoz, ez olyan, mintha egy ember születése pillanatában ismerne csak meg egy embert, majd ezután csak újszülöttekkel lenne alkalma megismerkedni, azonban az előbbivel kiegészítve kiválóan szimulálható az emberi társadalomban az emberek életciklusának köszönhető folyamatos kapcsolatváltozás. Az a tény, hogy ezen algoritmusok keverése nagy valószínűséggel skálafüggetlen hálózatot hoz létre, mérésekkel és szimulációkkal igazolt tény [3]. A célunk természetesen nem az, hogy a való élethez igazodó hálózatot hozzunk létre, hanem az, hogy a topológia nagy valószínűséggel megegyezzen. A véletlenszerűség fontos összetevő a hálózatunk életében, hiszen a biológiai hálózatokat, vagy az emberi természet sajátosságait szimulálni nem könnyű. Ezzel a két algoritmussal későbbiekben részletesen is foglalkozunk a 3.4. fejezetben, amikor a Barabási Albert modellel foglalkozunk majd, ebben a fejezetben egy teljesen más megközelítési módot tárgyalunk. Ott majd alaposan elemezzük a modellt és bizonyítást adunk arra is, hogy a két algoritmust külön-külön használva nem kaphatunk skálafüggetlen hálózatot. Továbbá egyéb szempontok alapján is vizsgálódunk majd.
3.1.2. Determinisztikus modell

A következőkben megadjuk az egyszerű modellt, ami hierarchikus konstrukcióban képes determinisztikus módon tetszőleges méretű skálafüggetlen hálózat generálására. Egy olyan hierarchikus szabályt követünk iteratív módon, amit determinisztikus fraktálok témakörében jól ismert [3]. A gráfunkat nevezzük S-nek, kezdetben ennek a gráfnak nincs sem éle, sem csúcsa, vagyis S = (V, E), ahol V a csúcsok halmaza (kezdetben üres), valamit E = V x V az élek halmaza (kezdetben szintén üres). Az eljárásunk végén ebben az S gráfba fogjuk megkapni a tetszőleges méretű hálózatunkat. Bemenő adat továbbá n > 0 egész szám, amellyel az algoritmusunk futását korlátozzuk, vagyis azt mondhatjuk meg, hogy hány iterációig fusson. A generáló eljárásunk a következő több lépéses rekurzív algoritmus [3].
3.1.3. Az SDA algoritmus 

SDA(S, n):
Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) gráf

- n > 0 egész szám

Kimenő paraméter:


- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V, E := {üres}


- E := {üres}


0. lépés:
-1 csúcsunk van




- nevezzük el ezt a csúcsot GYÖKÉR-nek




- adjuk hozzá V-hez


1. lépés:
- még 2 darab csúcsot hozzáadunk V-hez
- majd ezeket hozzákötjük a GYÖKÉR-hez, vagyis E-hez hozzáadjuk a két megfelelő élet

2. lépés:
- veszünk 2 csoportban 3+3 csúcsot, majd olyan módon kötjük össze őket, ahogy az előző két lépésig haladtunk, ezeket V-hez és E-hez is hozzáadjuk

- a 2 új részgráf leveleit hozzákötjük a GYÖKÉR-hez, vagyis E-hez hozzáadjuk a négy megfelelő élet
3. lépés:
- 2 csoportban veszünk 9+9 csúcsot, majd olyan módon kötjük össze őket, ahogy az előző három lépésig haladtunk, ezeket V-hez és E-hez is hozzáadjuk


- a 2 új részgráf leveleit hozzákötjük a GYÖKÉR-hez, vagyis E-hez hozzáadjuk a nyolc megfelelő élet
…
n. lépés:
- 2 csoportban veszünk 3(n-1)+3(n-1) csúcsot, majd olyan módon kötjük össze őket, ahogy az előző (n-1) lépésig haladtunk, ezeket V-hez és E-hez is hozzáadjuk


- a 2 új részgráf leveleit hozzákötjük a GYÖKÉR-hez, vagyis E-hez hozzáadjuk a megfelelő éleket
[3]

3.1.4. A létrehozott hálózat szemléltetése
A létrejött hálózatot a 3.1.1. ábra szemlélteti n = 3 lépésig [3]. 
Fontos megjegyeznünk továbbá, hogy a gráf, amit létrehoztunk, tulajdonképpen fraktál, ami a megkonstruálásából jól látszik [3]. 
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3.1.1. ábra: az algoritmus működését és a létrejövő S gráfot szemléltető kép [3].
3.1.5. A hálózat skálafüggetlenségének bizonyítása
Állítás: az algoritmus lefutása után az S gráf egy 3n méretű skálafüggetlen tulajdonságú hálózat [3].

Bizonyítás:

Mivel minden k. iterációban két 3(k-1) méretű részgráfot adunk hozzá S-hez, és ez pont akkora, mint amennyit a (k-1). lépésig létrehoztunk, ezért S a k. lépésben
3(k-1) + 2 * 3(k-1) = 3k
csúcsból áll. Tehát n lépés megtétele után (vagyis az eljárás végén) a gráf csúcsainak száma: 3n.  Ezzel az állítás egyik felét be is láttuk.

Az állítás második felének bizonyítása, nevezetesen, hogy a kapott gráf skálafüggetlen fokszám eloszlást mutat, már kevésbé egyszerű. Mivel eljárásunk diszkrét jellegű és könnyen áttekinthető, a determinisztikusságot különösebben magyarázni nem kell, hiszen direkt végesre konstruáltuk meg a modellt a bemenő n változóval, a létrejövő eredmény mérete és a futási idő is ettől függ. Skálafüggetlenség megmutatásához vizsgálnunk kell a P(k) fokszám eloszlást, mivel ez a leginkább kapcsolt csúcsoktól függ (nagy fokszámúak, ezeket szokás huboknak is nevezni), ezért elég ezeket vizsgálni. Nyilvánvaló, hogy a legnagyobb hub a GYÖKÉR, a csúcsok 2/3-a kapcsolódik ehhez a csúcshoz, ugyanis minden iterációban minden levelet ide csatolunk. A második legnagyobb fokszámú csúcsok pedig (két darab) az utolsó előtti lépésben a gyökérhez kapcsolt két csoport gyökerei. A k.  (k < n) legnagyobb fokszámú csúcsok (szintén két darab) pedig az (n-k). lépésben hozzáadott két csoport gyökerei. A legkisebbek természetesen az 1. lépésben hozzáadott (1 fokszámú) két csúcs. Elsőre is látszik, hogy ezen fokszámokból létrehozott függvény csökkenő, ha k-val tartunk n-hez. A továbbiakban megmutatjuk, hogy valójában ez hatványfüggvény-eloszlású. Az i. lépésben a GYÖKÉR fokszáma: 2(i+1)-2, az i+1. lépésben, amikor bejön a két új csoport a gráfba, akkor ennek a két hubnak az n. iterációra már 3(n-i) másolata lesz, azonban a két új algráf ezután az eljárás futása során már sosem növeli a fokszámát. Az n. iteráció után (2/3)*3(n-i) csúcs van 2(i+1)-2 fokszámmal. Tehát a hubokat tekintve az eloszlást ez alapján felírva:
P(k) ~ k -ln3 / ln2.

Vagyis a fejezet elején használt jelöléssel a fokszám exponens:

γ = ln 3 / ln 2.
Kizárólag hubokat vizsgáltunk, azonban ezek alkotják a hálózat gerincét, mindig a GYÖKÉR a legnagyobb fokszámú és mindig van két másik csúcs, aminek fokszáma fele a GYÖKÉR-ének, és újabb kettő, aminek fele az adott kettőnek, és így tovább. A hubok hierarchiája hatványfüggvény-eloszlást mutat, ugyanis a számuk hármas hatvánnyal nő, az éleik száma pedig kettes hatvánnyal. Így tehát azt kaptuk, hogy a teljes hálózat fokszám eloszlása hatványfüggvény-eloszlást követ, hiszen ami a hubokra igaz, az egész hálózatra is igaz a nagyságrendjük miatt, és ez pont megfelel a kezdeti definíciónknak, vagyis a hálózatunk skálafüggetlen [3].
3.2. Szociális hálózatok vizsgálata

Ebben a fejezetben próbáljuk közelebb hozni a matematikai modelljeinket, definícióinkat, tételeinket a való életben megfigyelt környezetünkhöz. Ez egy igen bonyolult feladat, hiszen az egyének közti kapcsolatok igen sokrétűek lehetnek. Az emberi elme és viselkedés véletlenszerűsége miatt a szociális hálók nehezen modellezhetőek és matematikai eszközökkel való leírásuk is nehéz. Azt tudjuk, hogy az emberek által létrehozott ismertségi gráf kis világ, illetve skálafüggetlen tulajdonságú [1, 2]. Azonban felmerül a kérdés: mit nevezünk ismertségnek? A sokak által ismert és használt magyar IWIW rendszer (www.iwiw.hu) például jól mutatja ezt a problémát. Ki a valódi ismerős? Ki a barát? Sokan ismerősüknek tekintik azt, akivel egyszer beszélgettek, de sokak csak azt, akit ténylegesen ismernek. Részben emiatt ez a rendszer tényleges következtetések levonására alkalmatlan, bár nagyságrendben valóban a kutatásoknak megfelelő tulajdonságot mutat. Bevezetjük a „klikk” fogalmát, ami kis közösséget jelent egy nagy közösségen belül [4]. Az elnevezés a való életben is használatos, mi matematikailag egy olyan részgráfnak tekintjük, ami erősen kapcsolt. A klikken belül erős kölcsönhatások vannak, és mindenki mindenkit ismer, tehát valójában ez egy teljes gráf [4]. Például ha vesszük a saját ismerőseink gráfját, azon belül egy erős klikket fog alkotni a családunk, ami egy teljes gráf és az ismertségi élek, amik minket összekötnek, nagyon erős ismertségre utalnak, de egy ugyanilyen klikket alkotnak a gimnazista diák ismertségi hálózatában az osztálytársak is. A következőkben két ellentétes tulajdonságokat mutató hálózaton vizsgálunk meg algoritmusokat és definíciókat, tulajdonságokat. Ez a két hálózat a tudósok közti együttműködési hálózat kutatás közben, valamint a mobiltelefon hívások hálózata [4]. Miben tér el ez a két hálózat egymástól? Első ránézésre semmiben, pedig alapvető különbségek vannak.
3.2.1. Klikkek


A két példánk különbségét leginkább azon a tényen keresztül lehet szemléltetni, hogy egy klikk és egy hatalmas szerveződés teljes mértékben eltér egymástól [4]. Egy család a külső támadásokkal szemben összetartóbb, mint egy több ezer embert tömörítő multinacionális cég, és a különbségen nem a méretben, hanem a kapcsolat erősségében keresendő. A család sokkal jobban összetart, együtt érez, él, „mozog” és külső beavatkozás esetén együtt képes fellépni a problémával szemben. A nagy cégünkben azonban nem ismer mindenki mindenkit, sőt a meglévő kapcsolatok is elég gyengének bizonyulnak, ugyan létrejöhetnek kisebb klikkek a nagy hálózaton belül, de a gráf védekező képességét egészben nézve ez nem befolyásolja [1, 2]. Jó példa a maffia, és az általuk felépített rendszer. A maffia nem akar nagy cég lenni, ők család akarnak lenni, és ezért létre kellett hozniuk egy olyan rendszert, amiben mindenki családtagnak érezheti magát, ha egy maffiatag nem is ismer mindenkit, testvérének tekinthet a szervezeten belül bárkit. Ezt a fontos eszmét követve a bűnszervezetek ilyen formája bizonyult a legellenállóbbnak a külső támadásokkal szemben, hiszen a mai napig számtalan „család” él problémamentesen világszerte bűnözésből. Pedig ezek a szervezetek nem kis méretűek, mégis képesek erős kapcsolatokat létrehozni.

A tagcsere mindennapos a klikkek és nagyobb hálózatok életében. Mégis másképp kell tekinteni a két esetben. A multinacionális cégek akkor mégis miért sikeresebbek, mint egy kis cég? A válasz: a folyamatos tagcsere [4]. Kutatások alátámasztották, hogy amennyiben egy hálózat nyílt a tagcserékre, tovább képes fennmaradni, hiszen egy hálózat életében belső feszültség is keletkezik, nem csak külső (belső viszályok, veszekedések). Ahhoz, hogy a folyamatos tagcsere végbe tudjon menni, biztosítani kell a beilleszkedést [4]. A méreten túl ez is alapvető különbség a klikkek és a nagy hálózatok között, ugyanis egy nagy cégnél folyamatosan eltávolítanak valakit, és folyamatosan igyekeznek „team building” segítségével az újonnan érkezetteket beilleszteni a gépezetbe. Ezzel ellentétben viszont egy kis klikknél a tagcsere igen ritka és nem nagy mértékű, itt például elég, ha csak egy családra gondolunk.

Formális definíció (klikk, clique, közösség, társaság): adott egy S = (V, E) gráfunk, ahol E = V x V, V a csúcsok, E az élek halmaza. Ezen S hálózaton belül klikknek nevezünk egy olyan K = (V’, E’) gráfot, ahol K egy teljes részgráf, vagyis részgráfja S-nek és K minden csúcsa közt van él.
3.2.2. Két hálózat összehasonlítása


Palla Gergely, Barabási Albert-László és Vicsek Tamás cikkükben a már korábban említett két különböző hálózatot vizsgálták részletesen [4]. A telefonálók mobiltelefon használata közben megfigyelt kommunikációját 52 héten keresztül két hetes periódusokban figyelték, a tudósok munkáját 30000 cikkíró 142 hónapon keresztüli kapcsolattartásán keresztül figyelték az archívumok segítségével. Megtévesztő lehet a két minta vételének időtartama, azonban a lezajlott kommunikáció közt nagyságrendi különbség nincs, hiszen a modern technikának köszönhetően akár tízszer gyorsabban vagyunk képesek telefonon kommunikálni, és ez mindennaposnak számít, azonban a kutatásban való kommunikációt nagyban lassítja a kutatás, hiszen üzenetküldések közt az emberek a munkájukat végezték akár hosszabb ideig is. Rájöttek, hogy az aktivitás is skálafüggetlen eloszlású mind a két példában. Kevés az igazán aktív telefonáló, ugyanúgy, ahogy kevés az igazán aktív kutató [4].
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3.2.1. ábra: a kutatók együttműködése és a telefonhívások által alkotott kommunikációs hálózat [4].

A 3.2.1. ábrán jól látszik az alapvető különbség a vizsgált hálózatok között. A bal oldali ábra mutatja a tudósok közti üzenetváltásokat. Ennek jellegzetessége, hogy sok kis klikk (jól láthatóan kis teljes gráfok a nagy hálózaton belül) alakult ki, ezek döntő többségében egy egyetemen, kutatóintézetben dolgozókról van itt szó. Ők együtt kutattak, és ezután együtt osztották meg a munkájukat a többiekkel konferenciákon, vagy levélben. Ezzel ellentétben a telefonhívások egy-egy személy közt zajlanak le és jól látható, hogy sokkal kevesebb él van bármely két csúcs között. Itt is kialakultak klikkek, ezek családokat, esetleges iskolai osztályokat, baráti társaságokat jól mutatják. A skálafüggetlenségre jellemző „összekötő” csúcsok sokkal inkább jelen vannak, mint a másik példában [4]. Ezek az igazán aktív telefonálók, valószínűleg ezen emberek társadalomban betöltött szerepe is más, mint a kevesebb csúccsal összekötött társaiké. Ők valószínűleg főnökök, vagy a baráti társaságban az összejövetelek szervezését magukra vállaló irányító személyiségek. A tudósok gráfja lényegesen sűrűbb [4].

Ezek a hálózatok elemezve a „Clique Percolation Method”(CPM) segítségével lettek. Ez az eljárás a klikkek közti átszivárgást vizsgálja. Kulcs vonásai a jól kötött algráfok (klikkek) és a klikkek közti átfedések vizsgálatán alapul, ugyanis ezen két tulajdonság vizsgálatával bármely hálózat jellemezhető [4]. Ugyanezen két nézőpontból vizsgáltuk az előző bekezdésben a két példát. A fedetlen közösségek (az ábrákon fekete csúcsok, melyek nem alkotnak klikkeket) számában is különbözik a két példa. Jól láthatóan az előbbiben lényegesen elhanyagolható a számuk, míg a telefonhálózatot vizsgálva gyakorlatilag uralják a hálózatot.
3.2.3. Kommunikáció sűrűsége


Ezúttal vizsgáljuk a két példát a kommunikáció sűrűségének szemszögéből. Az élek klikkeken belüli átlagos súlya legyen wc. A klikkek közti kommunikáció átlagos súlya pedig legyen wic. Ezek a súlyok a kommunikáció erősségét jelzik, ami az ábrát feleslegesen elbonyolította volna, így arról lehagytuk. Ezen súlyok vizsgálata közben a következő érdekes eredmény adódott [4].
Cikkírók esetében ez a hányados: wc / wic ≈ 2,9.
Telefonhívások esetében ez a hányados: wc / wic ≈ 5,9.
Tehát a telefonhívások esetében sokkal sűrűbb a kommunikáció [4]. Ennek elsődleges oka az előző bekezdésekben tárgyalt különbségek. Ezért elsősorban a klikkek felelősek, hiszen azokon belül történik a legtöbb kommunikáció, azonban hiába van több klikk a cikkíró tudósok esetében, a klikkek közti ritka kommunikáció (kizárólag eredményt közöltek, nem volt mindennapi kommunikáció) a sűrűséget visszavetette. Ellentétben a másik példánkkal, ott a klikken kívüli kommunikáció eluralkodott, hiszen nem csak klikkek, hanem az önálló csúcsok is tevékenyen hozzájárulnak a kommunikáció sűrűségéhez [4].


Ezek után irányítószám és életkor alapján kategorizálták a csúcsokat. Jelöljük az átlagos értéket (kor vagy irányítószám) <nrand>-del. A legnagyobb részgráf méretét pedig <nreal>-lel. Legyen a teljes hálózat mérete s.
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3.2.2. ábra: irányítószám és életkor eloszlása a példánkban [4].

A 3.2.2. ábrákon a fekete jelölések mutatják az azonos körzetben lebonyolított telefonhívások részgráfjainak átlagos méretét. Jól látszik, hogy kis közösségek egymáshoz közelebb élnek, így valószínűleg a köztük fellépő emberi kapcsolatok is szorosabbak. A fehér jelölések hasonlóan az azonos életkorúak közti beszélgetést mutatják egy három éves hibahatárral [4]. 
3.2.4. Hálózatok evolúciója


A hálózatokat nem csak statikusan vizsgálhatjuk. Tekinthetjük az evolúciójukat is, vagyis azt a folyamatot is nyomon követhetjük, hogyan változnak. Ehhez be kell vezetni alapvető, egyszerű változásokat, melyekből felépíthetjük és modellezhetjük egy hálózat változását. Ezeket alapvetően nem a teljes hálózatra, hanem a benne lévő klikkekre vezetjük be [4].
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3.2.3. ábra: a hálózatok alap evolúciós lépései [4].


A 3.2.3. ábrán t az időt jelöli. Itt látszik, hogy a t időpillanatból a (t+1)-be átlépve mi történhet a hálózat egy részével, egy klikkel. Egy klikk megnőhet (growth), ez szimbolizálhatja a család bővülését, vagy akár baráti társaság bővülését. Ez természetesen végbemehet egy új csúcsnak a hálózathoz csatlakoztatásával is, valamint már a hálózatban lévő csúcs „klikkesedésével” is, való életből merített példaként lehet említeni, amikor egy társaság egy tagja valamilyen körülmény miatt egy a társaságon kívüli ismerősét a társaságba hozza, majd az egyén beilleszkedik a társaságba.  Az összehúzódás (contraction) alatt a klikkből csúcsok esnek ki, a való életben ennek a megfelelője az egyén halála, vagy más hálózatokban, például egy munkahelyet reprezentáló hálóban a munkahelyről való kilépés. A két, vagy több klikk összeolvadásán (merging) azt értjük, hogy a következő időpillanatban már egy teljes gráfot alkotnak. Ennek élő példája lehet a munkahelyi részlegösszevonás, vagy iskolákban osztályok összevonása. Természetesen ezt kizárólag élek hozzá vételével el lehet érni. Egy klikk szakadása (splitting) bizonyos élek elvételével történhet, melynek során a klikk két, vagy több klikkre szakad szét. Erre jó példa egy politikai párt szétszakadása, vagy vallási közösségek megoszlása. Egy klikk születése (birth) többféleképpen is végbemehet. Meglévő csúcsokból is kialakulhat egy kis társaság, például akaratukon kívül egy helyre kerülő emberekből, mondjuk a frissen beiskolázott nebulókból is így alakulhat ki baráti társaság, akiket az osztály hierarchia tart össze. Vagy akár frissen a hálózathoz csatlakozó csúcsok pont egymással alakítanak ki szoros kapcsolatot. Ez utóbbi gyakori jelenség is lehet bizonyos esetekben, hiszen egy alapvetően összetartó közösségbe kerülő új emberek egymással nagyobb valószínűséggel ismerkednek, mert könnyen érezhetik magukat kirekesztve a már összeszokott társaságból. Végül egy algráf meg is szűnhet (death), melynek során vagy a teljes klikk megszűnik, vagy egyszerűen a köztük lévő összeköttetések szűnnek meg valami miatt. Ez utóbbira példa egy frissen leérettségizett gimnáziumi osztály, melynek tagjainak döntő többsége új környezetbe kerülve (egyetem, főiskola, munkahely) már nem fog régi ismerősei közé eljárni, így a klikk szétesik.

A következő ábrán szemléltetjük a hálózat egyszerűsített változását, ahol t változatlanul az időt jelöli.
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3.2.4. ábra: hálózat változása [4].


A 3.2.4. ábrán a t. idő pillanatban látható hálózatból (kék) létrejön a (t+1). idő pillanatban már más struktúrát mutató hálózat (sárga). Tehát az előző bekezdésben említett hat alap evolúciós változáson kívül egy kevésbé általánosítható módja is van a változásnak, melyet ezzel az ábrával szemléltetünk. A középső hálózat (zöld) mutatja a végbement változásokat. A zölddel jelölt rész a nem változó részt mutatja [4].
3.2.5. Auto-korreláció és hálózatok változása


Ezen alap evolúciós változásokat tekintve modellezhető egy hálózat élete az idő függvényében, a következőkben ezen életciklusból levonható következtetéseket tárgyaljuk. A hálózatot a születésétől haláláig vizsgáljuk. A hálózat mérete: s. A hálózat kora: τ. Az időt továbbra is t-vel jelöljük. Bevezetünk egy auto-korrelációs függvényt, ennek jele: C(t). Ez fogja mutatni ugyanazon közösség 2 idő pillanat közti átfedését (3.2.4. ábra zöld része). Valamint A(t) mutatja majd a halmazunkat a t. pillanatban. Jelölhetjük továbbá az auto-korrelációs függvényünket CA(t)-vel, ha az A halmazra, részgráfra vonatkozik. Ekkor a következőt mondhatjuk [4]:
CA(t) = | A(t0) ∩ A(t0+t) |  /  | A(t0) U A(t0+t) |.

Természetesen az auto-korrelációs függvényt a t0 pillanattól kezdjük vizsgálni, ahol ez jelöli a hálózat születését, és egészen addig vizsgálódunk, amíg a hálózatunk létezik. Megfigyelések alapján C(t) gyorsan romlik nagy hálózatok esetén (lásd 3.2.5.b ábra), pontosabban minél nagyobb egy hálózat annál jobban romlik az életciklus alatt. Ennek oka elsősorban a már említett folyamatos tagcserékben keresendő, valamint abban a tényben, hogy egy kisebb klikk összetartóbb [4]. Például egy családon belüli tagcsere igen ritka, nem úgy, mint egy nagy cég esetén a vezérigazgatói székben.

A továbbiakban bevezetjük az állandóság fogalmát [4]. Ez tulajdonképpen az egymást követő állapotok közti korrelációt fogja jelenteni. Továbbra is a hálózat születésének időpontja: t0. Az elpusztulása előtti utolsó pillanat: tmax. Továbbá 
τ* = tmax – t0
a hálózat élettartama. Ezen jelölések mellett a következőt jelenti az állandóság [4]:

ζ ≡ (Σt=t0 to tmax C(t, t+1)  /  τ*-1).

Az (1-ζ) mennyiség mutatja az átlagos tagcseréket a hálózatban egy lépésen belül [4]. A τ* mennyiséget tekinthetjük úgy, mint a „fitness” mértékegysége. Szoros kapcsolat mutatható ki a hálózat élettartama és a mérete között [4]. 
A 3.2.5. ábrán az a) jelű diagrammon láthatjuk a két alapvető példánk, a telefonhívások és a tudósok kommunikációjának élettartamát, ahol τ a hálózat élettartama, s pedig a résztvevők száma. Jól látható, hogy nagyobb közösségek átlagban idősebbek a kisebb közösségeknél. A <τ> mennyiség mutatja az átlagos élettartamot s függvényében. A b) jelű ábra mutatja azt a tényt, hogy nagyobb hálózat tovább képes fennmaradni, mint egy kisebb, pont a folyamatos tagcseréknek köszönhetően [4]. Ez első ránézésre ellent mond annak a ténynek, hogy a kisebb klikkek összetartóbbak, ennek ellenére mégsem képesek sokáig élni. A csalóka érzés amiatt támadhat az emberben, mert például egy adott család csak körülbelül 20 évig képes együtt maradni, a gyerekek kirepülnek a családi fészekből, majd a szülők, nagyszülők felett lassan eljár az idő és eltávoznak az élők sorából, ezzel ellentétben egyes nagy cégek több 100 évig képesek fent maradni a folyamatos változás miatt, a vallási egyházak akár több 1000 éves múltjáról nem is beszélve. A c) és d) jelű ábrán ugyanaz látható más skálázás mellett [4], vagyis a hálózat mérete függvényében az állandóság. Jól látható a kiemelt részen, hogy minél nagyobb egy hálózat, annál kevésbé állandó kis közösségek esetében, ζ közel van 1-hez, ami azt jelenti, hogy szinte alig változik. Nagyobb közösségeknél már jelentősen 1 alá csökkenhet az állandóság. Itt <τ*> mutatja az átlagos élettartamot [4].
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3.2.5. ábra: a bevezetett mennyiségek szemléltetése [4].


Talán mindenkiben felmerülhet a fontos kérdés: meg tudjuk-e jósolni egy hálózat jövőjét a teljes múltja vagy akár egyetlen időpillanat, vagy életének egy része ismeretében? Hátborzongató tudományos fantasztikum lengi körül a téma ezen részét. Egyházak, országok, politikai pártok, családok, egy bizonyos zenei irányzatot kedvelők, művészi csoportok közösségének szétesését, megerősödését előre lehetséges jelezni pusztán matematikai eszközökkel? A válasz az, hogy bizonyos információk birtokában nagy valószínűséggel igen. A következő mértékek vizsgálatával akár előre is megjósolhatunk történéseket. Ezek teljesen természetesen, a való életet modellezve jöttek létre.
3.2.6 Hálózaton belüli klikkek vizsgálata


A következőkben egy hálózaton belüli klikket vizsgálunk. Vezessük be a következő jelöléseket a hálózat minden tagjára. Egy bizonyos közösség, vagy klikk tagjára a vizsgált klikken belüli kapcsolatainak száma (súlyai) legyen win, a hálózatban, de a közösségben nem lévő kapcsolatainak száma (súlyai) legyen wout. Ekkor a következő mennyiség mutatja annak a valószínűségét, hogy az adott egyed kikerül a klikkből [4]:
wout  /  (win + wout).

Ez egy természetes mérték, hiszen amennyiben nő a külső ismerőseink száma, egyre kevésbé tartozunk a klikkhez, amennyiben a klikkben lévőkkel egyre többel ismerkedünk, egyre inkább a társaság tagjai vagyunk, pont, mint a való életben.


Amennyiben a klikk mérete nő, ez a valószínűség csökken és fordítva [4]. Ez egyben dinamikus növekedést, de csökkenés esetén akár összeomlást is jelenthet [1, 2, 4]. 


A következőkben az átlagos időtartamot n csúcsú hálózat esetén jelöljük <τn>-el, az élek összegzett súlya legyen Wout a közösségen kívül, és Win a közösségen belül. Ekkor a következő mennyiség mutatja a társaság stabilitását [4]:
Wout  /  (Win + Wout).


Amennyiben rövidebb élettartamú hálózatot vizsgálunk, ez a mérték magas, ha azonban nagy élettartamú klikkeket nézünk, ez az érték alacsonyabb [4]. Ez is mutatja, hogy egy kisebb közösség összetartóbb, mégis kisebb az élettartama. Erős kapcsolatokból álló kis klikkekre példa a cikkíró tudósaink, míg a nagy, hosszabb ideig működő, de instabil hálózat a telefonálóké. Lehetetlen azonban azt elérni, hogy a két hálózattípus jó tulajdonságait összekeverve létrehozzuk a tökéletes hálózatot! Ugyanis egy nagy hálózat képtelen erős és sok kapcsolattal működni. Képzeljük el, hogy mi történne, ha egy több 1000 embert foglalkoztató cég arra törekedne, hogy mindenki mindenkivel jóban legyen és mindenki mindenkit jól ismerjen. Az emberek, mint egyének is elutasítóvá válnak az ilyesmivel kapcsolatban, és pont az agyunk ilyen irányú törekvései miatt jönnek létre a szociális hálók, amelyek skálafüggetlen tulajdonságokat mutatnak. 

A következő két ábrán az előbb ismertetett két új mértéket és a velük kapcsolatos állításainkat szemléltetjük.
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3.2.6. ábra: a wout  /  (win + wout) mennyiség szemléltetése [4].

A 3.2.6. ábrán láthatjuk a pl valószínűséget, amely azt méri, hogy mekkora  a valószínűsége annak, hogy a következő időpillanatban az adott elem elhagyja a hálózatot. A belső kis képen, pedig a mértékünk változását követhetjük nyomon a <τn> változását [4]. A belső kisebb ábrán jól látszik az állításunk is, miszerint kisebb hálózatok stabilabbak. A két fő példánk, a cikkíró tudósok és a telefonhívások jól összehasonlíthatóak. A kutatók hálózata sokkal több klikket tartalmazott és ezt a diagramm is mutatja.

A 3.2.7. ábrán láthatjuk a pd változót, ami azt a valószínűséget mutatja, hogy a vizsgált klikk feloszlik és megszűnik létezni [4]. Szintén kiemelhető eredmény, hogy a szinte klikkmentes telefonos hálózatunkban lényegesen nagyobb valószínűséggel bomlik fel egy-egy klikk, mint az erősen klikkesedett cikkírók körében. Ez egy természetes és várt eredmény, hiszen már korábban láttuk, hogy a kis közösségek összetartóbbak, és mivel a tudósok körében sok ilyen van, ez az egész hálózatra rányomja a bélyegét. A belső kis képen láthatjuk, hogy a mértékünk függvényében a klikkek mérete lényegesen alacsonyabb, a telefonálóknál. Ez is egy várt eredmény, hiszen a hívásoknál szingli éleken keresztül történik a kommunikáció, míg a másik példánknál klikkek közti üzenetküldésekről beszélünk.
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3.2.7. ábra: a Wout  /  (Win + Wout) mennyiség szemléltetése [4].
3.3. Komplex hálózatok hibatűrése támadás esetén

Ebben a fejezetünkben a skálafüggetlen hálózatok hibatűrését hasonlítjuk össze egyéb hálózatokéval. A hibatűrés és sebezhetőség vizsgálata elengedhetetlen hálózatok vizsgálatánál, ezek ugyanis főleg kommunikációs hálózatok esetében elengedhetetlen, alap tulajdonságok. Komplex hálózatok meglepően nagyfokú toleranciát mutatnak a hibák ellen [5]. Hibák sokféleképpen felléphetnek egy hálózatban. Például számítógépes hálózatok esetében ezek lehetnek egy számítógép, vagy szerver meghibásodásai, vagy akár a kommunikációs csatorna működésképtelensége [16]. Emberek közti kommunikáció esetén tekinthetjük hibának akár egy „csaló” jelenlétét a hálózatban, aki a többi ember tudta nélkül módosítja az üzeneteket [13]. Ez utóbbi probléma analóg módon megfeleltethető osztott rendszerekben nem determinisztikusan hibát produkáló gépek meghibásodásának. Tehát vizsgálatunk során ki kell térnünk arra, hogy véletlenszerűen fellépő hibák esetén az adott hálózatunk hogyan reagál. A megváltozásra fellépő reagálást többféleképpen is mérhetjük: a hálózat átmérőjével, a kommunikáció teljességével vagy romlásával is. Skálafüggetlen hálózatok szinte minden szempontból jobban teljesítenek hibatűrésből, mint egyéb hálózatok [5, 9]. Ami talán nem is meglepő, hiszen a természet is alkalmazza számos helyen, és mint azt már megszokhattuk, a természet jó tanácsadó. Az emberi társadalom felépítését is talán agyunk ezért hozza létre ilyen időtállóra.

Skálafüggetlen hálózatokban arányosan kevés csomópont és sok kisebb, elhanyagolható él van. Hasonlóképpen a társadalmunk felépítéséhez, ahol kevés az igazán fontos ember és sok a közember. Pont ezen tulajdonság mutat magas hibatűrést, hiszen véletlenszerű támadás esetén sokkal nagyobb valószínűséggel talál a hiba jelentéktelen csúcsot, így nagy valószínűséggel jelentős hiba nem keletkezik a hálózatban. Ugyan kis valószínűséggel nagy csomópontot lőhetünk ki, de ez esetben viszont akár végzetes is lehet a támadás. Ezért leszögezhetjük, hogy skálafüggetlen hálózatban jó eséllyel kizárólag irányított, átgondolt támadással tudunk igazán kárt okozni [5]. Gondoljunk például a hacker támadásokra. Amennyiben valamelyikünk otthoni számítógépét teszi tönkre egy támadó az internet meg sem érzi a változást, de ha például valamelyik internet szolgáltató fő szervere esik áldozatul egy támadásnak, könnyen lehet, hogy hosszabb ideig ezrek maradnak internet nélkül. 

3.3.1. Skálafüggetlen és véletlen hálózatok


A vizsgált hálózatok két fő osztályba sorolhatók. Ezt a besorolást P(k) alapján hozzuk létre, ami azt a valószínűséget jelenti, hogy egy véletlenszerűen választott csúcs fokszáma k. A skálafüggetlen fokszám eloszlásúakról már beszéltük korábban is, ebben az esetben a fokszám eloszlásnak kell hatványfüggvény-eloszlást követnie, azaz formálisan:

P(k) ~ k-γ,
ahol γ a fok exponens. A másik hálózat típusnál pedig a fokszám eloszlás exponenciális függvényt követ, azaz:

P(k) ~ e-k.

Ilyen típusú gráfok például a random (vagy véletlen) gráfok (melyek Poisson eloszlást követnek) [14], vagy a „kis világ” gráfok [15]. Előbbiek úgy készülnek, hogy adott csúcshalmazban véletlenszerűen húzunk be éleket. Későbbiekben láthatjuk, hogy ezen gráfoknak is vannak különleges tulajdonságai. Az exponenciális hálózatok homogenitást mutatnak, ellentétben a skálafüggetlenekkel, amik nagy fokú inhomogenitást [5]. 
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3.3.1. ábra: az a jelű képen egy Poisson eloszlással készített gráfot, a b jelű ábrán pedig egy skálafüggetlen hálózatot láthatunk [5].
3.3.2. Erdős–Rényi-féle random gráf modell

A hálózatok tudománya tradicionálisan a matematika, és azon belül a gráfelmélet része volt. A gráf a matematikai leírása minden hálónak: az ismeretségi hálót a legkönnyebben egy gráfként lehet leírni, ahol az egyének a gráf csúcspontjai, és huzalok kötik össze azokat, akik ismerik egymást. A telefonvonalakkal összekötött számítógépek, testünk biokémiai reakciókkal összekapcsolt molekulái, cégek és vevők, akiket a kereskedelem köt egymáshoz, az axonokon keresztül kapcsolódó idegsejtek, hidakkal összekötött szigetek mind példák gráfokra. Mindegy, hogy pontosan mit jelölnek a csomópontok és a közöttük lévő kapcsolatok, a matematikus számára ugyanazt az állatot alkotják: egy gráfot vagy más néven hálózatot. A sok különböző rendszer leírásának egy modellbe foglalása első ránézésre úgy tűnik, hogy leküzdhetetlen kihívást jelent. Két magyar matematikus, Erdős Pál és Rényi Alfréd tette meg az első jelentős lépést ebben az irányban, és egy elegáns matematikai választ ajánlott a bonyolult gráfok közös keretben történő tárgyalására. Erdős és Rényi szándékosan figyelmen kívül hagyta a hálózatok között észlelhető különbségeket, és véletlenszerűen kötötték össze a csomópontokat. Úgy gondolták, hogy a hálózat létrehozásának legegyszerűbb módja az, ha kockadobással döntenek. Válassz ki két csúcspontot, és ha hatost dobsz, akkor helyezz el egy élt közöttük. Bármilyen más dobás esetén ne kösd össze a két csomópontot, hanem válassz egy másik párt, és kezdd elölről. Erdős és Rényi véletlen hálózatokról szóló elmélete egyenlőségjelet tett a komplexitás és a véletlen közé. Ha egy hálózat túl bonyolult volt ahhoz, hogy egyszerű feltételekkel leírják, akkor ez arra ösztönözte a kutatókat, hogy véletlen hálózatnak tekintsék. Több mint valószínű, hogy a társadalom, egy sejt, a távközlési hálózatok és a gazdaság egyaránt eléggé komplexek ahhoz, hogy jól illeszkedjen ebbe a képbe [20].

A 3.3.1. ábrán jól látható a különbség a két különböző fokszám eloszlású hálózat közt. A skálafüggetlen hálózatban jóval több egyedülálló csúcs van jelen és jóval kevesebb igazán nagy csomópont. Az a jelű ábra az Erdős–Rényi modell segítségével készült [5, 14]. Ezen modell lényege, hogy véletlenszerű hálózatot hozzunk létre. Erdős–Rényi modell alap algoritmusát a következőkben közöljük [14]. Az így létrehozott gráfokat nevezzük random gráfoknak.

ER(S, p):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) gráf

- p valós szám a [0, 1] intervallumból (valószínűség)
Kimenő paraméter:


- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges kezdeti csúcshalmaz}


- E := {üres}

For minden v elemre a V x V-ből Loop


P valószínűséggel hozzávesszük E-hez v-t

End Loop
[5, 14]

Az algoritmuson jól látszik, hogy a csúcshalmaz nem változik, a kezdeti halmazon tulajdonképpen csak az éleket vesszük be véletlenszerűen. Ezen hálózatban az összekötöttség Poisson eloszlást mutat, <k>-ban csúcsosodik ki és exponenciálisan romlik k >> <k>-ig [5]. A kapott hálózat így exponenciális típusú lesz, pontosabban Poisson eloszlást fog követni a fokszám eloszlása [1, 5, 9].
3.3.3. A Watts–Strogratz-féle „kis világ” modell


A Watts–Strogratz-féle „kis világ” gráfok sok mindenben hasonlítanak a véletlen gráfokhoz, ugyanis ezen hálózatok is exponenciális függvényhez hasonló fokszámeloszlást követnek [15]. Watts és Strograts a következő modellt adta „kis világ” gráfok készítésére.
Az eredményül kapott hálózatot a 3.3.2. ábra szemlélteti különböző p értékek mellett. A modellt vizsgálva látható, hogy p = 1 esetén az ER(S, p) modellel ekvivalens modellt kapunk, p = 0 esetén pedig egy egyszerű szabályos gyűrűt [9]. A 0 és 1 közti valószínűségekkel jönnek létre a „kis világ” gráfok. Ezeket csak érdekességképpen említettük, a továbbiakban részletesen nem foglalkozunk ezen gráfokkal.
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3.3.2. ábra: a Watts-Strograts-féle „kis világ” gráfok szemléltetése [9].

WS(S, p):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) gráf

- p valós szám a [0, 1] intervallumból (valószínűség)
Kimenő paraméter:


- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges kezdeti csúcshalmaz}


- E := {üres}


V elemeit egy gyűrűbe rendezzük, majd a szomszédokat összekötjük egymással

For minden v elemre a V-ből Loop


v-t összekötjük az első K db szomszédjával a gyűrűben



(|V| >> K >> ln(|V|) >> 1)
End Loop 

For minden v elemre a V-ből Loop


a v-ből kimenő minden élet p valószínűséggel 
újrakötjük egy tetszőleges másik csúcshoz
End Loop 
[9, 15]
3.3.4. A Barabási Albert-féle skálafüggetlen modell

A 3.3.1. b jelű ábráján lévő skálafüggetlen hálózatot egy igen dinamikusan működő algoritmussal hozták létre. Ez Barabási Albert-László egyik modellje (BA-modell). Ezzel a modellel a 3.4. fejezetünkben részletesen is foglalkozunk majd.
BA(S, m):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) gráf

- ki az i csúcs fokszáma

- m > 0 egész szám és m ≤ m0, ez utóbbi a kis induló csúcshalmaz mérete
Kimenő paraméter:

- S = (V, E) gráf
Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges m0 darabszámú}

- E := {tetszőleges, nem üres}


While true Loop

t új csúcs csatlakozik a hálózatunkhoz, vagyis V := V U {t}
For V minden i elemére, amíg m darab csúcshoz nem csatlakozott Loop
t csatlakozik az i-hez Πi = ki / Σj kj valószínűséggel
(ahol a j elemeket V-ből vesszük)


End Loop


End Loop

[1, 2, 5, 9]


Jól látható, hogy az újonnan a hálózathoz csatlakozó csúcs nagyobb valószínűséggel csatlakozik egy már több elemhez is csatlakozó csúcshoz, mint egy alacsonyabb fokszámúhoz. Megjegyezzük továbbá, hogy az algoritmus elején állíthatjuk be az m számmal, hogy hány éllel rendelkezzen alapból újonnan érkező csúcs. Elsősorban ezen gondolaton múlik az algoritmus helyessége, hiszen így nagyobb valószínűséggel jön létre kisebb számban nagyobb csomópont, és nagyobb számú elhanyagolható csúcs. Sokáig szimulálva a Πi valószínűségek hatvány alapú eloszláshoz tartanak:
P(k) = 2m2 / k3.

Tehát a kimenetben kapott hálózatunk valóban skálafüggetlen [5]. Az algoritmus dinamikussága ugyanakkor biztosítja nekünk a való élet szimulálását is. Ugyanis amennyiben egy ember egy új társaságba (hálózatba) kerül, ő is nagyobb valószínűséggel ismerkedik meg olyan emberrel, akinek már sok ismerőse van.

3.3.5. Hálózatok vizsgálata az átmérő segítségével


Ahhoz, hogy elemezni tudjuk, ezek a hálózatok hogyan tűrik a hibákat, be kell vezetnünk az átmérő (diameter) fogalmát.

Definíció (diameter): Egy gráf átmérője bármely két csúcs közti minimális hosszúságú utak hosszának átlaga [5, 16].

Ez az érték, mely mutatja az átlagos kommunikációs költséget. Vigyázat, hálózatok világában több átmérő fogalom is létezik, szokás bármely két csúcs közti minimális hosszúságú utak hosszának maximumát is venni [16]. Azonban esetünkben ezzel a definícióval nem mennénk sokra, nekünk sokkal többet mond az átlagos hossz. Például az internet esetében 800 millió csúcsra d=19, azonban az emberiség ismertségi hálójában 6,5 milliárd csúcs esetén d=6 [5]. Az előbbit mérések igazolják, azonban az utóbbi csak sejtés. Ez a sejtés már nagyon régóta izgatja a hálózat kutatókat. Egyszerű kísérletekkel már száz éve is tesztelték ezt a kijelentést, mégpedig úgy, hogy valaki elhatározta Amerikában, hogy levelet küld a nepáli szerzetesek vezetőjének, akit természetesen nem ismert, és nem is sejtette, hogy ki lehet az. Azonban a levelet nem postán, hanem kizárólag barátai segítségével szerette volna eljuttatni a világ másik felébe. A játékszabályok lefektetése után arra jutott, hogy akinek átadja a levelet, annak mindent elmond, hogy a továbbítás is hasonló szabályokkal történjen. A továbbításnak célorientáltnak kellett lennie minden esetben. Ezért egy olyan ismerősére bízta a levelet, akiről tudta, hogy nagy valószínűséggel ismerhet keletire utazó embereket. Így is lett, a barátja egy barátjának adta a levelet, aki keletkutató volt és gyakran járt arrafelé. Ezután a levél egy helyi ember segítségével már célba is ért. Így a szinte lehetetlennek tűnő küldetés 4 hosszú úton sikeres volt [2]. Természetesen lehet, hogy ez nem is a legrövidebb útvonal volt, ugyanis megeshet, hogy a csendes, introvertált szomszéd pont a kiszemelt szerzetes Amerikában tanuló fia, és ez esetben még gyorsabb lehetett volna a kommunikáció. Személy szerint egy jó barátom barátja neves újságíró és ismeri George Busht, sőt Michael Schumachert is. Így az olvasó elmondhatja magáról, hogy ezeket az embereket minimum 4 hosszú úton ismeri, amennyiben engem ismer. Nem véletlenül jött létre a régóta jól ismert mondás: „Kicsi a világ!”. Szinte a világ minden részén ezt a közmondást mondják az emberek abban az esetben, ha egy közös ismerősre derül fény két barát között, vagy ha egy vadidegenről derül ki, hogy szegről-végről ismerhetnénk is akár.
3.3.6. Hibatűrés és robosztusság

A legtöbb élő rendszer rendelkezik egy különleges képességgel: képes nagyon eltérő környezeti feltételek esetén is életben maradni. A belső hibák hatnak ugyan a sejt viselkedésére, ám az alapvető életfunkcióit gyakran még igen erős belső hibák esetén is képes fenntartani. Az élő rendszereknek ez a tulajdonsága szöges ellentétben van azzal, amit az ember által tervezett rendszereknél tapasztalhatunk: egyetlen alkatrész hibája gyakran az egész rendszert megbénítja. Manapság a kutatók már a tudomány minden területén felismerték, hogy a természet által "tervezett" szerkezetek ellenállóak, ezért a hibatűrő képesség vagy robusztusság kérdését sok területen és egyre intenzívebben vizsgálják [20]. 

Mennyiben járulnak hozzá a hálózatok egy adott rendszer robusztusságához?
Egy hálózat csomópontjainak a meghibásodása a hálózatot könnyen széttördelheti elszigetelt, egymással nem kommunikáló részekre. Egy kicsit általánosabban úgy is megfogalmazhatjuk a kérdést, hogy mennyi idő alatt esik szét egy hálózat darabokra, ha egyszer véletlenszerűen elveszünk belőle csomópontokat? Mennyi routert kell elmozdítanunk az internetből, hogy elszigetelt számítógépekre töredezzen, amelyek nem tudnak egymással kommunikálni? Nyilvánvaló, hogy minél több csomópontot veszünk ki, annál nagyobb lesz a valószínűsége annak, hogy a csomópontok jelentős csoportjait elszigeteljük a többi csomóponttól. Ám a véletlen hálózatok kutatásával töltött évtizedek tanulságai szerint néhány csomópont eltávolítása alig befolyásolja a hálózat épségét. Viszont ha az eltávolított csomópontok száma elér egy kritikus értéket, akkor a rendszer azonnal pici részekre esik szét, amelyek közt nincsen kapcsolat. A véletlen hálózatok meghibásodásai során létezik egy kritikus küszöbérték, amely alatt a rendszer alig szenved kárt. A küszöbérték felett azonban a hálózat egyszerűen szétesik [20].

3.3.7. Hibatűrés véletlenszerű támadás esetén 


Tehát az újonnan bevezetett átmérő fogalmunkkal jellemezhetjük a hálózatainkat. A Poisson eloszlást követő random gráfokat és a hatványfüggvény-eloszlást követő skálafüggetlen hálózatokat hasonlítjuk össze a következő módon: veszünk az csúcsok f hányadát véletlenszerűen (tehát f egy 0 és 1 közötti valós szám), amit a támadás szimulálásaképpen eltávolítunk és közben figyeljük, hogy a random gráf átmérője, azaz dE, valamint a skálafüggetlen gráf átmérője, azaz dSF hogyan változik [5]. Segítségül a következő, 3.3.3. a ábrán látható a változás a kísérlet során. Az ábrán jól látható, hogy a random gráfoknál dE ~ f, míg a másik esetben dSF független f-től. Gyakorlatilag a hibák számát növelve a Barabási Albert-László által létrehozott modell az átmérőjét végig megtartotta [5]. A random gráfokat E-vel jelöljük az exponenciális szó miatt, a skálafüggetlenek jele pedig SF az angol elnevezésük miatt (scale-free). Mind a két vizsgált hálózat 10000 csúcsot és 20000 élt tartalmazott. A 3.3.3. b és c ábrán pedig az internet (6209 csúcs és 12200 él) és a WWW (325729 csúcs és 1498729 él) hibatűrését szimulálták [5]. A skálafüggetlen hálózat ilyen kiváló hibatűrése elsősorban abból ered, hogy az igazán nagy fokszámú csúcsok száma kevés, és emiatt a véletlenszerű támadás nem képes jelentősen ártani a hálózatnak [5]. Ezt a tulajdonságot nevezzük robosztusságnak. 
3.3.8. Hibatűrés irányított támadás esetén


Ezután szimuláljunk célzott támadást a következő algoritmussal: távolítsuk el mindig a legnagyobb fokszámú csúcsot a rendszerből. Meglepő és mégis nyilvánvaló az eredmény. Ezúttal a random gráfunk nagyságrendben ugyanúgy reagál a támadásokra, mint az előző kísérletnél, azonban a skálafüggetlen hálózatnak végzetes döfést adtunk [5]. Ezen eredmény nyilvánvalósága a BA-modell speciális tulajdonságából ered, ugyanis a létrejövő csomópontokat eltávolítva akár (csúcsok 5%-ának eltávolítása után) darabjaira is eshet a hálózatunk, tehát könnyen meg is szűnhet út két csúcspont között [5]. Milyen következtetéseket vonhatunk le így a való életre? A fontos csomópontokat védeni kell, ugyanúgy, ahogy az internet fontos szervereit, vagy kulcsfontosságú politikusokat. 


Jelöljük a legnagyobb részgráf méretét S-sel, valamint a fő hálózatból kiesett kisebb hálózatok átlagos méretét <s>-el. Utóbbi akkor válik jelentőssé, amikor a hálózatunk nem marad összefüggő. A 3.3.5. ábra a és b jelű részén láthatjuk , hogy a két hálózat hogyan reagál. Az f függvényében S és <s> mértékek mutatják ezt [5]. Random gráf esetében amennyiben f > 0,28, akkor S ~ 0. Vagyis a random hálózat a csúcsainak 28%-ának eltávolítása után nagyon elaprózódik, ezt a 3.3.4. ábra is mutatja [5]. Ez a modell ekvivalens egy végtelen dimenziós perkolációval, és ezen perkolációk kritikus pontja 0,28 [5].
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3.3.3. ábra: random és skálafüggetlen hálózatok hibatűrésének összehasonlítása véletlenszerű támadás esetén, valamint az internet és WWW reakciója ugyanilyen támadásokkal szemben [5].


A skálafüggetlen hálózat f > 0.18 esetén (tehát hamarabb, mint a random gráfok), kezd elaprózódni, azonban a hálózat még ekkor is igyekszik összefüggő maradni. Ellentétben az előző modellel itt egyre inkább egyesével szakadnak le darabok, és nem részgráfostul távoznak a hálózatból. Ez elsősorban a robosztusságnak köszönhető [5].
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3.3.4. ábra: célzott támadás elleni hibatűrés random és skálafüggetlen hálózatoknál [5].
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3.3.5. ábra: célzott támadás elleni hibatűrés random és skálafüggetlen hálózatoknál, valamit az internet és a WWW esetében [5]. 
3.3.9. Közúti és légi közlekedési térképek

A véletlen és skálafüggetlen hálózatok közti különbségre kiváló példa a közúti és a légi közlekedési térképek közti különbség. 
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3.3.6. ábra: Amerika közúti hálózata véletlen gráf tulajdonságot mutat [20].

[image: image16.jpg]110 100 1000

(k)
hatvanyfiggvény-
< eloszlas





3.3.7. ábra: Amerika légi közlekedési hálózata skálafüggetlen tulajdonságot mutat [20].

Az autópályák rendszerében minden városnak szerepelnie kell és minden várost nagyságrendben ugyanannyi úton közelíthetünk meg. Kevés az a város, amit autópályák sokaságán lehet megközelíteni, de az autópályán nem megközelíthető város is. Statisztikailag a többséget az átlag képviseli, pont, mint a véletlen hálózatokban, tehát a közúti hálózat Poisson eloszlást mutat. Itt a csomópontok a városok és kapcsolatoknak tekintjük azt, ha két várost összeköt egy autópálya darab. Ezzel ellentétben repülőtere kevesebb városnak van és megjelennek olyan kulcsfontosságú városok a légi közlekedési térképen, mint például Chicago, ahonnan szinte minden városba indul repülőjárat. Tehát kevés az igazán forgalmas repülőtér, és nagyon sok kisebb légikikötő, a légi közlekedési hálózat hatványfüggvény-eloszlást követ, tehát skálafüggetlen. Itt a repülőtereket csomópontoknak tekintjük, a járatokat pedig éleknek [20].

3.4. A Barabási Albert modell

Már az előző fejezetben is bemutattuk Barabási Albert-László modelljét (akkor részletesebb indoklás nélkül) skálafüggetlen hálózatok létrehozására. Most ezzel a modellel részletesebben is foglalkozunk. Láttuk, hogy a modell fok exponense: γBA = 3, a továbbiakban erre is analitikus bizonyítást adunk. Most részletesen is elemezzük a modellt és tulajdonságait, valamint megmutatjuk, hogy egy ennél szűkebb modell nem eredményez skálafüggetlen hálózatot. A 3.1. fejezetben egy determinisztikus algoritmust láttunk fraktálokkal ekvivalens skálafüggetlen hálózat generálására, és ugyanitt említettük az incremental growth valamint a preferential attachment alapvető algoritmusokat, melyekről most belátjuk, hogy mind a kettő szükséges a skálafüggetlen hálózatok létrehozásához a BA-modellben, ugyanis külön-külön végezve ezen módosító eljárásokat egy gráfon, nem kaphatunk hatvány fokszám eloszlású hálózatot. 
Miért jelennek meg a középpontok és hatványfüggvények a skálafüggetlen modellben? A hálózat növekedése azt jelenti, hogy a korábbi csomópontoknak több idejük van kapcsolatok szerzésére, mint a később jövőknek. Ha egy csomópont az első a hálózatban, az összes utána következőnek lehetősége nyílik rá, hogy kapcsolódjék hozzá. A korkülönbség azonban nem magyarázza meg teljesen a hatványfüggvényeket. A középpontok létrejöttéhez szükség van a második törvényre is, a népszerűségi kapcsolódásra. Mivel az új csomópontok jobban szeretnek kapcsolódni a már sok kapcsolattal rendelkező csomópontokhoz, ezért a korai, sok kapcsolattal rendelkező csomópontokat gyakrabban fogják választani és azok gyorsabban fognak nőni, mint fiatalabb és kevesebb kapcsolattal rendelkező társaik. A népszerűségi kapcsolódás ilyen módon gerjeszti "a gazdag egyre gazdagabb lesz" jelenséget, amely a későn érkezők kárára segít a több kapcsolattal rendelkező csomópontoknak, hogy aránytalanul nagy számú linket csípjenek el. A skálafüggetlen modell megmaradhatott volna egy érdekes tudományos kísérletnek, ha nem követte volna néhány más felfedezés. Ezek közül a legfontosabb annak a felismerése volt, hogy a legtöbb tudományos és gyakorlati jelentőségű összetett hálózat skálafüggetlen. Ez a felismerés a felfedezések lavináját indította el, amely a mai napig folytatódik. A hollywoodi színészek ismeretségi hálója, a sejten belüli anyagcsere-hálózat, az idézettségi hálózatok, a gazdasági hálók és a nyelv mögött lévő hálózat csatlakozott a világháló által vezetett listához, és így hirtelen a skálafüggetlen topológia eredete sok tudományterület számára vált kulcsfontosságúvá [20]. 
3.4.1 A Barabási Albert modell felépítése


Már a 3.1. fejezetben is említett két alap algoritmusból építkezik a BA-modell. A 3.4.5. alfejezetben látni fogjuk, hogy mindkettőre szükség van ahhoz, hogy skálafüggetlen hálózatot hozzunk létre. Ez a két alap algoritmus az incremetal growth (növekedés, adalékolt növelés) és preferential attachment (népszerűségi kapcsolódás, kedvezményes összekötés) [9].


Az incremental growth algoritmikus leírása a következő [9]:

IG(S, m):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) gráf


- m > 0 egész szám, m ≤ m0, ez utóbbi szám a kis kezdeti csúcshalmaz mérete

Kimenő paraméter:


- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges m0 darabszámú}


- E := {tetszőleges, nem üres}

While true Loop

t új csúcs csatlakozik a hálózatunkhoz, vagyis V := V U {t}
For V minden i elemére, amíg m darab csúcshoz nem csatlakozott Loop
t csatlakozik az i-hez valamilyen tetszőleges valószínűséggel


End Loop


End Loop

[9]
Röviden leírva egy kisméretű induló csúcshalmazból kiindulva, ennek a halmaznak a méreténél kisebb számú éllel érkező új csúcsokat adunk a rendszerhez folyamatosan.


A preferential attachment algoritmikus leírása pedig a következő [9]:

PA(S):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) gráf

- ki az i csúcs fokszáma

Kimenő paraméter:

- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges, nem üres}


- E := {egy tetszőleges él}


For V minden t elemére Loop

For V\{t} minden i elemére Loop
t csatlakozik az i-hez Πi = ki / Σj kj valószínűséggel

(ahol a j elemeket V-ből vesszük)


End Loop


End Loop

[9]

Vagyis ezúttal a hálózatunk új csúccsal nem bővül, pusztán adott fix csúccsal rendelkező gráfhoz éleket adunk adott valószínűséggel. Az algoritmus igazán fontos része, hogy nagyobb fokszámú csúcshoz nagyobb valószínűséggel kötődik hozzá minden csúcs.

BA(S, m):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) gráf

- ki az i csúcs fokszáma

- m > 0 egész szám és m ≤ m0, ez utóbbi a kis induló csúcshalmaz mérete

Kimenő paraméter:

- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges m0 darabszámú} - E := {tetszőleges, nem üres}


While true Loop
t új csúcs csatlakozik a hálózatunkhoz, vagyis V := V U {t}
For V minden i elemére, amíg m darab csúcshoz nem csatlakozott Loop
t csatlakozik az i-hez Πi = ki / Σj kj valószínűséggel

(ahol a j elemeket V-ből vesszük)


End Loop
End Loop
[1, 2, 5, 9]


A két algoritmus összekeverésével kaphatjuk a 3.3. fejezetben már bemutatott BA algoritmust. Ehhez mindkét algoritmus alapötletével járul hozzá, nevezetesen előbbi a folyamatos növekedésével egy kis csúcshalmazból, utóbbi pedig az élek behúzásának valószínűségével. Az ezek által kevert algoritmus t idő után N = t + m0 csúccsal és mt éllel rendelkezik, valamint a γBA = 3 egyenlőség is teljesül, amit már korábban láthattunk [9]. A következő alfejezetekben ezen egyenlőséget is bizonyítjuk.
3.4.2. A kontinuum elmélet

A fokszámok időbeli változásának vizsgálata közben született meg a kontinuum elmélet. Egy a rendszerben lévő i csúcs fokszáma ki, ez utóbbi időbeli függését vizsgáljuk a továbbiakban. A célunk, hogy P(k)-t időtől függő formában írjuk fel. Nyilvánvaló tény, hogy ki nő, ha i-hez egy új csúcs csatlakozik, hiszen ezzel nő a fokszáma [9]. Az előző fejezetben már megismert Πi változó jelöli azt a valószínűséget, amellyel az éppen csatlakozó új csúcs az i-hez csatlakozik, Πi = Π(ki) = Πki új, jelen esetben átláthatóbb jelölésekkel élve a következőt mondhatjuk a ki folyamatos valós változóról a t időfüggvényt tekintve [9]:
∂ki / ∂t = mΠ(ki) = mki / Σ j=1 to N-1 kj.
Ebben a képletben az éppen csatlakozó csúcs lesz az N. csúcs, ezért azt még nem vettük bele. Ebben a képletben m az a paraméter, mellyel azt állítjuk be, hogy az éppen csatlakozó csúcs hány éllel jön a rendszerbe. Ez alapján mivel az újonnan csatlakozó él rendszerbe való bevétele előtt mindenki m éllel csatlakozott, ha a fokszámokat összeadjuk, mindent pontosan kétszer számolunk, vagyis
Σjkj = 2mt – m,

ezért

∂ki / ∂t = ki / 2t

egyenletet kapjuk [9]. A kezdeti feltételek alapján minden i csúcsra ki(ti) = m, ez a következőre vezet: ki(t) = m (t / ti)β, β = 1/2 értékkel [9].  Ahol ti az i csúcs a rendszerhez csatlakozásának időpontja. Ez utóbbi egyenlőség mutatja, hogy a csúcsok fokszámai is hasonlóképpen fejlődik, mint maga a hálózat, vagyis hatványt követ. Ezt felhasználva adódik a következő valószínűség: annak a valószínűsége, hogy egy tetszőleges csúcsnak a fokszáma kisebb, mint k, 
P[ki(t) < k] = P( ti > tm1/β / k1/β ).

Az új csúcsok a rendszerbe kerülése azonos időközönként történik, így ti valószínűségének konstans valószínűségi sűrűsége: P(ti) = 1 / m0 + t [9]. Emiatt a következőt mondhatjuk [9]: 
P[ki(t) < k] = P( ti > tm1/β / k1/β ) = 1 - tm1/β / (k1/β (t+m0)).
A célunk ugyebár P(k) idő függvényében való felírása. Az előző egyenlettel már igen közel kerültünk, hiszen

P(k) = ∂ P[ki(t) < k] / ∂k = 2tm1/β / (t+m0) * 1 / k1/β
alakban felírható a kért egyenlet [9]. Amennyiben t-vel tartatunk végtelenhez (határérték vizsgálata érdemes, hiszen dinamikusan vizsgáljuk a létrejövő hálózatunkat), akkor a következő egyenletet kapjuk [9]:

P(k) ~ 2 m1/β * k-γ, ahol γ = 1 / β +1 = 3.

Jól látható, hogy γ független m-től. Ez nagyon fontos eredmény, hiszen m egy olyan kezdeti paraméter volt, amivel első ránézésre akár „csalhattunk” is volna, hiszen ezt a modellünk elején állíthattuk be tetszőlegesen, aszerint, hogy hány csúccsal csatlakozik egy csúcs a hálózathoz. Mégis azt kaptuk, hogy nem számít, mekkorának vesszük ezt a paramétert. Valamint ezzel azt a tényt is beláttuk, miszerint γBA = 3. 


Láthatjuk, hogy a fokszámokra adott valószínűségi érték az időtől függ, ez nem meglepő, hiszen bővül a hálózatunk, és folyamatosan változik. Az idő múlásával „egyre inkább” skálafüggetlen tulajdonságot vesz fel, ami határértékképpen a kívánt eredményt adja [9].

3.4.3. A mesteregyenlet


Ezen egyenlet segítségével P(k)-t számoljuk ezúttal teljesen más megközelítésben. Vesszük a p(k, ti, t) új változót, ami annak a valószínűségét mutatja, hogy egy a ti időpontban csatlakozott i csúcsnak a t időpillanatban k a fokszáma [9]. Az i csúcs változatlanul az előre beállított m darab éllel jön a rendszerbe. A Barabási Albert modell mesteregyenlete [9]:
p(k, ti, t+1) = ((k-1) / 2t) p(k -1, ti, t) + (1 – k / 2t) p(k, ti, t).

Vagyis ezzel az egyenlettel előre jelezhetjük a következő időpillanatban a valószínűség változását. Az újonnan bevezetett jelölésekkel megadhatjuk P(k)-t a következő módon [9]:
P(k) = limt→∞(Σti p(k, ti, t)) / t.
A továbbiakban, mivel k = m esetén P(k) = 2 / (m+2) és k ≥ m + 1 esetén P(k) = (k - 1 / k + 2) P(k – 1), ezért adódik a következő egyenlet [9]:

P(k) = (2m(m + 1)) / (k(k + 1)(k + 2)).
A kapott egyenlet P(k)-ra, nagyon közel van az előzőleg a kontinuum elmélettel kapott értékhez, azonban ez lényegesen pontosabban megadja a kívánt értéket. Megjegyezhető, hogy a kontinuum elmélet által adott becslés is elegendő volt bizonyos következtetések levonásához, hiszen γ értékét ezzel is meg tudtuk adni.
3.4.4. Az arányegyenlet

Felmerülhet a kérdés, hogy egy adott időben meg tudjuk-e adni a k fokszámú csúcsok számát, a válasz igen és ehhez az arány egyenletre lesz szükségünk. Nk(t) legyen az a mennyiség, amely megadja k fokszámú csúcsok számát a t időpillanatban. Tehát a kérdés megválaszolásához elég ezen mennyiségre egyenlőséget adnunk, majd aszimptotikusan vizsgálni a kapott eredményt. A következő kezdeti állítást jelenthetjük ki Nk(t) időbeli változásáról, vagyis vizsgáltuk tehát azt, hogy ez a mennyiség hogyan változik egy új csúcs rendszerbe való bejövetelénél.  [9]:
∂ Nk(t)  / ∂t = m ((k - 1) Nk-1(t) - k Nk(t)) / Σkk Nk(t) + δk,m.
Az egyenlet helyességét a következőképpen bizonyítjuk. Két eset lehetséges egy új csúcs érkezése esetén, ami Nk(t)-re hatással van: vagy éppen egy (k – 1) fokszámú csúcshoz csatlakozik, és ezzel létrehoz egy k fokszámú csúcsot, vagyis megnöveli Nk(t)-t, vagy egy k fokszámúhoz csatlakozik és ezzel „elrontja”, vagyis csökkenti Nk(t)-t. Az egyenletre nézve pontosan ezt írtuk le, hiszen (k - 1) Nk-1(t) mutatja az első esetet, és ebből le kell vonni a k Nk(t) mennyiséget, ami pedig a második esetnek felel meg. Az m-el való szorzás a mennyiség definíciójából ered, hiszen ennyi éllel csatlakozik az újonnan belépő csúcs. Az összeggel való osztás, pedig kézenfekvő módon amiatt kell, hogy igazi arányt kapjunk. A δk,m pedig megadja az m fokszámú új csúcsok számát [9].

Az egyenletet vizsgálva észrevehető, hogy aszimptotikusan a következő mondható [9]:
Σkk Nk(t) = 2mt.
Ugyanis az időt a végtelenben vizsgálva ez az összeg m-től függni fog, hiszen ennyi éllel csatlakoznak az új csúcsok, és mindegyiket kétszer adja vissza ez a mennyiség, nyilván az időfüggés is kézenfekvő, hiszen a hálózat folyamatosan nő. Emiatt Nk(t)-re aszimptotikusan a következő adható a megadott egyenletünk alapján [9]:
Nk(t) = t P(k).

Tehát ezúttal is a kontinuum elmélethez hasonló eredményt kaptunk és ismét más módon. A kapott eredményt elemezve láthatjuk, hogy fix k-ra a k fokszámú csúcsok száma az időtől és annak a valószínűségétől arányosan függ, hogy egy véletlenszerűen választott csúcs fokszáma éppen k. Ahogy az idő telik ilyen fokszámú csúcsokból nyilván egyre több lesz, emiatt Nk(t) monoton nő fix k-ra. 
3.4.5. A Barabási Albert modell határesetei


Mint azt már korábban jeleztük, ebben az alfejezetben a BA-modellről belátjuk, hogy mindkét alap algoritmusunkra szükség van skálafüggetlen hálózat létrehozásához, azaz egyik sem hagyható el. 

Először tekintsük a 3.4.1. alfejezetben látott IG(S, m) algoritmust, ami a növekedést (adalékolt növelést) alkalmazza. Egy kezdeti m0 csúcshalmazból indulva nő a hálózatunk minden lépésben egy csúccsal és m éllel. Ebben az esetben nem mondunk semmit arról, hogy milyen valószínűséggel csatlakoztassuk az újonnan beérkező élet. Ekkor nyilván annak a valószínűsége, hogy egy adott, már a rendszerben lévő csúcshoz csatlakozik az új csúcsunk a t időpillanatban[9]:

Π(ki) = 1 / (m0 + t + 1).

Ugyanis egyszerűen ugyanolyan valószínűséggel csatlakozik bármely csúcshoz. Ez a valószínűség független ki-től. Tehát ugyanolyan valószínűséggel csatlakozik, mint egy már a rendszerben lévő csúcs. A kontinuum teória gondolatvitelét követve a következőt kapjuk [9]:
∂ki / ∂t = mΠ(ki) = m / (m0 + t + 1).
Látható, hogy ki-től független az egyenlet és ez t →∞ esetén a kontinuum teória gondolatmenetét tovább folytatva [9]:

P(k) = (e / m) exp(- k / m),

egyenlőséget kapjuk, ami már megerősít minket, hogy a kapott hálózat nem skálafüggetlen, hiszen nem hatványfüggvény-eloszlást követ a fokszám eloszlás. Tehát az IG(S, m) algoritmus nem hoz létre skálafüggetlen hálózatot.


Most tekintsük a 3.4.1. alfejezetben bemutatott PA(S) algoritmust, amely a népszerűségi kapcsolódást (kedvezményes összekötést) alkalmazza. Ekkor egy kezdeti N csúcsból álló, üres él halmazú gráfból indulva húzunk be éleket Π(ki)= ki / Σj kj valószínűséggel, minden csúcsra. Jól láthatóan a gráfunk csúcsainak száma végig konstans, hiszen az algoritmus kizárólag a meglévő, kezdetben megadott csúcsokat használja fel futása során. A futás során eleinte nem skálafüggetlen a gráf, később elér ugyan az algoritmus ilyen jelleget, de ezt hamar el is rontja, hiszen az élek szépen lassan megtöltik a rendszert N2 lépés után pedig akár kis valószínűséggel teljes gráfot is kaphatunk. Nem biztosan, hiszen nem 1 valószínűséggel húzzuk be az éleket, ha így tennénk, teljes gráfunk lenne, de nagy valószínűséggel biztosan állíthatjuk, hogy igen közel járunk a teljes telítettséghez [9]. Szintén a kontinuum teóriából kaphatunk becslést a fokszámokra, ekkor ugyanis [9]:
ki(t) ~ 2t / N.

Mivel N akármilyen nagy lehet, biztosan állíthatjuk, hogy a hálózatunk nem skálafüggetlen [9].


Tehát ezzel a két bizonyítással megmutattuk, hogy külön-külön az algoritmusaink nem a kívánt eredményt hozzák. A 3.4.1. ábrán láthatjuk, szemléltetésképpen, hogy a hálózatok a várttól mennyire is térnek el a szimulációk alapján is. Ezen az ábrán az (a) diagram mutatja az IG(S, m) algoritmussal létrehozott hálózatok tulajdonságát, körrel jelölve az m = m0 = 1, négyzettel jelölve az m = m0 = 3, rombusszal az m = m0 = 5, és háromszöggel az m = m0 = 7 esetet, itt a hálózat mérete N = 800 000 volt [9]. A (b) diagram mutatja a PA(S) algoritmussal létrehozott hálózatok tulajdonságait körrel jelölve a t = N, négyzettel a t = 5N, és rombusszal a t = 40N, esetet, itt a hálózat mérete N = 10 000 volt [9]. A 3.4.2. ábrán a BA(S) algoritmussal létrehozott hálózatokról készült statisztikákat láthatjuk. Ezen az ábrán az (a) diagram mutatja az BA(S) algoritmussal létrehozott hálózatok tulajdonságát, körrel jelölve az m = m0 = 1, négyzettel jelölve az m = m0 = 3, rombusszal az m = m0 = 5, és háromszöggel az m = m0 = 7 esetet, itt a hálózat mérete N = m0 + t = 300 000 volt [9]. A (b) képen rögzített m = m0 = 5 esetben láthatjuk az elkészült hálózatok adatait körrel jelölve az N = 100 000, négyzettel az N = 150 000, és rombusszal az N = 200 000 esetet [9].
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3.4.1. ábra: IG(S, m) és PA(S) algoritmusok által létrehozott hálózatok tulajdonságai [9].
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3.4.2. ábra: a BA(S) algoritmus által létrehozott hálózatok tulajdonságai [9].

3.4.6. A Barabási Albert modell tulajdonságai


A következőkben a BA-modell néhány alaptulajdonságát vizsgáljuk, szót ejtünk a legrövidebb utakról és a fokszám korrelációkról. Mint a korábbiakban, most is összehasonlítási alapot adhatnak a random gráfok, melyekről a 3.3. fejezetben már említést tettünk. 

A skálafüggetlen hálózatok érdekes tulajdonsága, hogy a random gráfoknál kevesebb élet tartalmaznak, mégis a legrövidebb utak átlagos hossza kevesebb [9]. Ezt az eredményt szimulációk is igazolták. Ez a tulajdonság elsősorban a csúcsok eloszlásának köszönhető, hiszen a nagyobb, jobban kapcsolt csúcsokon keresztül lerövidül a kommunikációs út hossza. Tehát a következőt mondhatjuk [9]:

ℓBA < ℓRAND.

Ez utóbbi egyenlőtlenséget minden N-re állíthatjuk, vagyis bármilyen nagyságú hálózatot is veszünk, az üzenetküldés a hálózaton belül a BA-modellben gyorsabban történhet, mint a random gráfok esetében [9]. Az átlagos út hossza természetesen nem konstans. Jellemezhető a hálózat méretével. Szimulációk kimutatták, hogy a hálózat méretében közelítőleg, logaritmikusan nő N-ben, vagyis [9]:
ℓBA = A ln(N – B) + C.

Sőt, újabb analitikus eredmények alapján [9]:

ℓBA ~ ln(N) / ln ln(N).

Ez utóbbi eredmény mutat rá igazán az átlagos utak hosszának függésére a hálózat méretétől. A 3.4.3. ábrán látható a szimulációk alapján kapott eredmény [9].
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3.4.3. ábra: a BA-modellel generált skálafüggetlen hálózatok és random gráfok legrövidebb útjainak összehasonlítása [9].
Az ábrán jól látható a mérettől való logaritmikus függés, valamint az a tény is, hogy a random hálózatok legrövidebb útjai rendre rosszabbak, mint a BA-modellel kapott hálózatokban. Random hálózatokról elmondható, hogy 
ℓRAND = ln(N / z1) / ln(z1 / z2) + 1,

amit a skálafüggetlen hálózatok nem teljesítenek [9]. Ebben az egyenlőségben z1 a szomszédok átlagos száma (ami megfeleltethető az átlagos fokszámnak, azaz <k>-nak), z2 pedig a második szomszédok átlagos száma [9]. Nyilván elmondható, hogy hálózattól függetlenül, minden gráfban igaz, hogy z1 ≤ z2, hiszen a második szomszédok a szomszédaink szomszédai és nem lehetnek kevesebben, mint akikkel össze vagyunk kötve. 

Most vizsgáljuk a fokszám korrelációkat, vagyis a fokszámok egymáshoz való viszonyát. Tetszés szerinti fokszám eloszlású gráfban a fokszámok korrelálatlanok, azonban a BA-modellel létrehozott gráfok esetében két összekötött csúcs közötti korrelációk spontán módon fejlődnek ki [9]. A vizsgálatunkhoz tekintsünk minden olyan egymással összekötött csúcsot, melyek közül az egyik fokszáma k, a másiké, pedig l. Az általánosság megsértése nélkül feltehető, hogy k < l, ugyanis amennyiben fordítva lenne, egyszerűen jelöléscserével igaz az eredményünk. Ez a feltevés továbbá azt jelenti, hogy a k fokszámú csúcs később csatlakozott a rendszerhez, hiszen minden csúcs fokszáma monoton nő és minden csúcsra nagyságrendben azonos módon, így annak a valószínűsége kicsi, hogy egy korábban csatlakozott csúcs fokszáma nagyobb lenne egy korábban a rendszerhez csatlakozott csúcs fokszámánál. Természetesen lehetséges, de ezen apró esélytől eltekintünk. A továbbiakban az egyszerűség kedvéért m = 1 értékkel vizsgáljuk hálózatainkat [9], ami azt jelenti, hogy egyszerre egy éllel érkezik az újonnan becsatlakozó csúcs. Jelöljük Nkl(t)-vel a t időpillanatban az olyan, egymással összekötött csúcs párok számát, melyek közül az egyik fokszáma k, a másik fokszáma l. Ekkor a következőket állíthatjuk ezen mennyiség időbeli változásáról [9]:
Dk = ((k - 1) Nk-1, l – k Nkl) / Σi i N(i)

Dl = ((l – 1) Nk, l-1 – l Nkl) / Σi i N(i)

∂Nkl(t) / ∂t = Dk + Dl + (l - 1)Nl-1 δkl.
Az egyenlőség természetes gondolatmenettel adódik. Dk mutatja azt a változást, amely akkor következik be, ha az éppen jövő csúcs ahhoz a csúcshoz csatlakozik, amelyik fokszáma k. Dl pedig az ellenkező esetet mutatja, vagyis ha a másik vizsgált csúcshoz csatlakozik az új csúcs. Amennyiben a két eset közül valamelyik nem teljesül, akkor azon érték 0 lesz, hiszen a számláló kinullázódik, tehát azzal az esettel nem kell foglalkozni, hogy más csúcshoz csatlakozik az éppen érkező csúcs, mert ekkor mind a két mennyiség értéke 0 lesz és a vizsgált mennyiségünk nem változik, helyesen, hiszen ekkor nem is kell neki. A harmadik része az összegnek azt az esetet mutatja, ha k = 1, és ez a rész szintén 0 egyéb esetben, és a feltevésünk miatt l = 1 esetet nem kell vizsgálnunk, mivel ekkor 1 = k < l [9]. Tudjuk, hogy ebben a modellben minden időfüggővé alakítható, hiszen a hálózatunk monoton nő az idő teltével. Felhasználva a következő két dolgot [9]:
Σkk N(k) → 2t, és

Nkl(t) → t nkl,

tekinthetjük nkl-t, amely egy újonnan bevezetett változó, amiből kiemeltük az időt. Erre a változóra a következő adódik [9]: 

nkl = (4(l - 1)) / k(k + 1)(k + l)(k + l + 1)(k + l + 2) +

(12(l - 1)) / k(k + l + 1)(k + l)(k + l + 1)(k + l + 2).
Tetszőleges eloszlású véletlen gráfnál nkl = nk*nl egyenlőség áll fenn [9], ami skálafüggetlen esetben nem igaz, pont az előző egyenlőség miatt. Egyetlen eset létezik, amikor faktorizált alakban felírható ez a kifejezés, méghozzá amikor 1 << k << l, ekkor ugyanis nkl ~ k-2l-2. Amennyiben a hálózat nem korrelált, akkor ez az érték: nkl = k-3l-3.

A csoportosulási hányados mutatja, hogy a hálózat milyen mértékben alakít ki magában nagyobb csoportokat, vagy magas fokszámú csomópontokat. A BA-modelben nincs analitikus eredmény erre a mennyiségre. Azonban sejthető, hogy a skálafüggetlen jellegből adódóan (nagyobb fokszámú csúcsok arányosan kevesebben vannak, mint a kisebb fokszámúak) ez a szám magasabb, mint a véletlen gráfoknál. Az elvégzett szimulációk igazolják, hogy ez a sejtés igaz [9].
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3.4.4. ábra: BA-modell és a random gráfok összehasonlítása a csoportosulási hányados szempontjából [9].

3.4.7. Alternatív eljárások a népszerűségi kapcsolódásra

A következőkben néhány eljárást láthatunk a BA-modellben használt népszerűségi kapcsolódás (preferential attachment) helyettesítésére. Ezek mind ekvivalensek a már ismert eljárással és ugyanúgy skálafüggetlen hálózatot hoznak létre, amennyiben a szintén ismert növekedés nevű eljárással együtt alkalmazzuk a BA-modellben [9]. 

3.4.7.1. Másoló eljárás


Az első, amit tekintünk a Másoló eljárás (Copying mechanism). Az eljárás a World Wide Web megfigyelése közben született, ugyanis amikor egy új honlap jön létre egy témában, akkor döntő többségben azon a készítők olyan linkeket helyeznek el, amik azonos tartalmú honlapokra mutatnak, sőt azonos témájú oldalakról is gyakran másolnak ide hivatkozásokat más lapokra. Ennek különlegessége egy „prototípus” csúcs kiválasztásában rejlik. Itt a növekedéssel együtt mutatjuk, hogy jobban látható legyen az ekvivalencia a BA-modellel. Ezúttal irányított élekkel dolgozunk, de ez a hálózat topológiáját nem befolyásolja.
CM(S, m, p):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) irányított gráf

- ki az i csúcs fokszáma

- m > 0 egész szám és m ≤ m0, ez utóbbi a kis induló csúcshalmaz mérete

- p valószínűség

Kimenő paraméter:

- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges m0 darabszámú} 
- E := {tetszőleges, nem üres}


While true Loop


kiválasztunk véletlenszerűen egy h csúcsot, ami a „prototípus”
t új csúcs csatlakozik a hálózathoz, vagyis V := V U {t}, m darab irányított éllel
t csatlakozik a véletlenszerűen választott i csúcshoz p valószínűséggel


(t forrás és i pedig a nyelő)

t csatlakozik h-hoz (1 - p) valószínűséggel (h forrás, t pedig nyelő)
End Loop
[9]

A prototípus folyamatos jelenléte növeli meg a csomópontok létrejöttének valószínűségét. Ne zavarjon meg senkit, hogy ezúttal irányított élekkel dolgozunk, nekünk pusztán a skálafüggetlen hálózatok definícióját kell teljesíteni. Amennyiben megvizsgáljuk a bejövő élek számát és tekintjük annak a valószínűségét, hogy egy véletlenszerűen választott csúcs bejövő éleinek száma k, akkor a következő egyenlőséget kapjuk [9]:
P(kin) = k-(2-p)/(1-p),

vagyis ekkor

P(k) ~ k-γ.
Ez utóbbi, pedig pontosan azt jelenti, hogy a kapott hálózatunk skálafüggetlen, ahol γ = 2 (p → 0 esetben) és γ = ∞ (p → 1 esetben) [9]. A következő, 3.4.5. ábrán az algoritmus működését szemléltetjük.
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3.4.5. ábra: CM(S, m, p) algoritmus működése.

3.4.7.2. Él átirányítás

A második eljárásunk az Él átirányítás (Edge redirection). Az előző eljáráshoz hasonlóan itt is irányított modellben dolgozunk, de az ott látottakhoz hasonlóan itt se zavarjon meg minket. Itt a növekedéssel együtt mutatjuk az eljárást, hogy jobban látható legyen az ekvivalencia a BA-modellel.

EDR(S, p):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) irányított gráf

- ki az i csúcs fokszáma

- p valószínűség

Kimenő paraméter:

- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges m0 darabszámú} 
- E := {tetszőleges, nem üres}


While true Loop
t új csúcs csatlakozik a hálózathoz, vagyis V := V U {t}
t csatlakozik a véletlenszerűen választott i csúcshoz (1 – p) valószínűséggel


(t forrás, i pedig nyelő)

t csatlakozik j-hez p valószínűséggel, ahol j az i olyan szomszédja, amihez i a rendszerhez csatlakozásánál csatlakozott

(t forrás, j pedig nyelő)
End Loop
[9]

A 3.4.6. ábrán az algoritmus működése látható a fent látható jelölésekkel.
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3.4.6. ábra: EDR(S, p) algoritmus működése.


Ahhoz, hogy megmutathassuk, hogy a kapott hálózatunk skálafüggetlen, tekintenünk kell a már korábban alkalmazott mennyiséget Nk-t, ami a k fokszámú csúcsok számát jelenti. Ezt a t időpontban fogjuk vizsgálni, és ha megnézzük, hogy idővel hogyan változik ez a mennyiség, akkor a következő egyenletet kapjuk:
D1 = ((1 – p) / M0) (Nk-1 – Nk)

D2 = (p / M0) [(k – 2) Nk-1 – (k – 1) Nk]
∂Nk(t) / ∂t = δk,1 + D1 + D2.
Ebben az egyenlőségben M0 jelöli a fokszámok összegét, vagyis M0 = Σiki. D1 megadja azt a változást, ami akkor következik be, ha a véletlenszerűen választott csúcshoz csatlakozunk és D2 pedig, ha a szülőjéhez. A korábbi bizonyítások logikájára épül ezen mennyiség helyessége is, hiszen egyszerűen esetszétválasztást tekintve csökkentünk, ha k fokszámú csúcshoz csatlakoztunk, hiszen ekkor az adott csúcs már nem k fokszámú és növelünk, ha pont egy (k - 1) fokszámú csúcshoz csatlakoztunk, hiszen ekkor létrejött egy k fokszámú csúcs. Minden más eset nem változtatja a mennyiségünket. Ezen mennyiség segítségével a következő adódik az idő elteltével: 

P(k) ~ k1+1/p,

vagyis egy 1 + 1/p fok exponensű skálafüggetlen hálózatot ad az eljárásunk. Ez a mennyiség minden esetben kettőnél nagyobb, hiszen p egy 0 és 1 közötti értéket felvevő valószínűség [9].
3.4.7.3. Séta egy hálózaton
A harmadik eljárásunk a Séta egy hálózaton nevet viseli (Walking on a Network). Elsősorban idézetségi hálózatok működését vették figyelembe ezen algoritmus kidolgozásánál, mégpedig a tudományos cikkek írásánál azon eljárást, amikor egy kutató, vagy egy diplomamunkáját író hallgató egy témán belül elolvas egy cikket, majd az irodalomjegyzékben találtak alapján tovább kutat a területen [9]. Valójában ezen dolgozat elkészítésénél is közre játszott a most tárgyalt eljárás. Az eljárás rekurzív alapokon nyugszik, hiszen az irodalmat áttekintve nem csak a forrásig juthatunk el, hanem más tudásanyagokat is találhatunk, sőt így eljárva még a téma végső forrását is megtalálhatjuk idővel, vagyis azt a cikket, ami elindított egy egész tudományos témakört. Ebben az eljárásban is irányított gráfokkal dolgozunk, valamint már megszokott módon a növekedéssel együtt mutatjuk az algoritmust. A 3.4.7. ábrán az algoritmus szemléltetését láthatjuk, ahol az áttekinthetőség miatt a különböző iterációs lépésekben kijelölt szülőcsúcsokat sorszámoztuk.

WON(S, p):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) irányított gráf

- ki az i csúcs fokszáma

- p valószínűség

Kimenő paraméter:

- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {egyetlen izolált csúcs} 

- E := {üres}


While true Loop
t új csúcs csatlakozik a hálózathoz, vagyis V := V U {t}
t csatlakozik egy véletlenszerűen választott i csúcshoz (t forrás, i pedig nyelő)
For az i csúcs minden j szülőjére Loop
t csatlakozik j-hez p valószínűséggel



(t forrás, j pedig nyelő)


i := j
End Loop
End Loop
[9]
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3.4.7. ábra: WON(S, p) algoritmus működése.

Mint az algoritmus neve is mutatja tulajdonképpen egy sétával bejárjuk a hálózatot, amíg nem találunk olyan csúcsot, akinek nincs szülője, pont, mint egy adott témában kutató tudós. Ezúttal is a bemenő p paraméterünktől függ az algoritmusunk. Abban a speciális esetben, amikor p = 1, akkor a következőt kapjuk a fokszámunk eloszlására [9]: 

P(k) ~ k-2.

Ami az alábbi egyenlőségből következik, ahol N a hálózat méretét jelöli:

Π(ki) = (ki +1)/ N.
Tehát skálafüggetlen hálózatot kaptunk, aminek a fok exponense: γ = 2. Szimulációk igazolták, hogy p ≤ pc ≈ 0,4 esetén a hálózat nem mutat skálafüggetlen jelleget, sőt ekkor exponenciális fokszám eloszlású gráfot kapunk. Ezzel ellenben p > pc esetén a hálózat skálafüggetlen lesz, ekkor γ közel van 2-höz, majd a már említett p = 1 esetben tetőzik [9]. A harmadik eljárásunk jól mutatja, hogy a való életből vett példák milyen jól hozzájárulnak a hálózatkutatás eredményeihez, vagyis amennyiben a való életben jól ismert skálafüggetlen hálózatokat figyelünk meg a fejlődésük során, akkor könnyen találhatunk a létrehozásukra ekvivalens algoritmusokat.

3.4.7.4. Él csatlakoztatás


A BA-modellel ekvivalens utolsó algoritmusunk neve Él csatlakoztatás (Attaching to edges). Ez a legegyszerűbb modell, amely teljes egészében ekvivalens a BA-modellel úgy, hogy explicit módon nem alkalmazza a népszerűségi kapcsolódást. Ezúttal irányítatlan gráfokat használunk, hiszen az irányítás maga nem játszik szerepet az eljárásban [9]. 
AE(S, p):

Bemenő paraméterek: 

- S = (V, E) gráf

- ki az i csúcs fokszáma

- p valószínűség

Kimenő paraméter:

- S = (V, E) gráf

Kezdeti értékadások:


- V := {tetszőleges, nem üres} 

- E := {tetszőleges, nem üres}


While true Loop
t új csúcs csatlakozik a hálózathoz, vagyis V := V U {t}
t csatlakozik egy véletlenszerűen választott él

mindkét végén található két csúcshoz
End Loop
[9]

A továbbiakban megmutatjuk a BA-modellel való teljes ekvivalenciát. Mivel az algoritmus érdekessége, hogy ezúttal nem csúcsot, hanem élet választunk, ezért egy most egy kicsit más szemszögből kell vizsgálnunk a létrejövő hálózatot. Először meg kell vizsgálnunk, hogy mit is jelent egy véletlen szerűen választott él. Minden lépésben lesznek magasabb fokszámú csúcspontok, ezekhez ebben a modellben is nagyobb valószínűséggel kapcsolódik az újonnan jövő csúcs, hiszen a magasabb fokszám pont azt jelenti, hogy több élhez csatlakozik az adott csúcs, amiből pedig következik, hogy egy jobban kapcsolt csúcshoz arányosan nagyobb valószínűséggel fogunk csatlakozni. Vagyis az alábbi gondolatmenet alapján felírhatjuk az alábbi egyenlőséget:

Π(ki) = ki / Σj kj.
Ezt az egyenlőséget a BA-modellben már láthattuk, pont ilyen valószínűséggel csatlakozott be az éppen érkező csúcs a hálózatba, és mivel már beláttuk, hogy ezen eljárás skálafüggetlen hálózat létrejöttéhez vezet, ezért azt állíthatjuk, hogy az éppen vizsgált algoritmus ekvivalens a BA-modellel. Tehát ezek alapján a következőt is mondhatjuk:

P(k) ~ k-3.

Vagyis γ = 3 fok exponensű skálafüggetlen hálózatot hoz létre az Él csatlakoztatás nevű eljárás [9]. A negyedik eljárásunk érdekessége, hogy nagyon frappáns módon ad teljesen egyszerű módot az előállításra, sőt akár azt is mondhatjuk, hogy még a népszerűségi kapcsolódásnál is egyszerűbb ez az algoritmus és még az ekvivalencia is egyszerűen látható. A 3.4.8. ábrán a negyedik algoritmusunk működését mutatjuk be, ahol a lila él a véletlenszerűen választott él..
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3.4.8. ábra: AE(S, p) algoritmus működése.

4. Összefoglalás
Célunk a diplomamunka írásának elkezdése előtt a skálafüggetlen hálózatokról utóbbi időkben született eredmények összefoglalása volt. Mint azt már a bevezetőben is említettük a forrásul megjelölt anyagokban az algoritmusok leírása informális volt. Munkánk során igyekeztünk ezt azonos formára hozni. Iványi Antal tanár úr és jómagam is az áttekinthető struktúrájú, formálisan leírt algoritmusok hívei vagyunk, hiszen így könnyebben megérhető és átlátható eredményt kapunk. Számos ilyen, azonos formájú algoritmust írtunk le a munka során. Ezek mindegyike kulcsfontosságú a skálafüggetlen hálózatok kutatásában, hiszen ahhoz, hogy jobban megértsük a körülöttünk lévő világot, mesterségesen létrehozott hálózatokon kell szimulálnunk ezen gráfok jövőjét, mint ahogy ezt részleteztük is már a hálózatok evolúciójáról szóló részben. A kutatómunka során ámulva tapasztaltam, hogy Barabási Albert-László milyen mélységben és milyen jelentősségben járult hozzá a terület fejlődéséhez, teljesen új dimenzióba helyezve ezzel a hálózatkutatást. Fontosnak tartottuk a dolgozatban legnagyobb elődjeinek, Erdős Pálnak és Rényi Alfrédnak munkásságáról is említést tenni. Konkrétan a véletlen gráfok témakörén belül végzett munkájuk miatt. Mint azt már korábban is említettük a skálafüggetlen hálózatok tudománya elsősorban a random gráfok vizsgálatával indult, annak ellenére, hogy a két téma teljesen ellentétes eredményeket hozott. Barabási Albert-László felfedezésinek köszönhetően a tény, hogy a körülöttünk lévő véletlen gráfok Erdős-Rényi-féle véletlen hálózatok, megdőlt, mint ahogy azt a szociális hálózatok vizsgálatáról szóló részben mi is említettük. Az algoritmusok írása közben hihetetlen volt látni, hogy milyen egyszerű és frappáns algoritmusokat találtak kutatók, melyek ekvivalensek a BA-modellel. A téma szépsége egyszerűségében rejlik, mégis bonyolult matematikai összefüggések tömegével állnak jelenleg rendelkezésünkre ezen terület kutatásához. A hálózatok témaköre olyan terület, amely érdeklődést kelt olyan emberekben is, amelyek egyáltalán nem fogékonyak a matematika elsajátítására. A BA-modell tulajdonságainak vizsgálata során láthattuk, hogy számos, már ismert matematikai mérték és fogalom érdekes tulajdonságokat mutat skálafüggetlen hálózatok vizsgálata során, sőt a gráf és hálózat elméleten kívül definiált fogalmak is nagyon jól beágyazhatóak a matematika ezen ágazatába. A diszkrét matematika, a gráf és a hálózat elmélet különös sajátossága látszik ezen dolgozaton is, miszerint a felszínen egyszerű, az átlag ember által is könnyen megérthető, átlátható területet belülről mégis mennyire áthatják bonyolultabb tudományterületek, mint például a fraktál elmélet, vagy a valószínűségszámítás. Dolgozatom végén köszönetet szeretnék mondani Iványi Antal tanár úrnak, aki lelkesedésével és érdeklődésével támogatta a diplomamunka létrejöttét, ugyanúgy, ahogy korábban azt a nagyprogramom témavezetőjeként is tapasztalhattam.
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