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(a, b, k, n)-VERSENYEK
Iványi Antal

(2011. április 24.)

Bevezetés
Legyenek a ≥ 0, b ≥ a, n ≥ 1 és k ≥ 2 nemnegatív egész számok. A
H(a, b, k, n) hiperverseny olyan hipergráf, amelynek n csúcsa van, és bár-
mely k különböz® csúcsa között összesen legalább a és legfeljebb b hiperél
van. Ez a verseny megadható olyan M = [mij ]c×(n+1) mátrixszal, amelynek
c =

(
n
k

)
sora és n oszlopa van, sorai a csúcsokból képezett k-asokhoz tartoz-

nak (lexikogra�kus sorrendben) és minden sor elemei azt mutatják, hogy a
k-asban szerepl® csúcsokból hány hiperél meg az oszlopnak megfelel® csúcs-
hoz.

A k = 2 esetben a Tn(a, b) jelölést használjuk. A Tn(a, b) verseny olyan
irányított gráf, amelynek n csúcsa van, és bármely két különböz® csúcsa között
összesen legalább a és legfeljebb b él van. Ez a verseny megadható olyan
M = [mij ]n×n mátrixszal, amelyben mii = 0 (1 ≤ i ≤ n) és a ≤ mij + mji ≤
b (1 ≤ i < j ≤ n).

A Hn(a, b, k) hiperverseny olyan hipergráf, amelynek n csúcsa van, és
bármely k különböz® csúcsa között összesen legalább a és legfeljebb b hiperél
van. Ez a verseny megadható olyan M = [mij ]c×(n+1) mátrixszal, amelynek
c =

(
n
k

)
sora és n oszlopa van, sorai a csúcsokból képezett k-asokhoz tartoznak

(lexikogra�kus sorrendben) és minden sor elemei azt mutatják, hogy a k-asban
szerepl® csúcsokból hány hiperél meg az oszlopnak megfelel® csúcshoz.

Egy Tn(a, b) verseny kifokainak nemcsökken®en rendezett s = 〈s1, s2, . . . ,
sn〉 sorozatát pontsorozatnak, befokainak nemcsökken®en rendezett t =
〈t1, t2, . . . , tn〉 sorozatát veszt®sorozatnak, az (s, t) sorozatpárt kett®s so-
rozatnak, a különböz® kifokainak h = {h1, h2, . . . , hm} halmazát pedig pont-
halmaznak nevezzük.

A sport azon szabályok összessége, amelyek rögzítik a lehetséges eredmé-
nyeket. Például a tenisz egyetlen lehetséges eredménye Stenisz = {1 : 0}, a
sakk eredményei Ssakk = {2 : 0, 1 : 1}, a focié Sfoci = {3 : 0, 1 : 1}. A tenisz
és a sakk teljes sportok, míg a foci hiányos sport.
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1. Focimátrix el®állítása, amelyben a sorösszegek
különböz®ek és minimális számú hármas van a

mátrixban [22]
Ezt a feladatot Bege Antal kolozsvári kolléga adta Blázsik Zolinak és nekem
az 1999-es visegrádi MACS konferencián, és a 2001-es félixfürd®i MACS-on
mondtam el a megoldást.

Egy körmérk®zéses focibajnokságban biztosítanunk kell, hogy a csapatok
pontszámai különbözzenek úgy, hogy ehhez a lehet® legkevesebb gy®zelemre
legyen szükség. El®ször nézzük a feladatot sakkverseny esetén. Legyen n =
2k+1 résztvev®. El®ször írjunk az eredménymátrixba mindenhová egyest. Az
els® k versenyz®t nevezzük er®snek, a (k + 1)-ediket közepesnek, az utolsó
k-t pedig gyengének. Az els® er®s versenyz® gy®zzön minden gyenge ellen,
így neki k + 2k = 3k pontja lesz. A második er®s versenyz® csak a (k − 1)
leggyengébb ellen gy®zzön, . . . , a k-adik er®s versenyz® pedig csak a (k + 2).
versenyz® ellen. Így a pontszámok 3k, 3k − 1, . . . k lesznek. Ez az optimális
megoldás n2/8 + O(n) gy®zelmet igényel.

A foci optimális megoldását négy csapaton mutatom meg. El®ször itt is
döntetlenekkel töltjük ki az eredménymátrixot, majd az els® csapat nyer a
második ellen és a második nyer a negyedik ellen. Így a pontszámok 5, 4, 3
és 2 lesznek, összesen két gy®zelem árán. Az ilyen módon kapott optimális
megoldás (3/2−√2)n2 + O(n) ∼ 0.0858n2 + O(n) gy®zelmet igényel.

2. Focisorozatok ellen®rzése [3, 23, 24, 25, 33, 40]
Kérdéses annak bonyolultsága, hogy nemnegatív egészek növekv® sorozata
lehet-e egy focibajnokság pontsorozata.

2003-ban arról beszéltem, hogyan próbáltuk adott sorozatról gyorsan el-
dönteni, hogy lehet-e focisorozat.

Azóta megjelent Ingo Wegener és társai cikke [3], amelyben megmutat-
ták, hogy a hasonló �Meisterschaft-Problem� NP-teljes. Ezt a feladatot Imreh
Csanád úgy fogalmazta át [21], hogy döntsük el, berajzolhatóak-e a foci játék-
szabályai szerint a lejátszatlan meccseknek megfelel® élek, hogy a kiválasztott
csapat minden meccsét megnyeri, a többiek kifoka pedig legfeljebb annyi le-
gyen, mint a kiválasztott csapaté.
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3. (a, b)-sorozatok ellen®rzése [1, 2, 4, 5, 6, 9, 10, 13,
14, 17, 20, 26, 31, 32, 36, 37, 39, 43, 50, 55, 58, 60]

A témakör klasszikus eredménye Landau 1953-as tétele [36].
1.1. tétel. (Landau, 1953) A nemnegatív egészeket tartalmazó s = (s1, s2,
. . . , sn) monoton nemcsökken® sorozat akkor és csak akkor pontsorozata egy
(1, 1, n)-versenynek, ha

k∑

i=1

si ≥
(m

2

)
(k = 1, 2, . . . n− 1) (1)

és
n∑

i=1

si ≥
(n

2

)
. (2)

Ezt a tételt Moon 1963-ban [38] kiterjesztette (a, a, n)-versenyekre, majd
Kemnitz és Dol� 1997-ben [32] adtak egy egyszer¶ bizonyítást a kiterjesztésre.
Számos helyreállító algoritmus ismert, például Gervacio és Ryser [11, 12, 39]
javasoltak négyzetes futási idej¶ algoritmust.

(a, b)-sorozatok gyors ellen®rzését teszi lehet®vé a következ® tétel [26].

1.2. tétel. (Iványi, 2009) Nemnegatív egészek D = 〈d1, d2, . . . , dn〉 nemcsök-
ken® sorozata (ahol n ≥ 2) akkor és csak akkor pontsorozata egy Tn(a, b)
versenynek, ha

aBk ≤
k∑

i=1

di ≤ bBn − Lk − (n− k)dk (1 ≤ k ≤ n), (3)

ahol

L0 = 0, és Lk = max

(
Lk−1, bBk −

k∑

i=1

di

)
(1 ≤ k ≤ n). (4)

Ha létezik megfelel® verseny, akkor a [26] cikkben és a [19] TDK-dolgozatban
leírt algoritmus O(n2dn) id® alatt el®állít egyet.

Csirik János kérdezte 2003-ban [6], hogy mit mondhatunk egy sorozatról
akkor, ha csak a mérk®zések egy része van lejátszva. Ha nem írjuk el®, mely
meccsek vannak lejátszva, akkor a feladat értelmezhet® (0, 1)-versenyként, és
akkor az 1.2 tétellel megoldható.
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4. (a, b)-sorozatok optimális helyreállítása [27, 31, 35]
Ha egy (s) sorozat nem pontsorozatra nem teljesednek annak szükséges

feltételei, hogy (a, b)-verseny pontsorozata lehessen, találhatunk alkalmas a′

és b′ számokat úgy, hogy s pontsorozata legyen valamely (a′, b′)-versenynek.
Ha például a Pi versenyz® az összes pontját a Pi+1 versenyz® ellen szerzi
(modulo n), akkor máris van megoldásunk.

Egy tavaly megjelent cikkben [27] sikerült a lehet® legnagyobb a és a
legkisebb b értéket meghatározni, amelyekkel adott s helyreállítható, és gyors
helyreállító algoritmus is sikerült találni, amely a Pont-szeletelés javított
változata.

5. (1,1)-halmazok és (2,2)-halmazok karakterizálása
[16, 29, 30, 47, 54, 57, 66]

Reid 1978-ban fogalmazta meg [54] híres sejtését, amely szerint a tenisze-
z®k mindenre képesek. Ez matematikai formában a következ®.
1.3. sejtés. (Reid, 1978) Nemnegatív egész számok bármely H halmazához
létezik olyan Tn (1, 1)-verseny, amelynek H a ponthalmaza.

Probléma felvet® cikkében Reid bizonyította a sejtést 1-, 2- és 3-elem¶ hal-
mazokra, majd Hager 1986-ban [16] 4- és 5-elem¶ halmazokra. Yao 1989-ben �
Landau tételét felhasználva � átfogalmazta a következ® aritmetikai állítássá,
és számelméleti eszközökkel be is bizonyította [66], Konstruktív bizonyítás
azonban mindmáig nem ismert.

1.4. tétel. (Yao, 1988) Ha 0 ≤ h1 < h2 < · · · < hm, akkor léteznek olyan
x1, x2, . . . , xm pozitív egészek, amelyekre

j∑

i=1

xihi ≥ (
∑j

i=1 xi)(
∑j

i=1 xi − 1)
2

, j ∈ [1 : m− 1]

és
m∑

i=1

xihi =
(
∑m

i=1 xi)(
∑m

i=1 xi − 1)
2

.

A sakkozók is sok ponthalmazt el® tudnak állítani, de nem mindet [29].

1.5. lemma. (Iványi, Phong,2004) Ha k ≥ 1, és az s pontsorozathoz a h
ponthalmaz tartozik, akkor az m = 1 esetben

n = 2h1 + 1 (5)
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és az m ≥ 2 esetben
2h1

k
+ 1 < n <

2hm

k
+ 1 (6)

és
n ≥ hm + 1 . (7)

Ez a lemma az m = 1 esetben pontos választ ad [29].

1.6. következmény. Ha h = 〈h1〉, akkor pontosan a s = 〈h2h1+1
1 〉 pontsoro-

zathoz tartozik a h ponthalmaz.

Másik érdekes következmény az, hogy nincs olyan sakkverseny, amelyen
az els® és az utolsó között egy pont különbség van. . Sakkban ugyanis k = 2,
és ekkor (6) szerint h1 + 1 < n < hm + 1, ami nem lehetséges, ha hm és h1

különbsége 1.
A 2004-es debreceni MACS konferencián konstruktív eredményeket is el-

mondtunk.

6. Kett®s (a, b)-sorozatok optimális helyreállítása
[18, 31, 42]

Hakimi a következ®, kett®s sorozatokra vonatkozó tételt bizonyította 1965-
ben [18], amelynek a = b = 1 speciális esetét a közelmúltban újra bizonyí-
tották H. Kim, Z. Toroczkai, Miklós István, Erd®s L. Péter és Székely László
[34].
1.7. tétel. (Hakimi1965) Legyen n ≥ 2 egy pozitív D = (d1, d2, . . . , dn) and
L = (l1, l2, . . . , ln) két, nemnegatív egészeket tartalmazó vektor, amelyek úgy
vannak rendezve, hogy di + li ≤ di+1 + li+1 (i = 1, 2, . . . , n− 1, és d1 + l1 > 0.
Akkor és csak akkor van olyan (0,∞)-verseny, amelynek D a pontvektora és
L a veszt®vektora, ha

n∑

i=1

di =
n∑

i=1

li (8)

és
n∑

i=1

(di + li) ≥ dn + ln. (9)

Ezt a tételt felhasználva lineáris id® alatt eldönthet®, hogy adott (D, L)
vektorpár kett®s vektora-e egy (0,∞) versenynek. Célunk:

a) ha L és D kielégítik az 1.7 tétel feltételeit, hogyan konstruálhatunk a



6

lehet® legkiegyensúlyozottabb versenyt?
b) ha L és D nem elégítik ki az 1.7 tétel feltételeit, hogyan de�niáljuk a

legjobb közelít® megoldást és azt hogyan állítsuk el®.

7. (a, b)-sorozatok közelít® helyreállítása [28, 31]
Ha nem léteznek az el®írt foksorozatokkal rendelkez® versenyek, akkor termé-
szetes feladat közelít® megoldás keresése. Tegyük fel, hogy a 2012-es magyar
focibajnokságban minden csapat megmondhatja, hány gólt akar rúgni, és há-
nyat kapni. Valószín¶, hogy több gólt akarnak majd rúgni, mint kapni, ezért
minden kívánság nem teljesíthet®.

Az n csapathoz hozzávéve még egyet, és mindenki annak rúgja a góljait,
és attól kapja, könnyen teljesíthet®k a többiek kívánságai. Ekkor optimalizá-
ciós cél lehet, hogy a többlet csapat szerepe minél kisebb legyen. Egy másik
lehet®ség, hogy több csapatnál is megengedjük a kívánságoktól való eltérést,
de az eltérések összegét akarjuk minimalizálni.

8. Hiperversenyek
[15, 19, 16, 46, 52, 53, 61, 62, 65, 63, 64]

Korábban a tanszéken rendszeresen rendeztünk ultibajnokságot. Hármas cso-
porokban játszottunk. Mi id®re játszottunk, de lehetne úgy, hogy például 1000
pontot teszünk az asztal közepére, és azon osztozunk.

Szoktunk hárman úgy teniszezni, hogy felváltva vagyunk egyedül, és 5
gémet játszunk. Így mindig van gy®ztes. A gy®zelem két pontot ér (ha ket-
ten gy®znek, feleznek). Így egy �körben� hat pont osztódik ki, és a lehetséges
kiosztások halmaze S = (4, 1, 1), (3, 3, 0), (2, 2, 2). Ez így egy hiányos (6,6,3)
hipersport. Ha valahogy de�niálunk egy gy®ztest, aki egy pontot kap, ak-
kor egy teljes (1,1,3) hipersportot kapunk. Utóbbira átvihet® a Landau-tétel
lényege, el®bbi nehéz.

Négyen szoktunk úgy játszani, hogy minden párosításban játszunk egy
szettet. Ha egy szet két pontot ér, amelyet a gy®ztesek osztanak el egymás
között, akkor S = (3, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 0) és egy hiányos (6, 6, 4) hipersportot
kapunk. Ha csak egy gy®ztest de�niálunk, akkor egy teljes S = (1, 1, 4) hi-
persportot kapunk.

Nem nehéz megmutatni, hogy például az (1, 1, 3) hiperversenyekkel csak
bizonyos egyelem¶ halmazok állíthatók el®.

Csirik János kérdezte az el®adáson, mire képesek a hipersportolók, ha
megengedjük, hogy csak a meccsek egy részét játsszák le. Vagy milyen pont-
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sorozatokat tudnak el®állítani, ha például ismert sorsolás mellett adott számú
fordulót (vagy mindannyian adott számú meccset) játszottak le [7].

Ezzel kapcsolatos Pálvölgyi Dömötör eredménye [40]: ha el®írjuk, hogy
milyen meccsek legyenek lejátszva, akkor már a teniszversenyek esetén is NP-
nehéz a sorozatok ellen®rzése.

9. Hiperversenyek egyelem¶ ponthalmazai
[?, 47, 48, 49, 66]

Foglalkozzunk azzal a kérdéssel, hogy a különböz® hiperversenyek esetén mi-
lyen egyelem¶ ponthalmazok vannak, és azok hányféle pontsorozattal állítha-
tók el®.

Mivel k = 2 esetén Yao tétele szerint nemnegatív számok bármely halmaza
lehet ponthalmaz, ezért az els® kérdésre az a válasz, hogy tetsz®leges p ≥ 0
egész számhoz van olyan H ∈ H(1, 1, 2, n) verseny, amelynek a ponthalmaza
éppen {p}. Azt is könny¶ belátni, hogy minden p-hez egyetlen pontsorozat
tartozik. Ugyanis ebben az esetben a játokosnak összesen egyrészt np, más-
részt pedig

(
n
2

)
pontja van. Az

(n

2

)
= pn

egyenletb®l egyértelm¶en adódik, hogy csak n = 2p + 1 játékos esetén lehet
minden játékosnak p pontja. Ha feltesszük, hogy a Pi játékos pontosan a
Pj (j = i+1, i+2, . . . , i+ p) (modn) játékosok ellen gy®zött, akkor beláttuk,
hogy k = 2 esetén minden p ≥ 0 szám esetén az s = (p)2p+1 pontsorozat
állítja el® a megfelel® ponthalmazt.

Érdekesebb a k = 3 eset. Most a
(n

3

)
= np

szükséges feltételt kapjuk, ahonnan

(n− 1)(n− 2) = p3!. (10)

a eset) Ha n = 1 vagy n = 2, akkor nincs meccs, ezért a játékosok pont-
száma p = 0.

b eset) Ha n = 3m (m = 1, 2, . . .), akkor (10) jobb oldala osztható há-
rommal, a bal oldala viszont nem, ezért nincs megoldás.

c eset) Legyen n > 3 és n = 3m + 1. Ekkor az (10) egyenl®ségb®l

3m(3m− 1) = 6p



adódik. A bal oldalon páros m m-re a zárójel el®tti, páratlan m-re pedig a
zárójelben lév® tényz® páros, tehát a bal oldal osztható 3-mal, így p-re a

p =
3m(3m− 1)

6

kifejezést kapjuk.
d eset) Legyen n > 3 és n = 3m + 2. Ekkor az (10) egyenl®ségb®l

(3m + 1)3m = 6p.

feltétel adódik. A bal oldal most is mindig osztható hattal, és így p-re a

p =
(3m + 1)3m

6

kifejezést kapjuk, ahonnan

p =
(3m + 1)3m

6
.

A Hiper-szeletelés algoritmussal helyreállíthatjuk a megfelel® pontso-
rozatot.

Ezzel a módszerrel tetsz®leges k ≥ 3 eset kezelhet®.
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

Az irodalomjegyzékben letölthet® megjegyzéssel szerepl® m¶vek letölt-
het®k a megadott honlapról, a digitálisan megjegyzéssel szerepl® m¶vek pe-
dig a http://compalg.inf.elte.hu/∼tony/Oktatas/Algoritmusok-hatekonysaga
honlapról.
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