(a,b, k,n)-VERSENYEK
(2011. dprilis 24.)

Bevezetés

Legyenek a > 0, b > a, n > 1 é k > 2 nemnegativ egész szamok. A
H(a, b, k,n) hiperverseny olyan hipergraf, amelynek n cstcsa van, és bar-
mely k kiilonb6z§ csiicsa kézott Gsszesen legaldbb a és legfeljebb b hiperél
van. Ez a verseny megadhaté olyan M = [m;j].x(n41) métrixszal, amelynek
c= (Z) sora és n oszlopa van, sorai a cstcsokbol képezett k-asokhoz tartoz-
nak (lexikografikus sorrendben) és minden sor elemei azt mutatjak, hogy a
k-asban szerepld csicsokbol hany hiperél meg az oszlopnak megfelel§ cstcs-
hoz.

A k = 2 esetben a 7,(a,b) jelolést hasznaljuk. A 7,(a,b) verseny olyan
irdnyitott graf, amelynek n cstcsa van, és barmely két kiilonb6z6 csticsa kdzott
Osszesen legalabb a és legfeljebb b él van. Ez a verseny megadhaté olyan
M = [myj|nxn métrixszal, amelyben my; =0 (1 <i < n) és a < my; +my; <
b(l<i<j<nmn).

A H,(a,b, k) hiperverseny olyan hipergraf, amelynek n cstucsa van, és
barmely k kiillénbo6z6 csucsa kdzott Osszesen legalabb a és legfeljebb b hiperél
van. Ez a verseny megadhaté olyan M = [m;j].x(n41) métrixszal, amelynek
c= (Z) sora és n oszlopa van, sorai a csicsokbol képezett k-asokhoz tartoznak
(lexikografikus sorrendben) és minden sor elemei azt mutatjak, hogy a k-asban
szerepld csiucsokbol hany hiperél meg az oszlopnak megfelels csicshoz.

Egy 7, (a,b) verseny kifokainak nemcsokkenGen rendezett s = (s1, sa,. ..,
Sp) sorozatat pontsorozatnak, befokainak nemcsokkenden rendezett t =
(t1,ta,...,ty) sorozatat vesztGsorozatnak, az (s,t) sorozatpart kettds so-
rozatnak, a kiilonb6z6 kifokainak h = {hy, ho, ..., h;, } halmazat pedig pont-
halmaznak nevezziik.

A sport azon szabélyok Osszessége, amelyek rogzitik a lehetséges eredmeé-
nyeket. Példaul a tenisz egyetlen lehetséges eredménye Sienisz = {1 : 0}, a
sakk eredményei Ssopr = {2:0, 1: 1}, afocié Spoe; = {3:0, 1:1}. A tenisz
és a sakk teljes sportok, mig a foci hiAnyos sport.



1. Focimatrix elGallitasa, amelyben a sorGsszegek
kiilonb6z6ek és minimalis szama harmas van a
matrixban [22]

Ezt a feladatot Bege Antal kolozsvari kolléga adta Blazsik Zolinak és nekem
az 1999-es visegradi MACS konferencidn, és a 2001-es félixfiird6i MACS-on
mondtam el a megoldést.

Egy kormérkézéses focibajnoksagban biztositanunk kell, hogy a csapatok
pontszamai kiilonbo6zzenek Ggy, hogy ehhez a lehetd legkevesebb gy&zelemre
legyen sziikség. Elgszor nézziikk a feladatot sakkverseny esetén. Legyen n =
2k +1 résztvevs. Elgszor irjunk az eredményméatrixba mindenhové egyest. Az
els6 k versenyz6t nevezziik erésnek, a (k + 1)-ediket kozepesnek, az utolso
k-t pedig gyengének. Az els§ erds versenyz$ gy6zzon minden gyenge ellen,
igy neki k + 2k = 3k pontja lesz. A mésodik erds versenyz6 csak a (k — 1)
leggyengébb ellen gy6zzon, ..., a k-adik erds versenyz6 pedig csak a (k + 2).
versenyz6 ellen. Igy a pontszamok 3k, 3k — 1, ...k lesznek. Ez az optimalis
megoldas n?/8 + O(n) gy6zelmet igényel.

A foci optimalis megoldasat négy csapaton mutatom meg. Elgszor itt is
dontetlenekkel toltjik ki az eredménymaétrixot, majd az els§ csapat nyer a
masodik ellen és a masodik nyer a negyedik ellen. Igy a pontszamok 5, 4, 3
és 2 lesznek, Osszesen két gy6zelem aran. Az ilyen moédon kapott optimalis
megoldas (3/2 — v/2)n? + O(n) ~ 0.0858n% + O(n) gy6zelmet igényel.

2. Focisorozatok ellendrzése [3], 23|, 24, 25, 33| 40]

Kérdéses annak bonyolultsdga, hogy nemnegativ egészek ndvekvd sorozata
lehet-e egy focibajnoksig pontsorozata.

2003-ban arrél beszéltem, hogyan préobaltuk adott sorozatrél gyorsan el-
donteni, hogy lehet-e focisorozat.

Azota megjelent Ingo Wegener és tarsai cikke [3], amelyben megmutat-
tak, hogy a hasonld ,,Meisterschaft-Problem” NP-teljes. Ezt a feladatot Imreh
Csanad ugy fogalmazta at [21], hogy dontsiik el, berajzolhatoak-e a foci jaték-
szabalyai szerint a lejatszatlan meccseknek megfelels élek, hogy a kivélasztott
csapat minden meccsét megnyeri, a tobbiek kifoka pedig legfeljebb annyi le-
gyen, mint a kivalasztott csapaté.



3. (a,b)-sorozatok ellenérzése [1, 2, 4, 5, 6, 9, 10, 13,
14, 17, 20, 26, 31, 32, 36, 37, 39, 43, 50, 55| 58, 60]

A témakor klasszikus eredménye Landau 1953-as tétele [36].
1.1. tétel. (Landau, 1953) A nemnegativ egészeket tartalmazé s = (s1, so,
..., 8p) monoton nemcsokkend sorozat akkor és csak akkor pontsorozata egy
(1,1, n)-versenynek, ha

Zsiz(?) (k=1,2,...n—1) (1)

zn:si > (Z) . 2)
=1

Ezt a tételt Moon 1963-ban [38] kiterjesztette (a, a, n)-versenyekre, majd
Kemnitz és Dolff 1997-ben [32] adtak egy egyszerti bizonyitast a kiterjesztésre.
Szamos helyreallit6 algoritmus ismert, példaul Gervacio és Ryser [11], 12, 39]
javasoltak négyzetes futdsi idejii algoritmust.

(a, b)-sorozatok gyors ellenérzését teszi lehetéve a kovetkezs tétel [26].

1.2. tétel. (Ivanyi, 2009) Nemnegativ egészek D = (dy,da, ..., dy) nemecsok-
kend sorozata (ahol n > 2) akkor és csak akkor pontsorozata egy T,(a,b)
versenynek, ha

k
aBy <Y di <bBp— Ly — (n—k)dp (1 <k <n), (3)
i=1

ahol

k
L() = 0, €s Lk = Imax <Lk1, ka - Zdz> (1 < k < n) (4)
i=1

Ha létezik megfelel verseny, akkor a [26] cikkben és a [19] TDK-dolgozatban
leirt algoritmus O(n?d,,) id6 alatt elsallit egyet.

Csirik Janos kérdezte 2003-ban [6], hogy mit mondhatunk egy sorozatrol
akkor, ha csak a mérkézések egy része van lejatszva. Ha nem irjuk el§, mely
meccsek vannak lejatszva, akkor a feladat értelmezhets (0, 1)-versenykent, és
akkor az [1.2] tétellel megoldhaté.



4. (a,b)-sorozatok optimalis helyreallitasa [27, 31, 35]

Ha egy (s) sorozat nem pontsorozatra nem teljesednek annak sziikséges
feltételei, hogy (a,b)-verseny pontsorozata lehessen, taldlhatunk alkalmas o
és b’ szamokat gy, hogy s pontsorozata legyen valamely (a’,b’)-versenynek.
Ha példaul a P; versenyz6 az Osszes pontjat a Py versenyzé ellen szerzi
(modulo n), akkor maris van megoldasunk.

Egy tavaly megjelent cikkben [27] sikeriilt a lehets legnagyobb a és a
legkisebb b értéket meghatarozni, amelyekkel adott s helyreallithato, és gyors
helyreallité algoritmus is sikeriilt taldlni, amely a PONT-SZELETELES javitott
véltozata.

5. (1,1)-halmazok és (2,2)-halmazok karakterizalasa
[16, 29, 30, 47, 54, 57, 66]

Reid 1978-ban fogalmazta meg [54] hires sejtését, amely szerint a tenisze-
z6k mindenre képesek. Ez matematikai formaban a kovetkezd.
1.3. sejtés. (Reid, 1978) Nemnegativ egész szamok barmely H halmazdhoz
létezik olyan T, (1,1)-verseny, amelynek H a ponthalmaza.

Probléma felvetd cikkében Reid bizonyitotta a sejtést 1-, 2- és 3-elemi hal-
mazokra, majd Hager 1986-ban [16] 4- és 5-elemii halmazokra. Yao 1989-ben —
Landau tételét felhasznélva — atfogalmazta a kivetkezd aritmetikai allitassa,
és szamelmeleti eszkozokkel be is bizonyitotta [66], Konstruktiv bizonyitas
azonban mindmaig nem ismert.

1.4. tétel. (Yao, 1988) Ha 0 < hy < hy < -+ < hy,, akkor léteznek olyan
T1, T2, ..., Tm pozitiv egészek, amelyekre

i:ﬂz’h' > (Zgzl sz)(Zle z; — 1)

i 2 2 , jE[l:m—1]

€s

A sakkozok is sok ponthalmazt el6 tudnak allitani, de nem mindet [29].

1.5. lemma. (Ivanyi, Phong,2004) Ha k > 1, és az s pontsorozathoz a h
ponthalmaz tartozik, akkor az m = 1 esetben

n=2h;+1 (5)



€s az m > 2 esetben oh oh
1 m
— 41 — 41
r +1l<n< k: + (6)
€s
n>hy+1. (7)

Ez a lemma az m = 1 esetben pontos valaszt ad [29].

1.6. kovetkezmény. Ha h = (h1), akkor pontosan a s = (h%hﬁl

zathoz tartozik a h ponthalmaz.

) pontsoro-

Masik érdekes kovetkezmény az, hogy nincs olyan sakkverseny, amelyen
az elsd és az utolso kozott egy pont killénbség van. . Sakkban ugyanis k = 2,
és ekkor (6)) szerint Ay +1 < n < hy, + 1, ami nem lehetséges, ha hy,, és hy
kiilonbsége 1.

A 2004-es debreceni MACS konferencidn konstruktiv eredményeket is el-
mondtunk.

6. Kettds (a,b)-sorozatok optimalis helyreallitasa
[18, 31, 42]

Hakimi a kovetkez6, kett&s sorozatokra vonatkozo tételt bizonyitotta 1965-
ben [18], amelynek a = b = 1 speciélis esetét a kozelmultban tjra bizonyi-
tottak H. Kim, Z. Toroczkai, Miklos Istvan, Erdés L. Péter és Székely Laszlo
[34].

1.7. tétel. (Hakimil965) Legyen n > 2 egy pozitiv D = (dy,ds,...,dy) and
L = (l1,la,...,1l,) két, nemnegativ egészeket tartalmazdé vektor, amelyek gy
vannak rendezve, hogy d; +1; < djy1+1liy1 (1=1,2,...,n—1, ésdy +1; > 0.
Akkor és csak akkor van olyan (0, 00)-verseny, amelynek D a pontvektora és

L a vesztévektora, ha
n n
Sa-Y ®
i=1 i=1

€s
n

D (di+ 1) > dn + 1. 9)

i=1

Ezt a tételt felhasznédlva linearis id6 alatt eldonthets, hogy adott (D, L)
vektorpar kettés vektora-e egy (0,00) versenynek. Célunk:
a) ha L és D kielegitik az 1.7 tétel feltételeit, hogyan konstrualhatunk a



lehetd legkiegyensulyozottabb versenyt?
b) ha L és D nem elégitik ki az [1.7 tétel feltételeit, hogyan definidljuk a
legjobb kozelité megoldast és azt hogyan allitsuk elé.

7. (a,b)-sorozatok kozelité helyreallitasa [28, 31]

Ha nem léteznek az el&irt foksorozatokkal rendelkezd versenyek, akkor termé-
szetes feladat kozelitd megoldas keresése. Tegyiik fel, hogy a 2012-es magyar
focibajnoksadgban minden csapat megmondhatja, hany gélt akar riigni, és hé-
nyat kapni. Valészint, hogy tobb gélt akarnak majd rigni, mint kapni, ezért
minden kivinsig nem teljesithetd.

Az n csapathoz hozzavéve még egyet, és mindenki annak rigja a goljait,
és attol kapja, kdnnyen teljesithet6k a tobbiek kivansagai. Ekkor optimalizé-
cios cél lehet, hogy a tobblet csapat szerepe minél kisebb legyen. Egy masik
lehetdség, hogy tobb csapatndl is megengedjiik a kivansagoktol vald eltérést,
de az eltérések Osszegét akarjuk minimalizalni.

8. Hiperversenyek
[15, 19, 16, 46/, 52, 53, 61, 62, 65, 63, 64]

Kordbban a tanszéken rendszeresen rendeztiink ultibajnoksagot. Harmas cso-
porokban jatszottunk. Mi id6re jatszottunk, de lehetne Ggy, hogy példaul 1000
pontot tesziink az asztal kdzepére, és azon osztozunk.

Szoktunk harman gy teniszezni, hogy felvaltva vagyunk egyediil, és 5
gémet jatszunk. Igy mindig van gyéztes. A gy6zelem két pontot ér (ha ket-
ten gyéznek, feleznek). Igy egy ,korben” hat pont osztodik ki, és a lehetséges
kiosztasok halmaze S = (4,1,1),(3,3,0),(2,2,2). Ez igy egy hianyos (6,6,3)
hipersport. Ha valahogy definidlunk egy gy6ztest, aki egy pontot kap, ak-
kor egy teljes (1,1,3) hipersportot kapunk. Utdbbira atvihets a Landau-tétel
lényege, elébbi nehéz.

Négyen szoktunk ugy jatszani, hogy minden parositdsban jatszunk egy
szettet. Ha egy szet két pontot ér, amelyet a gy6ztesek osztanak el egymas
kozott, akkor S = (3,1,1,1),(2,2,2,0) és egy hianyos (6,6,4) hipersportot
kapunk. Ha csak egy gyGztest definidlunk, akkor egy teljes S = (1,1,4) hi-
persportot kapunk.

Nem nehéz megmutatni, hogy példaul az (1, 1,3) hiperversenyekkel csak
bizonyos egyelemi halmazok &llithatok els.

Csirik Janos kérdezte az elGadason, mire képesek a hipersportolok, ha
megengedjiik, hogy csak a meccsek egy részét jatsszék le. Vagy milyen pont-



sorozatokat tudnak el@éllitani, ha példaul ismert sorsolas mellett adott szdmu
fordulot (vagy mindannyian adott szamua meccset) jatszottak le [7].

Ezzel kapcsolatos Palvolgyl Domotor eredménye [40]: ha elSirjuk, hogy
milyen meccsek legyenek lejatszva, akkor mar a teniszversenyek esetén is NP-
nehéz a sorozatok ellenérzése.

9. Hiperversenyek egyelemii ponthalmazai
[7, 147, 48| 49, 60]

Foglalkozzunk azzal a kérdéssel, hogy a kiilonb6z6 hiperversenyek esetén mi-
lyen egyelemd ponthalmazok vannak, és azok hanyféle pontsorozattal allitha-
tok eld.

Mivel k = 2 esetén Yao tétele szerint nemnegativ szamok barmely halmaza
lehet ponthalmaz, ezért az els6 kérdésre az a valasz, hogy tetszéleges p > 0
egész szamhoz van olyan H € H(1,1,2,n) verseny, amelynek a ponthalmaza
éppen {p}. Azt is konnyi belatni, hogy minden p-hez egyetlen pontsorozat
tartozik. Ugyanis ebben az esetben a jatokosnak Osszesen egyrészt np, mas-

részt pedig () pontja van. Az
(5)
=pn
9 p

egyenletbdl egyértelmiien adodik, hogy csak n = 2p + 1 jatékos esetén lehet
minden jatékosnak p pontja. Ha feltessziik, hogy a P; jatékos pontosan a
Pj(j=1i+1,i4+2,...,i+p) (modn) jatékosok ellen gy6zott, akkor belattuk,
hogy k = 2 esetén minden p > 0 szdm esetén az s = (p)?P* pontsorozat
allitja eld a megfelel6 ponthalmazt.

Erdekesebb a k = 3 eset. Most a

()=

sziikséges feltételt kapjuk, ahonnan
(n—1)(n—2) = p3l. (10)

a eset) Ha n = 1 vagy n = 2, akkor nincs meccs, ezért a jatékosok pont-
szama p = 0.

b eset) Han = 3m (m = 1,2,...), akkor (10) jobb oldala oszthaté ha-
rommal, a bal oldala viszont nem, ezért nincs megoldas.

c eset) Legyen n > 3 és n = 3m + 1. Ekkor az (10) egyenlGségbdl

3m(3m —1) = 6p



adodik. A bal oldalon paros m m-re a zarojel el6tti, paratlan m-re pedig a
zardjelben 1év6 tényzs péros, tehédt a bal oldal oszthaté 3-mal, igy p-re a

~ 3m(3m —1)
B 6

kifejezést kapjuk.
d eset) Legyen n > 3 és n = 3m + 2. Ekkor az (10) egyenlgségbdl

(3m + 1)3m = 6p.

feltétel adodik. A bal oldal most is mindig oszthatd hattal, és igy p-re a

(3m +1)3m
6

kifejezést kapjuk, ahonnan

(3m + 1)3m
T

A HIPER-SZELETELES algoritmussal helyreallithatjuk a megfeleld pontso-
rozatot.

Ezzel a médszerrel tetszéleges k > 3 eset kezelhetd.
OEICEOICIGIOIOICICGICIQOICOIOIC@IOICQCIOQICIOIOCOI@LE)
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Az irodalomjegyzékben letSlthetd megjegyzéssel szereplé mivek letolt-
hetsk a megadott honlaprél, a digitalisan megjegyzéssel szerepld miivek pe-
dig a http://compalg.inf.elte.hu/~tony/Oktatas/Algoritmusok-hatekonysaga
honlaprol.
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