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ÜTEMEZ� ALGORITMUSOK HIBAFÜGGVÉNYEI
(Processzorszámot minimalizáló algoritmusok)

Iványi Antal, 2011. május 17.
(Ez a kézirat letölthet® a következ® címr®l:

http://compalg.inf.elte.hu/∼ tony/Kutatas/TAMOP/Papers-in-journals/)

1. Bevezetés
Tegyük fel, hogy egymástól független programokat kell futtatnunk,

és minden számítógép csak egységnyi ideig m¶ködik (az egység lehet
például egy 8 órás m¶szak). Célunk a programok olyan szétosztása a
gépek között, hogy minél kevesebb gépet használjunk.

A feladat formális megfogalmazása a következ®. Legyen n ≥ 1 egész
szám, t = (t1, t2, . . . , tn) pedig valós számokat tartalmazó vektor, ahol
ti ∈ (0, 1] minden i = 1, 2, . . . , n indexre. Osszuk fel a sorozatot minél
kevesebb olyan részsorozatra, melyekben az elemek összege legfeljebb 1.

A feladat egydimenziós ládapakolási feladatként is ismert [22, 23, 39,
45, 52]. A feladat NP-teljes [22, 39] (például visszavezethet® az összeg-
zési feladatra [22, 39]), ezért a gyakorlati megoldásra közelít® algorit-
musokat [23, 33, 37] alkalmaznak.

Az A és B algoritmus relatív hatékonyságát gyakran jellemzik a ki-
választott hatékonysági mérték értékeinek hányadosával, jelen esetben
az A((t)/B(t) relatív ládaszámmal. Ennek a hányadosnak a felhaszná-
lásával különböz® jellemz®k de�niálhatók, például a relatív ládaszám
legrosszabb, várható és legjobb esete.

Ebben a cikkben a legismertebb közelít® (NF, FF, BF, NFD, BFD,
FFD) [19, 41, 42, 43, 49] és becsl® (MAX, SUM, BIG, UPP) [3, 4,
49] algoritmusok legrosszabb esetére vonatkozó eredményeket foglaljuk
össze

Az átlagos eset vizsgálata rendszerint lényegesen nehezebb, míg a
legjobb eset vizsgálata rendszerint könny¶.

Legyen Dn azon valós listák halmaza, amelyek n elemet tartalmaz-
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nak, és legyen D az összes valós lista halmaza, azaz

D =
⋃∞

i=1 Di . (1)

Legyen Apak a minden t ∈ D listához egy nemnegatív valós számot
hozzárendel®, és így a D → R+

0 leképezést megvalósító algoritmusok hal-
maza. Ezeket az algoritmusokat ládapakoló algoritmusoknak nevezzük
annak ellenére, hogy nem állítanak el® konkrét pakolást, legfeljebb az
optimális ládaszám valamilyen becslését adják.

Legyen Aopt a minden listához az optimális ládaszámot rendel® al-
goritmusok halmaza, és OPT ennek a halmaznak egy eleme (azaz egy
olyan algoritmus, amely minden t ∈ D listához megadja a listához tar-
tozó tárgyak elhelyezéséhez szükséges és elégséges ládák számát).

Legyen Aköz azon A ∈ Apak algoritmusok halmaza, amelyekre A(t) ≥
OPT(t) minden t ∈ D listára, és van olyan t ∈ D lista, amelyre A(t) >
OPT(t). Legyen Abecs azon E ∈ Apak algoritmusok halmaza, amelyekre
0 ≤ E(t) ≤ OPT(t) minden t ∈ D listára, és van olyan t ∈ D lista,
amelyre E(t) < OPT(t).

Legyen Fn azon valós listák halmaza, amelyekre OPT(t) = n, azaz
Fn = {t | t ∈ D és OPT(t) = n (n = 1, 2, . . .)}. Az A és B ∈ Aköz∪Abecs
algoritmusok RA,B,n hibafüggvényét, RA,B abszolút hibáját (röviden:
hibáját) és RA,∞ aszimptotikus hibáját a következ®képpen de�niáljuk:

RA,B,n = sup
t∈Fn

A(t)

B(t)
, (2)

RA,B = sup
t∈F

A(t)

B(t)
, (3)

RA,∞ = lim sup
n→∞

RA,B,n . (4)

Ezek a mennyiségek f®leg akkor érdekesek, ha B ∈ Aopt. Ilyenkor
az egyszer¶ség kedvéért a jelölésekb®l elhagyjuk a B-t, és az A ∈ Aköz,
illetve az E ∈ Abecs algoritmusok hibafüggvényér®l, hibájáról és aszimp-
totikus hibájáról beszélünk. Érdemes megjegyezni, hogy a közelít® al-
goritmusok hibafüggvényének minden értéke legalább 1, míg a becsl®
algoritmusok hibafüggvényének minden értéke legfeljebb 1.

2. NF algoritmus
Az NF algoritmusra vonatkozó els® jellemzés 1972-ben jelent meg,
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D. S. Johnson PhD disszertációjának kéziratában [48]. Ma inkább D. S.
Johnson megvédett értekezésére [49] hivatkoznak.
1.1. tétel. (Johnson, 1972) Ha t ∈ Fn, akkor

n = OPT(t) ≤ NF(t) ≤ 2OPT(t)− 1 = 2n + 1 . (5)

Továbbá, ha k ∈ Z+, akkor léteznek olyan uk és vk listák, melyekre

k = OPT(uk) = NF(uk) (6)

és
k = OPT(vk) és NF(vk) = 2OPT(vk)− 2 . (7)

1984-ben a [41] cikkben ennél pontosabb (éles) korlátot adtunk.
Legyen ν azon ládapakoló algoritmusok halmaza, amelyek ütemezé-

sében a szomszédos ládákba kerül® tárgyak súlyösszege mindig nagyobb
egynél. Továbbá legyen βm = {b, 2b, 3b, . . . , 2kb}, ahol b = 2−k, ha k ≥ 0.

1.2. tétel. (Iványi, 1984) Ha t ∈ Fn, akkor minden A ∈ ν ládapakoló
algoritmusra fennáll

n = OPT(t) ≤ A(t) ≤ 2OPT(t)− 1 = 2n− 1 . (8)

Továbbá, ha k ∈ Z, akkor létezik olyan B ∈ ν ládapakoló algoritmus és
léteznek olyan uk és vk listák, melyekre

k = OPT(uk) = B(uk), (9)

k = OPT(vk) és B(vk) = 2k − 1 , (10)
továbbá uk és vk minden eleme a dβlog ne halmazhoz tartozik.

Bizonyítás. A fels® korlátot úgy bizonyíthatjuk, hogy feltesszük a kor-
lát ellenkez®jét, miszerint van olyan L = (t1, t2, . . . , Tn) lista, amelyre
OPT(L) = n és FF(L) ≥ 2n. Mivel NF csak akkor nyit meg új ládát, ha
a soron következ® tárgy nem fér be az utolsó megnyitott ládába, ezért
az FF ütemezésében a szomszédos ládákban lév® tárgyak súlyösszege
nagyobb egynél, így a 2n ládában n-nél nagyobb lenne a súlyösszeg, és
OPT nem tudná a listát n ládába bepakolni.

A tétel második részét pedig olyan uk = (1, 1, . . . , 1) listával bizo-
nyíthatjuk, amely k darab egyest tartalmaz, és olyan vk = (1

2
, 1

4k−1
)
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listával.

Ez a tétel magyarul is megtalálható a [47] könyv 500. oldalán, mint
11.9. tétel.

A NF ládapakoló algoritmus jellemz® adatai ismertek.
1.3. tétel. Ha t ∈ Fn, akkor

n = OPT(t) ≤ NF(t) ≤ 2OPT(t)− 1 = 2n− 1 . (11)

Továbbá, ha k ∈ Z, akkor léteznek olyan uk és vk listák, melyekre

k = OPT(uk) = NF(uk) (12)

és
k = OPT(vk) és NF(vk) = 2k − 1 . (13)

Ebb®l az állításból adódik a NF fájlelhelyez® algoritmus hibafügg-
vénye, abszolút hibája és aszimptotikus hibája.
1.4. következmény. Ha n ∈ Z, akkor

RNF,n = 2− 1

n
, (14)

továbbá
RNF = RNF,∞ = 2 . (15)

3. FF algoritmus
R. L. Graham, 1972-ben [40] 1972-ben megmutatta, hogy az L =

(0.067, 0.515, 0.12, 0.163, (0.342)5, (0.51)10) listára FF(L) = 17, és ha a
listát csökken® sorrendbe rendezzük, akkor az így kapott L′ = (0.5110, 0.3410,
0.1610, 0.1010) listára FFL′ = OPT(L′) = 10.

Graham ebben a cikkében megfogalmazta azt a sejtést, hogy ha
OPT(L) elég nagy, akkor RFF/OPT(L) < 1.7.

A [41, 42] dolgozatban megmutattuk, hogy az FF relatív hibája tet-
sz®legesen nagy optimális ládaszám esetén is felveszi az 1,7 értéket.
1.5. tétel. (Iványi, 1984). Ha Ha n ∈ Z, akkor létezik olyan M halmaz,
melynek elemei véges bináris törtek, k = OPT(M), FF(M) = BF(M)
= b17

10
c.
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Bizonyítás. El®ször el®állítunk egy olyan halmazt, melynek elemei
megfelelnek az (1.5) egyenl®ségnek, majd ezen halmaz elemeit közelítjük
megfelel® bináris törtekkel.

. . .

A FF ládapakoló algoritmus legrosszabb esetére vonatkozik a követ-
kez® két állítás [44].

1.6. lemma. (telítettségi lemma).

A lemmának van két er®sebb formája is.
A telítettségi lemma segítségével fels® korlátot bizonyítunk a FF (t)

OPT (t)
hányadosokra.

1.7. tétel. (Iványi, 1986) Ha n ∈ Z+ és t ∈ Fn, akkor

FF(t) <
7

4
. (16)

Bizonyítás. Legyen OPT(t) = p, FT(t) = f .
a) Ha 1 ≤ n ≤ 3, akkor a (16) egyenl®tlenség következik a 14 egyen-

l®tlenségb®l.
b) Ha n ≥ 4, akkor jelöljük q-val azon ládák számát, amelyekben a

FF pakolása szerint pontosan egy tárgy van. b1 eset. q = 0. Ekkor mind
az f ládában legalább 2�2 tárgy van, így a telítettségi lemma szerint

p >
2

3
f, (17)

ahonnan p
f

< 3
2
adódik.

1994-ben D. Simchi-Levi [56] egy valamivel gyengébb állításra pub-
likált bonyolultabb bizonyítást (viszont az ® bizonyítása a BF algorit-
musra is jó).)

Garey, Graham, Ullman, 1973: [38].

1.8. tétel. (Garey, Graham, Ullman, 1973) Ha t ∈ Fn, akkor

OPT(t) ≤ FF(t), BF(t) ≤ 1.7OPT(t) + 2 . (18)
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Továbbá, ha k ∈ Z, akkor léteznek olyan uk és vk listák, melyekre

k = OPT(uk) = FF(uk) = BF(uk), (19)

valamint

k = OPT(vk) és FF(vk) = BF(vk) = b1.7kc . (20)

A FF algoritmusra egy er®sebb fels® korlát is érvényes [50].

1.9. tétel. Johnson et al., 1974) Ha t ∈ Fn, akkor

OPT(t) ≤ FF(t) < 1.7OPT(t) + 1 . (21)

Ebb®l a két állításból adódik FF és BF aszimptotikus hibája, vala-
mint hibafüggvényük jó becslése.

1.10. következmény. Ha n ∈ Z, akkor

b1.7nc
n

≤ RFF,n ≤ d1.7ne
n

(22)

és b1.7nc
n

≤ RBF,n ≤ b1.7n + 2c
n

(23)

továbbá
RFF,∞ = RBF,∞ = 1.7 . (24)

Ha n osztható tízzel, akkor a (22) egyenl®tlenségben az alsó és fels®
határok megegyeznek, azaz ebben az esetben 1.7 = RFF,n.

Baker-Co�man [6], Iványi [41, 42, 43]
Korlát a legrosszabb esetre: [56].
Xia és Tan [57] 2010-ben a következ® tételt bizonyították.

1.11. tétel. Ha t ∈ Fn, akkor

OPT(t) ≤ FF(t) ≤ 1.7OPT(t) +
7

10
. (25)
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4. BF algoritmus
Korlát a legrosszabb esetre: [56]

5. NFD algoritmus

6. FFD algoritmus
Korlát a legrosszabb esetre: [56]
Legjobb korlát a legrosszabb esetre: [59]

7. BFD algoritmus
Korlát a legrosszabb esetre: [56]

8. Hibajellemz®k összefoglalása
Az 1.1. ábrán összefoglaljuk a 6 alapvet® algoritmus hibajellemz®ivel

kapcsolatos eddigi eredményeket. Az ábrán

γ =
∞∑
i=1

1

ai

,

ahol a1 = 1 és ai = ai(ai + 1), ha i = 1, 2, . . .. Ekkor γ ∼ 1.691.
Továbbá

δn = 1 +
∞∑
i=2

n− ai−1(ai+1)
ai−1+1

n
.

Megjegyezzük, hogy
lim
i←∞

δn = γ.

Az ábrán ε tetsz®legesen kis pozitív számot jelent.

9. Átlagos eset
Co�man et al.: [17]
Iványi-Zolotarev: [46]
Bramel et al.: [15]
Rhee és Talagrand: [55]
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A RA,n RA RA,∞

NF 2− 1
n
[41] 2 [49] 2 [49]

FF b1.7nc
n

≤ RFF,n ≤ 1.7 + 0.7
n

[41, 57] 17
10
≤ RFF ≤ 12

7
[41, 57] 17

10
[58]

BF b1.7nc
n

≤ RBF,n ≤ 1.7 + 0.7
n
[41, 50] 17

10
≤ RBF ≤ 7

4
[41, 56] 17

10
[58]

NFD δn ≤ RNFD,n ≤ min(2− 1
n

, γ + 3
n

)[6, 41] γ ≤ RNFD ≤ γ + 4
13

[6, 41] γ [6]
FFD 11

9
− 2

n
≤ RFFD,n ≤ 11

9
+ 6

9n
[31, 50] 3

2
[56] 11

9
[50]

BFD 11
9
− 2

n
≤ RBFD,n ≤ 11

9
+ 1

n
[59] 3

2
[56] 11

9
[50]

1.1. ábra. Alapvet® ládapakoló algoritmusok hibajellemz®i.

10. Érdekességek
Párhuzamos algoritmusok: Anderson et al. [1]
Duális probléma: [2, 30]
Harmonic Fit: [51]
Háromkettedes korlát: [9]
Online ládalefed®: [7, 24, 33]
Kon�iktusos ládapakolás: [34]
Korlátozott ládapakolás: [35]
Lineáris programozás: [54]
Nemlineáris sorozatok: [27]
Polinomiális approximációs séma: [36, 21]
Szimuláció: [48, 49, 60]
Visszautasítás: [32]
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

Az irodalomjegyzékben letölthet® megjegyzéssel szerepl® m¶vek le-
tölthet®k a megadott honlapról, a digitálisan megjegyzéssel szerepl®
m¶vek letölthet®ek a http://compalg.inf.elte.hu/∼tony/Kutatas/BinPacking/
honlapról, míg a nyomtatva megjegyzéssel szerepl® m¶veket nyomta-
tott formában sikerült megszerezni.

A szerz® címe: Iványi Antal: tony@compalg.inf.elte.hu

Budapest, 2011. május 17.

http://compalg.inf.elte.hu/~tony/Kutatas/Pros-szam/�
file:tony@compalg.inf.elte.hu�
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TÁRGYMUTATÓ

B
BF = Best Fit, 1
BFD = Best Fit Decreasing, 1
BIG, 1

F
FF = First Fit, 1
FFD = First Fit Decreasing, 1

L
ládapakoló algoritmus = bin packing

algorithm, 2
legrosszabb eset korlát FFD-re = worst case

bound for FFD, 7

M
MAX = Maximum, 1

N
NF = Next Fit, 1
NFD = Next Fit Decreading, 1

NP-teljes = NP-complete, 1

P
párhuzamos algoritmus = parallel algorithm,

8

R
relatív ládaszám = relatív number of bins, 1
relatív ládaszám legjobb esete = best case of

the relative number of bins, 1
relatív ládaszám legrosszabb esete = worst

case of the relative number of bins, 1
relatív ládaszám várható értéke = expected

value of relative number of bins, 1

S
SUM = Sum of the sizes, 1

U, Ú
UPP = Upper, 1
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