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Abstract. Havel in 1955 [10], Erdds and Gallai in 1960 [6], Hakimi in 1962 [9], Rus-
key, Cohen, Eades and Scott in 1994 [21], Barnes and Savage in 1997 [2], Tripathi,
Venugopalan and West in 2010 [29] proposed a method to decide, whether a sequence
of nonnegative integers can be the degree sequence of a simple graph (such sequences
are called graphical). The running time of their algorithms in worst case is Q(n?). In
this paper we propose a new algorithm called LED (Linear Erdés-Gallai algorithm),
whose worst running time is O(n). Since in the case of a graphical sequence all ele-
ments of the investigated sequence are to be tested, in the case of RAM model of
computations LEG is asymptotically optimal.

1 Introduction

In practice we often need the ranking of different objects. One of the popular
methods is pairwise comparison of the objects and assignment points to the
objects, summing the assigned points and ranking of the objects according to
the number of the gathered points. E. G. Landau referenced biological [16],
Hakimi chemical, [9], Kim et al. [15], Newman and Barabési [20] network,
Bozdki, Fiilop, and Roényai economical [3] applications, Liljeros et al. appli-
cations connected with human connections [17], Ivdnyi et al. connected with
sport [11), 12, [14].

A szédmos lehetséges terminoldgia koziil Erdés Pal és Gallai Tibor [6] cikkének
szOhaszndlatat és jeloléseit kovetjik. A pontozas médjatol fiiggden sokféle fel-
adat és eredmény van. Ebben a cikkben grafon olyan véges, iranyitas nélkiili
grafot értiink, amelyben nem fordulnak el6 hurokélek és barmely két csicsot
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legfeljebb egy él kot Ossze — azaz egyszert grafokrol lesz szé. Ez a graf an-
nak a pontozasnak felel meg, amikor az Osszehasonlitasoknak két lehetséges
eredménye van: vagy mindkét objektum egy, vagy pedig mindkett6 nulla pon-
tot kap. Az 6sszehasonlitasok eredményét abrazold grafban két csics pontosan
akkor van Osszekotve, amikor a nekik megfelel6 objektumok Osszehasonlitasa
soran mindkét objektum egy pontot kapott.

A sok népszerii feladat koziil azt vizsgaljuk, hogyan donthetd el gyorsan,
hogy nemnegativ egészek n > 1 hosszisdgi b = (by,...,b,) sorozatdhoz
létezik-e olyan egyszerii graf, amelynek b a foksorozata.

A hasonl6 feladatokkal kapcsolatban megjegyezziik, hogy mind az irdnyitatlan,
mind pedig az irdnyitott grafokkal kapcsolatban az utébbi néhény évben is
szamos cikk és konyvfejezet jelent meg (példdul [?, 7, 29], illetve [?, 27,7, [11]
12]).

Legyen n > m > 11 és b >. Egész szamok b = (by,...,b,m sorozatét
(m, n)-korlatosnak (réviden: korlatosnak) nevezziik, ha 0 < b; < n— 1 minden
1 <7< mindexre. A b= (by,...,by) n-korldtos sorozatot (m,n)-szabdlyosnak
(roviden: szabalyosnak) mondjuk, han —1>b; > --- > b,, > 0. Egy (m,n)-
szabdlyos sorozatot n-megvaldsithatonak (réviden: jonak) neveziink, ha létezik
olyan G egyszerli graf, hogy G foksorozata (by,ba,...,by,,0" ™), ahol 0"~
n —m darab nulla elemet jelent. Ha egy korlatos vagy szabdlyos sorozat esetén
m = n, akkor az n paramétert csak egyszer irjuk ki.

A tovébbiakban féleg szabalyos sorozatokkal foglalkozunk. A definiciokban
az alsd és felsO korlatok azért szerepelnek, hogy ellen6rz6 algoritmusainkat
megkiméljiik a nyilvanvaléan nem j6 sorozatok ellenorzésétol, ezért ezek a
megszoritasok nem jelentik az altaldnossig megszoritasat.

Cikkiink f6 célkitlizése, hogy minél kisebb varhaté futdsi ideji algoritmust
taldljunk annak eldontésére, hogy eldirt b szabdlyos sorozathoz taldlhaté-e
olyan G egyszeri graf, melynek foksorozata b. A probléma Oonmagaban is
érdekes, azonban szamunkra kiilon motivaciot jelent, hogy a feladat részfeladatként
jelentkezik, amikor minél kisebb varhaté futési idejl algoritmust keresiink an-
nak eldontésére, hogy eldirt sorozat lehet-e egy labdarigd bajnoksig pontso-
rozata [7, 7,13, 7, 7, 7, [13].

Melléktermékként bévitettiik az EIS [23] adatbézist: egyrészt a benne 1évé
ismert sorozatok 1j elemeivel, masrészt konkrét alkalmazasokkal kapcsolatos
1j sorozatok eleminek megadasaval.

A cikkben egyrészt a vizsgalt feladatot pontosan megoldé klasszikus és
altalunk javasolt 1j algoritmusokat, mésrészt a feladat kozelité megolddsat
végz6, 1j kozelitoé algoritmusokat vizsgalunk.

A cikk felépitése a kovetkezd. A bevezeto els6 rész utdn a témakor klasszikus
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algoritmusait foglaljuk 6ssze. A harmadik rész az 1j tesztel6 algoritmusokat
ismerteti, az negyedik részben a kozelité algoritmusok hibajat vizsgaljuk, mig
az 0todikben a pontos algoritmusok futasi idejét elemezziik.

A cikk eredményeinek egy része a magyar nyelvii [?] cikkb6l szarmazik.

2 Classical precise theorems

Given sequence b = (by,...,b,) of nonegative integers the first ¢ elements of
the sequence we call the head of the sequence belonging to the index i, while
the last n—i elements of the sequence we call the tail of the sequence belonging
to the index 1.

2.1 Havel-Hakimi theorem

A feladat megoldédsara az elsé mddszert Vaclav Havel cseh matematikus java-
solta 1955-ben [10), 1§].

Theorem 1 (Havel [10]) If n > 3, then the n-regular sequence b = (b1, ..., by)
is n-good iff the sequence b’ = (ba—1,bs—1,..., by, — 1, by, 41— 1, bp; 12, ..., bp)
is (n — 1)-good.

Proof. See [10]. O

Ha ezen tétel alapjan frunk egy rekurziv algoritmust, akkor annak futdsi
ideje a RAM szamitasi modell [5] szerint legrosszabb esetben ©(n?). Erdemes
megjegyezni, hogy a tétel bizonyitasa konstruktiv, és a bizonyitason alapuld
algoritmus négyzetes id6 alatt nem csak ellenériz, hanem egy megfelel grafot
is el6allit (feltéve persze, hogy létezik megfelels egyszerii graf). Mivel példaul
a teljes grafnak (;L) éle van, a megvalodsitast is biztosité algoritmus futési ideje
nem lehet kisebb, mint négyzetes.

2.2 FErdos-Gallai theorem

In 1962 Louis Hakimi [9] published independently the same result, therefore
the theoren is called today usually as Havel-Hakimi theorem, and the method
of reconstruction is called Havel-Hakimi algorithm.

Id6rendben a kovetkez6 eredmény Erdés Pal és Gallai Tibor alabbi sziikséges
és elégséges feltétele [6] volt.
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Theorem 2 (Erdds, Gallai, [6]) Let n > 3. The n-regular sequence b =
(b1 ...,by) is n-good iff

Z bi pdros (1)

=1
and
J n
Dobi—j(G-1)< Y min(iby) (G=1,...,n—1), (2)
i=1 k=j+1
Proof. See [?, [0, 22, 29]. O

Bér ez a tétel csak ellendriz, (2) mddszeres alkalmazéasa minden esetben
O(n?) idét igényel. A kozelmiiltban

Tripathi et al. [29] publikaltak a tételre konstruktiv bizonyitdst, amely meg-
valésithaté bemenet esetén O(n?) id6 alatt egy megoldast is el6allit.

3 Linear time Erdos-Gallai test

A kovetkez6 tétel még a EG-FAROKFELEZO algoritmusnal is jobban kihasznélja,

hogy a b bemeneti sorozat monoton. Legyen h = min{k | by <, i =1,...,n}.
Theorem 3 Ha n > 1, az n-szabdlyos b = (by ..., b,) sorozat akkor és csak
akkor n-jo, ha
H, pdros (3)
és
H;—i(i—1) < (H,—Hp)+ (i+1—=h)(h—1)/2 pdros (4)

Proof. Mivel a b; sorozat csokkend, az i sorozat pedig névekvd, van metszéspontjuk,
amely elott az indexeke, és amely utan a b sorozat elemeinek Gsszege adja a
megfelel farokrész kapacitasat. 0

Corollary 4 Nemnegativ egészek n-szabdlyos b = by, ..., , b, sorozatarél O(n)
1d0 alatt eldonthetd, hogy létezik-e olyan G egyszeri grdf, amelynek b a fokso-
rozata.

Proof. A 3 tételben szereplé h "metszéspont“ O(n) (s6t, akdr O(logn)) id6
alatt meghatdrdrozhaté (a metszéspontot minden sorozatra csak egyszer kell
meghatéarozni.) Ezek utdn a b sorozat minden elemére O(1) id6 alatt elvégezhetd
a (4) egyenl6tlenség ellendrzése. O
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Erdemes megjegyezni, hogy akir a bemend sorozat rendezettségétol is el-
tekinthetiink. Mivel a sorozat elemei egész szamok és mindegyik a [0,n — 1]
intervallumba esik, sziikség esetén O(n) id6 alatt rendezni tudjuk.

A kovetkezd program a . tétel alapjan adott n—-re az Osszes n-péaros so-
rozatot el6allitja és teszteli, hogy jok-e. A teljes program futasi ideje minden
sorozatra (O(n), igy a teljes futédsi id6 O(ne(n)).

Bemenet. n: number of vertices (n > 1);
b= (by,...,by): n-regular sequence.

Kimenet. L: logical variable, whose value is TRUE, if the input is graphical,
and FALSE otherwise.

Working variables. © and j: cycle variables;

H = (Hy,...,Hy): H; is the sum of the first i elements of b;
h: the intersection point of the input sequence b.

EG-LINEAR(n, b, L)

01 H =0 > Line 01: initialization
02 fori=2ton > Lines 02-03: computation of the elements of H
03 H;=H; 1+b

04 1=1 > Lines 04-07: computation of h
05 while ¢ < b;

06 t=1+1

07 h=i

08 fori=1ton > Lines 08-18: test of b
09 while i < h

10 ifi<h

11 if H;—i(i—1)> (h—i)(h—i—1)+ H, — Hy,

12 L = FALSE

13 RETURN L

14 ifi>h

15 if H; —i(i—1) > H, — H;

16 L = FALSE

17 RETURN L

18 go to

19 L = TRUE > Lines 19-20: program ends with TRUE

20 return L

Acknowledgements. The authors thank Professor Andras Frank (E6tvos
Loréand University) for the continuous consultations.
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[ n [ e [ 7(n), mp [ Op(n) | 7(n)/e(n), mp | Op(n)/e(n) |
1 777 777 777 777 777
2 777 777 777 777 777
3 777 777 777 777 777
4 777 777 777 777 777
5 777 777 777 777 777
6 777 777 777 777 777
Tl 777 777 777 777
8 777 777 777 777 777
9 777 777 777 777 777
10 | 777 777 777 777 777
11 | 77?7 777 777 777 777
12 | 777 777 777 777 777
13 | 777 777 777 777 777
14 | 777 777 777 777 777
15 | 777 777 777 777 777
16 | 777 777 777 777 777
17 | 777 777 777 777 777
18 | 777 777 777 777 777
19 | 777 777 777 777 777
20 | 777 777 777 777 777
21 | 777 777 777 777 777
22 | 777 777 777 777 777
33 | 777 777 777 777 777
24 | 777 777 777 777 777
25 | 777 777 777 777 777

Figure 1: Total running time of EG-LINEAR for all regular sequences in num-
ber of operations, and running time per processed elements for all regular

sequences in sec and in number of operations.
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