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Abstract. Havel in 1955 [23], Erdés and Gallai in 1960 [16], Hakimi in
1962 [21], Ruskey, Cohen, Eades and Scott 1994-ben [63], Barnes and Sa-
vage in 1997 [4], Tripathi, Venugopalan and West in 2010 [76] proposed a
method to decide, whether a sequence of nonnegative integers can be the
degree sequence of a simple graph (such sequences are called graphical).
The running time of their algorithms in worst case is Q(n?). In this paper
we propose a new algorithm called EGL (Erdés-Gallai Linear algorithm),
whose worst running time is O(n). Since in the case of a graphical se-
quence all elements of the investigated sequence are to be tested, in the
case of RAM model of computations EGL is asymptotically optimal. As
an application of this quick algorithm we could enumerate the different
degree sequences of simple graphs for 24, ..., 29 vertices [69].

1 Introduction

In the practice an often appearing problem is the ranking of different objects
as hardware or software products, cars, economical decisions, persons etc. A
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typical method of the ranking is the pairwise comparison of the objects, as-
signment of points to the objests and sorting the objects according to the sums
of the numbers of the received points.

For example Landau [46] references to biological, Hakimi [21] to chemical,
Kim et al. [39], Newman and Barabdsi [55] to net-centric, Bozdki, Fiilop, Poesz
and Rényai to economical [8, 9], Liljeros et al. [47] to human applications, while
Ivanyi and Pirzada [26], 27, 33, 59, [61] to applications in sports.

From several popular possibilities we follow the terminology and notations
used by Pal Erdés and Tibor Gallai [16].

Depending from the rules of the allocation of the points there are many
problems. In this paper we deal only with the case when the comparisons have
two possible results: either both objects get one point, or both objectos get
zero points. In this case the results of the comparisons can be represented
using simple graphs.

A pontozas modjatdl fiiggéen sokféle feladat és eredmény van. Ebben a
cikkben grafon olyan véges, irdanyitas nélkiili grafot értiink, amelyben nem
fordulnak el hurokélek és barmely két cstcsot legfeljebb egy él kit Gssze —
azaz eqyszert grafokrol lesz sz6. Ez a graf annak a pontozdsnak felel meg,
amikor az Osszehasonlitdsoknak két lehetséges eredménye van: vagy mindkét
objektum egy, vagy pedig mindketté nulla pontot kap. Az Osszehasonlitdsok
eredményét abrazolo grafban két csics pontosan akkor van 0sszekotve, amikor
a nekik megfelel6 objektumok Gsszehasonlitdsa soran mindkét objektum egy
pontot kapott.

A sok népszerii feladat koziil azt vizsgaljuk, hogyan donthetd el gyorsan,
hogy nemnegativ egészek n > 1 hosszisigi b = (bsy,...,bn) sorozatihoz
1étezik-e olyan egyszerii graf, amelynek b a foksorozata. In connection with
this problem we remark that the main motivation for studying of this problem
is the questin: what is the complexity of deciding whether a sequence is the
score sequence of some football tournament [19, 25, 149]

A hasonlé feladatokkal kapcsolatban megjegyezziik, hogy mind az irdnyitatlan,
mind pedig az irdanyitott grafokkal kapcsolatban az utébbi néhdny évben is
szamos cikk és konyvfejezet jelent meg (példaul [0, 7, 10, 15, 7, 24] 31) 35, 50,
62, 76,177, 178], illetve [5, 19} 12} (18, 19} 26, 27, 29, ?, 33,39, 42, 7,53, 57, 59, 60]).

Legyen n > m > 11 és b >. Egész szdmok b = (by,...,bam sorozatét
(m,n)-korldtosnak (roviden: korldtosnak) nevezziik, ha 0 < bj < n — 1 min-
den 1 < 1 < m indexre. A b = (by,...,bm) n-korldtos sorozatot (m,n)-
szabdlyosnak (roviden: szabédlyosnak) mondjuk, han—1>by > --- > by >
0. Egy (m,n)-szabdlyos sorozatot n-megvaldsithatonak (roviden: jonak) ne-
veziink, ha létezik olyan G egyszerti graf, hogy G foksorozata (by, by, ..., bm, 0" ™M),
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ahol 0"™™ 1 — m darab nulla elemet jelent. Ha egy korlatos vagy szabélyos
sorozat esetén m = n, akkor az n paramétert csak egyszer irjuk ki.

A tovébbiakban féleg szabalyos sorozatokkal foglalkozunk. A definiciékban
az alsd és fels6 korlatok azért szerepelnek, hogy ellenérzo algoritmusainkat
megkiméljik a nyilvinvaléan nem jé sorozatok ellendrzésétol, ezért ezek a
megszoritasok nem jelentik az altaldnossdg megszoritasat.

Cikkiink {6 célkitlizése, hogy minél kisebb varhaté futasi idejli algoritmust
talaljunk annak eldontésére, hogy el6irt b szabdlyos sorozathoz taldlhato-e
olyan G egyszerii graf, melynek foksorozata b. A probléma Onmagaban is
érdekes, azonban szamunkra kiilon motivaciét jelent, hogy a feladat részfeladatként
jelentkezik, amikor minél kisebb varhaté futési idejii algoritmust kerestink an-
nak eldontésére, hogy el6irt sorozat lehet-e egy labdarigd bajnoksag pontso-
rozata [19, 25, 28| 7,138, [37, 44} 28].

Melléktermékként bévitettiik az EIS [67] adatbézist: egyrészt a benne 1évé
ismert sorozatok 1j elemeivel, masrészt konkrét alkalmazédsokkal kapcsolatos
1j sorozatok elemeinek megadasaval.

A cikkben egyrészt a vizsgalt feladatot pontosan megoldd klasszikus és
altalunk javasolt 1j algoritmusokat, masrészt a feladat kozelité megoldasat
végz6, 1j kozelito algoritmusokat vizsgalunk.

A cikk felépitése a kovetkez6. A bevezeto elsd rész utan a témakor klasszikus
algoritmusait foglaljuk 6ssze. A harmadik rész az 1j tesztel6 algoritmusokat
ismerteti, az negyedik részben a kozelité algoritmusok hibdjat vizsgaljuk, mig
az 6todikben a pontos algoritmusok futasi idejét elemezziik.

A cikk eredményeinek egy része a magyar nyelvii [?] cikkbdl szdrmazik.

2 Classical precise algorithms

Given sequence b = (by,...,bn) of nonegative integers the first i elements of
the sequence we call the head of the sequence belonging to the index 1, while
the last n—1i elements of the sequence we call the tail of the sequence belonging
to the index 1.

2.1 Havel-Hakimi algorithm

A feladat megoldéasara az elsé mddszert Vaclav Havel cseh matematikus java-
solta 1955-ben [23], 48].

Theorem 1 (Havel [23]) Ifn > 3, then the n-regular sequence b = (by,...,bn)
is n-good if and only if the sequence b’ = (by —1,bg—1,...,bp, —1,bp,+1 —
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1,bp,+2,...,bn) is (n—1)-good.

Proof. See [23]. O

Ha ezen tétel alapjan irunk egy rekurziv algoritmust, akkor annak futdsi
ideje a RAM szamitasi modell [14] szerint legrosszabb esetben ©(n?). Erdemes
megjegyezni, hogy a tétel bizonyitasa konstruktiv, és a bizonyitason alapuld
algoritmus négyzetes id6 alatt nem csak ellendOriz, hanem egy megfelel6 grafot
is el64llit (feltéve persze, hogy létezik megfelels egyszerii gréaf). Mivel példaul
a teljes grafnak (rz') éle van, a megvaldsitast is biztositd algoritmus futdsi ideje
nem lehet kisebb, mint négyzetes.

2.2 Erdo6s-Gallai algorithm

In 1962 Louis Hakimi [21] published independently the same result, therefore
the theoren is called today usually as Havel-Hakimi theorem, and the method
of reconstruction is called Havel-Hakimi algorithm.

Id6rendben a kovetkezo eredmény Erdés Pal és Gallai Tibor aldbbi sziikséges
és elégséges feltétele [16] volt.

Theorem 2 (Erdés, Gallai, [16]) Let n > 3. The n-regular sequence b =
(b1...,bn) is n-graphical if and only if

Zbi even (1)

i=1
and
j n
> bi—j—1)< ) min(jby) (G=1,...,n—1). (2)
i=1 k=j+1
Proof. See [13] 16, 64, [76]. O

Bér ez a tétel csak ellenériz, (2) mddszeres alkalmazdsa legrosszabb esetben
(példaul jé sorozatok esetén) @(n?) idét igényel. A kdzelmiiltban Tripathi et
al. [76] publikaltak a tételre konstruktiv bizonyitdst, amely megvaldsithaté
bemenet esetén O(n3) id6 alatt egy megoldast is el6allit.

ERDOS-GALLAI
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3 New precise theorems

3.1 Zerofree algorithms

Mivel a sorozatok végén 1évé nullak izolalt csticsokat jelentenek, igy azok nem
befolyasoljak, hogy az adott sorozat jo-e. Ezt a megfigyelést hasznositja a
kovetkezo allitas, amelyben p a b sorozat pozitiv elemeinek a szamat jeloli.

Corollary 3 Ifn > 1, the (by,...,bn) (n,n)-reqular sequence is n-graphical
if and only if bn =0 or the sequence (by,...,bp) is (p,p)-graphical.

Proof. Ha a sorozatnak van pozitiv eleme, akkor az allitas a Havel-Hakimi, il-
letve az Erd6s-Gallai kbvetkezménye, de kézvetleniil is adodik: a nulldk ugyanis
nem segitenek a pozitiv fokszamok parositasandl, ugyanakkor nem okoznak
onall6 igényt sem. O

Az ezen a tulajdonsdgon alapulé megvaldsitast nullamentes Havel-Hakimi
(HHN), illetve nullamentes Erdds-Gallai (EGN) algoritmusnak nevezziik.

3.2 Sorting and shifting Havel-Hakimi algorithms

Havel és Hakimi eredeti tételének természetes algoritmikus megfeleljét HHSo-
nak (Havel-Hakimi Sorting) nevezziik, mert a tétel természetes alkalmazisa
minden menetben igényli a redukalt bemenet rendezését.

A tétel alapjan olyan megvalositas is lehetséges, hogy a fokszamok redukdlasat
a sorozat monotonitasat megorizve végezziik. Ekkor a Havel-Hakimi Shifting
algoritmust (HHSh) kapjuk.

The pseudocode of the algithm see in [?].

3.3 Parity checking Havel-Hakimi algorithm

Erdekes gondolat az Erdos-Gallai és a Havel-Hakimi feltételek egytittes alkal-
mazdasa ugy, hogy elészor b paritasat vizsgaljuk, és csak a paros bemenetekre
alkalmazzuk a rendszerint négyzetes futasi ideji rekurziv ellenérzést. Ezzel
ugyan elveszitjiik a roviditett Havel-Hakimi azon j6 tulajdonsagat, hogy leg-
jobb esetben konstans id6 alatt lefut, viszont cserébe megkapjuk azt, hogy a
varhaté futési id6 kozel 50 szazalékkal csokken.

The pseudocode of the algithm see in [?].
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3.4 Shortened Erdés-Gallai algorithm (EGSh)

H;j maximalis értéke szabdlyos sorozat esetén n(n—1), ezért a2l Erdés-Gallai
tételben szerepld (2) egyenlStlenség i = n esetén biztosan teljestil, igy felesleges
ellenGrizni.

Ennél is hasznosabb észrevételt tartalmaz a kdvetkezd 4l lemma.

Tripathi és Vijay 2003-as cikkében [75] szerepel az az észrevétel, hogy az
Erdds-Gallai tételben a (2)) egyenlStlenséget elég csak addig ellenérizni, amig
Hj > 1i(i— 1) teljesiil.

Lemma 4 (Tripathi, Vijay [75]) Ha n > 1, az n-szabdlyos b = (b1 ...,bn)
sorozat akkor és csak akkor n-jo, ha

Hn even (3)
and
n
Hi —min(H;,i(i—1)) < ) min(i,b) (i=1,2,...,9), (4)
k=1+1
where
g= 1?;?§n(k | k(k—1) < Hy) (5)

Proof. Hai(i—1) > Hj, akkor (2) bal oldala nempozitiv, ezért az egyenlétlenség
biztosan teljesiil, igy felesleges ellenoOrizni. O

Példaul a b = (5199) sorozat esetén (2) jobb oldalat az Erdés-Gallai algo-
ritmus szerint 99-szer, mig a roviditett Erdos-Gallai algoritmus szerint csak
6-szor kell kiszamitani. A javitasnak a varhatd futédsi idére gyakorolt hatdsat
a ?77. részben vizsgaljuk.

A4l lemman alapulé algoritmust roviditett Erd6s-Gallai algoritmusnak (EGR)
nevezziik.

3.5 Jumping Erdos-Gallai algorithm

Az ismétléds elemeket Osszevonva egy szabdlyos (bi,...,bp) sorozat (biell,

..,b?;“) alakban is felirhato, ahol bj, < --- < bj,, e1,...,eq > 1 és e; +
- +eq=mn. Legyen oj =¢ee, +---ei; =1, ...,q).
A bj elemet a b sorozat ugrd elemének nevezziik, hai =nvagy 1 <i<n-—1

és bj > bj+1. Ekkor az ugr6 elemek ab ,b ,,...,b , elemek.
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Theorem 5 (Tripathi, Vijay [75]) Az n-szabdlyos b = (by...,bn) sorozat
akkor és csak akkor n-jo, ha

Hn pdros (6)
and n
H,—oiloi-1< Y min(iby) (i=1,...,q). (7)
k= j+1
Proof. Lasd [75]. O

Kés6bb majd az EGL-ALL algoritmusban kihasznaljuk, hogy a (7)) egyenlétlenségben
0q mindig n, ezért elég az egyenlStlenséget (i = q — 1)-ig ellendrizni.

A kovetkezd program az Erdds-Gallai algoritmusnak az ?77. és 4l lemma,
valamint a 5. tétel alapjdn gyorsitott valtozatat mutatja be.

Input. n: a cstcsok szdma (n > 1);
b = (bg, by,...,bn): n-szabdlyos sorozat.

Output. L: logikai véltozé (L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jé, mig
L = TRUE azt mutatja, hogy b jé).

Munkavdltozok. i és j: ciklusvaltozok;
H = (Hg,H1,...,Hp): Hj b els6 1 elemének az Osszege;
p: b pozitiv elemeinek a szama;
bp+1: segédvaltozo annak eldontéséhez, hogy bp ugré elem-e.

ERDOS-GALLAI-JUMPING(n, b, L,y)

Olp=n >Lines 01-03: computing of the number of positive elements
02 while by =0

03 p=p—1

04 Hy = by > Lines 04-09: test of parity

05fori=2top

06 Hj = Hj_1 + bj
07 if Hp odd

08 L =FALSE

09 return L

10 bp+1 =0 > Lines 11-23: test of the request of the head
11i=1

12 while i <p és (1—1) > H;

13 if bj == bjs1

14 i=141

15 E=0

16 forj=i+Ttop

17 E = E + min(j, bj)
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18 if Hi >i(i—1)+E
19 L = FALSE

20 return L

21 L = TRUE

21 return L

function L = EGJ( n, b ) p = n; while b(p) == 0p =p - 1; end H(1) =
b(1); for i = 2:p H(i) = H(i-1) + b(i); end if mod(H(p), 2) == 1 L = false;
return end b(p+1) = 0; i = 1; while ij=p && (i-1) j= H(i) if b(i) = b(i+1)
E = 0; for j=i+1:p E = E + min(i,b(j)) ; end if H(i) { i*(i-1) + E L = false;
return; end end i =i + 1; end L = true; return; end

Input argument "n” is undefined.

Error in ==; EGJ at 3 p = n;

The running time of EGJ varies between the best (1) and the worst @(n?).

3.6 Linear Erdo6s-Gallai algorithm

Recently we could improve this theorem [?, ?]. The algorithm ERDOS-GALLAI-
LINEAR exploits, that q is monoton. It determines the Cj capacities in constant
time. The base of the quick computation is the sequence m(q) containing
indices.

For given sequence q let m(q) = (my,..., Mp_1), where m;j points to the
element of qx having the maximal index among such elements of q which are
greater or equal with 1.

Theorem 6 (Ivanyi, Lucz [?], Ivanyi, Lucz, Sétér [31]) Ifn > 1, the n-regular
sequence (q1...,qn) is graphical if and only if

Hp is even (8)
and if i > mj, then
H; <i(i—1)+Hpy —H;, 9)
further if i < mj, then
H;i <i(i—1)+i(mj —1) + Hh — Hm;, (10)

Proof. (8) is the same as (1)).
During the testing of the elements of q by ERDOS-GALLAI-LINEAR there
are two cases:
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e if 1 > mj, then the contribution of the tail of q equals to Hn — Hj, since
the contribution Cg of the element qi is only qk.

e if i < my, then the contribution of the tail of q consists of two parts:
Ci+1,...,Cm; equal to i, while Cj = bj for j =m;j +1,...,n.

Therefore in the case n — 1 > 1 > m;j we have
Ci=1i(i—1)+Hn—H;, (11)
and in the case 1 <1 < mj
Ci=ii—1)+1i(mij—1)+Hn —Hm,. (12)

0

The following program is based on Theorem ?7. It decides on arbitrary
n-regular sequence whether it is graphicakl or not.

Input. n: number of vertices (n > 1);
q =(q1,...,9qn): n-regular sequence.

Output. L: logical variable, whose value is TRUE, if the input is graphical,
and it is FALSE, if the input is not graphical.

Work variables. 1 and j: cycle variables;
H = (Hy,...,Hn): Hj is the sum of the first i elements of the tested q;
m = (Mg,...,Mp_1): Mj is the maximum of the indices of such elements of
g, which are not smaller than i; Hg = 0: help variable to compute of the other
elenments of the sequence H;
gqo = n — 1: help variable to compute the elements of the sequence m.

ERDOS-GALLAI-LINEAR(N, b)

01 Hy =0 > Line 01: initialization
02fori=Tton > Lines 02-03: computation of the elemnts of H
03 Hi = Hj_1 + b;j

04 if Hn odd > Lines 04-06: test of the parity

05 L =FALSE

06 return L

07bg=n—1 > Line 07: initialization of a working variable
08 fori=1ton > Lines 08-12: computation of the indices
09 if bj < bj_1

10 for j = bj_1 downto bj + 1
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11 mj=1i-— 1

12 mMp, =1

13 for j = b, downto 1 > Lines 13-14: large indices
14 mj=n

15fori=1ton > Lines 15-23: test of the elements of b
16 if i<m > Lines 16-19: test of indices for large mj’s
17 if Hi >i(i—1) +i(mj —1) + Hh — Hmy,

18 L = FALSE

19 return L

20 if 1> m; > Lines 20-23: test of indices for small m;j’s
21 if Hy >i(i—1)+ Hn — H;

22 L = FALSE

23 return L

24 L = TRUE > Lines 24-25: the program ends with the value TRUE

25 return L

Theorem 7 (Ivanyi, Lucz [?], Ivdnyi, Lucz, Sétér [?]) Algorithm ERDOs-
GALLAI-LINEAR decides in O(n) time, whether an n-reqular sequence q =
(d1,...,dn) is graphical or not.

Proof. Line 1 requires O(1) time, lines 2-3 O(n) time, lines 46 O(1) time,
line 07 O(1) time, line 08-09 O(1) time, lines 10-18 O(n) time, lines 19-25
O(n) time and lines 26-27 O(1) time, therefore the total time requirement of

the algorithm is O(n). O

Until now the number of good sequences was known only forn =1, 2, ..., 23,
see Online Encyclopedia of Integer Sequences [67]. Using the new and quick
algorithms we determined y(n) for n = 24, 25, ..., 28 too [?, 31]. Figure
1! contains the number of good sequences y(n) for n =1, ..., 28, and also
ym+1)/y(n) forn=1, ..., 28.

4 Quick Erdos-Gallai algorithm

A kovetkezd, a 7?7 ERDOS-GALLAI-QUICK algoritmus minden n-paros soro-
zatot megvizsgdl, és kimenetként megadja a y(n) értéket. Az algoritmus ki-
hasznélja, hogy a a péros sorozatok lexikografikusan csokkens6 sorozataban
szomszédos sorozatok tObb lényeges paramétere hasonld, ezért ezek a pa-
raméterek a vizsgdlt b’ sorozatot megel6z8 b sorozat adott paraméterébél
gyorsan meghatarozhatdak.
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[n] B [ on) | y(n) [ y(n+1)/y(n) |
] 1 0 1 2.000000
2 2 2 2 2.000000
3 4 4 4 2.750000
i 4 11 11 2.318182
5 31 31 31 3.290323
6 103 102 102 3.352941
7 349 344 342 3.546784
3 1256 1230 1213 3.595218
9 4577 4468 4361 3.672552
10 17040 16582 16016 3.705544
11 63944 62070 59348 3.742620
2 242218 234596 222117 3.765200
13 922369 391852 836315 3.786674
14 | 3530534 3409109 3166852 3.802710
15 | 13563764 13082900 12042620 3.817067
16 | 52283429 50330684 45967479 3.828918
17 | 202075949 | 194550002 176005709 3.839418
18 | 782879161 | 753107537 675759564 3.848517
19 | 3039168331 | 2921395019 2600672458 3.856630
20 | 11819351967 | 11353359464 | 10029832754 3.863844
21 777 777 38753710486 3.870343
22 77 77 149990133774 3.876212
23 77 777 581393603996 3.881553
24 77 77 2256710139346 3.886431
25 77 7 8770547818956 3.890907
26 777 777 34125389919850 3.895031
27 77 77 132919443189544 3.897978
28 777 777 518232001761434 7%

Figure 1: Number of binomial, head halfing and good sequences, further the
ratio of the numbers of good sequences for neighbouring values of n.

Példaul a h(b’) metszéspont vagy megegyezik h(b)-vel, vagy annal eggyel
kisebb.

Ellendrzd pontoknak nevezziikk a n-nél kisebb ugré pontokat. Az ellen6rzd
pontok C(b’) list4dja rendszerint megegyezik a C(b) listdval, és legfeljebb a
végén valtozik egy vagy két elem.

Input. n: the number of vertices (n > 4); (we bound n from below to free the
program from the investigation of the special properties of the short programs).
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Output. y: the number of the n-graphical sequences.
Working variables. i and j: cycle variables;
b = (by,...,bn): bj the ith element of the actually tested even sequence;
H = (Hg, Hy, ..., Hn): Hj the sum of the first 1 elements of the tested sequence;
h: the intersection point of the tested sequence b;
C(b) = C = (c1,c2,...,cq-1): list of maximal length of the control points;
c: number of control points in the actual list C;
f = (f1,...,fg-1: fi = max(h, 0j), the i-th control point.

ERDOS-GALLAI-QUICK(n,y)

01 Hyg=c¢c=0 > Lines 01-04: initialization
02v=1

03h=n-2

04f=n-—1

05fori=1ton > Lines 05-06: generation of the first tested sequence
06 bi=n-—1

07 H; = H;j + bj > Line 07: computation of Hj’s
08 while b; >0 > Line 08: is there more sequence?
09 if bh <h > Lines 09-10: updating of h
10 h=h-1

11 fori=1toc > Lines 11-14: test of the actual sequence
12 f = max(h, oj)

13 if Hj > f(f —1) + Hn — Hs¢

14 go to 18 > continuation with a new sequence
15 y=v+1 > Line 15: rise of y after a graphical sequence
16 go to 18 > continuation with a new sequence
17 return vy > Line 17: end of the program
18 if bh>2 > Lines 18-69: generation of a new sequence
19 bh=bn—2 > Lines 18-27: b, =2
20 Hn =Hn—2

21 if ¢=0

22 c=1

23 Cl =n—1

24 else if Cc =n—1 > here ¢ > 1
25 c=c+1

26 CC+1 =n-—1

27 go to 08

28 else if by == 1 > Lines 28-43: b = 1

29 bn_l — bn__']_ - ]
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30 bn =bn_1
31 Hpn_1 = Hpop — 1
32 if bp is odd
33 bn =bn —1
34 Hn = Hn_1+ bn
35 if bhp=0ésbpn_1 >0
36 if bn_o=bp_1+1
37 elseCc=n—2
38 c=c+1
39 Ce=m—1
40 elseif bh_o =1
41 c=c+1
42 Ce=n-2
43 go to 08
44 else if by == > Lines 44-69: b, =0
45 j=n—1
46 while bj == 0
47 j=j—1
48 if bj>2
49 bj =bj —1
50 Hj =H; —1
51 fork=j+1ton—1
52 bk = bj
53 Hk = Hj + (k —j)b;j
54 if (n —j)bj is even
55 bn=bn—1
56 Hn = Hnh-1 + bn
57 else bj_l = bj_l —1 > here bj =1
58 Hj_1 = Hj_1 —1
59 fork=jton—1
60 bk = bj_1
61 Hyk = Hj_1 + (k—j + 1)b;j
62 if (n—j)bn is odd
63 bn =bp —1
64 Hn = Hnh_1 4+ bn
65 if bj>0 if bh_o =bn_1>bn
66 Ce=m—1
67 else elsebn_o> > bh_1 =bp
68 Ce=m-—-2
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69 go to 08

5 Enumerative results

Eddig példdul Burns [11], Erdds és Moser [54], Kleitman és Winston [41],
Winston és Kleitman [79], Stanley [73], Ruskey et al. [63], Barnes és Savage
[3,4], Simion [66], Frank, Savage and Selers [20], Rodseth et al. [62] publikéltak
foksorozatok leszamlaldsdra vonatkozo eredményeket. Az altalunk vizsgélt so-
rozatok szamaval kapcsolatos eredmények talalhaték Sloane és Ploffe [71], va-
lamint Stanley [?] konyvében és az On-line Encyclopedia of Integer Sequences
cim{ honlapon [68], 69, [70] is.

Lemma 8 Han > 1, akkor az n-korldtos sorozatok k(n)szdma
k(n) =n", (13)

az n-szabdlyos sorozatoké pedig

() = (2“_ 1>. (14)

n

Proof. A korlatos sorozatok szaméra vonatkozé képlet kozvetlen adédik abbdl,
hogy mind az n elem n lehetséges értéket vehet fel.

Egy b = (b1,...,bn) n-szabdlyos sorozat esetén legyen b’ = (b],...,b}),
ahol b] = bj+i—1. A lehetséges b és b’ sorozatok halmazai kozott kélcsondsen
egyértelmii kapcsolat all fenn. A kiilonboz6 b’ sorozatok szama pedig annyi,
ahany féleképpen a kiilonboz6 0, 1, ..., 2n — 2 szamok koziil n szamot ki
tudunk valasztani. O

A szimuléciés vizsgalatok elemzésénél (is) hasznos a szabdlyos és a paros
sorozatok szamait megadé fiiggvények tulajdonsagainak ismerete.

Lemma 9 Han > 1, akkor

p(n+2) - p(n+1)

ot 1) pm) (15)
limphwq =4, (16)

tovdbba 4n : 4n :
(1—5=)<pn) < (1 ). (17)

b 2n drn Sn+8
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Proof. A (14) egyenldség alapjin

p(n+2) 2n+3)!(n+1)n! _4n—|—6_4_ 2 (18)
pn+1) M+2)!n+D2n+1)! n+2 n+2’
ahonnan (15 és (21 is kozvetleniil adddik. O

Lemma 10 (Ascher, Sloane, Pfoffe [1, [71]) Ha n > 1, akkor az n- pdros

sorozatok €(n) szdma
= () (55) o

Proof. Lasd [71]. O

AR és allll lemmak egybe vetése mutatja, hogy a paros és paratlan soroza-
tok szamanak nagysdgrendje megegyezik, azonban tobb a paros sorozat, mint
a paratlan. A[11. lemma alapjan pontosan meg tudjuk adni €(n) aszimptotikus
nagysagrendjét.

Lemma 11 Han > 1, akkor

eM+2) en+1)

20
e(n+1)> e(n) ’ (20)
limen!J_ :4, (21)
tovabbd
T (1~ 8s(n) < e(n) < —— (1~ 84(n) (22
\/7_[711( 3n em \/ﬁ 4nj)j,
ahol d53(n) €s d4(n) monoton csékkenve nulldhoz tartd sorozatok.
Proof. A bizonyitas hasonlé a [9. lemma bizonyitdsiahoz. O

Amint azt a kovetkezd 4llitds és a 7?7. dbra is mutatja, az €(n)/p(n) hdnyadosok
sorozata monoton csokkenve %—hez tart.

Corollary 12 Han > 1, akkor

em+1) e(n)
ot D) < o) (23)

€s () :
€
Jny ) T 2 (24)
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Proof.
O

Az ugré elemek szamanak varhaté értéke lényegesen befolyasolja a veliik
kapcsolatos algoritmusok futési idejét. Ezért hasznos a kovetkezo két allitas.

Egy n-korlatos sorozat szivdrvdny szdma a sorozatban 1év6 kiilonbozo ele-
mek szama.

Lemma 13 Han > 1, akkor azn-korldtos sorozatok dtlagos szivdrvany szdma
2

n
n—1°

(25)

Proof. O

Megjegyezziik, hogy ez a lemma vilaszt ad egy Kétai Imre altal [34] az
atfedéses memoéritju szamitégépekkel és a rejtvények megoldasait ellenérzo
algoritmusokkal kapcsolatban felvetett kérdésre.

Lemma 14 Ha n > 1, akkor az n-szabdlyos sorozatok dtlagos szivdrvdny
szdma

n 1 3

-+ -+ — 2

2 + 4 + 8n—4 (26)
Proof. Egy m-szabalyos sorozatban 1, 2, ..., n kiilonb6z6 elem lehet. n
kiilonb6z6 elem kozil k elemet (E) féleképpen valaszthatunk ki. Ha maéar

kivalasztottunk k elemet, akkor ezeket (Ej) médon rendezhetjiik, hiszen

az azonos elemekbdl allé részsorozatokat elvalaszté k — 1 helyet a sorozat n

eleme kozti n — 1 hely koziil kell kivalasztanunk. Figyelembe véve, hogy a 77.
2n-1

n ) , az n-szabdlyos

lemma szerint az n-szabdlyos sorozatok szama p(n) = (

sorozatok atlagos szivarvanyszama
n ny\ (n-1
Zk=1 k(k) (k—l)
(2n—1) '
n
Ezt a kifejezést atalakitva és felhaszndlva a hipergeometrikus sorozat varhaté
értékére vonatkozd képletet, az addédik, hogy a keresett varhatd érték

(27)

n? n 1 3

n—1 2 ' 4 8n—4

(28)

0
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Lemma 15 Ha n > 1, akkor a b n-szabdlyos sorozatot b = (bil, ..., bEm)
alakban felirva az ej kitevdk (7futamhosszak“) varhato értéke
konstans ? logm 22¢

Proof. 7777 O

A jo6 sorozatok y(n) szamanak jellemzésével kapcsolatos kutatdsok igéretes
irdnya a paros szamok pozitiv 6sszeadandokra valé felbontésa, és annak vizsgéalata,
hogy az ilyen felbontédsok koziil melyek jok [3, 4, [11]. Ezek segitségével sikeriilt
a jo sorozatok szdmara vonatkozd alabbi aszimptotikus korlatokat bizonyitani.

Lemma 16 (Burns [11]) Léteznek olyan pozitiv ¢ és C dallanddk, hogy a j6
sorozatok y(n) szdma a kovetkezd korldtok kézé esik:
4n 4n

— <vyn) <

cn (logn)Cym’ (29)

6 Testing algorithms

Let Hi = by + -+ bjand Tj = bj+1+---+bny (i = 1,...,n). Adott
i esetén a b sorozat i-hez tartozd fejének a by, ..., bj elemeket, mig i-
hez tartozé farkdnak a bji1, ..., bp elemeket nevezziik. A sorozatok meg-
valdsithatésaganak vizsgdlata soran természetes észrevétel, hogy a b fejéhez
tartozé fokszamigényt részben belso, részben pedig kiils6 fokszamokkal elégitjiik
ki.

El6szor egy ” paritasos”, majd egy ”binomidalis”, egy ”haszontalan”, egy " po-
zitiv”, egy "fejfelez” és végiil egy ”farokfelezd” szlir6é algoritmust mutatunk
be.

6.1 Parity test

Els6 tesztiink az Erdos-Gallai tétel els6 sziikséges feltételén alapul. Nagyon
hatékony teszt, mivel mind a korldtos, mind a szabdlyos sorozatoknak koriilbeliil
fele paratlan sorozat, és a teszt ezekrol linearis id6 alatt megéllapitja, hogy
biztosan nem jé sorozatok.

Lemma 17 Ifn > 1 and b is an n-good sequence, then

Hi even (i=1,...,n). (30)
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Proof. Every edge of a simple graph adds two to the sum of the degrees. [

A 17. lemmaéban javasolt egyszerii tesztet a kovetkez6 algoritmus végzi.
Input. n: a csicsok szdma (n > 1);
b = (b1, by,...,bn): szabalyos sorozat.
Output. L: logikai véltozé (L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jé, mig
L = TRUE azt mutatja, hogy a teszt nem tudta eldénteni, hogy b j6-e).
Working variable:. i: ciklusvaltozo;
S =(Sy1,...,Sn): Sj az elsd i fejelem Osszege. Az S sorozatot globélis valtozénak
tekintjiik, ezért a tovabbi algoritmusoknal nem tintetjiik fel bemend adatként.

PARITY-TEST(n, b, L)

01 Hy =bq
02fori=2ton

03 Hj = Hj_1 + bj
04 if Hp paratlan

05 L =FALSE

06 return L

07 L = TRUE

08 return £

Ennek az algoritmusnak a 1épésszama minden esetben ©O(n).

6.2 Binomial test

Maésodik tesztiink az Erdos-Gallai tétel masik sziikséges feltételén alapul. Nevét
arr6l kapta, hogy a fej belsé éleinek a szamat egy binomidlis egyiitthaté
segitségével becsiiljiik.

Lemma 18 Ifn > 1 and b is an n-good sequence, then
Hi—iG-1)<T (G=1...,n—=1). (31)

Proof. A (31) egyenl6tlenség bal oldaldn szerepld Gsszeg a b sorozat fejének
fokszamigénye. Ebbdl levonjuk az igény belsé parositasokkal elérhetd csokkenésére
adhato fels6 korlatot. A jobb oldalon pedig a felhasznalhaté kiilsé fokszamok
fels6 korlatja szerepel. O

A lemmaéaban javasolt tesztet végzi el a kdvetkezd program.

Input. n: a csicsok szdma (n > 2);
b = (by,by,...,bn): szabdlyos sorozat.
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Output. L: logikai valtozé (L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jé, mig
L = TRUE azt mutatja, hogy a teszt nem tudta eldénteni, hogy b jé-e).

Working variables. i, j: ciklusvaltozok;

H = (Hq,...,Hn): Hj az els6 1 fejelem Gsszege;

T=(Ty,...,Th): Tj a b sorozat i-nél nagyobb indexti elemeinek dsszege.

BINOMIAL-TEST(n, b, L)

01 By =1

02 forj=1ton—1

09 Rj = Sn — §j

03 if S5—ii—1) >R

04 L = FALSE
05 return L
06 L = TRUE

07 return L

Ennek az algoritmusnak a futési ideje legrosszabb esetben @(n), mig legjobb
esetben csak O(1). Atlagos futasi idejének meghatarozasa tovabbi vizsgalatokat
igényel.

Mivel (31) jobb oldalén a (2) egyenlet jobb oldaldn 1événél gyengébb feltétel
szerepel, ez a lemma csak a vizsgdlt sorozatok szlirésére alkalmas kozelitd
algoritmus alapjaul szolgalhat.

Az eddigi szimulacios vizsgdlatok szerint nagyon hatékony sziir6 algoritmus.
Aszimptotikus hatékonysdga kulcs fontossiagi az optimalis teszteld algoritmus
szempontjabol.

6.3 Unuseful test

A fejen beliil megvaldsithaté pérositdsnak nem csak a fejben 1évé elemek
szdma, hanem a hozzdjuk tartozé fokszamok Osszege is korlatja. Ezt fejezi
ki a kovetkezo allitas.

Lemma 19 If b is an n-good sequence, then

Proof. Az egyenlGtlenség bal oldalan megjelent 1j kovetelmény abbdl adddik,
hogy a fej bels6 dontetlenjeihez legfeljebb annyi szabad fokot tudunk fel-
hasznalni, mint a fej elemeinek Osszege. 0

Az j kovetelmény csak latszolag javitja a tesztelés hatékonysagat, mert ha a
fejelemek Gsszege kisebb vagy egyenl6 a mellette 1év6 binomidlis egytitthaténal,
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akkor az egyenlGtlenség bal oldala nemnegativ, ami természetesen kisebb vagy
egyenld lesz a farokelemek Osszegénél. Ezért ennek a feltételnek az ellenérzését
nem is végezzik el.

Ugyanakkor ez a sziikséges feltétel egyrészt jo otletet ad az Erdos-Gallai al-
goritmus gyorsitdsara (1dsd majd az 77. részben a ?77?. tételt), masrészt tovabbi
kozelitd algoritmusoknak lesz a kiindulési pontja.

6.4 Positive test

Természetesen a farokban 1év6 nulla elemek nem novelik a farok parositési
potencidljat. Ez az észrevétel lehetévé teszi, hogy a j-edik elemhez tartozo
farok pérositasi potencidljara Tj-nél pontosabb becslést adjunk.

Legyen p = max(j|bj > 0) a b sorozat pozitiv elemeinek szama.

Lemma 20 Ifb is an n-good sequence, then
Hj —i(i = 1) = min(R;,j(p —j), (p —i)bj+1). (33)

Proof. A minimumban j(p — j) azt jelzi, hogy a fej kiilsé pdrositdsi tel-
jesitményéhet a fej elemei egyenként legfeljebb annyival tudnak hozzajarulni,
ahdny pozitiv elem van a farokban. A (p —j)bj+1 elem pedig azt fejezi ki, hogy
a farokban 1év6 p — j elem mindegyikének legfeljebb annyi a hozzajarulasa,
mint a farokban 1évo legnagyobb elem. O

A 20. lemmaban javasolt egyszerii tesztet a kovetkez6 algoritmus végzi.
Input. n: a csucsok szama (n > 1);
b = (bg,by,...,bn): szabdlyos sorozat.
Output. L: logikai valtozé (L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jé, mig
L = TRUE azt mutatja, hogy a teszt nem tudta eldénteni, hogy b j6-e).
Working variabke:. i: ciklusvaltozo;
p: a bemenetben 1évé pozitiv elemek szdama
H: Globélis valtozd.

POSITIVE-TEST(n, b, L)

Olp=n
02 while bp =0
03 p=p—1

04 fori=1ton

05  if Hi —j(j — 1) > min(R;,jbj, (p —j)bj+1
05 L = FALSE

06 return L



Quick Erdés-Gallai and Havel-Hakimi algorithms 21

07 L = TRUE
08 return £

Ennek az algoritmusnak a futési ideje a legjobb ©(1) és a legrosszabb ©(n)
kozott valtozik.

6.5 Halfing of the head

We get a better estimation of the inner capacity of the head, than the binomial
coefficient gives in (31)).

Lényeges kortilmény, hogy a [18. és [19. lemmak hasznélata linedris idot
igényel (mig a kordbbi két tétel négyzetes futasi id6t). Az Erdds-Gallai tétel
javitasa viszont csak a masodfoku futéasi ido egyutthatéjat csokkenti, nagysagrendjét
azonban nem.

6.6 Composite test

A tovabbiakban a futési id6 és a hatékonység egylittes optimalizalasara toreksziink.

7 Properties of the approximate algorithms

A kozelité algoritmusok hatékonysagat a szabdalyos sorozatok tesztelésével vizsgaljuk.
Adott A algoritmusnak az n hosszisagu szabalyos sorozatokra vonatkozd hatékonysdgéat
az algoritmus &ltal elfogadott (ki nem zart) és j6 n hosszisdgu sorozatok
szamanak hényadosaval jellemezziik. Ezt a hanyadost Ra(n)-nel jeloljiik és
az A algoritmus n hosszisdgu sorozatokra vonatkozé hibdjanak nevezziik.

A kovetkezd kozelité algoritmusokat vizsgaljuk:

1) PAROSSAG-TESZT

2) BINOMIALIS-TESZT

3) PozITIV-TESZT

4) FEJFELEZO-TESZT

5) FAROKFELEZO-TESZT

Ha n = 2, akkor (?7) szerint p(n) = (g) = 3 szabdlyos sorozat van:

(1,1), (1,0) és (0,0). Ha egy szabdlyos sorozat elemeinek 6sszege péaros, akkor
pdros sorozatnak nevilk. Az m hosszisdgi péaros sorozatok szdmét 7t(n)-nel
jeloljiik. Ezzel a jeloléssel m(2) = 2. A BINOMIALIS-TESZT 4ltal elfogadott,
n hosszisdgu sorozatok szamat (n)-nel jeldlve B(2) = 2. Az n hosszusigu
helyredllithat6 sorozatok szamét jeloljiik y(n)-nel. Ekkor y(2) = 2 és a BI-
NOMIALIS-TESZT hibdja (hatékonysiga) Rpr(2) =2/2=1.
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Han = 3, akkor a szabélyos sorozatok szama p(3) = 10. Ezek koziil a (2,2,2),
(2,2,0), (2,1,1), (2,0,0), (1,1,0) és (0,0,0) paros, azaz 7(3) = 6. Ezek kozil a
BINOMIALIS-TESZT kizdrja a (2,2,0) és (2,0,0) sorozatokat, igy p(3) = 4. A
megmaradt 4 sorozat helyreallithaté, igy v(3) = 4.

Ha n = 4, akkor a szabdlyos sorozatok szdma p(4) = 35. Ezek koziil 19
a paros, és a kovetkez6 11 a helyredllithaté: (3,3,3,3), (3,3,2,2), (3,2,2,1),
(3,1,1,1,), (2,2,2,2), (2,2,2,0), (2,2,1,1), (2,1,1,0), (1,1,1,1), (1,1,0,0) és (0,0,0,0).
A 16 péros sorozat kozill BINOMIALIS-TESZT is kizdrja azt az Ot sorozatot,
amelyeket az ERDOs-GALLALIL, gy p(4) =vy(4) =11 és Rgp(4) = 11/11 = 1.

Ezek szerint a legfeljebb 4 hosszisigi sorozatokra nézve a BINOMIALIS-
TESZT hibéatlanul kisziiri a nem j6 sorozatokat. A 2. tablazat ezeket az adatokat
foglalja Ossze.

A tabldzat is mutatja, hogy mig n < 4 esetén B(n) = y(n), azaz a Bi-
NOMIALIS-TESZT ugyanannyi sorozatot fogad el, mint a pontos algoritmusok,
n > 4 esetén egyre né a BINOMIALIS-TESZT hibdja: n = 5 esetén még csak
egyetlen paros sorozatrél nem ismeri fel, hogy rossz, n = 6 esetén mar hatszor
hibazik.

Eddig példdul Erdds és Moser [54], Kleitman és Winston [41], Winston és
Kleitman [79], Stanley [73], Ruskey et al. [63], Barnes és Savage [3], 4], Simion
[66], Frank, Savage and Selers [20], Rgdseth et al. [62] publikédltak foksorozatok
szaméval kapcsolatos eredményeket. Az altalunk vizsgélt sorozatok szdmaéval
kapcsolatos eredmények talalhaték az On-line Encyclopedia of Integer Sequen-
ces cimii honlapon [68, (69, [70] is.

A 3 tablazatban p(n) értéke n = 24-ig az EIS A001700 sorozata [68], €(n)
értéke n = 23-ig az EIS A005654 sorozata [70], y(n) értéke pedig n = 23-ig az
EIC A0004251-es sorozata [69] sorozata. A t&bbi értéket mi hatdroztuk meg.

Eddig els6 sorban soros algoritmusokat alkalmaztunk, de vannak parhuzamos
eredmények is [50, (65, [72].

8 Running time of the classical testing algorithms

A tesztek elemzésénél a korlatos, illetve a szabélyos sorozatokat vettiik alapul.
A szabalyos sorozatok halmaza a legkisebb olyan halmaz, melynek elemszamat
egyszerii explicit képlettel meg tudtuk adni. Azn—1>qj>1ésazn—12>
aj > 0 feltételeknek eleget tevé n-korldtos sorozatok halmazdnak elemszamat
is konnyl megadni, de ezen halmazok elemszama til gyorsan né n névekedtével.
A monoton sorozatok elemzéséhez szerencsére nem kell minden korlatos soro-
zatot eléallitani: elegendd a szabdlyos sorozatokat el6allitani, és a rajuk vo-
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n | p(n) \ e(n) | BMm) [ 7wn) [ em) |t | y(n)

1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 2 2 2 2 2 2

3 10 6 4 4 4 4 4

4 35 19 11 11 11 11 11

5 126 66 31 31 31 31 31

6 462 236 103 102 277 102

7 1716 868 349 342 77? 342

8 6435 3235 1256 1213 77? 1213

9 24310 12190 4577 4361 77? 4361

10 92378 46252 17040 16016 277 16016

11 352716 176484 63944 | 59348 277 59348

12 1352078 676270 242218 | 222117 77? 222117

13 5200300 2600612 922239 | 836315 277 836315

14 20058300 10030008 2099277 | 3530534 | ??? 3166852
15 77558760 38781096 77? 227 77? 12042620
16 300540195 150273315 77? 227 77? 45967479
17 1166803110 583407990 277 277 277 675759564
18 4537567650 2268795980 277 277 277 675759564
19 17672631900 8836340260 277 277 277 2600672458
20 68923264410 34461678394 277 277 277 10029832754
21 269128937220 134564560988 277 277 277 38753710486
22 1052049481860 526024917288 277 297 277 149990133774
23 4116715363800 2058358034616 727 227 777 581393603996
24 | 16123801841550 227 277 297 277 277
25 | 63205303218876 227 77? 277 27 27

Figure 2: The number of regular, even, binomial, positive, tailtested and good
sequences.

natkozé hatékonyséagi jellemzoket a nekik megfelelé gyakorisdgokkal silyozni.
Példaul egy azonos elemekbdl allé6 homogén szabalyos sorozatnak egyetlen
korlatos sorozat felel meg, mig a kiilonb6z6 elemekbdl all6 (n, n—1,...) "szivarvany”
sorozatnak n! kiilonb6z6 korlatos sorozat felel meg.

Az alapvetd pontos algoritmusokat kétféle médon probaljuk gyorsitani (azaz
varhaté futdasi idejitket csokkenteni). Az egyik ut, hogy csokkentjiik az altaluk
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‘ n ‘ e(n) ‘ 1003 (n)/e(n)/ ‘ 1007t(n)/e(n) ‘ 100 (n)/e(n) ‘ 100y(n)/e(n) ‘
2 3 2 2 2
3 10 6 4 4
4 35 19 1 11
5 126 66 32 31 32/31 =1,032
6 462 236 108 102 108/102 = 1,059
7 1716 868 376 342 376/342 =1,099
8 | 6435 3235 297 1213 2
9 | 24310 12190 277 4361 72
10 | 92378 46252 277 16016 72
11 | 352716 176484 277 59348 27
12 2297 676270 277 222117 22
13 2297 2600612 277 836315 22
14 2297 10030008 277 3166852 22
15 2977 38781096 297 12042620 22
16 299? 150273315 297 45967479 27
17 299? 583407990 297 675759564 2
18 2297 2268795980 277 675759564 72
19 2297 8836340260 277 2600672458 72
20 2297 34461678394 277 10029832754 272
21 29997 134564560988 277 38753710486 22
22 2977 526024917288 297 149990133774 22
23 2297 2058358034616 297 581393603996 22
24 2297 292 297 272 2
25 2297 292 292 292 2

Figure 3: Characteristic relativ properties of the approximate algorithms.

elvégzendd ellenérzések szamét. A mésik ut pedig az, hogy gyors (linedris)
el6tesztekkel igyeksziink a rossz sorozatok jelentds részét kisziirni, hogy csak
a lehetséges bemenetek kis hanyadandl legyen sziikség a viszonylag lassu, de

pontos alapalgoritmusokra.

Az elsO tipusu javitdsra példa a rovidités és az ugrds, a masikra példa a
Havel-Hakimi algoritmus kiegészitése a paritas vizsgalataval és az Erdés-Gallai
algoritmus kiegészitése a binomialis algoritmussal, valamint a farok és a fej

elemzésével.
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A kovetkezd pontos algoritmusokat vizsgaljuk:

1) HH1 (HHSo): Sorting Havel-Hakimi algorithm.

2) HH2 (HHSh): Shifting Havel-Hakimi algorithm

3) HH3 (HHP): Parity checkig Havel-Hakimi algorithm.
4) HH4: (HHA): Approximate Havel-Hakimi algorithm.
5) EG1: (EG):Erdés-Gallai algorithm.

6) EG2: (EGS): Shortened Erdés-Gallai algorithm.

7) EG3: (EGJ): Jumping Erdés-Gallai algorithm.

8) EG4: Approximate Erdés-Gallai algorithm.

9 Running time of EG-Linear

A kovetkezd program a ?77. tétel alapjan adott n-re az 6sszes n-paros sorozatot
eléallitja és teszteli, hogy jok-e. A teljes program futasi ideje minden sorozatra
O(n), igy a teljes futdsi idé O(ne(n)).

Input. n: a csicsok szdma (m > 1).

Outputt. y: az n-jé sorozatok szama.

Working variables. 1 és j: ciklusvaltozdk;

b = (by,...,bn): bj az éppen tesztelt paros sorozat i-edik eleme; H = (Hg, Hy, ...

Hi az éppen tesztelt b els6 1 elemének az Osszege; h: a vizsgalt b sorozat
metszéspontja.

EG-LINEAR(T,Y)

01 Hy =0 > 01-03. sor: kezdeti értékek beallitasa
02vy=1

03h=n-2

04 fori=1ton > 04-05. sor: els6 vizsgalt sorozat eldallitasa
05 bi=n-—1

06 H; = H; + bj > 06. sor: Hj-k el6éllitasa
07 while by >0 > 07. sor: van-e még vizsgalando6 sorozat?
08 if bh <h > 08—-09. sor: h frissitése
09 h=h-1

10 fori=1toh—1 > 10-17. sor: aktualis sorozat tesztelése
11 if Hi >i(i—1)+1i(h—1) + Hh — Hp

12 go to 18 > attérés 1j sorozatra
13 fori=hton-—1

13 if Hj >i(i—1)+ Hn — H;

14 go to 18 > attérés 1j sorozatra

»Hn)i
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15 y=v+1

16 go to 18

17 return y > 17. sor: program befejezése
18 if by > 2 > 18-51. sor: 1j sorozat eldallitasa
19 bhn=bn—-2

20 Hha=Hp—-2

21  go to 07

22 if by ==1

23 bp_1=bp_1—1

24 bp=bn_

25 Hp_1 =Hp_1—1

26  if bp paratlan

27 bn=bn—1

28 Hp =Hp_1+bn

29 go to 07

30 if by, ==

31 j=n-1

32  while bj ==0

33 j=j—1

34 if bj>2

35 bj =b; —1

36 Hj =Hj —1

37 fork=j+1ton—1

38 bk = bj

39 Hk:Hj—|—(k—j)bj

40 if (n —j)bj paros

41 bn =bp —1

42 Hn = Hp_1 + bn

43  else bj_]_ = bj_l —1 > itt bj =1
44 Hj_1 = Hj_1 — 1

45 fork=jton—1

46 bk = bj_1

47 Hk:Hj_1+(k—j+1)bj

48 if (n —jbp paratlan

49 bn=bn—1

50 Hn = Hp-1+ bn

51 go to 07
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[n] M[ (M) mp[Opm [ (M= (n)=n;mp [ Op(n)= (N)=n |
1 777 777 777 777 777
2 777 777 777 777 777
3 777 777 777 777 777
4 777 777 777 777 777
5 777 777 777 777 777
6 777 777 777 777 777
7 777 777 777 777 777
8 777 777 777 777 777
9 777 777 777 777 777
10 | 777 777 777 777 777
11| 777 777 777 777 777
12 | 777 777 777 777 777
13 | 777 777 777 777 777
14 | 777 777 777 777 777
15 | 777 777 777 777 777
16 | 777 777 777 777 777
17 | 777 777 777 777 777
18 | 777 777 777 777 777
19 | 777 777 777 777 777
20 | 777 777 777 777 777
21 | 777 777 777 777 777
22 | MM 777 777 777 777
33 | 777 777 777 777 777
24 | 17 777 777 777 777
25 | 777 777 777 777 777

Figure 4: Total and amortized running time of EG-LINEAR in secundum, resp.
in the number of executed operations miiveletszamban kifejezve.
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