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MULTIGRAFOK FOKSOROZATAI

IVANYI ANTAL (2012. januar 5b.)

Havel 1955-ben [23], Erdds és Gallai 1960-ban [16], Hakimi 1962-ben |21,
Ruskey, Cohen, Eades és Scott 1994-ben [59], Barnes és Savage 1997-ben [4],
Tripathi, Venugopalan és West 2010-ben [73] javasoltak mddszert annak eldon-
tésére, hogy nemnegativ egészek sorozata lehet-e egy egyszert graf foksorozata.
1974-ben Chungphaisan [14] kiterjesztette a csicsparok kozott legfeljebb b > 1
élet tartalmazé multigrafokra mind a Havel-Hakimi, mind pedig at Erdés-Gallai
tételt. Ezeknek az ismert algoritmusoknak a legrosszabb futasi ideje legaldbb
négyzetes. Cikkiinkben bemutatjuk a Chungphaisan-Erd&s-Gallai algoritmus li-
nearis valtozatat és annak gyorsitott viltozatait. A Havel-Hakimi algoritmusnak
olyan valtozatat mutatjuk be, amely 1 < b < 2 esetén linearis.

1. Bevezetés

A gyakorlatban kiilonbh6z6 teriileteken sziikség van objektumok rangsorolasara. En-
nek egyik elterjedt modszere, hogy az objektumokat paronként 6sszehasonlitjuk, és
az Osszehasonlitas eredményeképpen pontokat adunk az objektumoknak, végil pe-
dig az objektumokat a kapott pontszamok alapjan rangsoroljuk. Példaul Landau
biologiai [40], Hakimi kémiai |21], Kim, Toroczkai, Miklos, Erdés és Székely [33]
és Newman és Barabasi [50] halozati, Bozoki, Fiilop, Poesz és Ronyai gazdasagi
|7, 18], Liljeros et al. emberi kapcsolatokra vonatkozo [41], Ivanyi et al. pedig sport-
beli [25, 26}, 29] 30, 31, 55, 57| alkalmazasokra hivatkoztak.

Legyenek a, b és n egészek, n > 1 és b > a > 0. Az (a,b,n)-grdfok olyan hu-
rokmentes grafok, melyek csacshalmaza V' = {v1,...,v,} és a a kiilonb6z6 v; és
v; csticsok legalabb a és legfeljebb b éllel vannak Osszekdtve. Eszerint az egyszerd
irdnyitatlan grdfok (0,1,n)-grafok, mig az egyszerd irdnyitott grifok (tournamentek)
(1,1, n)-grafok.

Iranyitott grafok esetén ha v; és v; Osszehasonlitasakor v; kap egy pontot, akkor
annak a grafban v;-bél vj-be mend irdnyitott él felel meg. Irdnyitatlan grafok esetén
viszont csicsparok kapjak a pontot és annak a két cstiicsot 0sszekotd irdanyitatlan él

felel meg.
Ebben a cikkben csak irdnyitatlan grafokkal foglalkozunk és elsé sorban azt vizsgél-
juk, hogy nemnegativ egész szdmok s = (s1,..., sy) nemnovekvl sorozata és adott

a als6 korlat, valamint b fels§ korlat esetén létezik-e olyan (a,b,n)-graf, amelynek
foksorozata s. Emellett foglalkozunk a foksorozatok szaméval, amelyet G(a, b, n)-nel
jeloliink.

A hasonld feladatokkal kapcsolatban megjegyezziik, hogy mind az iranyitatlan,
mind pedig az irdnyitott grafokkal kapcsolatban az utébbi néhény évben is szamos
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cikk és konyvfejezet jelent meg (példaul [6, 9] 15, 24 31, 44, 58, (71, 73], [74, [75], illetve
[5, 8, 1L 17, 19, 25 26, 130], 33, 36] 39, [46] 53| 55] 56]).

Legyenek I, m és u egész szamok, tovabba 1 < m és | < u. Egész szamok s =
(S1,...,8m) sorozatat (I,u, m)-korldtosnak (réviden: korlatosnak) nevezziik, ha | <
si < u minden 1 < i < m indexre. Az s = (s1,...,8m) (I,u, m)-korlatos sorozatot
(I,u, m)-szabdlyosnak mondjuk, ha u > s3 > -+ > s, > L.

A vizsgalatok soran kitiintetett szerepet jatszanak az (a(n—1), b(n—1), n)-szabalyos
sorozatok. Ezeket a sorozatokat (a,b,n)-grafikusnak (vagy roviden grafikusnak) ne-
vezziik, ha létezik olyan (a, b, n)-graf, melynek kifoksorozata s.

Jelent6s szamu cikk (példaul [10) 18], 37, 45]) foglalkozik péaros szamok grafikus
felbontdsaival: elsallitjak a 2k paros szam pozitiv egész 6sszeadandokra valé monoton
csokkend felbontasait, és az igy kapott ¢ = (q1,- . ., ¢m) sorozatok koziil — amelyekre
g1+t Gm =2k €8 gm > @1 > -+ > q1 — szirik ki a (0,2k — 1, 2k)-grafikus
sorozatokat, vagy pedig rekurzioval eleve csak a grafikus sorozatokat allitjak eld.

A tovabbiakban féleg szabalyos sorozatokkal foglalkozunk. A definicidkban az alsé
és fels6 korlatok azért szerepelnek, hogy ellenérzg algoritmusainkat megkiméljiik a
nyilvanvaléan nem grafikus sorozatok ellenérzésétsl, ezért ezek a megszoritasok nem
jelentik az 4ltalanossag korlatozasat.

A cikkben csak teljes grafokkal foglalkozunk. Ezekre az jellemz6, hogy ha a < ¢ <
b, akkor barmely két csics kozott ¢ él is meg van engedve, és az irdnyitott esetben azok
tetszblegesen irdnyithatok. A hidnyos grafoknal bizonyos lehetdségek tiltva vannak.
Peldaul a labdaragasnak [19, 27,129, 38| olyan iranyitott (2, 3, n)-grafok felelnek meg,
amelyekben a csicsokat 2 vagy 3 él koti 0ssze, azonban 2 él esetén azok ellentétesen,
mig 3 él esetén azok azonosan vannak iranyitva.

Mig teljes grafok esetén a sorozatok tesztelése az operacidkutatas folyamos maéd-
szereivel kényelmesen megoldhaté (bar gyakran vannak gyorsabb algoritmusok is),
hidnyos grafok esetén ezek a médszerek nem alkalmazhatok.

Cikkiink 6 célkittizése, hogy minél kisebb varhaté futasi idejd algoritmusokat ta-
laljunk annak elddntésére, hogy el&irt s szabalyos sorozat grafikus-e. Ekézben a min-
den sorozatot helyesen mingsit§ pontos, és a csak a szabdlyos sorozatok egy részét
mindsit6 kdzelitd algoritmusokkal is foglalkozunk.

Erdemes megemliteni, hogy a fokszamsorozatok szamanak meghatarozasaval kap-
csolatos nehézségek miatt annak is jelentds irodalma (lasd példaul |15, 31, 146]) van,
hogy véletlen mintavétellel becsiiljiik ezeket a szamokat.

Melléktermékkent javitottuk és bovitettiik az OEIS [64] adatbazist: egyrészt a
benne 1év§ ismert sorozatok 1) elemeivel, masrészt a cikkben definialt 1 sorozatok
elemeinek megadasaval. Mddszeriink az dsszes grafikus sorozat gazdasagos elGallita-
sara is alkalmas (lasd Ruskey [59] 1994-es, valamint Barnes és Savage [4] 1997-es
cikkét).

A cikk felépitése a kovetkezs. A bevezet elss rész utan a (0, 1,n) témakor klasszi-
kus algoritmusait foglaljuk &ssze. A harmadik részben 1j pontos algoritmusokat, a
negyedik részben leszamlalési eredményeket, az 6todik részben pedig 1j tesztels al-
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goritmusokat ismertetiink. A hatodik részben a kozelits algoritmusok hibajat, mig a
hetedikben a pontos algoritmusok futéasi idejét elemezziik. A nyolcadik rész téméja a
(0, b)-grafok potencialis foksorozatainak tesztelése, mig a 9. részben a (a, b, n)-grafoké
a f@szerep. A tizedik részben a grafikus sorozatok parhuzamos leszdmlélasa a téma,
a tizenegyedik részben nyitott problémakat mutatunk be, mig végiil a tizenkettedik
részben Osszefoglaljuk a cikk mondanivaldjat.

2. Klasszikus pontos algoritmusok (0, 1, n)-grafokhoz

Ebben a részben a (0, 1, n)-grafok potencialis foksorozatainak tesztelésére ismert két
klasszikus algoritmust ismertetjiik.

2.1. Havel-Hakimi algoritmus (HH)

A feladat megoldasara az els6 modszert Vaclav Havel cseh matematikus javasolta
1955-ben [23, 42].

1. TETEL. (Havel [23]) Ha n > 3, az (s1,...,sn) (0,1,n)-szabdlyos sorozat akkor és
csak akkor (0,1,n)-grafikus, ha az (sa—1,83—1,...,85, —1,85,41 —1,85,42,...,5n)
sorozat (0,1,n — 1)-grafikus.

Bizonyitas. Lasd [23]. O
Bemenet. n: cstcsok szama (n > 1);

s=1(81,..-,8n): (0,1,n)-szabalyos sorozat.
Kimenet. L: s grafikussagat jelzd logikai valtozo.
Munkavdltozok. v, j: ciklus valtozok;

r=(r1,...,m): Ti az s; elemhez tartozo tartalek;

w = (wy,...,wy): w; az i indexhez tartozo sulypont.

HAVEL-HAKIMI-TEST(n, s, L)

01if sy ==0 // 01-03. sor: nullakbol 4ll6 sorozat elfogadasa
02 L=1

03 return L

04 if 55,41 ==0 // 04-06. sor: s1 tesztelése konstans idd alatt
05 L=0

06 return L

07 w1 =n // 07-12. sor: az els6 stlypont és tartalek szamitésa
08j=mn

09 while s; <1¢ésj >0

10 w]p = wyp — 1

11 j=j—1

12 r1:w171+51
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13fori=2ton—1 // 13-19. sor: s tesztelése
14 J = wi—1 // 14-17. sor: 0j sulypont kiszamitasa
15 while s; <¢and j >0

16 W; = Wy — 1

17 j=j—1

18 if s; > w; +riq // 18. sor: s grafikus?
19 L=0 // 19-20. sor: s nem grafikus
20 return L

21 r; =w; +ri—1 —b;

2 L=1 Lines 22-23: b is graphical
23 return L

A HaVEL-HAKIMI algoritmus alapja a kdvetkezd tétel.

2. TETEL. Han > 1, az (s1,...,8n) (0,1,n)-szabdlyos sorozat akkor és csak akkor
grafikus, ha
S1 < wr (1)
és
S <w;+71ilq (i:2,...,n—1), (2)
ahol
wi =max(k>0|s,>14) (i=1,...,n), (3)
és
TP =wW; +7i—1— S; (i:l,...,n). (4)

Ha ezen tétel alapjan frunk egy rekurziv algoritmust, akkor annak futasi ideje a
RAM szamitasi modell [12] szerint legjobb esetben — példaul az (n—1,0,...,0) = (n—
1,0" 1) bemenetre — O(1), legrosszabb esetben pedig — példaul a homogén (n — 1)"
vagy a tranzitiv (n — 1,n — 2,...,1,0) bemenetre — O(n?). Erdemes megjegyezni,
hogy a tétel bizonyitasa konstruktiv, és a bizonyitason alapulé algoritmus négyzetes
id6 alatt nem csak ellendriz, hanem egy megfelels grafot is elgallit (feltéve persze,
hogy létezik megfelels egyszerd graf).

Mivel a teljes gréafnak (%) = ©(n?) éle van, a megvaldsitast is biztosito6 RAM
algoritmusok legrosszabb futéasi ideje nem lehet kisebb, mint négyzetes.

1962-ben Louis Hakimi [21] Haveltdl fiiggetlentil publikalta ugyanezt az eredményt,
ezért ma a tételt rendszerint Havel-Hakimi tételnek, a modszert pedig Havel-Hakims
algoritmusnak nevezik.

Az algoritmust késébb iranyitott grafokra [17, 25, 26] 34] is kiterjesztették.
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2.2. Erdds-Gallai algoritmus (EG)

Idérendben a kivetkez§ eredmény Erdss Péal és Gallai Tibor alabbi sziikséges és
elégséges feltétele [16] volt.

Nemnegativ egészek adott s = (sq,.. ., sy) sorozata esetén a sorozat elsG i elemét a
sorozat s; eleméhez tartozo fejnek, mig a tobbi elemét az s; elemhez tartozé faroknak
nevezziik. A fejelemek Osszegét H;, mig a farokelemek 6sszegét T; jeloli (i = 1,...,n).
A Y i min(i, sp) Osszeget pedig Cy-vel jeldljiik és a farok kapacitdsdnak nevezziik.
Ha egy s sorozatra H, paros, akkor a sorozatot pdrosnak, egyébként pdratlannak
nevezziik.

3. TETEL. (Erdds, Gallai, [16]) Ha n > 1, a (0,1, n)-szabdlyos (si,...,sn) sorozat
akkor és csak akkor (0,1,n)-grafikus, ha

H,, pdros (5)

és
Higi(i—l)—i—(]i (’i=1,...,n—1). (6)
Bizonyitas. Lasd [13, [16, 60, 73]. 0

A 3l tételen alapul a kovetkez6 ERDOS-GALLAI algoritmus.
Bemenet. n: az s sorozat hossza;
s=1(81,..-,8n) : (0,1,n)-szabalyos sorozat.
Kimenet. L : logikai valtozo (ha s (0,1, n)-grafikus, akkor L = 1, egyébként L = 0.
Munkavdltozo. t. az aktualis C; fels6 korlatja.

ERDGS-GALLAI(n, s, L)

01 H; = s; // 01-03. sor: H elemeinek kiszamitasa
02 fori=2ton

03 Hi=Hi1+s;

04 if H,, paratlan // 04-06. sor: paritas ellendrzése
05 L=0 // 05-06. sor: nemgrafikus sorozat elutasitasa
06 return L

07 fori=1ton—1 // 07-15. sor: s tesztelése
08 t=0 // 08. sor: t kezdeti értékének beallitasa
09 fork=i+1ton // 09-10. sor:
10 t =t + min(i, by)

11 if H;—i(i—1) >t // line 11: check the necessary condition
12 L=0 // lines 12-13: the input is nongraphical
13 return L

4L=1 // lines 14-15: the input is graphical

15 return L
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EG memoériaigénye O(n), futasi ideje a legjobb O(n) és a legrosszabb O (n?) kozott
valtozik..

Bar ez a tétel csak ellendriz, futasi ideje a legjobb ©(n) és a legrosszabb ©(n?)
kozott valtozik. A kézelmultban Tripathi et al. [73] publikaltak a tételre konstruktiv
bizonyitast, amely grafikus bemenet esetén O(n?) id6 alatt egy megoldast is elsallit.

A szabalyos sorozatoknak aszimptotikusan a fele paros sorozat. Az (1. tablazat
a (0,1,n)-szabalyos sorozatok szamat megado [15, valamint a (0, 1, n)-paros soroza-
tok szamat megado (17 lemmak alapjan mutatja a konvergencia gyorsasagat (ami a
képletek alapjan természetes) (E(n)/R(n)) tartalmazza n = 1,...,38 csiucs esetén.

3. Uj pontos algoritmusok (0, 1, n)-grafokhoz

Ebben a részben a klasszikus algoritmusok néhany gyorsitott valtozatat mutatjuk
be.

3.1. Nullamentes algoritmusok

Mivel a sorozatok végén 1évs nullak izolalt csicsokat jelentenek, igy azok nem befo-
lyasoljak, hogy az adott sorozat grafikus-e. Ezt a megfigyelést hasznositja a kovetkezd
allitas, amelyben p a b sorozat pozitiv elemeinek a szaméat jeldli.

4. KOVETKEZMENY. Ha n > 1, az (s1,...,8n) (0,1,n)-szabdlyos sorozat akkor és
csak akkor (0,1,n)-grafikus, ha s, =0 vagy az (s1,...,sp) sorozat (0,p,p)-grafikus.

Bizonyitas. Ha a sorozatnak van pozitiv eleme, akkor az &llitds a Havel-Hakimi,
illetve az Erdgs-Gallai kdvetkezménye, de kdzvetleniil is adddik: a nullik ugyanis
nem segitenek a pozitiv fokszamok parositasdnal, ugyanakkor nem okoznak 6néllé
igényt sem. O

Az ezen a tulajdonsagon alapul6é megvalositast nullamentes Havel-Hakimi (HHN),
illetve nullamentes Erdgs-Gallai (EGN) algoritmusnak nevezziik.

3.2. Eltolé6 Havel-Hakimi algoritmus

Havel és Hakimi eredeti tételének természetes algoritmikus megfelelgjét HHR-nek
(Rendezd Havel-Hakimi) nevezziik, mert a tétel természetes alkalmazésa minden me-
netben igényli a redukalt bemenet rendezését.

A tétel alapjan olyan megvaldsitas is lehetséges, hogy a fokszamok redukalasat a
sorozat momnotonitasat megérizve végezziik. Ekkor az Eltolé Havel-Hakimi algorit-
must (HHSh) kapjuk.

3.3. Paritasos Havel-Hakimi algoritmus

Erdekes gondolat az Erdés-Gallai és a Havel-Hakimi feltételek egyiittes alkalmazasa
agy, hogy eldszor s paritédsat vizsgéljuk, és csak a paros bemenetekre alkalmazzuk
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[ n R(n) | E(n) | E(n)/R(n) |
1 1 1 | 1.0000000000000
2 3 2 | 0.6666666666667
3 10 6 | 0.6000000000000
4 35 19 | 0.5428571428571
5 126 66 | 0.5238095238095
6 462 236 | 0.5108225108225
7 1716 868 | 0.5058275058275
8 6435 3235 | 0.5027195027195
9 24310 12190 | 0.5014397367339

10 92378 46252 | 0.5006819805581
11 352716 176484 | 0.5003572279114
12 1352078 676270 | 0.5001708481315
13 5200300 2600612 | 0.5000888410284
14 20058300 10030008 | 0.5000427753100
15 77558760 38781096 | 0.5000221251603
16 300540195 150273315 | 0.5000107057227
17 1166803110 583407990 | 0.5000055150693
18 4537567650 2268795980 | 0.5000026787479
19 17672631900 8836340260 | 0.5000013755733
20 68923264410 34461678394 | 0.5000006701511
21 269128937220 134564560988 | 0.5000003432481
22 1052049481860 526024917288 | 0.5000001676328
23 4116715363800 2058358034616 | 0.5000000856790
24 16123801841550 8061901596814 | 0.5000000419280
25 63205303218876 31602652961516 | 0.5000000213918
26 247959266474052 123979635837176 | 0.5000000104862
27 973469712824056 486734861612328 | 0.5000000053420
28 3824345300380220 1912172660219260 | 0.5000000026224
29 15033633249770520 7516816644943560 | 0.5000000013342
30 59132290782430712 29566145429994736 | 0.5000000006558
31 232714176627630544 116357088391374032 | 0.5000000003333
32 916312070471295267 458156035385917731 | 0.5000000001640
33 3609714217008132870 1804857108804606630 | 0.5000000000833
34 14226520737620288370 7113260369393545740 | 0.5000000000410
35 56093138908331422716 28046569455332514468 | 0.5000000000208
36 221256270138418389602 110628135071477978626 | 0.5000000000103
37 873065282167813104916 436532641088444120108 | 0.5000000000052
38 | 3446310324346630677300 | 1723155162182151654600 | 0.5000000000026
1. tablazat. A szabalyos (R(n)) és a paros (F(n)) sorozatok szama, valamint ezen

szamok hanyadosa (E(n)/R(n))).

a rendszerint négyzetes futasi idejd rekurziv ellenérzést. Ezzel ugyan elveszitjiik a
nullamentes Havel-Hakimi azon j6 tulajdonsagat, hogy legjobb esetben konstans idé
alatt lefut, viszont cserébe megkapjuk azt, hogy a varhaté futasi idé jelentGsen csok-
ken.



8 IVANYI ANTAL, LUCZ LORAND

3.4. Linearis Havel-Hakimi tesztel§ algoritmus (HHI)

Az EGI algoritmusban kulcsszerepe van az s; elemhez tartozé w; silypontnak [29],
amely 7 > s; esetén 0, egyébként a legnagyobb olyan k index, amelyre igaz, hogy
s > bi (ez az egyenl6tlenség a (0,1,n)-grafok esetén az sp > i egyenlStlenségre
egyszertsodik.)

Ez a stlypont arra is alkalmas, hogy a Havel-Hakimi algoritmus aldbbi valtozata-
ban fontos szerepls legyen. A pszeudokdd a [12] tankonyvben ismertetett konvenci-
okat alkalmazza.

Bemenet. n: cstcsok szama (n > 1);
s=(s1,...,5n): a tesztelends (0,1, n)-szabalyos sorozat.

Kimenet. L: s grafikussagat jelz6 logikai valtozo.

Munkavdltozok. i: ciklus valtozo;

r = (r1,...,m): 5 az s;-hez tartozé6 maradék farokkapacitas (r; = wy — 1 és r; =
w; —1+7i—1 — 8, ha 2 <i<n);

w = (wq,...,wy): w; az ¢ indexhez tartozo sulypont (ha i > s1, akkor w; = 0,
egyébként w; a legnagyobb olyan k, amelyre teljesiil s; > 4;

H = (Hy,...,Hy,): H; az s sorozat els6 i elemének Osszege.

HAVEL-HAKIMI-LINEARIS(n, s, L)

01L=0 // 01. sor: a gyakoribb érték beallitasa
02if sy ==0 // 02-04. sor: a nullakbol all6 sorozat grafikus
03 L=1

04 return L

05 if s5,41 ==0 // 05-07. sor: s; ellendrzése konstans id6 alatt
06 return L

07 Hy = s1 // 07. sor: Hy egyenl§ a sorozat els elemével
08 for i =2ton // 08-08. sor: tovabbi H; értékek kiszamitasa
09 Hi = HZ‘_1 + S;

10 if H,, paratlan // 10-11. sor: paritas ellendrzés
11  return L

12w =n // 12-15. sor: elsg suly és tartalék szamitasa
13 while s, <1

14 wp = w1 — 1

15r1:w1—1—31

16 Sn+1 = 0

17fori=2ton—1
18 if s; <1 vagy s;41 =0

19 L=1
20 return L
21 w; = Wi—1

22 while s,,, < i és w; >0
23 W; = Wy — 1
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24 if w; >1 24. sor: esetszétvalasztas
25 if s;>w;, —1+mr;,_1 // 25. sor: s grafikus?
26 return L // 26. sor: s nem grafikus
27 ri=w; —1+r,_1—35;

28 else if s; > w; + 1,1 // 28. sor: s grafikus?
29 return L // 29. sor: s nem grafikus
30 T =w; +7ri—1 — S

31L=1

32 return

5. TETEL. A HAVEL-HAKIMI-LINEARIS-TESZT futdsi ideje legjobb esetben O(1), leg-
rosszabb esetben O(n).

Bizonyitas. A 01-07. sorok idéigénye O(1), és példaul a (0™) bemenetre a program
a 04. sorban megall, ezért a legjobb futasi id6 O(1). A 08-11. sorok idsigénye O(n).
Mivel a stulypontok szamitasa legfeljebb n csékkentést igényel, a 14-30. sorok igénye
O(n), ezért a legrosszabb eset O(n). O

3.5. Peéldak

1. példa. Legyen az els6 példank s = (33,1). A 01-15. sorok szerint r; = 0. Ha
i = 2, akkor w; = 3 és a 25. sor feltétele nem teljesiil, ezért s nem (0,1,4)-grafikus.
0

2. példa A kovetkez6 példa s = (5,32,2,13). Az 01-15. sorokban azt kapjuk, hogy
wy =7é r; = 1. Ha ¢ = 2, akkor w; = 4, a 25. sor feltétele nem teljesiil és a 27. sor
szerint ro = 1. Ha ¢ = 3, akkor w; = 3 és nem teljesiil a 25. sor feltétele. Ha ¢ = 4,
akkor w; = 1 és most sem teljesiil 25. sor feltétele. Ha ¢ = 5, akkor teljesiil a 16. sor

s; < 1 feltétele, és ezért s (0,1, 7)-grafikus. O
3. példa Legyen s = (5,4,1°). Erre a sorozatra r; = 1, és ha i = 2, akkor w; = 2,
ezért a 25. sor feltétele teljesiil, igy s nem (0, 1,7)-grafikus. O

4. példa Utolso példank legyen s = (52,4, 3%). Az elsé 15 sor szerint r; = 1. Ha
1 = 2, akkor w; = 7 és ro = 1. Ha 7 = 3, akkor w3 = 7 és r3 = 2. Ha ¢ = 4, akkor
teljesiil a 18. sor s; < 1 feltétele, ezért s (0,1, 7)-grafikus. O

3.6. HHLT elsd hat soranak elemzése

Nem nehéz belatni, hogy a (I, u, m)-korlatos sorozatok B(l,u,m) szama

Bll,u,m) = (“‘”m) . (7)

m

Ezért a HHI algoritmus lehetséges bemeneteinek a szama

B(0,n—1,n) (2”_1>. (8)

n
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HHI els§ harom sora kisziiri példaul azokat a sorozatokat, amelyek (n — 1)-gyel
kezd6dnek és nullaval végzédnek. Ezek szama (7)) szerint

B(O,n—l,n—2):<2n_3>. (9)

n—2

Ezek koziil a HHI altal kisztrt sorozatok Rj(n) hanyada

2n—3)

(- 22n—1) 1 1

Ri(n) = g2~ = == : 10
1(n) (2"”_1) n 4 + 8n—4 (10)
HHI pontosan azokat a sorozatokat sziiri ki, amelyek (n —i)-vel (i = 1,...,n —

2) kezdddnek és legaldbb i nullat tartalmaznak. Rogzitett i-re az ilyen sorozatok
aszimptotikus részaranya 1/4°, igy HHI aszimptotikusan a szabalyos sorozatoknak a
oo
1 1
=z 11
> 1773 (11)
=1

Osszegnek megfelel§ hanyadat, azaz egy harmad részét sziri ki.
Mivel a grafikus sorozatok aszimptotikus stirtisége nulla, ezért minden A pontos

algoritmusra létezik egy s1.4 + s2.4 + ... = 1 sor (val6szintiség-eloszlas), amelyben
s; az i-edik menetben kiszlirt hanyad. Példaul s; 4 = 1/3 minden olyan pontos

algoritmusra, amelyik els6 menetben a PT algoritmust (vagy annak valamilyen lassu
valtozatat) hasznélja az els6 menetben — ilyen a HH és az EG is.
3.7. Tripathi és Vijay els6 javitasa

Tripathi és Vijai 2003-ban megmutatta, hogy az Erdés-Gallai tétel kovetkezs valto-
zata is helyes.

6. LEMMA. (Tripathi, Vijay [72]) Ha n > 1, akkor a (0,1,n)-szabdlyos s sorozat
akkor és csak akkor (1,1,n)-grafikus, ha

H, pdros (12)
és N
Hy—i(i—1) < ) min(i,sp) (i=1,...,q), (13)
k=i+1
ahol
0= max (k | k(k = 1) < Hy). (14)
Bizonyitas. Lasd [72]. O

Ennél is hasznosabb a kovetkezg allitas,amelyben (13) helyett a szigorubb (16)
szerepel, amelyet ¢ helyett csak (¢ — 1)-ig ellenérziink.
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7. LEMMA. Han > 1, a (0,1,n)-szabdlyos s = (s1,...,5,) sorozat akkor és csak
akkor grafikus, ha
H, pdros (15)
és
n
H; —min(H,i(i — 1)) < > min(i,sx) (i=1,2,...,¢— 1), (16)
k=i+1
ahol
= —1) < Hy). 1
g = max (k[ k(k—1) < Hy) (17)
Bizonyitas. Ha 7777777777777777777, O

3.8. Tripathi és Vijay masodik javitasa

Tripathi és Vijai a [72] cikkben az Erdgs-Gallai tétel kovetkezs, lényeges gyorsitast
lehet&ve tevs valtozatat is bizonyitottak.
Az ismétlsds elemeket gyakorisaguk segitségével tomoritve a (0,1, n)-szabalyos

(s1,.-.,5n) sorozat felirhat6 az (sj, .. ., SZI) alakban, ahol s, < --- <s;,, €1, ..., e >
léser+---+e,=n.Legyengj=e1+---+¢; (=1, ..., q).

Az s; elemet az s ugré elemének nevezziik, ha ¢ = n vagy 1 < ¢ < n —1 és
s; > siy1. Ekkor az ugré pontok az sy ,...,sq, elemek. Az ugro (vagy ellenérzo)
elemeket ¢; = sg,,...,¢q = 84, modon jeldljiik.

8. TETEL. (Tripathi, Vijay [72]) Az s = (s1,...,sn) szabdlyos sorozat akkor és csak
akkor grafikus, ha

H, pdros (18)
és "
Hy, —si(si—1)< Y min(s;,by) (i=1,...,0q). (19)
k=s;+1
Bizonyitas. Lasd [72]. O

Megjegyezziik, hogy az ellen6rzést elég a (¢ — 1)-edik ugrépontig folytatni.

Ehhez az allitdshoz hasonl6 a kdvetkezs ?7. tétel.

Ha s azonos elemekbdl all, akkor mindig grafikus és nincs n-nél kisebb ugréopont
benne. Ezért tegyiik fel, hogy s; > s,, tovabb4 s ugrépontjainak sorozata s =

(S1y--+,5q)-

9. TETEL. Ha n > 1, a szabdlyos (s1,...,Sn) sorozat akkor és csak akkor grafikus,
ha

Si
i=1
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ahol
wj = max(k >0 | by > j). (21)

Bizonyitas. Ha 7777777007000 0000000000077 77007°00°0°0°077777777 O

A kovetkez§ tablazatokban bemutatjuk, hogyan oszlanak meg a kizart grafikus és
nemgrafikus sorozatok az egyes menetek kozott. Azt is jellemezziik, hogy atlagosan
hény meneten 4t kell egy grafikus, illetve nemgrafikus sorozatot a kizarasdig tesztelni,
és azt is, hogy a menetek hanyadrészét forditjuk atlagosan egy sorozat tesztelésére.

A 2. tablazat az (a,b,n)-szabdlyos és (a,b,n)-grafikus sorozatok szamat tartal-

mazzan =1, ..., 11 cstcs, valamint a =0ésb=1,a=0¢ésb=2,a=2¢éb=5
esetén.
n || R(0,1,n) | G(0,1,n) | R(0,2,n) | G(0,2,n) R(2,3,n) | G(2,3,n)
1 1 1 1 1 1 1
2 3 2 6 3 10 4
3 10 4 35 10 84 23
4 35 11 210 52 715 189
5 126 31 1287 283 6188 1582
6 462 102 8008 1706 54264 13583
7 1716 342 50388 10436 480700 122345
8 6435 1213 319770 65370 4292145 1092573
9 24310 4361 2042975 413111 38567100 9816598
10 92378 16016 | 13123110 2633537 348330136 88680716
11 352716 59348 | 84672315 | 16882153 | 3159461968 | 804480107
2. tablazat. Az (a, b, n)-szabalyos és (a, b, n)-grafikus sorozatok szaman =1, ..., 11

csics, valamint a =0ésb=1,a=0¢ésb=2,a =2 és b=>5 esetén.

A 3l tablazat a HHI altal az i-edik (i = 1,...,11) menetben kisztirt nem grafikus

sorozatok szamat mutatjan =1, ..., 11 csics, valamint a = 0 és b = 1 esetén.
nji 1 2 3 4 5 6] 7] 8[9[10]11
1 0
2 1 0
3 6 0 0
4 22 2 0 0
5 85 8 2 0 0
6 311 35 12 2 0 0
7 1169 | 128 58 | 17 2 0| o
8 4369 | 488 | 239 | 100 | 24 21 0] 0
9| 16524 | 1805 | 942 | 471 | 173 | 32| 2| 00
10 || 62650 | 6800 | 3601 | 2021 | 956 | 289 | 43| 20| 0
11 || 239008 | 25571 | 13677 | 8147 | 4561 | 1877 | 470 | 55 | 2| 0| 0

3. tablazat. HHI i-edik (¢ = 1,...,11) menetében kisztirt nem grafikus sorozatok
szama n =1, ..., 11 cstcs, valamint a = 0, b = 1 esetén.

A 4l tablazat HHI d-edik (¢ = 1, ..., 11) menetében kiszdrt grafikus sorozatok
szaméat tartalmazza a=0ésb=1,n=1, ..., 11 cstcs esetén.
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nfi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
T[[1
21 1
3t 3 0
41 8 2 0
501 16 12 2 0
61 29 48 22 2 0
7|1 47 130 127 35 2 0
8|1 72 306 488 290 54 2 0
91 104 618 1492 1475 591 78 2 0
10 |1 145 1158 3863 5757 3868 1112 110 2 0
11 ([ 1 195 1998 8890 18440 18662 9053 1958 149 2 0
4. tablazat. HHI i-edik (i = 1, ..., 11) menetében kisziirt nem grafikus sorozatok
szama a=0,b=1én=1, ..., 11 csucs esetén.

Legyen N;(a,b,n, A), illetve M;(a,b,n, A) az A algoritmus altal az (a, b, n)-szabalyos
sorozatok vizsgalata soran az i-edik (i = 1,...,n) menetben kizart nemgrafikus, il-
letve grafikus sorozatok szdma, tovabba legyen

n n
N:Z és M:Zmi, (22)
i=1 i=1

X(a,b,n, A) = Z?:nlmz, (23)
Y(a,b,n, A) = Z:?:;zmz’ (24)
Z(a,byn, A) = Lizi z(:l + ) , (25)
X'(a,b,n, A) = Z%;ml, (26)
Y'(a,b,n, A) = 2%112“”27 (27)
Z'(a,b,n, A) = Lizt Z(ZZ + o) (28)

Az 5. tablazat a ChEGI algoritmus hatékonysagat jellemzi a = 0, b = 2 és n =
1, ..., 11 csiics esetén.

3.9. Roviditett Erdds-Gallai algoritmus

H; maximalis értéke szabélyos sorozat esetén n(n — 1), ezért a [3L tételben szerepld
(6) egyenldtlenség i = n esetén biztosan teljesiil, igy felesleges ellendrizni.

Ennél is hasznosabb észrevételt tartalmaz a kovetkezd lemma.

Tripathi és Vijay 2003-as cikkében [72] szerepel az az észrevétel, hogy az Erdds-
Gallai tételben a (6) egyenlGtlenséget elég csak addig ellendrizni, amig H; > (i — 1)
teljesiil.
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n/jellemz6 X Y Z X' Y’ z'
2 [ 1.0000 | 1.5000 | 1.3333 | 0.5000 | 0.7500 | 0.6667
3 || 1.0000 | 1.7500 | 1.3000 | 0.3333 | 0.583 | 0.4333
4 || 1.0833 | 2.0909 | 1.4000 | 0.2708 | 0.5018 | 0.3500
5
6
7
8
10
11

5. tablazat. HHI hatékonységi jellemzéi a =0, b=1ésn =2, ..., 11 cstcs esetén.

10. LEMMA. (Tripathi és Vijay [72]) Ha n > 1, a (0,1,n)-szabdlyos s = (s1,...,Sn)
sorozat akkor és csak akkor (0,1,n)-grafikus, ha

H, pdros (29)
és "
H; —min(H,i(i — 1)) < > min(i,by) (i=12,...,9), (30)
k=i+1
ahol
g= max (k[ k(k—1) < Hy). (31)

Bizonyitas. Hai(i—1) > H;, akkor (6) bal oldala nempozitiv, ezért az egyenlGtlenség
biztosan teljesiil, igy felesleges ellendrizni. ([l

Példaul a ¢ = (5109) sorozat esetén (6)) jobb oldalat az Erdss-Gallai algoritmus sze-
rint kilencvenkilencszer, mig a réviditett Erdds-Gallai algoritmus szerint csak hatszor
kell kiszamitani. A javitasnak a varhato futasi idére gyakorolt hatésat a [7. részben
vizsgaljuk.

A 10l lemmén alapulé algoritmust roviditett Erdgs-Gallai algoritmusnak (EGR)
nevezziik.

3.10. Ugré Erdds-Gallai algoritmus (EGu)

Az ismétlsds  elemeket Gsszevonva egy szabalyos (s1,...,sn) sorozat (sil,
,sf:) alakban is felirhato, ahol s;; > -+ > s; , €1,...,eq > 1ése;+ - +eg=n.
Legyenoj=e1+---+¢€; (=1, ...,q).
Az s; elemet a b sorozat ugrd elemének nevezziik, ha i =n vagy 1 <i<n—1 és
si > si+1. Ekkor az ugré elemek a s5y, o, - - 5 S5, €lemek.

11. TETEL. (Tripathi, Vijay [72]) Az (1, 1,n)-szabdlyos s = (s1 ..., Sn) sorozat akkor
és csak akkor (1,1,n)-grafikus, ha

H, pdros (32)



Alkalmazott Matematikai Lapok 15

és
Hy, —oi(os—1)< > min(i,s;) (i=1,...,09). (33)
k=o;+1

Bizonyitas. Lasd [72]. O

Kés6bb majd az ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmusban kihasznaljuk, hogy a
(33) egyenlétlenségben o, mindig n, és ezért Hy, —n(n — 1) mindig teljesiil, igy elég
az egyenl6tlenséget (i = g — 1)-ig ellendrizni.

A kovetkezd program az Erdgs-Gallai algoritmusnak az 4. és[10. lemma, valamint
a 11l tétel alapjan gyorsitott valtozatat mutatja be.

Bemenet. n: a cstcsok szama (n > 1);

s = (s1,...,Sn): n-szabalyos sorozat.
Kimenet. L: s grafikussagat jelzd logikai valtozo.
Munkavdltozok. © és j: ciklusvaltozok;

H = (Hy,...,Hy,): H; bels6 i elemének az Gsszege;

p: b pozitiv elemeinek a szama;

bp+1: segédvaltozo annak eldontéséhez, hogy b, ugré elem-e.

ERDOS-GALLAI-UGRO(n, s, L, )

01 L=0 > 01-02. sor: kezdeti értékek beallitasa
021=0

03p=n > 03-05. sor: nullamentesités
04 while s, =0

05 p=p—1

06 Hi = s1 > 06-10. sor: paritas ellenGrzése

07fori=2top

08 Hi = HZ‘_1 + S;
09 if H), paratlan

10  return L

11 sp41 =0 > 11-23. sor: fej igényének ellenGrzése
12:=1

13 whilei <pési(i—1) < H;
14 if Si = Si+1

15 1=1+1

16 E=0

17 for j=i+1top
18 E = FE 4 min(j, s;)
19 if H;>i(i— 1)+ FE
20 return L

21 L =1

22 return L
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Ennek az algoritmusnak a futési ideje a legjobb ©(1) és a legrosszabb O (n?) kozott
valtozik.

3.11. Linearis Erdds-Gallai algoritmus (EGI)

A kévetkez6 ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmus kihasznalja, hogy az s beme-
neti sorozat monoton. Ennek kdszonhetéen a C; kapacitasokat minden ¢-re konstans
idében meg tudja hatarozni, azaz nincs sziiksége arra, hogy a megfelels farok elemeit
egyenként megvizsgalja. A gyors szamolas kulcsa a sulypontokat tartalmazo w(s)
sorozat.

Adott s sorozat esetén legyen w(s) = (wo, w1, ..., wnp—1), ahol i > s1 esetén w; = 0,
egyébként pedig w; az s sorozat legnagyobb indexd olyan elemének indexe, amelyik
legalabb akkora, mint 3.

Az s sorozat s; elemének ellendrzésekor két eset van: ha ¢ > w;, akkor a C; kapacités
egyszerten szamithato: H, — H;, mivel a farok minden s; elemének hozzajarulasa
csak s;.

Ha viszont ¢ < wj;, akkor a Cj-t definidlé szummat két részre bontjuk: az elsd
részhez a farok azon s; kezd§ elemeinek hozzajarulasa tartozik, amelyekre teljesiil
s; > 1, a masodik részhez pedig a t&bbi elem. Legyen ¢(s) = ¢ = maxi<j<p{i | i(i —
1) < H;}.

12. TETEL. Han > 1, az s = (s1,...,8,) (0,1,n)-szabdlyos sorozat akkor és csak
akkor (0,1, n)-grafikus, ha

H, pdros, (34)
tovdbbd
ahol

Wy, /Lfl S Wy,

7, ha @ > w;. (36)

M@:k:{

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a tételben szerepls feltétel ekvivalens a 3. tétel
feltételeivel.

A (77) feltétel pontosan megegyezik az (5)) feltétellel.

Ha ¢ < w;, akkor

H; <i(i—1) + (w; — i+ 1)i + H, — Hy, (37)

és ha ¢ > w;, akkor
H; §i(i—1)+Hn—Hi. (38)

Ha (37) jobb oldalan kiemeljiik i-t, akkor a

H; < iw; + Hy, — Hy, (39)
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egyenlétlenséget kapjuk. Ha (?77)-ba (36) alapjan behelyettesitjiik k-t, akkor az i <
w; esetben (37)-t, az i > w; esetben pedig (38)-t kapjuk. O

A kovetkezs program a ?7?. tétel alapjan adott n-re tetszéleges n-szabéalyos sorozat-
r6l eldonti, hogy grafikus-e. A program futési ideje minden sorozatra O(n). Erdemes
megjegyezni, hogy akir a bemend sorozat rendezettségétsl is eltekinthetiink, mivel a
sorozat elemei egész szamok és mindegyik a [0, n — 1] intervallumba esik, igy sziikség
esetén O(n) id6 alatt rendezni tudjuk a sorozatot.

Bemenet. n: a cstcsok szama (n > 1);
s=1(81,..-,8n): (0,1,n)-szabalyos sorozat.

Kimenet. L: s grafikussagat jelzd logikai valtozo.

Munkavdltozok. i: ciklusvaltozo;

H = (Hy,...,Hy,): H; az éppen tesztelt s els6 i elemének az Gsszege;
w = (wi,...,wyp—1): w; a legnagyobb indexd olyan s; indexe, amely legalabb i;

Hy = 0: segédvaltozd a H sorozat elemeinek kiszamitédsahoz;

so = n — 1: segédvaltozé az m sorozat elemeinek kiszamitasahoz;

y: ellendrzés egyszertisitéséhez hasznalt valtozo (az aktualis s; vagopontja, azaz w és
i maximuma,).

ERDOS-GALLAI-LINEARIS(n, S, L)

01 Hi = s // 01. sor: Hy beéllitasa
02fori=2ton // 02-03. sor: H tovabbi elemeinek szdmitasa
03 Hz' = Hi—l + S5

04 if H,, is odd // 04-06. sor: paritas ellendrzése
05 L=0

06 return

07w =mn // 07. sor: sulypont beallitasa
08 fori=1ton // 08-12. sor: s elemeinek tesztelése
09 while w > 1 and s, <@ // 08-10. sor: aktudlis sulypont szamitasa
10 w=w-—1

11 y = max(i,w) // 11. sor: aktuélis vagopont szamitasa
12 if Hy>i(y—1)+ H, — H,

13 L=0 // lines 13-14: nemgrafikus s elutasitésa
14 return L

I15L=1 // 15-16. sor: grafikus s elfogadasa

16 return L

13. KOVETKEZMENY. A (0,1,n)-szabdlyos s = (s1,...,sn) sorozatrél az EGI algo-
ritmus ©(n) idd alatt donti el, hogy s (0,1, n)-grafikus-e.

Bizonyitas. A 01-03. sorok ©(n) id6t igényelnek. Mivel a w stlypontot legfeljebb
n-szer frissitjiik, ezért a 04-16. sorok idsigénye O(n), igy az algoritmus futési ideje
O(n). O
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3.12. Gyors Erdgs-Gallai algoritmus (EGgy)
4. Leszamlalasi eredmények

Eddig peldaul Avis és Fukuda [2], Barnes és Savage [3, 4], Burns [10], Erd&s és Moser
[47]|, Frank, Savage and Sellers [20], Kleitman és Winston [35], Redseth, Sellers,
Tverberg [58], Ruskey et al. [59], Simion [62], Stanley [7()], Winston és Kleitman
[76] publikdltak foksorozatok leszamlalasara vonatkoz6 eredményeket. Az édltalunk
vizsgalt sorozatok szamaval kapcsolatos eredmények taldlhatok Sloane és Ploffe [63],
valamint Stanley [69] konyvében és a The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences
cimi honlapon [65], 66, [67] is.

14. LEMMA. Hal, m és u egész szdmok, tovdbbd |l > u és 1 > m, akkor az (I,u,m)-
korlatos sorozatok K(l,u,m) szima

K(l,u,m)=(u—1+1)". (40)

Bizonyitas. A korlatos sorozatok szamara vonatkozo képlet kézvetlen adodik abbdl,
hogy a sorozat mind az m eleme v — [ + 1 lehetséges értéket vehet fel. g

15. LEMMA. Ha 1, m és u egész szamok, tovabbd | > u és 1 > m, akkor az (I,u,m)-
szabdlyos sorozatok R(l,u,m) szdma

m+u—1
p(l,u,m) = < m ) (41)
Bizonyitas. Egy s = (s1,...,8m) (I,u,m)-szabdlyos sorozat esetén legyen s’ =
(sh,...,8,), ahol s, = s; +m —i. A lehetséges s és s’ sorozatok halmazai kozott
kolesonosen egyértelmi kapcsolat all fenn. A kiilonbozs s’ sorozatok szama pedig
annyi, ahany féleképpen a kiilénboz6 {, 14+1, ..., u+m—1 szdmok — azaz u+m —1
szam — kozil m szamot ki tudunk valasztani. (|

A szimulécios vizsgalatok elemzésénél (is) hasznos a szabalyos és a paros sorozatok
szamat megaddé fliggvények tulajdonsagainak ismerete.

16. LEMMA. Han > 1, akkor

R(n+2) - R(n+1)

Rnt 1)~ R(n) (42)
lim R, oo = 4, (43)

tovdbbd n ] n ]
(1-——)<R(n) < ). (44)

2n

1 —
Vamn v/ 47rn( 8&n + 8
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Bizonyitas. A (41) egyenlGség alapjan
R(n+2) 2n+3)!(n+1)n!  4n+6 _4 2

Rn+1) n+2)!(n+1)!2n+1)! n+2 a2

ahonnan (42)) és (43) is kozvetleniil adodik.
(44) belatasahoz felhasznaljuk a Stirling-formula kévetkezs alakjat [12]: ha n > 1,
akkor

(45)

n! = (%)n 2ne™ (46)
ahol 1
n < —. 4
2nt1 - 12 (47)
O

17. LEMMA. (Ascher [I], Sloane and Pfoffe [63]) Ha n > 1, akkor a (0,1,n)-pdros

sorozatok E(n) szima
() )

Bizonyitas. Léasd [63]. O

A 15. és all7. lemmak egybe vetése mutatja, hogy a paros és paratlan sorozatok
szamanak nagysagrendje megegyezik, azonban tobb a paros sorozat, mint a paratlan.
A 17, lemma alapjan pontosan meg tudjuk adni F(n) aszimptotikus nagysagrendjét.

18. LEMMA. Han > 1, akkor
En+2)  EMn+1)

Ent 1)~ E(n) (49)
lim By, oo = 4, (50)
tovdbbd n n
(1= 6a(m) < B(n) < (1= 84(0), (51)
ahol 63(n) és d4(n) monoton csokkenve nulldihoz tartd sorozatok.
Bizonyitas. A bizonyitas hasonlé a [16. lemma bizonyitasihoz. (|

Amint azt a kovetkezs allitas és alll abra is mutatja, az E(n)/R(n) hanyadosok
sorozata monoton csokkenve %—hez tart.
19. KOVETKEZMENY. Han > 1, akkor

E(n+1) - E(n)

R(n+1)  R(n)

¢ _E(m) 1
A Ry 2 (53)
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Bizonyitas. 7777 0

Bar az alapfeladatban nemnegativ elemekbdl allo sorozatok szerepelnek, algorit-
musaink — a futési id6 csokkentése érdekében — csak a sorozatok pozitiv kezdGszeletét
vizsgaljak. Ennek varhaté hatasat jellemzi a kovetkezs két allitds, amelyek a nullat
tartalmazé sorozatok szdmat és a sorozatokban lévé nulldk atlagos szamét adjik
meg.

20. LEMMA. Ha n > 1, akkor az n-szabdlyos sorozatok kozil

(2” - 2) " Rn). (54)

n—1) 2n—-1

tartalmaz legaldbb egy nulldt.

Bizonyitas. A nullat tartalmaz6 n-szabalyos sorozatok halmaza kdlcsondsen egyér-
telmten leképezhets az (n — 1, n)-szabélyos sorozatok halmazara. Az ut6bbi halmaz
elemszama pedig a [15L lemma szerint

(2: _ 12> - n(n(inlié);n— 1)~ an_ 1 (an_ 1>. (55)

O

21. LEMMA. Ha n > 1, akkor az n-szabdlyos sorozatokban lévd nulldk dtlagos szdma

- 2n—3
dico Z( i )
(Qn—l) :
n
Bizonyitas. A (0, 1,n)-szabalyos sorozatokban 0,...,n — 1 vagy n nulla van. Az i
nullat és n — i pozitiv elemet tartalmazo (0, 1, n)-szabalyos sorozatok szama ugyan-

annyi, mint ahany féleképpen 2n — 3 kiilénb6z6 elem kozil n — ¢ kivalaszthaté.
0

(56)

A pontos algoritmusokrol szolo 3.1L részben belattuk, hogy elég az n-paros soro-
zatok nullamentes prefixét megvizsgalni ahhoz, hogy elddntsiik, grafikus-e a vizsgalt
sorozat. Mivel a 20l lemma szerint a paros sorozatoknak aszimptotikusan csak null-
mértéki hanyada tartalmaz nullat (és ez a hanyad a gyakorlat szamara legérdekesebb
n-ekre sem nagy), konkrét sorozatok vizsgalatanal nem jelentss az id6megtakaritas.
Amikor viszont az Osszes m-paros sorozatot elemezziik (az atlagos futasi id6 vagy
G(n) meghatéarozasa érdekében), nagyon hasznos a kovetkezs lemma.

Legyen G.(n) a nullamentes grafikus n-paros sorozatok szama.

22. LEMMA. Ha n > 2, akkor a (0,1,n)-grafikus sorozatok szima

G(n) = Gy(n) + G(n —1). (57)
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Bizonyitas. Az n-grafikus sorozatokban vagy s, = 0, vagy s, > 0. Az el6bbiekben
vagy s1 = n — 1, vagy s1 < ni. Ha s; = n —1 és s, = 0, akkor az s sorozat
biztosan nem grafikus, mert nincs benne elég pozitiv elem. Az s1 <n—1és s, =0
tulajdonsagi sorozatok n — 1 hosszu fejei pontosan a (0, 1,n — 1)-grafikus sorozatok.

O

Az ugré elemek szamanak varhaté értéke lényegesen befolyasolja a velitk kapcso-
latos algoritmusok futasi idejét. Ezért hasznos a kivetkezd két allitas.

Egy (1, 1,n)-korlatos sorozat szivdrvdny szdma a sorozatban 1évé kiilonb6z6 elemek
szama.

23. LEMMA. (Mori [48]). Han > 1, akkor az n-korldtos sorozatok dtlagos szivdrviny

szama

nQ

o2n—1°

(58)
Bizonyitas. (Il

24. LEMMA. (Mori [48]). Ha n > 1, akkor az n-szabdlyos sorozatok dtlagos szivdr-

vany szama
n 1 3

271 81

5 (59)

Bizonyitas. Egy n-szabalyos sorozatban 1, 2, ..., n kiilonb6z6 elem lehet. n kiilon-
boz6 elem koziil k elemet (Z) féleképpen valaszthatunk ki. Ha mar kivalasztottunk

n—1

k elemet, akkor ezeket ( k71> moédon rendezhetjiik, hiszen az azonos elemekbdl allé

részsorozatokat elvalaszté k — 1 helyet a sorozat n eleme kozti n — 1 hely koziil kell
kivalasztanunk. Figyelembe véve, hogy a ?7?. lemma szerint az n-szabélyos sorozatok
szama p(n) = (2”_1) , az n-szabdlyos sorozatok atlagos szivarvanyszama

n
—1
2= k() ()
(Qn—l) :
n
Ezt a kifejezést atalakitva és felhaszndlva a hipergeometrikus sorozat varhaté értékére
vonatkozo képletet, az adodik, hogy a keresett varhato érték

(60)

n? n 1 3

Mm—1_ 2 4 8n—4

(61)

0

A kovetkezd allitas a rendezd és az eltold Havel-Hakimi algoritmusok futasi idejének
Osszehasonlitasanal hasznosak.

25. LEMMA. Ha n > 1, akkor egy m-szabdlyos sorozatot s = (s7',...,sq") alakban
felirva az e; kitevdk (,futamhosszak”) vdrhato értéke
konstans 297
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Bizonyitas. 7777 0

A grafikus sorozatok G(n) szamanak jellemzésével kapcsolatos kutatasok igéretes
irdnya a paros szamok pozitiv 6sszeadanddkra vald felbontasa, és annak vizsgalata,
hogy az ilyen felbontéasok koziil melyek (0, 1, n)-grafikusak |3} 4, [10]. Ezek segitsége-
vel sikeriilt a grafikus sorozatok szdméra vonatkozé alabbi aszimptotikus korlatokat
bizonyitani.

26. LEMMA. (Burns [10]) Léteznek olyan pozitiv ¢ és C dllanddék, hogy a (0,1,n)-
grafikus sorozatok G(n) szdma a kovetkezd korldtok kozé esik:
4m 4m

o <G < e (62)

5. Tesztel6 algoritmusok

Sorozatok megvalosithatosaganak vizsgalata sordn természetes észrevétel, hogy az s
sorozat i-hez tartozo fejének H; fokszamigényét részben belss (az adott fejen beliili),
részben pedig kiils6 (a fejnek megfelels farokhoz tartozo) fokszamokkal elégitjiik ki.

Elgszor egy ,,pozitiv’, majd egy , paritasos”, egy ,,binomialis” és végiil egy , fejfelezs”
teszteld /sziirG algoritmust mutatunk be.

5.1. Pozitiv teszt

A farokban 1év6 nulla elemek nem novelik a farok parositasi lehetGségeit. Ez az ész-
revétel lehet6vé teszi, hogy az i-edik elemhez tartozo farok foklekdtési lehetGségeire
(potencialjara) T;-nél pontosabb becslést adjunk. Ez a teszt a Havel-Hakimi algo-
ritmus elsé menetének megfelel§ ellenérzést végzi el. legyen p az s sorozat pozitiv
elemeinek a szama.

27. KOVETKEZMENY. Han > 1 és s = (s1,...,5n) (0,1,n)-grafikus sorozat, akkor
s1<p—1 wagy s =0. (63)

Bizonyitas. A (63) egyenldtlenség azt a kovetelményt fejezi ki, amelyet a Havel-
Hakimi algoritmus az elsé iteraciés menetben, illetve az FErdés-Gallai algoritmus a
(6) egyenldtlenség i = 1 esetben valo ellendrzésével megvalosit. O

A 27 kévetkezményen alapuld tesztet a kovetkezs algoritmus végzi.
Bemenet. n: a cstcsok szama (n > 1);
s=(s1,...,8n): (0,1,n)-szabalyos sorozat.
Kimenet. L: s grafikussagat jelzd logikai valtozo.
Munkavdltozd. p: a bemenetben 1évS pozitiv elemek szama.

PozITiv-TESZT(n, s, L)
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01 L=0

02p=n

03 while s, =0
04 p=p—1

05if s1 >p—1
06 return L
07L=1

08 return L

Ennek az algoritmusnak a futési ideje a legjobb ©(1) és a legrosszabb ©(n) kdzott
valtozik.
Ennek az algoritmusnak a javitott valtozata az alabbi GYORS-TESZT (GyT) [43].

GYORS-TESZT(n, s, L)

01if s;, ==0
02 L=0
06 return L

A GYORS-TESZT ugyanazt az eredményt adja, mint POZITIV-TESZT, a futési ideje
azonban mindig O(1).

5.2. Paritas teszt

Elsé6 tesztiink az Erdgs-Gallai tétel elss sziikséges feltételén alapul. Nagyon hatékony
teszt, mivel mind a korlatos, mind a szabalyos sorozatoknak kdériilbeliil fele paratlan
sorozat, és a teszt ezekrdl lineédris id6 alatt megallapitja, hogy biztosan nem grafikus
sorozatok.

28. LEMMA. Han >1 és s (1,1,n)-grafikus sorozat, akkor
H, pdros. (64)

Bizonyitas. Egy egyszerd graf minden éle kettével noveli a fokszamok 6sszegét. [

Ezt az allitast a 3. tétel kovetkezményeként is megkaphatjuk. A 28. lemméaban
javasolt tesztet a kovetkezs algoritmus végzi.

Bemenet. n: a csucsok szama (n > 1);
s=1(81,...,5n): (0,1,n)-szabélyos sorozat.

Kimenet. L: s grafikussagat jelzd logikai valtozo.

Munkavdltozo. i: ciklusvaltozo.

PARITAS-TESZT(n, ¢, L)
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01L=0

02 H =0
03fori=2ton

04 Hi=H; 1+¢
05 if H, paratlan

06 return L

07 L=1

08 return L

Ennek az algoritmusnak a 1épésszdma minden esetben O(n).

5.3. Binomialis teszt (Bt)

Harmadik tesztiink az Erdgs-Gallai tétel masik sziikséges feltételének otletét terjeszti
ki. Lényege, hogy a fej igényének a fejen beliil ki nem elégithetd részét a faroknak, a
farok igényének beliil ki nem elégithetd részét a fejnek kell kielégitenie, végiil a teljes
sorozat igényét a fej és farok egyiittmitkodésével, valamint a fej és a farok belsd éleivel
kell kielégiteni. Az algoritmus nevét arrol kapta, hogy a fej és a farok belsg éleinek a
szamat egy-egy binomialis egyiitthaté segitségével becsiiljiikk. Legyen p az s sorozat
pozitiv elemeinek a szama.

29. LEMMA. Han >1 és s (0,1,n)-grafikus sorozat, akkor

Bizonyitas. A (65) egyenlStlenség azt fejezi ki, hogy a fej H; igényét a legfeljebb
i(i— 1) belss lehetdség és a farok legfeljebb T; kapacitasa segitségével kell kielégiteni,
ahol Ty = H,, — H;. O
A 29l lemméaban javasolt tesztet végzi el a kovetkezd program.
Bemenet. n: a cstcsok szama (n > 1);
s=1(81,...,8p): Paros sorozat;
H = (Hy,...,Hy,): H; az s sorozat els6 i elemének Osszege.
Kimenet. L: s grafikussagat jelzd logikai valtozo.
Munkavdltozok. i: ciklusvaltozo;
p: az s sorozat pozitiv elemeinek a szama.

BINOMIALIS-TESZT(n, s, L)
0Olp=n

02 while s, == 0

03 p=p-—1

04if p==1

05 L=0

06 return L
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07 H =0
09 fori=2top
10 Hi=H;1+s;

11 for:=1top
12 if 2H; >i(i—1)+ H,

13 L=0

14 return L
15L=1

16 return L

Az algoritmus azért kezdi s végénél p meghatarozdsat, mert a 22, lemma szerint
kevés nulla varhato a sorozatokban.

Ennek az algoritmusnak a futasi ideje a legjobb ©(1) és a legrosszabb ©(n) kozott
valtozik.

Az eddigi szimulacios vizsgéalatok szerint nagyon hatékony sziirg algoritmus. Aszimp-
totikus hatékonysaga kulcs fontossdgi az optimalis tesztel§ algoritmus futasi ideje
szempontjabol.

Megjegyezziik, hogy BINOMIALIS-TESZT ¢ = 1 esetén elvégzi POZITIV-TESZT mun-
kijat, ezért a POZITIV-TESZT algoritmusra nincs sziikségiink. A varhaté futasi ids
szempontjabol viszont a konstans id6 alatt hatékony GYORS-TESZT hasznos lehet.

Felmeriilt, hogy a BINOMIALIS-TESZT algoritmust is csak az ellenérz6 pontokon
alkalmazzuk, a szimulécids kisérletek azonban azt mutattik, hogy ezzel cstkkenne
az algoritmus hatékonysaga.

n helyett p viszont gyengitené az algoritmust, mert példaul a rossz (2,2,0) soro-
zatot nem sziirné ki. Ha azonban csak a paros nullamentes sorozatokat vizsgaljuk, a
2,2,0 és hasonlo sorozatokat egyetlen algoritmusunk sem kell tesztelnie (mert ezeket
méar a bemend sorozatok elgéllitasa soran kisztrjiik).

5.4. Fej felezése (Ft)

Az s sorozat fokparositd lehetségeinek az eddigieknél pontosabb becslését kaphat-
juk, ha a fejet két részre osztjuk. Legyen |i/2] = h;. Ekkor az (sq,. .., sp,) sorozatot
az i indexhez tartozo fej elejének, az (Sp,+41,-..,si) sorozatot pedig az i indexhez
tartozoé fej végének nevezziik.

30. LEMMA. Han >1 és s (0,1,n)-grafikus sorozat, akkor
H; < min(min(Hp,, T, — T;, hi(n — 1))
+ min(Hi - Hhian =1, (Z - hl)(n - Z))? Tl)

+ min(hi(i — hi) + (2) + <Z _Qh> (i=1,....n), (66)

tovabbd

min(Hy,, T, — Ti, hi(n — i) + min(H; — Hp,, T, — T;, (i — hi)(n — 1)) < T;.  (67)
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Bizonyitas. Legyen G az s sorozatot megvalésité G graf. Ekkor az ¢ indexhez tartozé
fej H; fokszamosszegét lekots éleinek halmazat 6t részhalmazra osztjuk: a fej eleje és
a farok, a fej vége és a farok kdzotti, a fej két része kézotti, valamint a fej részein beliili
élekre. Az egyes részhalmazokba tartozo élek szama legyen rendre X; 1, ..., X;s.
Xi1 legfeljebb a fej elemeinek H}, Osszege, legfeljebb a farok elemeinek 7T, — T,
osszege, ¢s legfeljebb a fej elejébol és a farokbol képezhets parok hy, (n— h;) szorzata
lehet, azaz
X@l < min(Hhi,Tn — Ti, hl(n — Z)) (68)

Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk, hogy
Xio <min(H; — Hp,, T, — T;, (i — h;)(n — 7). (69)
X 3 legfeljebb h;(i — h;) és legfeljebb H;, ezért
Xi3 < min(h;(i — h;), H;). (70)

Xi 4 legfeljebb (};’) és legfeljebb Hy,,, igy
. (hi
X4 < min( 5 ,Hp,), (71)

mig X; 5 legteljebb (1_2’“) és legteljebb H; — Hj,,,, ahonnan

Xis < (Z _th> (72)

Az is kdvetelmény, hogy a farok részei egyiitt nem léphetik tul a farok kapacitdsat,
azaz,
Xin+ Xio <T;. (73)

A (68), (69), (70), (71) és (72) egyenlStlenségeket Gsszegezve azt kapjuk, hogy
H; < Xi1+ X2+ X;3+2X;4+2X;5. (74)

Ha az (68)), (69), (70), (71) és (72) egyenl6tlenségeket a (74) egyenl6tlenségbe
helyettesitjiik, akkor (66) adodik, mig (73) ekvivalens a (67) egyenlGtlenséggel. [

A 7?7, lemmaban javasolt tesztet a kovetkezd algoritmus végzi.
Bemenet. n: a cstcsok szama (n > 1);

s = (s1,ba,...,sy): n-faroktesztelt sorozat;
H = (Hy,...,Hy,): H; az s sorozat els6 i elemének Osszege;
T = (T1,...,T,): T; az s sorozat utolsé n — i elemének Osszege.

Kimenet. L: s grafikussagat jelzd logikai valtozo.
Munkavdltozdk. i: ciklusvaltozo;
X = (X1, X2, X3, X4, X5): X afej vége X; j paraméterének aktudlis értéke.

FEJFELEZO-TESZT(n, s, H, T, p, L)
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Olfori=2ton—1

02 h=1i/2]

03 X1 = min(Hp, T, — T3, h(n — 1))

04 XQ :min(Hi—Hh,Tn—Ti,(i—h)(n—i))

05 X3 =min(h(i — h)

06  Xy=(3)

07 X;= (")

06 if H; > X1+ Xo+ X3+2X4+2X5 0r X1+ X9 >T;

07 L=0
08 return L
09 L=1

10 return L

Az algoritmus futéasi ideje legjobb esetben O(1), legrosszabb esetben ©(n).
Hasonlé moédon a farok felezése is tovabbi sorozatokat kisztirését tenné lehetévé,
de a szimulacids kisérletek szerint ez nem csékkentené a varhato futasi idét.

6. Kozelits algoritmusok hatékonysaga és futasi ideje

A tesztek elemzésénél a szabélyos és paros sorozatokat vettiik alapul. A paros soro-
zatok halmaza a legkisebb olyan halmaz, melynek elemszamét explicit képlettel meg
tudjuk adni. Az n — 1 > b; > 1 feltételeknek eleget tevd n-korldtos sorozatok hal-
mazanak elemszamét is kdnnyl megadni, de ezen halmazok elemszama tal gyorsan
né n novekedtével. A szabalyos sorozatok elemzéséhez szerencsére nem kell minden
korlatos sorozatot elGallitani: elegends a szabalyos sorozatokat elallitani, és a ré-
juk vonatkozd hatékonysagi jellemzéket a nekik megfelel§ gyakorisdgokkal stlyozni.
Példaul egy azonos elemekbdl all6 homogén szabalyos sorozatnak egyetlen korlétos
sorozat felel meg, mig a kiilonboz6 elemekbdl allo (n,n — 1,...,1,0) ,szivarvany”
sorozatnak n! kiillonb6z6 korlatos sorozat felel meg.

Az alapvetd pontos algoritmusokat kétféle moéodon probaljuk gyorsitani (azaz var-
hato futasi idejiiket csokkenteni). Az egyik ut, hogy csokkentjiik az altaluk elvégzendd
ellendrzések szamét. A masik ut pedig az, hogy gyors (lineéris) eldtesztekkel igyek-
sziink a rossz sorozatok jelents részét kiszlirni, hogy csak a lehetséges bemenetek
kis hanyadanal legyen sziikség a viszonylag lassd, de pontos alapalgoritmusokra. A
masodik tipusra pedig példa, hogy

Az els6 tipusu javitasra példa az Erdds-Gallai algoritmus ugrasa. A mésodik ti-
pusra pedig példa a Havel-Hakimi algoritmus kiegészitése el6zetes paritdsvizsgalattal,
valamint az Erdgs-Gallai algoritmus kiegészitése nullamentesitéssel.

A futasi id6k csokkentése érdekében minden algoritmus csak a péros, nullamentes
sorozatokat vizsgalta.

Adott A algoritmusnak az n hosszusagi szabélyos sorozatokra vonatkozd haté-
konységat az A algoritmus &altal kizart n hosszisdg sorozatok és az ugyanolyan
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hossztisdgi szabalyos sorozatok szaménak hényadosaval jellemezziik. Ezt a hénya-
dost R (n)-nel jeloljiik és az A algoritmus n hosszusagu sorozatokra vonatkozo ha-
tékonysdagdnak nevezziik (lasd a 7?. abrat).

A kovetkezs kozelits algoritmusokat vizsgaljuk:

1) NULLAMENTESITO-TESZT

2) BINOMIALIS-TESZT

3) FEJFELEZO-TESZT

A 77, tablazat a BINOMIALIS-TESZT és a FEJFELEZO-TESZT programok futési
eredményeit tartalmazza.

A6l tabldzat a nullamentes binomialis és nullamentes faroktesztelt sorozatok sza-
méat, tovabba a grafikus sorozatok szamat és a grafikus sorozatok szaméanak szomszé-
dos n helyeken felvett értékei hanyadosat tartalmazzan = 1,...,29 esetén. 77777777777077777777777777777

A 77?7, tablazat a NULLAMENTES-TESZT, BINOMIALIS-TESZT, FEJFELEZO-TESZT
és az ERDOS-GALLAI-GYORSAN programok futési eredményeit tartalmazza.

A 7. tablazat azt jellemzi, hogy a vizsgélt kozelité algoritmusok a szabéalyos so-
rozatoknak milyen hanyadat szirik ki. A tablazat a nullamentes paros sorozatok
szama (F,(n)) mellett tartalmazza a nullamentes binomialis (B.(n)), a nullamentes
faroktesztelt (F,(n)) és a grafikus sorozatok (G(n)) szaménak, valamint a szabélyos
sorozatok szdmanak hanyadosat.

A 77. 4bra a nullamentes, binomiélis és fejtesztelt sorozatoknak a szabélyos soro-
zatokhoz viszonyitott részaranyat mutatja be. 777777777777777777077777777

A Bl tablazat a kozelits algoritmusok elemenkénti atlagos futasi idejét és miivelet-
szaméat tartalmazza. Az algoritmusok bemenete az 0sszes paros nullamentes sorozat
volt. A mikroméasodpercben mért id6 és a miveletszam is tartalmazza a sorozatok
elGallitdsara forditott id6t és miiveletszamot is.

Ha n = 2, akkor (82) szerint p(n) = (3) = 3 szabélyos sorozat van: (1,1), (1,0)
és (0,0). Ha egy szabalyos sorozat elemeinek Gsszege paros, akkor pdros sorozatnak
neviik. Az n hosszisagn péaros sorozatok szamat m(n)-nel jeloljik. Ezzel a jeloléssel
m(2) = 2. A BINOMIALIS-TESZT altal elfogadott, n hosszisagu sorozatok szaméat
B(n)-nel jelolve §(2) = 2. Az n hosszasagn helyreédllithato sorozatok szaméat jeloljiik
~v(n)-nel. Ekkor v(2) = 2 és a BINOMIALIS-TESZT hibaja (hatékonysaga) RpT(2) =
2/2 =1.

Ha n = 3, akkor a szabdlyos sorozatok szama p(3) = 10. Ezek koziil a (2,2,2),
(2,2,0), (2,1,1), (2,0,0), (1,1,0) és (0,0,0) paros, azaz €(3) = 6. Ezek koziil a BINOMIALIS-
TESZT kizéarja a (2,2,0) és (2,0,0) sorozatokat, igy 3(3) = 4. A megmaradt 4 sorozat
grafikus, igy ¢(3) =7(3) =v(3) = 4.

Ha n = 4, akkor a szabalyos sorozatok szama p(4) = 35. Ezek koziil 19 a pa-
ros, és a kovetkezs 11 grafikus: (3,3,3,3), (3,3,2,2), (3,2,2,1), (3,1,1,1,), (2,2,2,2),
(2,2,2,0), (2,2,1,1), (2,1,1,0), (1,1,1,1), (1,1,0,0) és (0,0,0,0). A 19 péros sorozat koziil
BINOMIALIS-TESZT is kizérja azt a nyolc sorozatot, amelyeket az ERDOS-GALLAI
kizarna, igy (4) =~v(4) = p(4) = v(4) = 11.

A p(5) = 126 szabélyos sorozat koziil €(5) = 66 a paros, ezek kozott pedig B(5) =
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[ n B.(n) | F.(n) G.(n) | Gn+1)/G(n) |

1 1 0 1 2.000000
2 2 2 2 2.000000
3 4 4 4 2.750000
4 11 11 11 2.818182
5 31 31 31 3.290323
6 103 102 102 3.352941
7 349 344 342 3.546784
8 1256 1230 1213 3.595218
9 4577 4468 4361 3.672552
10 17040 16582 16016 3.705544
11 63944 62070 59348 3.742620
12 242218 234596 222117 3.765200
13 922369 891852 836315 3.786674
14 3530534 3409109 3166852 3.802710
15 13563764 13082900 12042620 3.817067
16 52283429 50380684 45967479 3.828918
17 202075949 194550002 176005709 3.839418
18 782879161 753107537 675759564 3.848517
19 | 3039168331 2921395019 2600672458 3.856630
20 | 11819351967 | 11353359464 10029832754 3.863844
21 38753710486 3.870343
22 149990133774 3.876212
23 581393603996 3.881553
24 2256710139346 3.886431
25 8770547818956 3.890907
26 34125389919850 3.895031
27 132919443189544 3.897978
28 518232001761434 3.898843
29 2022337118015338

6. tablazat. A nullamentes binomidlis (B;(n)), nullamentes faroktesztelt (F,(n))
sorozatok szdma, valamint a (0, 1,n)-grafikus sorozatok szama (G),) és a grafikus

sorozatok sorozatok szamanak szomszédos n helyeken felvett értékeinek hanyadosa
(G(n+1))/G(n) n=1,...,28 csucs esetén.

31 a binomialis. Ezek a sorozatok mind grafikusak, azaz ¢(5) = 7(5) = v(5) = 31.

A p(6) = 462 szabalyos sorozat koziil €(6) = 236 a paros, amelyek kozott 5(6) =
103 binomidlis sorozat van. BINOMIALIS-TESZT a 102 grafikus sorozat mellett az
(5,5,3,3,3,1) rossz sorozatot is elfogadja. Ezek szerint a legfeljebb 5 hosszusagu so-
rozatokra nézve a BINOMIALIS-TESZT hibatlanul kisztiri a nem grafikus sorozatokat,
a 6 hosszi sorozatokra azonban méar csak kozelité algoritmus. A FEJFELEZO-TESZT
ezzel a sorozattal is megbirkozik, ezért p(6) = 7(6) = v(6) = 102.
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| n ] E.(n) | E.(n)/R(n) | B:(n)/R(n) | F.(n)/R(n) | G(n)/R(n) |
1 0 0.000000 1.000000 1.000000 1.000000
2 1 0.333333 0.666667 0.666667 0.666667
3 2 0.300000 0.400000 0.400000 0.400000
4 9 0.257143 0.314286 0.314286 0.314286
5 28 0.230159 0.246032 0.246031 0.246032
6 110 0.238095 0.222943 0.220779 0.220779
7 396 0.231352 0.203380 0.200466 0.199301
8 1519 0.236053 0.195183 0.191142 0.188500
9 5720 0.235335 0.188276 0.183793 0.179391
10 21942 0.237524 0.184460 0.179502 0.173375
11 83980 0.238098 0.181290 0.175977 0.168260
12 323554 0.239301 0.179145 0.173508 0.164278
13 1248072 0.240000 0.177368 0.171500 0.160821
14 4829708 0.240784 0.176014 0.169960 0.157882
15 18721080 0.241379 0.174884 0.168684 0.155271
16 72714555 0.241946 0.173965 0.167634 0.152950
17 282861360 0.242424 0.173188 0.166738 0.150844
18 | 1101992870 0.242860 0.172533 0.165972 0.148926
19 | 4298748300 0.243243 0.171970 0.165306 0.147158
20 | 16789046494 0.243590 0.171486 0.164725 0.145521
21 0.143997
22 0.142569
23 0.141228
24 0.139961
25 0.138762
26 0.137625
27 0.136542
28 0.135509
29 0.134521

7. tablazat. The number of zerofree even sequences, further the ratio of the numbers
binomial /regular, headsplitted /regular and graphical /regular sequences.

zat kozott €(6) = 868 a paros, melyek koziil 5(7) = 376 a binomialis. A binomialis
sorozatok kozott még 34 rossz van, melyek koziil a POZITIV-TESZT a 27 grafikus
sorozat mellett a kovetkezd 7 rosszat is elfogadja: (6,6,6,4,4,4,2), (6,6,5,4,4,4,1),
(6,6,4,4,4,3,1), (6,6,4,3,3,3,1), (6,6,3,3,3,2,1), (6,5,3,3,3,1,1), (5,5,3,3,3,1,0).
A kovetkez6 FEIFELEZG-TESZT ezek koziil a (6,6,4,3,3,3, 1) kivételével mindet ki-
sziiri, igy ¢(7) = 343. A kovetkez6 FAROKFELEZO-TESZT i = 4 mellett legfeljebb
8 + 2 fokot tud lekétni a fej eleje és a farok részei kozott, legfeljebb tovabbi 4 4+ 0
fokot a fej vége és a farok részei kozott, legfeljebb tovabbi 8 fokot a fej két része
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n | Bt,s Bt, midvelet | Ft, s Ft, mivelet
1 0 14 0 15
2 0 41 0 43
3 0 180 0 200
4 0 716 0 815
5 0 2 918 0 3321
6 0 11 918 0 13 675
7 0 48 952 0 56 299
8 0 201 734 0 233 182
9 0 831 374 0 964 121
10 0 3 426 742 0 3 988 542
11 0 14 107 824 0 16 469 036
12 0 58 028 152 0 67 929 342
13 0 238 379 872 0 279 722 127
14 0 978 194 400 1 1 150 355 240
15 2 4 009 507 932 3 4 724 364 716
16 6 16 417 793 698 13 19 379 236 737
17 26 67 160 771 570 51 79 402 358 497
18 106 274 490 902 862 196 324 997 910 595
19 423 | 1120 923 466 932 798 | 1 328 948 863 507
20 | 1627 | 4573 895 421 484 | 3 201 | 5 429 385 115 097

8. tablazat. Running time of BINOMIAL-TEST (BT) and HEADSPLITTER-TEST (HT)
in secundum and as the number of operations for n =1, ..., 20.

kozott, és két fokot a fej elején beliil. Ez azonban 6sszesen csak 10+4 +8+2 =24
fok, ami kevesebb a sorozat Hy = 26 sszfokszaménal. Tehat 7(7) = v(7) = 342.

A ?7?. 4brdn minden sorban az els§ pontos értéket félkévéren irtuk. Eszerint n < 4
esetén G(n) = y(n), azaz a BINOMIALIS-TESZT ugyanannyi sorozatot fogad el, mint
a pontos algoritmusok. n > 4 esetén egyre n§ a BINOMIALIS-TESZT hibdja: n = 5
esetén még csak egyetlen paros sorozatrol nem ismeri fel, hogy rossz, n = 6 esetén
mér hatszor hibazik.

PoziTiv-TESZT n = 5-ig hibatlan, a FEJFELEZG-TESZT n = 6-ig, a FAROKFELEZO-
TESZT pedig n = 7-ig.

A 7?7 abran p(n) értéke n = 24-ig az EIS A001700 sorozata [65], €(n) értéke
n = 23-ig az EIS A005654 sorozata [67], v(n) értéke pedig n = 23-ig az EIC
A0004251-es sorozata [66]. A tobbi értéket mi hataroztuk meg: sem p(25),. .. p(40),
sem €(24),...,€(40), sem a ((n), m(n), ¢(n) és (t(n) értékek nem szerepelnek az
EIS-ben.

Ebben a cikkben els§ sorban a soros algoritmusokkal kapott eredményekrsl szé-
moltunk be.

A témakorben vannak parhuzamos eredmények is [52) 61, 68]. Sajat parhuzamos
eredményeinket a [10. részben ismertetjiik.
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7. Pontos algoritmusok futasi ideje

A pontos algoritmusok sorozatonkénti atlagos futési idejét n fliggvényében mikromé-
sodpercben az alabbil9. dbra tartalmazza. Az algoritmusok csak a paros, nullamentes
sorozatokat vizsgaltdk. A futési id§ tartalmazza a sorozatok elGallitasi idejét is soro-
zatok elgallitasi idejét

n | HH | HHE | EG | EGu | EGL ||

1| 7222 | 722 | 777 | 777 777
2 |77 || M? 77
3| 7 77 | 777 | 777 777
4 | 77| 77 | 777 | 777 77
5 | 70| 77 | T | 777 77
6 | 7?77 | 777 | 777 | 777 ?777?
7ot | 77 | T | 77? 777
8 | 77| 77 | 7T | 777 77
9 | 7?77 77 | 777 | 777 777
10 | 7?22 | 777 | 777 | 777 777
11 | 222 | 277 | 727 | 777 77
12 | 222 | 227 | 777 | 777 777
13 | 7?72 | 777 | 777 | 777 777
14 | 2272 | 777 | 07| 777 77
15 | 222 | 277 | 707 | 777 777
16 | 777 | 777 | 777 | 777 777

9. tablazat. Pontos algoritmusok elemenkénti dtlagos futasi ideje muveletszamban.

A kovetkez pontos algoritmusokat vizsgaljuk:

1) HH: Rendez6 Havel-Hakimi algoritmus (HH).

2) HHE: Eltolo Havel-Hakimi algoritmus (HHE).

3) EG: Erdgs-Gallai algoritmus (EG).

4) EGU: Erdés-Gallai algoritmus ugrasokkal (EGU).

5) EGL: Erdgs-Gallai algoritmus ugrasokkal linearisan (EGL).

A pontos algoritmusok sorozatonkénti atlagos futasi idejét n fliggvényében mikro-
masodpercben a ?77?. dbra tartalmazza.

Figure 7?7 contains the total number of operations of the algorithms HHSo, HHSh,
EG, and EGL required for the testing of all even sequences of length n =1, ..., 15.
The operations necessary to generate the sequences are included.

Comparison of the first two columns shows that algorithm HHSh is much quicker
than HHSo, especially if n increases. Comparison of the third and fourth columns
shows that we get substantial decrease of the running time if we have to test the
input sequence only in the check points. Finally the comparison of the third and fifth
columns demonstrates the advantages of a linear algorithm over a quadratic one.

Figure [11/ shows the running time of ERDOS-GALLAI-LINEAR in secundum and
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[ n] HHSo | HHSh | EG | EGJ | EGL |
1 10 15 87 - -
2 40 61 119 12 37
3 231 236 267 116 148
4 1170 1052 946 551 585
5 5 969 4 477 4000 2 677 2 339
6 31121 20 153 18 206 12 068 9 539
7 157 345 88 548 82 154 54 184 38 984
8 784 341 393 361 372 363 238 813 160 126
9 3 628 914 1726 484 1 666 167 1 666 167 656 575

10 17 345 700 7 564 112 7 418 447 4 552 276 2 692 240
11 80 815 538 32 895 244 32 737 155 19 680 986 11 018 710
12 385 546 527 142 460 352 143 621 072 84 608 529 45 049 862
13 | 1740 003 588 613 739 913 626 050 861 | 362 141 061 | 183 917 288
14 | 8066 861 973 | 2633446 908 | 2 715026 827 | 1543 745 902 | 750 029 671
15 | 36 630 285 216 | 11 254 655 388 | 11 717 017 238 | 6 557 902 712 | 3 055 289 271

10. tablazat. Total number of operations as the function of n for precise algorithms
HHSo, HHSh, EG, EGJ, and EGL.

[ n] E(n) | T(n),s | Op(n) [ T(n)/E(n)/n, s | Op(n)/E(n)/n ||
2 2 0 37 0 | 9.25000000000
3 6 0 148 0 | 8.22222222222
4 19 0 585 0 | 7.69736842105
5 66 0 2 339 0 | 7.08787878788
6 236 0 9 539 0 | 6.73658192090
7 868 0 38 984 0 | 6.41606319947
8 3 235 0 160 126 0 | 6.18724884080
9 12 190 0 656 575 0 | 5.98464132714

10 46 252 0 2 692 240 0 | 5.82080774885
11 176 484 0 11 018 710 0 | 5.67587378511
12 676 270 0 45 049 862 0 | 5.55126675243
13 2 600 612 0 183 917 288 0 | 5.44005937537
14 10 030 008 1 750 029 671 | 0.000000007121487 | 5.34132654018
15 38 781 096 5 3 055 289 271 | 0.000000008595253 | 5.25219687963
16 150 273 315 23 12 434 367 770 | 0.000000009565903 | 5.17156346504
17 583 407 990 79 50 561 399 261 | 0.000000007965367 | 5.09797604337
18 | 2 268 795 980 297 | 205 439 740 365 0.00000000727258 | 5.03056202928

11. tablazat. Az ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmus teljes és amortizalt futasi
ideje masodpercben és a miveletek szdmaban

operation, and also the amortized number of operation/even sequence.

The most interesting data of Figure (11l are in the last column: they show that the
number of operations/investigated sequence/length of the investigated sequence is
monotone decreasing (see [59]).
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Figure 12/ shows the distribution of the E(n) — G(n) even nongraphical sequences
according to the number of tests made by ERDOS-GALLAI-UGRO to exclude the
given sequence for n = 3, ..., 15 vertices. fi(n) = f; gives the frequency of even
nongraphical sequences of length n, which requeired exactly ¢ round of the test.

These data show, that the maximal number of tests is about % in all lines.

| B - G [ n/i ] hl Rl B A ] S]]
2 3 2 0 0 0 0 0 0

8 4 6 2 0 0 0 0 0

35 5 33 2 0 0 0 0 0

134 6 122 12 0 0 0 0 0

526 7 459 65 2 2 0 0 0
2022 8 1709 289 24 0 0 0 0
7829 9 6421 1228 176 4 0 0 0
30236 10 24205 4951 1013 67 0 0 0
115136 11 91786 19603 5126 610 11 0 0
454153 12 349502 76414 23755 4274 208 0 0
1764297 13 1336491 296036 104171 25293 2277 29 0
6863156 14 5128246 | 1142470 439155 | 133946 18673 666 0
26738476 15 | 19739076 | 4404813 | 1803496 | 655291 | 127116 | 8603 | 81

12. tablazat. Distribution of the even nongraphical sequences according to the num-
ber of tests made by ERDOS-GALLAI-JUMPING to exclude the given sequence for
n=3, ..., 15.

Figure 13/ shows the average number of required rounds for the nongraphical,
graphical and all even sequences. The data of the column belonging to G(n) are
computed using Lemma . It is remarkable that the sequences of the coefficients are
monotone decreasing in the last three columns.

Figure 7?7 presents the distribution of the graphical sequences according to their
first element. These data help at the design of the algorithm ERDOS-GALLAI-LESZAMLALO
which computes the new values of G(n) (in the slicing of the computations belonging
to a given value of n).

We see in Figure 7?7 that from n = 6 the multiplicities increase up to n — 2, and
the last positive value is smaller then the last but one element.

Az EG-LINEARISAN-LESZAMLALO algoritmus teljes és az elemenkénti futési idsit
tartalmazza a 77. abra.

A 77. abra azt mutatja, hanyszor van az ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmus-
nak 1,...,n — 1 menetre sziiksége, hogy a rossz sorozatokat kisztirje.

Az17. abran az lathato, hogy az EG-LINEARISAN ciklusmagja atlagosan (gyakori-
sagokkal siilyozva) hanyszor futott le, ha csak a rossz sorozatokat vessziik figyelembe,
illetve a ha minden sorozatot figyelembe vesziink (mindkét esetben csak a péros, nul-
lamentes sorozatokat vettiik figyelembe).

A 77, abra pedig a grafikus sorozatok kezds elem szerinti megoszlasat mutatja
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n E(n) G(n) | E(n) —G(n) atlagos atlagos | atlagos
E(n)-Gn) | G(n) E(n)
3 6 4 2 0.3333n 0.8000n | 0.6444n
4 19 11 8 0.3125n 0.5714n | 0.4661n
5 66 31 35 0.2114n 0.5555n | 0.3730n
6 236 102 134 0.1967n 0.5455n | 0.3730n
7 868 342 526 0.1649n 0.5385n | 0.3475n
8 3233 1213 2020 0.1458n 0.5333n | 0.2911n
9 12190 4363 7829 0.1337n 0.5294n | 0.2753n
10 46232 16016 30216 0.1249n 0.5263n | 0.2700n
11 174484 59348 115136 0.1175n 0.5238n | 0.2557n
12 676270 222117 454153 0.1085n 0.5217n | 0.2444n
13 2603612 836313 1767299 0.1035n 0.5200n | 0.2373n
14 | 10030008 3166852 6863156 0.0960n 0.5185n | 0.2294n
15 | 38761096 | 12042620 26718476 0.0934n 0.5172n | 0.2251n

13. tablazat. Weighted average number of tests made by ERDOS-GALLAI-UGRO altal

az n = 3,...,15 hosszl sorozatok vizsgélata sordn végzett tesztek atlagos szama.
[n/or JOT1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8 ] 9] 1] 1
11

21 |1

311 2

41 1] 4 4

512 7] 10] 11

6 13|10 22| 35 31

71314 34| 78| 110 | 102

8 [ 1[4 18| 54 138 | 267 | 389 342

9 [ 1|4 23| 74223 | 503 | 968 | 1352 | 1213

T0 | 1 | 5 | 28 | 104 | 333 | 866 | 1927 | 3496 | 4895 | 4361

I1 | 1 | 5|34 | 134 | 479 | 1356 | 3471 | 7221 | 12892 | 17793 | 16016

12 [ 1 | 6| 40 | 176 | 661 | 2049 | 5591 | 13270 | 27449 | 47757 | 65769 | 59348

14. tablazat. The distribution of the graphical sequences according to by for n =

1, ..., 12.

be. Ezek az adatok segitenek a G(n) szamitasat vegz6 ERDOS-GALLAI-GYORSAN
program parhuzamos megvalositasanal (a szamitasok tobb részre osztésaban).

8. (0,b,n)-grafok

Ebben a részben a klasszikus tételek (0, b, n)-grafokra valo kiterjesztésével foglalko-

zunk.
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| €(n) | 7(n), mp [ Op(n) | 7(n)/e(n)/n, mp | Op(n)/e(n)/n |

n

1 777 777 777 777 777
2 | 777 777 777 777 777
3| 777 777 2?77 ?7? 777
4 | 777 777 777 777 777
5 | 777 777 77 777 777
6 | 777 777 277 777 77?
T 77 777 277 777 777
8 | 777 777 77? 777 777
9 | 777 777 277 777 777
10 | 777 777 777 777 777
11 | 777 777 77? 777 77
12 | 777 777 777 ?7? 777
13 | 777 777 777 777 777
14 | 777 777 777 777 777
15 | 777 777 777 777 777
16 | 777 777 777 777 777
17 | 777 77? 277 777 777
18 | 777 777 777 777 777
19 | 777 777 777 777 777
20 | 777 777 ?277? 777 777
21| 777 777 777 ?27? 777
22 | 777 777 777 777 777
33 | 777 777 ?77? 777 777
24 | 777 777 777 777 777
25 | 777 777 777 777 777

15. tablazat. Az EG-LINEARISAN algoritmus elemenkénti futasi ideje miiveletszam-
ban kifejezve.

n1234567891011121314 15
3200

48000

5332000

6122120000

74596520000

81709 2892400000

96421 1228 176 400000

10 24205 4951 1013 6700000 0

11 91786 19603 5126 610 11000000

12 349502 76414 23755 4274208 000000 0

13 1336491 296036 104171 25293 2277290000000

14 5128246 1142470 439155 133946 18673 666 0000000 0

15 19739076 4404813 1803496 655291 127116 8603810000000 0
Ezek az UGRO LEG adatai

16. tablazat. Az EG-LINEARISAN elutasitas elgtti meneteinek szama.



Alkalmazott Matematikai Lapok

37

n=311 /6 /3 = 0.611111

n—4 47 /19 /4 = 0.618421

n=5 192 /66 /5 = 0.581818

n=6 792 /236 /6 = 0.559322

n—7 3229 /868 /7 — 0.531435

n=8 13268 /3235 /8 = 0.512674

n=9 54244 /12190 /9 = 0.494431

n=10 222057 /46252 /10 = 0.480102

n=11 906558 /176484 /11 = 0.466979

n=12 3698529 /676270 /12 = 0.455751

n—13 15063277 /2600612 /13 — 0.445554
n=14 61286926 /10030008 /14 = 0.436454
n=15 249056158 /38781096 /15 = 0.428140
n=16 1011175412 /150273315 /16 = 0.420557
n=17 4101727713 /583407990 /17 = 0.413567
n=18 16625570580 /2268795980 /18 = 0.407107

17. tablazat. Az EG-LINEARISAN menetszamai sulyozott atlaganak n-ed része, ha a

grafikus sorozatokat is figyelembe vessziik, illetve ha nem.

[n/oa JOT 1T [2] 3 [ 4] 5 [ 6 [ 7 [ 8 ] 9 10 11 J12]13]14]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 111 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 111 4 4 1 1 1 1 1 1 1
5 1] 2 7 10 11 1 1 1 1 1 1 1
6 11 3 [10] 22 35 31 1 1 1 1 1 1
7 1] 3 |14 34 78 110 102 1 1 1 1 1
8 1| 4 [ 18] 54 | 138 | 267 389 342 1 1 1 1
9 11 4 [ 23] 74 | 223 503 968 | 1352 | 1213 1 1 1
10 1|15 ] 28 [ 104 | 333 | 866 | 1927 | 3496 | 4895 4361 1
11 1| 5 | 34 [ 134 | 479 | 1356 | 3471 | 7221 | 12892 | 17793 | 16016
12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
14 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

18. tablazat. A grafikus sorozatok by szerinti eloszlasa.

8.1. Erdds-Gallai tétel és Chungphaisan tétele

1974-ben Chungphaisan [14] mind az Erdgs-Gallai tételt, mind pedig a Havel-Hakimi

tételt kiterjesztette (0, b, n)-grafokra. Az EG tétel kiterjesztése a kivetkezd.

31. TETEL. (Chungphaisan [14]) Legyen n > 1. A (0,b, n)-szabdlyos s = (s1, . ..

sorozat akkor és csak akkor (0,b,n)-grafikus, ha

n
E S; pdros
i=1

,5n)

(75)
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és
J n
Y si—bj(j—1)< ) min(bi,sp) (G=1,...,n—1). (76)
i=1 k=j+1

A tételen alapuld algoritmus legrosszabb esetben négyzetes id6t igényel. A kdvet-
kezs allitas lehetdve teszi, hogy a (0, b, n)-szabélyos sorozatokat legrosszabb esetben
O(n) id6 alatt teszteljiik.

32. TETEL. (Ivanyi, [28]) Ha n > 1, a (0,b,n)-szabdlyos s = (s1,...,Sn) sorozat
akkor és csak akkor (0,b,n)-grafikus, ha

H, pdros (77)
és
Hi>bi(yi—1)+Hn—Hy (i=1,...,n—1), (78)
ahol
y; = max(i,w;) (i=1,...,n—1). (79)
Bizonyitas. 0

A kovetkez8 CHUNGPHAISAN-ERDOS-GALLAI-LINEARIS algoritmus (ChEGI) — amely
az. EG algoritmus természetes éltalanositasa — O(n) id6 alatt eldonti, hogy egy
(0, b, n)-szabalyos sorozat (0, b, n)-grafikus-e.

Bemenet. n: csucsok szama (n > 1);

s =1(81,...,5n): (0,b,n)-szabalyos sorozat; b: a graf két csiicsa kozott megengedett
élek maximaélis szama.

Kimenet. L: s grafikussagat jelsd logikai valtozo.

Munkavdltozok. i: ciklus valtozok;

w = (wi,...,wy): w; az i indexhez tartozé sulypont.

CHUNGPHAISAN-ERDGs-GALLAI-LINEARIS(n, 8, b, L)

01 Hy = s // 01 sor: Hy kezdeti értékének beallitasa
02fori=2ton—1 // 02-03. sor: H tovabbi elemeinek szamitasa
03 EIZ = HZ'_1 + Si

04 if H,, paratlan // 04-06. sor: paritas ellendrzése
05 L=0 // 05-06. sor: paratlan sorozat elutasitasa
06 return

07 w=n // 07. sor: els6 sulypont értékének beallitasa
08fori=1ton—1 // 08-15. sor: s tesztelése
09 while s, < ibésw >0

10 w=w-—1

11 y = max(i, w)
12 if H; > bi(y — 1)+ H, — H,
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13 return L // 13. sor: s nem grafikus
4L=1 // 14-15. sor: s grafikus
15 return L

33. TETEL. (Ivanyi, [28]) CHEGL futdsi ideje minden esetben O(n).

Bizonyitas. A 01-06 sorok végrehajtasa O(n) id6t igényel. Mivel w szigorian mono-
ton csokken a program végrehajtésa soran, ezért a 07-14 sorok O(n) id6t igényelnek,
igy az algoritmus futési ideje minden esetben O(n). O

Legyen b =3 és s = (13,10,5,5,4,1). Hg = 38 péaros. Ha ¢ = 1, akkor w; =y =5
és a 11. sor feltétele (13 < 3-1-(5 — 1)) nem teljesiil. Ha i = 2, akkor viszont
w; =y = 2 és a feltétel teljesiil (23 >3-2-(2—1))+5+5+4+1), ezért s nem
(0,3,6)-grafikus.

Maradjon b 3, de s-et véltoztassuk meg: legyen s’ = (13,10,5,5,4,3). Az el6z6
példahoz képest a futds soran az els valtozéas az, hogy amikor i = 2, akkor (23 <
3:2-(2—1))+5+5+4+3, ésigy a 11. sorban 1év6 feltétel nem teljesiil, és ugyanez
az eredmény i = 3, 4 és 4 esetén is, ezért s’ (0,3, 6)-grafikus.

A kovetkez§ tablazatokban bemutatjuk, hogyan oszlanak meg a kizart grafikus és
nemgrafikus sorozatok az egyes menetek kozott. Azt is jellemezziik, hogy atlagosan
hény meneten 4t kell egy grafikus, illetve nemgrafikus sorozatot a kizarasdig tesztelni,
és azt is, hogy a menetek hanyadrészét forditjuk atlagosan egy sorozat tesztelésére.

A 19. tablazat a ChEGI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisztirt nemgrafikus

sorozatok szdméat tartalmazza a =0, b=2ésn =1, ..., 11 csucs esetén.
nfi]]1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
][0
21(0 6
3
4
5
6
7
8
9
10
11

19. tablazat. ChEGL i-edik (¢ = 1,...,11) menetében kisziirt nemgrafikus sorozatok
szama a=0,b=2én=1, ..., 11 cstcs esetén.

A 77, tablazat a ChEGl i-edik (i = 1,...,11) menetében kisztirt grafikus sorozatok
szamat tartalmazza a =0, b=2ésn =1, ..., 11 cstcs esetén.

A kovetkez6 21 tablazat a ChEGI algoritmus hatékonysagat jellemzi a =0, b = 2
ésn=1, ..., 11 cstcs esetén.
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n/fi|ll 2 3 4 5 6 7 8 9 10
110
210 6
3

4

5

6

7

8

9

10

11

20. tablazat. ChEGI d-edik (i = 1,...,11) menetében kisztirt grafikus sorozatok

szama a=0,b=2é n=1, ..., 11 csucs esetén.
nfjellemzé | X Y Z X' Y Z
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
21. tablazat. ChEGI hatékonysagi jellemz6i a = 0, b = 2 ésn =1, ..., 11 csucs

esetén.

8.2. Az els6 6 és 18 sor elemzése
8.3. Gyors ChEGgy algoritmus (ChEGgy)
8.4. Havel-Hakimi tétel és Chungphaisan tétele

Chungphaisan [14] a kovetkezé modon terjesztette ki a Havel-Hakimi tételt.

34. TETEL. (Chungphaisan [14]) Legyenn > 2 ésb > 1. Azs = (s1,...,5pn) (0,b,n)-
szabdlyos sorozat akkor és csak akkor (0,b,n)-grafikus, ha a j-edik b-redukdlt w; =
(wy,...,wi_;) sorozat (0,b,n)-grafikus minden 1 > j > n indezre.

A tételen alapuld algoritmus nagyon lasstu. A tétel kévetkezd javitdsa azonban
lehetévé teszi, hogy a tesztelést legrosszabb esetben is el tudjuk végezni O(n) id6
alatt.

35. TETEL. (Ivanyi, [28]) Legyenn > 1 és b > 1 Nemnegativ egészek s = (s1, ..., Sn)
(0,1,n)-szabdlyos sorozata akkor és csak akkor (0,b,n)-grafikus, ha

777 (80)
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és
777, (81)

A kovetkez6 CHUNGPHAISAN-HAVEL-HAKIMI-LINEARIS algoritmus (ChHHI) — amely
a HH algoritmus természetes altalanositasa — O(n) id6 alatt eldonti, hogy egy (0, b, n)-
szabalyos graf (0, b, n)-grafikus-e.

Bemenet. n: csucsok szama (n > 1);
s = (81,...,8n): (0,b,n)-grafikus sorozat; b: a graf két csicsa kozott megengedett
élek maximaélis szama.

Kimenet. L: s grafikussagat jeltd logikai valtozo.

Munkavdltozd. +: ciklus valtozo;
w = (wy,...,wy): w; az i indexhez tartozo sulypont.

CHUNGPHAISAN-HAVEL-HAKIMI-LINEARIS(n, s, b, L)

01L=0 // 01. sor: a gyakoribb érték beallitésa
021if sy ==0 // 02-04. sor: a nullakbol allo sorozat grafikus
03 L=1

04 return L

05 if sp, 117 == 0 // 05-07. sor: s; ellendrzése konstans id6 alatt
06 return L

07 Hi = s // 07 sor: Hy kezdeti értekének beallitasa
08fori=2ton—1 // 08-09. sor: H tovabbi elemeinek szdmitasa
09 Hz' = Hi—l + S

10 if H,, paratlan // 10-11. sor: paritas tesztelése
11  return L

12w; =n // 12. sor: els6 sulypont kezdeti értékének beallitasa
13 while s, < b and w; >0

14 w1 = w1 — 1

15 if s > b(wy — 1) + Hy, — Hy,
16 return L

177 =blwy — 1)+ Hy, — Hy, — 81 // 12. sor: els6 maradék szamitasa
1I8fori=2ton—1 // 18-26. sor: s tesztelése
19 if H;_1 > H,/2 vagy s; <1 vagy sj+1 =0 // 19-21. sor: s elfogadasa
20 L=1
21 return L
22 w; = Wi_1 // 22-24. sor:
23 while s; < bi és w; > 0
24 W; = Wy — 1
25 if w; >4 // 25-27. sor: esetszétvalasztés
26 if s; >b(w; —1)+7ri-1+ Hy, | — Hy,

—b(w;—1 — w;)(i — 1) // 26. sor: s; tesztelése

27 return L
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28 ri =blw; — 1) +1ri—1 + Hy, |, — Hy,

—b(wi—1 —w;)(i—1) — s //28. sor: maradék frissitése
29 else if s; > bw; +1r;_1 + Hw¢71 — Hwi
30 —b(wi_l - wz)(z — 1)
31 return L
32 ri =bw; + 121+ I‘Iwi_1 — Hwi

—b(wi—1 —w;)(i —1) —s; //31. sor: maradék frissitése

33L=1 // 33-34. sor: s elfogadasa
34 return L

A kovetkez6 allitas jellemzi CHHHI futési idejét.
36. TETEL. (Ivanyi, [28]) CHHHL futdsi ideje minden esetben ©(n).

Bizonyitas. A 01-06 sorok végrehajtasa O(n) id6t igényel. A 07-11 sorok végrehaj-
tasa O(n) ideig tart. Mivel w szigortian monoton csokken a program végrehajtasa
soran, ezért a 12-24 sorok O(n) id6t igényelnek, igy az algoritmus futési ideje minden
esetben O(n). O

Legyen b = 3 és s = (13,10,5,5,4,1). Az 6todik és tizedik sorok feltételei nem
teljesiilnek és r1 = 0. Ha 7 = 2, akkor w; = 5 és teljesiil a 20. sor feltétele, igy s nem
(0,1, 6)-grafikus.

A kovetkezs példdban b maradjon 3, viszont s-et valtoztassuk meg: legyen s’ =
(13,10,5,5,4,3). Az el6z6 esethez képest annyi a véltozas, hogy 1 = 2 az els6
maradék, majd ¢ = 2 esetén w; = 2, nem teljesiil a 20. sor feltétele és ro = 0.1 =3
esetén teljesiil a 19. sor H;—1 > H, /2 feltétele, ezért s’ (0,1, 6)-grafikus.

A kovetkezs példaban legyen b = 1 és s = (4,33,1). A 05. és 10. sorok feltételei nem
teljesiilnek és r1 = 0. Ha ¢ = 2, akkor w; = 4 és nem teljesiil a 20. sor feltétele, az ¢ = 3
esetben pedig a 19. sorban teljesiil a H;—1 > H, /2 feltétel, azaz s (0, 1, 5)grafikus.

A 221 tablazat a ChHHL i-edik (¢ = 1,...,11) menetében kisztirt nemgrafikus

sorozatok szaméat tartalmazza a =0, b=2ésn =1, ..., 11 csics esetén.
nfi[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1][0
210 6
3
4
5
6
7
8
9
10
11

22. tablazat. ChHHL i-edik (i = 1,...,11) menetében kisztrt nemgrafikus sorozatok
szama a=0,b=2én=1, ..., 11 csucs esetén.
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A 23| tablazat a ChHHL id-edik (i = 1,...,11) menetében kisziirt grafikus soroza-

tok szamat tartalmazza a =0,b=2¢ésn =1, ..., 11 csics esetén.
n/i]]1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1o
210 6
3
4
5
6
7
8
9
10
11

23. tablazat. ChHHL i-edik (¢ = 1,...,11) menetében kisztirt grafikus sorozatok
szama a=0,b=2én=1, ..., 11 csucs esetén.

A kovetkezd 24 tablazat a ChHHL algoritmus hatékonysagat jellemzi a = 0, b = 2
ésn=1, ..., 11 csacs esetén.

n/jellemzé || X Y Z X' Y Z
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
24. tablazat. ChHHI hatékonységi jellemz6i a = 0, b = 2 ésn =1, ..., 11 csucs

esetén.

A 25, tablazat a ChEGL i-edik (¢ = 1,...,11) menetében kiszirt nemgrafikus
sorozatok szaméat tartalmazza a =2, b=5é n =1, ..., 11 csics esetén.

9. (a,b,n)-grafok

Egy (a,b,n)-grafban minden cstucspéar elemei legalabb a éllel Gssze vannak kotve.
Ezért ha minden csicspar esetén eltavolitunk a élet, egy (0,b — a, n)-grdfot kapunk.
Ezért a Chungphaisan tételnek kdzvetlen kovetkezménye az alabbi allitas.

37. KOVETKEZMENY. Legyen n > 2. Az s = (s1,...,8n) (a,b,n)-szabdlyos sorozat
akkor és csak akkor (0,b,n)-grafikus, ha az ' = (s1 —a(n —1),...,s, —a(n — 1))
sorozat (0,b — a,n)-grafikus.
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25. tablazat. ChHHL i-edik (i = 1,...,11) menetében kisztirt nemgrafikus sorozatok
szama a=2,b=5én=1, ..., 11 csucs esetén.

A 37, kévetkezmény szerint a kovetkezé harom téblazat adatai megegyeznek a
(0,3, n)-szabalyos sorozatokra vonatkozo hasonld adatokkal.
A 26. tablazat a ChEGI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisztirt nemgrafikus

sorozatok szamat tartalmazza a =2, b=5én =1, ..., 11 csucs esetén.
n/i]]l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1o
210 4
3
4
5
6
7
8
9
10
11

26. tablazat. ChEGI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisztirt nemgrafikus sorozatok
szama a=2,b=5én=1, ..., 11 csucs esetén.

A 27. tablazat a CL i-edik (i = 1,...,11) menetében kiszlrt grafikus sorozatok
szaméat tartalmazza a =2, b=5ésn =1, ..., 11 cstcs esetén.

A kovetkezd 28 tablazat a ChEGI algoritmus hatékonységat jellemzi a = 2, b = 5
ésn=1, ..., 11 csacs esetén.

10. Grafikus sorozatok szama

A 77, abra 1-t6] 29 csucsig tartalmazza a grafikus sorozatok szaméat. A tablazat ugy
késziilt, hogy parhuzamositottuk az ERDOS-GALLAI-GYORSAN algoritmust. Mivel
viszonylag sok processzor vett részt a szamolésban, viszont bizonytalan volt, hogy az
egyes processzorok meddig vehetnek részt a szamolasban, a feladatot szeleteknek ne-
vezett kisebb részekre bontottuk. Célszerd volt, hogy a szeletek feldolgozasa hasonld
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27. tablazat. ChEGI i-edik (i = 1,...,11) menetében kisziirt grafikus sorozatok

szama a=2,b=5én=1, ..., 11 csucs esetén.
n/jellemzé || X Y Z X' Y Z
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
28. tablazat. ChEGI hatékonysagi jellemz6i a = 2, b = 5ésn =1, ..., 11 cstacs

esetén.
ideig tartson.

10.1. Leszamlalé Erdés-Gallai algoritmus

A ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmus egyik lehetséges alkalmazéasa, hogy meg-
hatarozzuk a grafikus sorozatok szamat olyan n értékekre, amelyekre eddig a nagy
szamolasigény miatt nem volt ismert: Sloane The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences cimt honlapja [64] az n = 23 értékig tartalmazza a grafikus sorozatok
szamaét.

Az aldbbi ERDOS-GALLAI-LESZAMLALO (EGE) algoritmus a linearis legrosszabb
eset mellett azt is igyekszik kihasznalni, hogy ha lexikografikus sorrendben ellenériz-
ziik a sz6ba jov6 sorozatokat, akkor a szomszédos sorozatok bizonyos tulajdonsagai
nagyon hasonléak, ezért adott sorozat jellemz6i az 6t megel6z6 sorozat jellemzd ada-
taibol konstans varhaté idg alatt meghatarozhatoak.

Igyeksziink az ellenérizend§ sorozatok szamét is csokkenteni.

Ennek egy egyszerti megoldasa, hogy eleve csak a paros sorozatokat allitjuk eld.
Tovabbi &tlet, hogy csak a nullamentes sorozatokat vizsgéljuk. A nullat tartalmazé
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(0,1, n)-grafikus sorozatok kozott ugyanis a 22. lemma szerint pontosan G(n — 1)
grafikus sorozat van. Igaz, hogy aszimptotikusan a nullat tartalmazé sorozatok a pé-
ros sorozatok elhanyagolhaté részét adjak, de az altalunk most gyakorlatilag vizsgalt
n € [4,30] tartomanyban még jelentGs a részaranyuk.

Lényeges gyorsitast jelent az is, hogy a sorozatokat csak az ellen6rzé pontokban
vizsgaljuk.

Az EGE program azt is kihasznélja, hogy a szomszédos sorozatok ellen6rzd pont-
jainak a listdja atlagosan konstans id§ alatt szarmaztathato a megel6z6 sorozat ada-
taibol. A kiindulasi értékek szintén kénnyen szamithatok: az els6 — ¢ = (n — 1)" —
sorozatra a C lista iires (azaz egyaltalan nem kell ellenérzést végezniink), a silypon-
tok listdja pedig kezdetben w = ((n —1)"71).

Az ERDOS-GALLAI-GYORSAN algoritmus elGallitja és megvizsgalja az n-paros,
nullamentes sorozatokat, és kimenetként megadja a G(n) értéket. Az algoritmus ki-
hasznélja, hogy a péaros sorozatok lexikografikusan cstkkend sorozataban szomszédos
sorozatok tobb lényeges paramétere hasonlo, ezért ezek a paraméterek a vizsgalt s’
sorozatot megeléz6 s sorozat adott paraméterébdl gyorsan meghatarozhatoak.

Ellendrzd pontoknak nevezziik a n-nél kisebb ugré pontokat. Az ellenérzé pontok
C(V') listaja rendszerint megegyezik a C|(s) listaval, és legfeljebb a végén valtozik egy
vagy két elem.

Bemenet. n: a cstucsok szama (n > 4); (azért korlatozzuk n-et alulrél, hogy a
programot mentesitsiik a révid sorozatok specidlis tulajdonsigainak figyelembe vé-
telétol).

Kimenet. G: a (0,1, n)-grafikus sorozatok szama.

Munkavdltozdk. © és j: ciklusvaltozok;

s=1(81,...,5n): bj az éppen tesztelt paros, nullamentes sorozat i-edik eleme;
so = n — 1: segédvaltozé a H sorozat elemeinek kiszamitasahoz;

H = (Hy,...,Hy,): H; az éppen tesztelt b els6 i elemének az Osszege;

Hy: segédvaltozd H elemeinek szdmolasahoz;

C(s) =C = (c1,¢2,...,cq-1): ellendrzd pontok maximalis hossziusagu listaja;
c: ellenérzé pontok szama az aktualis C' listaban;

w=wi,...,Wy—1: w; a legnagyobb indexd olyan s; indexe, amely legaldbb i;

q: ellenérzésre eddig az indexig van sziikség;
k: ellenérzés egyszertisitéséhez hasznalt valtozo.

ERDOS-GALLAI-LESZAMLALO(n, )

01 Hy=c=0 > 01-03. sor: kezdeti értékek beallitisa
69 go to 07

Mivel a futési id6 cstkkentése érdekében az ERDOS-GALLAI-GYORSAN algoritmus
csak nullamentes sorozatokat allit el§ és tesztel, a szeletekre bontas alapja a ?7.
lemma alabbi kévetkezménye.
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38. KOVETKEZMENY. Ha Ham ésu pozitiv egész szamok, akkor az (1,u, m)-szabdlyos
sorozatok p(1,u, m) szdma

m4u—1
1 = . 82
pltwm) = (") (52)
Bizonyitas. A 7?7. lemméban alkalmazzuk az [ = 1 helyettesitést. t

Feltételezziik, hogy az n-szabdlyos nullamentes sorozatok halmazanak szeletekre
valo felbontésanal az egyes szeletek futasi ideje aranyos a hozzajuk tartozo p(1, u, m)-
szabéalyos sorozatok szaméval.

Most tekintsiink egy masik példat: legyen n = 29. Az n = 28 esetben szerzett
tapasztalatok alapjan feltessziik, hogy a tiszta futési id6 Osszesen 2500 nap lesz.
Feltételezve, hogy a gépek egy részét csak éjszakira kapjuk meg, legyen egy szelet
maximalis futasi ideje 12 6ra. Ekkor egyenletes eloszlas mellett 5000 szelet lenne.

11. Nyitott problémak

Az alabbiakban néhany nyitott problémat, tovabbi feladatot mutatunk be.

11.1. Kiilonb6z6 grafosztalyok foksorozatainak leszamlalasa

Explicite formulas are not known for the numbers of degree sequences of (a,b,n)-
graphs.

Kleitman [35] gave asymptotic bounds for the number of (1,1, n)-digraphs, while
Burns [10] proved bounds for the number of (0, 1, n)-undigraphs. Narayana and Bent
[49] gave recursive formulas to compute the number of degree-sequences of (0,1, n)-
digraphs. Pécsy and Sztics [52] used the formulas of Narayana and Bent to compute
quickly the concrete values of the function D(0,1,n). Using a quick parallel program
in 2011 Ivanyi et al. [?] computed the values G(n) until n = 29.

11.2. Konkrét problémak bonyolultsaga
j19]

11.3. Optimalizalas
[26]

11.4. Kozelité problémak
11.5. Befokok és kifokok egyideji vizsgalata
11.6. Tovabbi grafosztalyok potencialis foksorozatainak tesztelése

Paros grafok, tébbrészes grafok, hipergrafok
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12. Osszefoglalas

Valddddddddddddddddddde

Koszonetnyilvanitas. A szerzdk készonik 777 A kutatas az Europai Unio tamogataséaval,
az Eurépai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valésul meg (a tamogatas szama TAMOP
4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0003).
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DEGREE SEQUENCES OF MULTIGRAPHS
ANTAL IVANYI, LORAND LUCZ, TAMAS F. MORI

Let a, b and n integers, 0 < a < b and n > 1. (a,b,n)-graphs are loopless multigraphs in
which any two vertices are connected with an least a and at most b edges. Havel in 1955
[23], Erdss and Gallai in 1960 [16], Hakimi in 1962 |21], Tripathi, Venugopalan and West in
2010 [73] proposed a method to decide, whether a sequence of nonnegative integers can be
the degree sequence of a (0,1,n)-graph. Chungphaisan in 1974 [14] extended Havel-Hakimi
and Erdds-Gallai theorem for (0, b, n)-graphs. All the mentioned algorithms require at least
quadratic time in worst case. We extend Erdés-Gallai-Chungphaisan theorem for (a, b, n)-
graphs and propose a linear time algorithm, based on our theorem. We also propose a linear
time version of the testing part of Havel-Hakimi algorithm and extend it for (0, 2, n)-graphs.



