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Összefoglalás: Az ELTE Informatikai Karán folyó programtervező informatikus képzés mester szakán, a Modellalkotó informatikus szakirányon az Algoritmusok hatékonysága című tárgy a Számítási modellek, Pár- huzamos algoritmusok és Osztott algoritmusok című tárgyra épül. A tárgyhoz heti két óra előadás és egy óra gyakorlat tartozik. A tárgy módszertani célja a kuta- tómunka elemeinek (irodalom gyűjtése, ismert eredmé- nyek rendszerezése, új eredmények elérése, előadások  tartása ismert és saját új eredményekről) gyakorlása, tartalmi célja pedig az informatikai algoritmusok elemzésével kapcsolatos korábbi ismeretek kreatív alkalmazása, valamint  új eredmények elérése és  publi- kálása. A félév elején a hallgatók 10 kutatási téma közül választhattak. A javasolt témák közül az összehasonlítás alapú rangsorolás, tökéletes hipertömbök előállítása, ütemező algoritmusok hibafüggvénye, véletlen soroza- tok ellenőrzése, párhuzamos ütemezés, prioritás nélküli sorok feldolgozása, versenymátrixok közelítő helyreál- lítása témákat választották. Az előadásban a tavaszi félév folyamán az első három témában elért eredménye- ket ismertetjük.

1. Bevezetés
Az ELTE Informatikai Karán folyó programtervező informatikus képzés mesterszakán, a Modellalkotó informatikus szakirányon az Algoritmusok hatékonysága című tárgy a Számítási modellek, Párhuzamos algorit- musok, és Osztott algoritmusok című tárgyra épül. A tárgyhoz heti két óra előadás és egy óra gyakorlat tar- tozik. A 2010/2011-es tanév tavaszi félévében 8 hallga- tó vette fel a tárgyat. Rajtuk kívül két PhD, egy BSc és egy diplomamunkát író hallgató látogatta az órákat. 

A tárgy módszertani célja a kutatómunka elemeinek  (irodalom gyűjtése, ismert eredmények rendszerezése, előadás tartása ismert és saját új eredményekről) gya- korlása, tartalmi célja pedig az informatikai algoritmu- sok elemzésével kapcsolatos korábbi ismeretek kreatív alkalmazása, valamint  új eredmények elérése és publi- kálása.

A hallgatók a félév elején az alábbi tíz kutatási téma közül választhattak: összehasonlítás alapú rangsorolás, tökéletes hipertömbök előállítása, ütemező algoritmusok hibafüggvénye, véletlen sorozatok ellenőrzése,  párhu- zamos ütemezés,  prioritásos sorok párhuzamos feldol- gozása, prioritás nélküli sorok feldolgozása, verseny- mátrixok közelítő helyreállítása, memóriakezelő algorit- musok és sudoku algoritmusok, 
Az előadásban az első három témában elért eredmé- nyeket ismertetjük (az érintett hallgatókkal közösen).

2. Eredmények
2.1. Rangsorolás páronkénti összehasonlítással 
Legyenek  a, b és n nemnegatív egészek (b  ≥  a, n ≥ 2) és legyen T(a,b,n) az olyan körmérkőzéses versenyek halmaza, amelyekben a csapatok páronként egy meccset játszanak, és a meccseken együtt legfeljebb b és lega- lább a pontot kapnak. Az egyes csapatok pontszámainak nemcsökkenő sorozatát a verseny pontsorozatának ne- vezzük. Ha az egyes meccseken kiosztott pontok tetsző- leges egész felbontása megengedett, akkor a versenyt teljesnek, egyébként hiányosnak nevezzük (Iványi 2002).
A páronkénti összehasonlítással történő rangsorolás számos alkalmazásra találunk példát a szakirodalomban, például Landau a biológiában (Landau 1953), Hakimi a kémiában (Hakimi 1962), Kim et al. a  hálózatokban (Kim et al. 2009),  Bozóki Sándor, Fülöp János, Poesz Attila és Rónyai Lajos a döntéshozatalban (Bozóki et al. 2010, Bozóki et al. 2011), Iványi and Pirzada a sportban (Iványi 2009, Iványi 2010, Iványi és Pirzada 2011) való alkalmazásra hivatkoznak.

Az egyik népszerű feladat: mi annak a feltétele, hogy nemnegatív egészek nemcsökkenő sorozata adott típusú verseny pontsorozata legyen, és ha létezik megfelelő verseny, az hogyan állítható elő. Az első eredmény ezzel kapcsolatban Landau tétele volt.
2.1. tétel (Landau 1953).  A nemnegatív egészeket tartalmazó s = (s1, s2, . . ., sn) monoton nemcsökkenő sorozat akkor és csak akkor pontsorozata egy T ( T(1,1,n)-versenynek, ha egyrészt 

               s1 + s2 + . . . + sk  ≥  k(k −1)/2  (k = 1, 2, . . ., n),

másrészt 

                       s1 + s2 + . . . + sn  =  n(n −1)/2.

(a,b,n)-sorozatok gyors ellenőrzését teszi lehetővé a következő tétel.

2.2. tétel  (Iványi, 2009).  Nemnegatív egészek S = (s1, s2,  . . ., sn)  nemcsökkenő  sorozata akkor és csak akkor pontsorozata egy teljes T ( T(a,b,n)  versenynek, ha
   aBk ( s1 + s2 + . . . + sk ( bBn – Lk − (n − k)sk   (1 ( k ( n),

ahol Bk  az n alatt a k binomiális együttható, L0  = 0 és Lk = max(Lk-1,  bBk  − (s1 + s2 + . . . + sk)). 
Ezt a tételt teljes hiperversenyekre és szuperversenyekre is sikerült kiterjeszteni (Iványi 2011a).

A hiányos sportok pontsorozatainak jellemzése lényegesen nehezebb, mint a teljes sportoké.  2011 májusában jelent meg a Connection in Combinatorial Optimization című monográfia (Frank 2011). Ebben szerepel az a nyitott kérdés, hogy mennyi idő alatt dönthető el nemnegatív egészek nemcsökkenő sorozatáról, hogy lehet-e egy szokásos pontozású  futballbaj- nokság eredménye. Ezt a kérdést először 2001-ben vetettük fel (Iványi 2001, Kovács és Pataki 2002).  
Egy FOOTBALL nevű programot fejlesztünk,  amelynek  feladata a 0 ( q0 ( q1 ( . . . ( qn  ( 3n − 3 feltételnek eleget tevő sorozatok közül a futball sorozatok kiszűrése és azok helyreállítása. Itt most csak az egyik hatékony szűrő program alapjául szolgáló tételt és a programot mutatjuk be.  A prog-ram részletes ismertetése megtalálható az (Iványi 2011d, Kovács és Pataki 2002) munkákban.
A FOOTBALL nevű programban fontos szerepet játszik a döntetlenek kiosztása. Ezzel kapcsolatos Erdős Pál és Gallai Tibor következő tétele (Erdős és Gallai 1960), amelyben egy q = (q1,. . .,qn)  sorozat n-grafikus, ha van olyan G egyszerű gráf, amelynek q a foksorozata. A sorozat első i elemének összegét Hi-vel jelöljük.
2.3. tétel (Erdős és Gallai, 1960).  Ha n ≥ 1, akkor nemnegatív egészek  q = (q1,. . .,qn) nemnövekvő sorozata akkor és csak akkor  n-grafikus, ha 

                                        Hn  páros

és

                       H_i − i(i −1) ( C_i   (i = 1, . . ., n − 1). 
A FOOTBALL program lényeges gyorsítását eredményezte az Erdős-Gallai tétel következő javítása. 

2.4. tétel (Iványi és Lucz, 2011).  Ha n ≥ 1, akkor nemnegatív egészek  q = (q1,. . .,qn) nemnövekvő sorozata akkor és csak akkor  n-grafikus, ha 

                                        Hn  páros

és
Hi ( i(i – 1) + Hn - Hh + i(h − i), ha  i = 1,. . ., h,
és
Hi ( i(h – 1) + Hn - Hi,  ha i = h + 1,. . ., n, 

ahol
h = h(q) = max (k | k < qk,   k = 1, . . ., n).
Erre a tételre támaszkodva  a korábbiaknál nagyobb értékekre (Sloane, 2011) is meg tudtuk határozni az n-grafikus sorozatok számát (Iványi, Lucz, Sótér, 2011). Például  a 24-grafikus sorozatok száma  2 256 710 139 346.
A futball sorozatok vizsgálata során hasznos a következő szükséges feltétel.

2.5. tétel (Iványi 2011d).  Ha (f1,f2,. . .,fn) futball sorozat, akkor 
k(k – 1)( f1+ f2+ . . .+ fk ( 3n(n – 1)/2− Lk   (k =1, 2, . . ., n),

ahol L0 = 0 és Lk   = max(Lk-1, 3n(n – 1)/2 – (f1  + f2  + . . . + fk))   (k  = 1, 2, . . ., n). 
A tételnek megfelelő ellenőrzést a következő pszeudokód (Cormen et al. 2009) valósítja meg.

     LOSS-TEST(n,q,W)

01 L0 = 0

02 for k= 1 to n
03       if k(k + 1) > Bk

04          W = FALSE 
05          return W

06       Lk = max(Lk-1, 3Bk – Sk)

07       if Sk + (n − k)qk > 3Bn – Lk
08          W = FALSE

09          return W

10 W = TRUE

11 return W
A pszeudokódban Bk az n alatt a k binomiális együtthatót, Sk pedig az f1 + f2 +  . . . + fk  összeget jelenti. 

 2.2. Tökéletes tömbök
Legyenek n, d, a1, . . ., ad, b1, . . ., bd  pozitív egészek, a = (a1,. . .,ad), b = (b1, . . .,bd). Ekkor az  (n, d, a, b)-tökéletes tömb olyan periódikus, b1× . . .× bd méretű n-áris tömb, amely minden  a1× . . .×ad  méretű n-áris tömböt pontosan egyszer tartalmaz altömbként. Ebből a definícióból következik, hogy egy (n, d, a, b)-tökéletes tömb létezésének szükséges feltétele a 

2.6. lemma (Hurlbert és Isaak 1994, Iványi 2011c, Iványi és Tóth 1988).
                                   V = nv 

egyenlőség teljesülése, ahol V = b1× . . .× bd  és v  = 
a1× . . .×ad  .
Ha a1 =  . . . = ad  = a  és  b1 = . . . = bd = b,  akkor   V = bd  és v = ad. Ebben az esetben a tökéletes tömböt d = 2 esetén tökéletes négyzetnek, d = 3 esetén tökéletes kockának és d ≥ 4 esetén tökéletes hiperkockának nevezzük. 
A tökéletes négyzettel kapcsolatos eredmények megta- lálhatók a (Hurlbert és Isaak 1994, Iványi és Tóth 1988, Knuth 2011) művekben, az első tökéletes kocka konstrukciója pedig a (Horváth és Iványi 2008) cikkben.
A félév folyamán bizonyítottuk a következő általános tételt (Iványi 2011c,Iványi és Madarász 2011). 

2.7. tétel (Iványi 2011c, Iványi és Madarász 2011)  Ha  n ≥ 2, d ≥ 1, a ≥ 2, b ≥ 2 kielégítik a 2.4. lemma egyenlőségét,  ad = c, továbbá
a) d | j és (un)c/d ≥ nc – ad−1, akkor létezik  (un,d, a, (vn)c)-tökéletes tömb;
b) (vn)c ≥ ncc−c/a, akkor létezik  ((vn)d, d, a, (vn)c)-tökéletes tömb, ahol u és v megfelelő pozitív egészek.
A tétel konstruktív bizonyítását felhasználva előállítottunk egy (4; 4; 2; 256)-tökéletes és egy (215,5,2, 296)-tökéletes hiperkockát (Iványi és Madarász, 2011).

2.3. Ládapakoló algoritmusok hibafüggvénye

A klasszikus egydimenziós ládapakolási feladatban adott tárgyak méretének L = (a1, a2, . . . , an) sorozata (n ≥ 1), ahol minden méret (0, 1]-beli valós szám. A tárgyakat minimális számú egységnyi kapacitású ládában kell elhelyeznünk. Továbbá legyen Fn azon L listák halmaza, melyeket egy optimális algoritmus n ládába pakol, és legyen F az összes valós lista halmaza.
A problémának több informatikai értelmezése is van. Például egymástól független programokat kell futtat- nunk, és mindegyik számítógép csak egységnyi ideig áll rendelkezésünkre. Célunk a programok olyan szétosztá- sa a gépek között, hogy minél kevesebb gépet használ- junk. Másrészt értelmezhetjük úgy is, hogy egységnyi méretű lemezeken kell adott méretű fájlokat elhelyez- nünk, és a cél a felhasznált lemezek számának minima- lizálása. 
A feladat NP-teljes, visszavezethető az összegzési feladatra (Cormen 2009). Éppen ezért a gyakorlatban közelítő algoritmusokat alkalmazunk a megoldásra. Így jelentőssé válik az ilyen algoritmusok legrosszabb eseté- nek vizsgálata, elemzése (Csirik 1989, Dósa és Imreh 2011, Galambos 1991, Iványi 1984, Johnson1973, Lo- vász és Gács ). 
2.3.1. Jelölések, definíciók 

Egy ilyen A algoritmus bemenő adatai: az elemek n száma és a méretek L = (a1, a2, . . . , an) sorozata. A kimenő adatok pedig a szükséges CA(L) ládaszám és a ládák  H = (b1, b2, . . . , bm) telítettségei, ahol m = CA(L). Jelölje * a tetszőleges L ∈ F listához az optimális, tehát szükséges és elégséges ládaszámot rendelő algoritmust, ez a ládaszám ekkor C*(L). Tetszőleges A algoritmus hibájának jellemzésére három mennyiséget deﬁniálunk (Iványi 2004). 

Hibafüggvény: Az A algoritmus hibafüggvényének értéke az n helyen az   Fn-beli  L sorozatokhoz tartozó Fn(L)/n hányadosok halmazának szuprémuma. Ezt az értéket RA,n-nel jelöljük.
Aszimptotikus hiba:  Az A algoritmus aszimptotikus hibája az RA,1, RA,2, . . . sorozat limesz szuperiorja. Az A algoritmus aszimptotikus hibáját RA,(-nel jelöljük.
Abszolút hiba: Az A algoritmus abszolút hibája az F-beli  L sorozatokhoz tartozó F(L)/n hányadosok halma-  zának szuprémuma. Ezt az értéket RA-val jelöljük.
A legismertebb ládapakoló algoritmusok (NF, FF, BF, NFD, FFD, BFD) leírása megtalálható például a (Csirik 1989, Iványi 1984, Iványi 2007, Johnson 1973, Lovász és Gács 1989) művekben.

2.3.2. Az FF (First Fit) algoritmus 

Az FF (First Fit) algoritmus alapgondolata az, hogy a követ- kező tárgyat mindig az első olyan ládába helyezi, amelybe belefér. Azaz, amikor ai-t kell elhelyeznünk, akkor a legalacsonyabb indexű ládába tesszük azok közül, melyek telítettsége nem nagyobb, mint 1 − ai. Ha nincs ilyen láda, akkor új ládát nyitunk,  amelyben ai lesz az első elem.  FF pszeudokódja a következő (Cormen 2009, Iványi 2004).
01  FF(n,L)

02  CFF ← 1

03  for i = 1 to n

04        bi = 0

05  for i = 1 to n

06        k = 1

07        while bk + ai > 1

08                 k = k + 1

09        bk = bk + ai
010        if k > CFF
011           CFF = CFF + 1

012  return CFF 

   2.3.3. Az FF algoritmus hibafüggvénye és aszimptotikus hibája 

A First Fit algoritmus hibafüggvényének és aszimptotikus hibájának jellemzését a következő két tételre alapozzuk. 

2.8. tétel (Iványi1984).  Ha n ≥ 1, akkor létezik olyan L ∈ Fn lista, melyre CFF(L) egyenlő 1,7C*(L) alsó egész részével.
2.9. tétel (Xia és Tan 2010). Minden L ∈ F listára teljesül  CFF (L) ≤ 1,7 C*(L) + 0,7.
A két tétel alapján alsó és felső korlátot kapunk FF hibafüggvényére, továbbá az is következik a két tételből, hogy FF aszimptotikus hibája 1,7.
   2.3.4. Az FF algoritmus abszolút hibája 

2010-ig csak az volt ismert (Iványi 1986, Simchi-Levi 1994) FF abszolút hibájáról, hogy legfeljebb 1,75.  A legújabb publikált eredmény Xia és Tan nevéhez fűződik. 

2.10. tétel (Xia és Tan 2010). Minden L ∈ F listára teljesül  CFF(L) ≤ 12 C*(L)/7. 
Ezt a felső korlátot sikerült megjavítani.

2.11. tétel (Németh 2011). Minden L ∈ F listára teljesül  CFF (L) ≤ min(101 C*(L)/59, 2 – 1/C*(L)). 
A két tétellel kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy 12/7 

 körülbelül 1,714, míg 101/59 értéke körülbelül 1,710.

A 2.11. tétel bizonyításában fontos szerepet játszik az alábbi 2.14. lemma, amely a 2.12. és 2.13. lemmák közös általánosítása. 

2.12. lemma (első telítettségi lemma, (Iványi 1986)).  Legyen k  ≥ 1 egész szám és legyenek B1, B2,  . . .,  Bk+1 ládák az FF által pakolásra használt ládák.  Tegyük  fel, hogy fel, hogy minden  i  = 1, 2, . . . , k indexre teljesül, hogy FF az első i  = 1, 2, . . . , k indexre teljesül, hogy FF az első tárgyat Bi-be előbb pakolta, mint Bi+1-be, továbbá Bk+1 legalább k tárgyat tartalmaz. Ekkor a B1, B2,  . . . , Bk+1  
ládákban lévő tárgyak méretének összege  nagyobb, mint k.
2.13. lemma (második telítettségi lemma, (Xia és Tan 2010).  Legyenek k ≥ 1 és M ≥ k + 1 egészek. Ha FF pakolása után a B1, B2,  . . . , BM ládák mindegyike legalább  k darab tárgyat tartalmaz, akkor a B1, B2, . . . , BM ládákban lévő tárgyak méreteinek összege nagyobb, mint kM/(k + 1).
2.14. lemma (általános telítettségi lemma, (Németh 2011)).  Legyenek  k ≥ 1 és M ≥ k + 1 egészek. Ha FF pakolása után a B1, B2,  . . . , BM ládákban minden  j = k + 1, k + 2, . . . , M indexre Bj legalább k elemet tartalmaz és minden i = 1,  2,  . . . , k indexre teljesül, hogy FF  Bi-be előbb pakolta az első tárgyat, mint Bj-be, akkor a B1, B2,  .    . . , BM ládákban lévő tárgyak méreteinek összege nagyobb, mint  kM/(k + 1).

A  2.10. tétel bizonyításához a következő 2.15. lemmára is szükség van.
2.15. lemma (diofantikus egyenletek (Niven et al. 1991)). Legyenek a és b relatív prímek, u tetszőleges egész szám. Az
                                     ax + by = u
lineáris diofantikus egyenletnek végtelen sok megoldása van. Ha az (x0, y0) pár egész megoldás,  akkor  az összes többi előállítható 
                          x = x0 + bv,  y = y0 – av
alakban, ahol v egész.

2.10. tétel bizonyítása. Tekintsük azokat az a, b ∈ (+ számpárokat, melyekre a 17/10 < a/b < 12/7, valamint a ≤ 1,7b + 0,7 egyenlőtlenségek teljesülnek, és b ≤ 59. Az ilyen tulajdonságú számpárokból összesen 20 darab van, ezek hányadosai:  S = {29/17, 41/24, 46/27, 53/31, 58/34, 63/37, 65/38, 70/41, 75/44, 77/45, 80/47, 82/48, 87/51, 89/52, 92/54, 94/55, 97/57, 99/58, 101/59}.
Az S halmaz legnagyobb eleme  max S = 101/59. Vegyük észre, hogy C* = 59 és CFF = 101 választással a 2.9. tételben egyenlőség áll fenn, azaz CFF = 1,7 C* + 0,7.

Ebből viszont következik, hogy minden p, q ∈ (+ számpárra teljesül, hogy ha p/q > 101/59 és q > 59, akkor p > 1,7q + 0,7, tehát nem létezik olyan L ∈ F lista, melyre C*(L) = q és CFF(L) = p. Tehát minden L ∈ F listára CFF(L) ≤ 101/59. 
A CFF(L) ( 2 – 1/C*(L) egyenlőtlenség pedig az (Iványi 1984) cikkben ésszerű algoritmusokra adott felső korlát FF-re vonatkozó speciális eseteként adódik. Q.e.q.
Azt sejtjük, hogy a 2.1. tételben szereplő függvény pon- tosan megadja FF hibafüggvényét. Ha n tíz többszöröse, akkor ennek a függvénynek az értéke 1,7, egyébként pedig annál kisebb. Ez a tény alátámasztja azt a több szerző által megfogalmazott sejtést, miszerint FF abszolút hibája 1,7.

   3.   Összefoglalás
Az előadásban első sorban a 2010/2011-es tanévben elért eredményeket  ismertettük, melyekhez Madarász János és Németh Zsolt járultak hozzá. Az Algoritmusok haté- konysága című tantárgy oktatása a 2009/2010-es tanévben kezdődött. A 2009/2010-es tanévben elért  eredmények közül eddig Fornai Péter, Németh Zsolt és Novák Balázs (Fornai és Iványi 2010, Iványi és Németh 2010, Iványi és Novák 2010) eredményeit publikáltuk.  A korábbi ered- ményeket kiegészítettük a Lucz Lóránd és Sótér Péter segítségével a nyáron elért eredményekkel.
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