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1. Bevezetés

A szamitogépes feladatmegoldas természetes és hagyoményos vilaga

a soros adatfeldolgozds. A killonboz6 alkalmazasi teriiletek nagy teljesit-
ményigényének és kornyezetiink parhuzamos jellegének hatasara azon-
ban rohamosan fejlédik a parhuzamos feldolgozas is.
Parhuzamos adatfeldolgozas. Egy feladat parhuzamos megol-
dasa ugyanigy 3 lépésbdl all, mint a soros megoldas. Eloszor meg kell
érteni és pontosan meg kell fogalmazni a feladatot — ez a lépés ha-
sonld a soros feldolgozas elso 1épéséhez. Mivel a soros adatfeldolgozas
szamara ismert feladatokat oldunk meg, a problémak megértése — az
eddigi tapasztalatok szerint — az Olvasék tobbsége (példaul harmadéves
programtervezé és informatika szakos hallgatok) szdméra nem jelent
gondot.

A masodik 1épésben vélasztunk egy ismert architekturat (esetleg ter-
veziink egy djat) és ahhoz terveziink eqy megolddsi algoritmust. Ez vagy
1j algoritmus, vagy egy soros algoritmus parhuzamositott valtozata.
Konyvink targya a parhuzamos adatfeldolgozasnak ez a része, azaz a
parhuzamos algoritmusok tervezése és elemzése.

Végiil a harmadik lépésben az algoritmust a meglévé programozasi
mobdszerek valamelyikével pdrhuzamos program formdjaban megualosit-
juk (itt is széba jon j programozasi mddszer alkalmazasa).

Parhuzamos algoritmusok. Ha egy feladatot egytittmiikodé pro-
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csokken, mivel bizonyos miiveletek egyidejtileg elvégezheték. Ennek a
csokkenésnek az dra a nagyobb beruhazasigény és az elvégzendd munka
mennyiségének novekedése.

A péarhuzamos algoritmusokat kilénbo6z6 szempontok szerint szok-
tak osztalyozni.

Az egyik szempont a processzorok miikodésének iddzitése. Eszerint
vannak osszehangoltan dolgozo, un. szinkronizdlt processzorok és
egymastol fliggetlentil dolgozo, in. aszinkron processzorok. Emellett
vannak hibrid megoldasok, ahol a processzorok részben tsszehangoltan
dolgoznak.

Egy masik osztalyozasi szempont az egyiittmiikodo processzorok ko-
zOtti informacidcsere modja, azaz a kommunikdcios modell. FEz az
informaciécsere torténhet a kozos memoria segitségével és/vagy tizenetek
kiildésével és fogadasaval.

Fontos a rendszer megbizhatosdgdval kapcsolatos felfogasunk:
hibatlan miikodést tételeziink fel vagy megengediink bizonyos tipusi
hibakat (példdul a processzorok vagy az adatatviteli vonalak meghiba-
sodasat).

Lényeges az az architektira, amelyre algoritmusainkat tervezziik.
A masodik fejezetben roviden attekintjik a parhuzamos szamitogépek
fobb tipusait, az elemzésekhez azonban a szamitasi modelleknek nevezett
absztrakt szamitogépeket hasznaljuk.

A parhuzamos algoritmusok koziil csak a szinkronizalt modelleken
megvalosithatokat targyaljuk. Ekozben feltételezziik, hogy a procesz-
szorok, adatatviteli vonalak, kozos és sajat memoria — azaz a rendszer
minden eleme — megbizhatéan miikodnek.

ElSismeretek. A targyalt anyag nagy része az informatikai képzés

alapvet6 kurzusait (adatszerkezetek, algoritmusok, analizis, diszkrét ma-
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tematika, programozas) sikeresen elvégz6 hallgatok szamdra érthetd. A
véletlenitett algoritmusok elemzése a binomialis eloszlds néhany tulaj-
donsagan alapul, ezért ezekben az alfejezetekben a valdszintiségszamitasi
ismeretekre is tamaszkodunk. Ezeket a részeket a cimekben és a tar-
talomjegyzékben csillaggal (x) jeloltiik. A feladatok egy részének meg-
oldasahoz hasznosak az operaciokutatassal, optimalizalassal és szimula-
cioval kapcsolatos ismeretek.

A fejezetek egymasra épiilése. Bar helyenként felhasznalunk a
konyv korabbi részeiben bemutatott algoritmusokat, a bevezeto elsé fe-
jezet elolvasasa utan a tobbi fejezet egymastol fiiggetleniil is érthetd. Ha
azonban az Olvasét példaul a konvex burok hiperkockédn valé megha-
tarozasa érdekli, célszerli a parhuzamos gépen és a réacson alkalmazott
algoritmusokkal is megismerkedni (a tartalomjegyzék és a targymutatd
segit a wvisszalapozdsban).

Tartalom. A konyv hat fejezetbdl és hét tovabbi részbol all.

Az elsé fejezetben (Bevezetés) el6készitjiik a tovabbi anyagot: megad-
juk az alapveté meghatarozasokat, ismertetjiikk a felhasznalt szamitasi
modelleket és pszeudokddot, foglalkozunk a rekurziv algoritmusokkal és
a rekurziv egyenletekkel, a véletlenitett algoritmusokkal, az alsé korla-
tokkal és az anomaliaval.

A tovabbi négy fejezetben parhuzamos algoritmusokat ismertetiink
és elemziink — az algoritmusok megvaldsitasara hasznalt szamitasi mod-
ellek (és az azok alapjaul szolgdl6 architektirak) szerint csoportositva:
a szinkronizalt processzorok kapcsolatat parhuzamos kozvetlen hozza-
férésti gépek (Pdrhuzamos gép), racsok (Rdcs), kockak (Kocka) és tet-
szOleges grafok (Szinkron halozat) segitségével adjuk meg.

A hatodik fejezetben (Hagyomdnyos és elektronikus irodalom)
a konyv irdasdhoz felhaszndlt és az egyes témak részletesebb megismeré-

séhez ajanlott — nyomtatott és elektronikus formaban, magyar és idegen



1. Bevezetés 17

nyelveken hozzaférheté — dokumentumok tartalmat és lelhelyi adatait
foglaljuk Ossze.

Moédszertan. A konyv felépitésével és az alkalmazott tipografiai es-
zkozokkel igyekeztiink megkonnyiteni az anyag megértését. A szoveghen
gyakran alkalmaztunk magyarazattal ellatott abrdakat és példakat. Az
egyes fejezetek végén gyakorlatok és feladatok vannak. A gyakorlatok a
fejezet anyaganak jobb megértését segitik elé és az anyag ismeretében
rendszerint gyorsan megoldhaték. A feladatok megoldasa 6nallé gondo-
lkodast és esetenként tobb matematikai ismeretet igényel.

Az algoritmusok elemzését nem tortiikk meg hivatkozasokkal, viszont
a hatodik fejezetben témakoronként osszefoglaltuk az elsésorban ajan-
lott szakkonyvek és cikkek adatait, és alternativ megoldasokra is utal-
tunk.

A konyv végén osszefoglaltuk az alkalmazott jeloléseket (Jeldlések),
és megadtuk az angol szakkifejezések (Angol szakkifejezések magyarul)
magyar, valamint a magyar szakkifejezések (Magyar szakkifejezések an-
golul) angol megfelel6jét. A bizonyitasok végét M. a példak végét @
jelzi. A definiciokban az 1j fogalom nevét kék félkovér dolt betiikkel
irtuk. A sorszamozott képletek tordelésénél az Olvasdk kényelmét szol-
galé amerikai stilust kovettitk (azaz minden reldcidjel 4j sorba kertil —
az ilyen képletek sorfolytonosan olvasandoék). Mivel a vesszének gyakran
van a szovegben nyelvtani szerepe, a szamokban tizedespontot haszna-
lunk. A gyakorlatok egy részének megoldasat megadtuk.

Az irodalomjegyzékben egyiitt adjuk meg a hazai és kulfoldi forra-
sokat. Az idegen nyelvii szakirodalombdl csak a klasszikus és a viszony-
lag friss miiveket soroljuk fel. A magyar nyelvii anyag 6sszeallitasa soran
— az algoritmusok elemzésével foglalkozo miiveket tekintve — teljessé-
gre torekedtiink. Az elektronikus formaban elérhet6 dokumentumoknal

megadtuk a halézati cimet is. Minden dokumentumnal feltiintettiik azok-
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nak az oldalaknak a sorszamat, amelyekrol hivatkozas van az adott
dokumentumra.

A névmutaté a konyvben el6forduld neveket tartalmazza — teljessé-
gre torekedve.

A targymutatéban délt szamok jelzik az egyes fogalmak definidlasa-
nak helyét. Az el6fordulasi helyek felsorolasanal megelégedtiink a lénye-
gesnek tartott helyekre vald utalassal. A gyakorlatokban, feladatokban,
abrékban el6forduld fogalmakat az oldalszdm melletti roviditések (mint

gy, fe, ab) jelzik.

1.1. Alapfogalmak

A parhuzamos algoritmusok targyalasa a soros algoritmusokra épiil,
ezért a szokasos fogalmak mellett a soros algoritmusokkal kapcsolatos
definiciokat is megadjuk.

Az algoritmusok elemzése — a helyesség bizonyitdsa mellett — a vé-
grehajtashoz szitkséges eréforrdsok (ez szamitégépen megvaldsitott al-
goritmus esetében lehet processzoridd, memoriakapacitas — szamitési
modellen futé algoritmus esetében pedig memoriarekesz, kommunika-
ci6s tizenet, miveleti 1épés) mennyiségének meghatarozasat is jelenti.
Gyakran nem tudjuk vagy nem akarjuk az igényelt eréforrdas meny-
nyiségét pontosan megadni. Ilyenkor megelégsziink az igény nagysa-
grendjének jellemzésével.

Ennek a jellemzésnek a jol bevalt eszkozei az 2, O, O, o0 és w
jelolések. Mivel az igények altalaban nemnegativak, ezért az alabbi meg-
hatarozasokban mindeniitt feltessziik, hogy az f és g fliggvények a po-
zitiv egészek halmazan vannak értelmezve, az f(n) és g(n) figgvényér-
tékek pedig nemnegativ valos szamok.

Az O jeloléssel aszimptotikus felso, az €2 jeloléssel aszimptotikus also
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korlatot tudunk adni, mig a © jeloléssel pontosan meg tudjuk adni a
vizsgélt fiiggvény aszimptotikus viselkedését.
O(g(n)) (ejtsd: nagy ordé) azon f(n) figgvények halmazat jelenti,

amelyekhez 1éteznek olyan pozitiv ¢ és pozitiv egész ng allanddk, hogy
ha n > ng, akkor f(n) <cg(n) . (1.1)

Q(g(n)) (ejtsd: nagy omega) azon f(n) fiiggvények halmazit je-
lenti, amelyekhez léteznek olyan ¢ pozitiv, valamint k és ng pozitiv egész

allanddk, hogy
ha n > ng, akkorf(n) < c(lgn)*g(n) . (1.2)

O©(g(n)) (ejtsd: nagy teta) azon f(n) figgvények halmazat jelenti,
amelyekhez 1éteznek olyan pozitiv ¢y, cy és pozitiv egész ng allandok,

hogy
ha n > ng, akkor c;g(n) < f(n) < cog(n) . (1.3)

Az elemzésekben arra toreksziink, hogy © tipust becsléseket ad-
junk, amihez azonos argumentumfiiggvényt tartalmazé O és Q) tipusu
becslésekre van sziikkség. Ha egy becslésben hangstlyozni akarjuk, hogy
a becslés nem éles, akkor hasznos a o és a w jelolés.

o(g(n)) (ejtsd: kis ordé) azon f(n) fuggvények halmazat jelenti,
melyekre teljesiil, hogy minden pozitiv ¢ allandéhoz megadhato egy po-

zitiv egész ngy ugy, hogy
ha n > ng, akkorf(n) <cg(n) . (1.4)

w(g(n)) (ejtsd: kis omega) azon f(n) figgvények halmazat jelenti,
melyekre teljesiil, hogy minden pozitiv valés ¢ allandéhoz megadhaté

egy pozitiv egész ny ugy, hogy

ha n > ng, akkor f(n) > cg(n) . (1.5)
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Ha f(n) = o(g(n)), akkor

m 1) _
lim o) " 0, (1.6)

és ha f(n) = w(g(n)), akkor

lim —= =00 . (1.7)

f(n)
n—oo g(n)

O(g(n)) (ejtd: logaritmikus nagy ordd) azon f(n) figgvények
halmazat jelenti, melyekhez, 1éteznek olyan ¢ pozitiv, valamint ng és k

pozitiv egész allanddk, hogy
ha n > ng, akkorf(n) < cg(n)(lgn)* . (1.8)

Az 1.1. dbran Osszefoglaltuk a fiiggvények novekedésével kapcsolat-
ban leggyakrabban hasznalt jeloléseket és kifejezéseket. A tablazatban
szerepld korlatok tetszoleges eroforrassal kapcsolatban hasznalhaték —
elemzéseinkben azonban elsésorban lépésszamokra vonatkoznak.

A tablazatban a szub kifejezést kisebb, a szuper kifejezést pedig na-
gyobb értelemben hasznaltuk. Erdemes megemliteni, hogy szokéds a ki-
sebb vagy egyenlo, illetve a nagyobb vagy egyenld értelmi hasznélat is.

A konyvben a szuperpolinomidalis kifejezés szinonimajaként fogjuk
hasznalni az exponencidlis jelzot. Ezzel az exponencidlis futdsi idot
a matematikdban szokasosnal tagabban definidltuk: ha egy algoritmus
futéasi ideje feliilrol nem korlatozhaté polinommal, akkor exponencialis-

nak nevezzik.

1.2. Hatékonysagi mértékek

Az algoritmusok elemzése soran az igényelt eréforrasok mennyiségét ab-
szolut és relativ mennyiségekkel jellemezziik.

Ezeknek a mennyiségeknek a célszerti megvalasztasa attol is fiigg,
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Sorszam | Novekedési korlat képlettel | Korlat tipusa szoval
1 O(1) konstans
2 O(lg*n) majdnem konstans
3 o(lgn) szublogaritmikus
4 O(lgn) logaritmikus
5 0(1g®W n) polilogaritmikus
6 w(lgn) szuperlogaritmikus
7 o(n) szublinedris
8 O(n) linedris
9 w(n) szuperlinedaris
10 O(n?) négyzetes
11 | em?) kobos
12 o(n®W) szubpolinomialis
13 O(n°W) polinomialis
14 w(n®W) szuperpolinomiélis

1.1. abra. Fiiggvények novekedésének leggyakoribb korlatai.

hogy az algoritmus konkrét gépen vagy absztrakt gépen (szamitasi
modellen) fut.

Jeloljik W(n,n, A)-val, illetve W (n, 7, P, p)-vel azt az id6t (azoknak
a lépéseknek a szaméat), amely alatt a m probléméat az A soros, illetve
a P parhuzamos algoritmus — (utébbi p processzort felhasznalva) — n
méreti feladatokra legrosszabb esetben megoldja.

Hasonléképpen jeloljikk B(n,, A)-vel, illetve B(n,m, P,p)-vel azt
az 1d6t (azoknak a lépéseknek a szdmat), amely alatt a 7 problémét
az. A soros, illetve a P parhuzamos algoritmus (utébbi p processzort
felhasznalva) — n méretii feladatokra legjobb esetben megoldja.

Jeloljik N(n,m)-vel, illetve N(n,m,p)-vel azoknak a lépéseknek a
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szamat, amelyekre az n méretii 7 feladat megoldasahoz mindenképpen
szitksége van barmely soros, illetve barmely parhuzamos algoritmusnak
— utébbinak akkor, ha legfeljebb p processzort vehet igénybe.

Tegyiik fel, hogy minden n-re adott a 7 feladat n méretii konkrét elo-
forduldsainak D(n, ) eloszlasfiiggvénye. Ekkor legyen E(n, 7, A), illetve
E(n,m,P,p) annak az idének a varhaté értéke, amennyi alatt a 7w prob-
lémat n méretii feladatokra megoldja az A soros, illetve a P parhuzamos
algoritmus — utébbi p processzort felhasznalva.

A tankodnyvekben az elemzések soran gyakori az a feltételezés, hogy
az azonos méretli bemenetek el6fordulasi valdszintisége azonos. Ilyenkor
dtlagos futdsi idérél beszélink, amit A(n, A)-val, illetve A(n, P, p)-
vel jeloliink.

A W,B,N,FE és A jellemzok fiiggnek attol a szamitasi modelltol is,
amelyen az algoritmust megvalositjuk. Az egyszertiség kedvéért feltessziik,
az algoritmus egyuttal a szdmitasi modellt is egyértelmiien meghatarozza.

Amennyiben a szovegkornyezet alapjan egyértelmi, hogy melyik prob-
lémardl van sz, akkor a jelolésekbol m-t elhagyjuk.

Ezek kozott a jellemzok kozott érvényesek az

N(n) < B(n, A (1.9)
< E(n,A) (1.10)
< W(n,A) (1.11)

egyenlotlenségek. Hasonloképpen a parhuzamos algoritmusok jellemzé

adataira az

N(n,p)

IA

B(n,P,p) (1.12)
< E(n,P,p) (1.13)
< W(n,P,p) (1.14)

A
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egyenl6tlenségek teljesiilnek. Az atlagos futdsi idére pedig a

B(n,A) < A(n,A) (1.15)
< W(n,A), (1.16)
illetve
B(n,P,p) < A(n,P,p) (1.17)
< WnP.p) (1.18)
all fenn.

Hangsulyozzuk, hogy ezek a jelolések nem csak futasi idére, hanem az
algoritmusok mas jellemzodire — példaul memoriaigény, kiildott tizenetek
szama — is alkalmazhatok.

Ezutan relativ jellemzoket, igynevezett hatékonysdgi mértékeket
definialunk.

A gyorsitas (vagy relativ 1épésszam) azt mutatja, hanyszor kisebb a
parhuzamos algoritmus futési ideje a soros algoritmus futési idejénél.

A P parhuzamos algoritmusnak az A soros algoritmusra vonatkozé

gyorsitdsa
W(n,.A)
Win,P,p)

Ha a gyorsitas egyenesen aranyos a felhasznalt processzorok szama-

g(n, A, P) = (1.19)

val, akkor linearis gyorsitasrol beszéliink. Ha a P parhuzamos és az A
soros algoritmusra
W(n, A)
sy = o), (1.20)
W(n, P, p)
akkor P A-ra vonatkozd gyorsitasa linedris.
Ha a P parhuzamos és az A soros algoritmusra
W(n, A)

Win g =0 (1.21)

akkor P A-ra vonatkozo gyorsitasa szublinedris.
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Ha a P parhuzamos és az A soros algoritmusra

W(n,.A)
W(n,P,p)

akkor P A-ra vonatkoz gyorsitasa szuperlinedris.

=w(p), (1.22)

A parhuzamos algoritmusok esetében fontos jellemz6 az m(n, P, p)
munka, amit a futasi id6 és a processzorszam szorzataval definialunk.
Akkor is ez a szokésos definicio, ha a processzorok egy része csak a futasi

ido egy részében dolgozik:

Erdemes hangstlyozni, hogy — killénosen az aszinkron algoritmusok
esetében — a ténylegesen elvégzett lépések szama lényegesen kevesebb
lehet, mint amit a fenti (1.23) képlet szerint kapunk.

Egy P parhuzamos algoritmusnak az ugyanazon problémat megoldo
soros algoritmusra vonatkoz6 h(n,p, P, A) hatékonysdga a két algo-
ritmus munkajanak hanyadosa:

Wi(n, A)
pW(n,P,p)

Abban a természetes esetben, amikor a parhuzamos algoritmus mun-

h(n, P, A, p) = (1.24)

kaja legalabb akkora, mint a soros algoritmusé, a hatékonysag nulla és
egy kozotti érték — és a viszonylag nagy érték a kedvezo.

Kozponti fogalom a parhuzamos algoritmusok elemzésével kapcso-
latban a munkahatékonysdg és munkaoptimalitas. Ha a P parhuzamos

és A soros algoritmusra
pW(n,P,p) = O(W(n, A)) , (1.25)

akkor P A-ra nézve munkahatékony.
Ez a meghatarozas egyenértéki a

pW(n,P,p)

Wi A) = 0(Ig" n) (1.26)
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egyenloség eldirasaval. Eszerint egy parhuzamos algoritmus csak akkor
munkahatékony, ha van olyan k érték, hogy a parhuzamos algoritmus
munkdja nagysagrendileg nem nagyobb, mint a soros algoritmus mun-
kéjanak (Ig” n)-szerese.

Ha a P parhuzamos és A soros algoritmusra
pW(n, P,p) = O(W(n, A)), (1.27)

akkor P A-ra nézve munkaoptimadlis.

Ez a meghatarozas egyenértéki a

pW(n,P,p)

o4~ oW (1.28)

egyenloség eloirasaval. Eszerint egy parhuzamos algoritmus csak akkor
munkaoptimalis, ha munkaja nagysagrendileg nem nagyobb, mint a
soros algoritmus munkaja.

Egy parhuzamos algoritmus csak akkor munkahatékony, ha a gy-
orsitasa legalabb linearis. Egy munkahatékony parhuzamos algoritmus
hatékonysdga O(1).

Ha egy algoritmus egy feladat megoldasdhoz adott eréforrasbol csak
O(N(n)) mennyiséget hasznél fel, akkor az algoritmust az adott eréfor-
rasra, szamitasi modellre (és processzorszamra) nézve aszimptotiku-
san optimadlisnak nevezziik.

Ha egy A (P) algoritmus egy feladat megolddsdhoz adott eréfor-
rasbol a bemenet minden lehetséges n > 1 mérete esetében csak az
okvetleniil szitkséges N (n, A) — illetve (N (n, p,.A)) — mennyiséget hasz-

nalja fel, azaz

W(n, A) = N(n, A) , (1.29)

illetve

W(n,P,p) = N(n,P,p), (1.30)
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akkor az algoritmust az adott eréforrasra (és az adott szamitasi mod-
ellre) nézve abszolit optimdlisnak nevezziik és azt mondjuk, hogy a
vizsgalt feladat idébonyolultsdga N(n,A) (N(n,Pp)).

Két algoritmus 6sszehasonlitasakor a

W(n, A) = O(W(n, B)) (1.31)

esetben azt mondjuk, hogy a A és B algoritmus futéasi idejének novekedési
sebessége aszimptotikusan azonos nagysdgrendi.

Amikor két algoritmus futési idejét (példaul a legrosszabb esetben)
osszehasonlitjuk, akkor gyakran taldlunk olyan helyeket, melyeknél ki-
sebb méretit bemenetekre az egyik, mig nagyobb méretii bemenetekre a
masik algoritmus futési ideje kedvezobb. A formalis definicié a kovetkezo:
ha a pozitiv egész helyeken értelmezett f(n) és g(n) fliggvényekre, valamint

a v > 0 pozitiv egész szamra teljestil, hogy

2. (flo=1) =glo=1))(flv+1)—gv+1)) <0,

akkor a v szdmot az f(n) és g(n) fiiggvények vdltdsi helyének nevez-
ziik.

Példaul két matrix szorzatanak a definicié alapjan torténd és a Stras-
sen-algoritmussal torténd kiszamitdsat oOsszehasonlitva (lasd példaul
Cormen, Leiserson, Rivest és Stein tObbszor idézett 0j konyvét) azt
kapjuk, hogy kis méatrixok esetén a hagyomanyos modszer, mig nagy
matrixok esetén a Strassen-algoritmus az elonyosebb — egy valtasi hely
van, melynek értéke koriilbeliil 20.

Az id6 mellett algoritmusok szamos mas ertforrast is hasznalnak
— példaul memoridat, tizeneteket. Utébbira példaul Wy(n, P, p) moédon
hivatkozhatunk.
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1.3. Pszeudokdd

Az algoritmusok formalis leirasara a kovetkezd, a Pascal és a C++
nyelvek elemeibol 6sszedllitott pszeudokodot hasznaljuk.

1. Az algoritmus blokkszerkezetét els6sorban a tagolas tiikkrozi. Ezt
a megoldast a programozasi nyelvekben is hasznaljak — bar a hasznalat
szabalyai nyelvenként valtoznak. A pszeudokddot 1ényegesen egyszertisiti
és attekinthetobbé teszi — értelmezése tapasztalataink szerint nem okoz

gondot.

2. A valtozdék neve bettivel kezdodik. A véaltozok tipusat kiilon nem
deklaraljuk, mert az a kornyezetbdl latszik. Egyszerti adattipusok (mint

egész, lebegdpontos, karakter, logikai stb.) fognak szerepelni.

3. A valtozdk értékadd utasitasokkal kapnak értéket:

(valtozonév) < (kifejezés)

4. Két logikai érték van, az IGAZ és a HAMIS. Ezek a logikai értékek
az és (N), vagy (V) és a nem (—) logikai operdtorokkal, valamint a <,

<, =, > és > relacios operatorokkal allithatok eld.

5. A tobbdimenziés tombok elemei szogletes zardjelek kozé tett in-
dexekkel érheték el, példaul Afi,j]. Az indexek nullatol kezdédnek. A
tomb egy részére az indextartomany megadasaval hivatkozhatunk: pél-

daul A[3..n].

6. A kovetkezd két ciklusszervezd utasitast alkalmazzuk: while és
for.

A while ciklus alakja a kovetkezo:
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while (feltétel)
(1. utasitds)

(2. utasitds)

(u. utasitdas)

Amig a (feltétel) 1GAZ, az u (u > 1) utasitas végrehajtodik. Amikor
a (feltétel) HAMIS lesz, kilépiink a ciklusbol.
A for ciklus alakja a kovetkezo:
for (ciklusvdltozo) < (kezdd érték) to (befejezd érték)
do (1. utasitds)

(2. utasitds)

(u. utasitas)

Ha példaul a ciklusvaltozo i, a kezdoérték k és a befejezo érték b,
akkor az u utasitds egymas utan végrehajtédik az i =k, k+1, ...,b
értékekre.

7. A feltételes utasitas lehetséges alakjai:

if (feltétel)
then
(1. utasitds)

(2. utasitas)

(u. utasitas)
vagy
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if (feltétel)

then
(1. utasitds)
(2. utasitds)
(u. utasitds)
else

(1. utasitds)

(2. utasitds)

(v. utasitds)
8. A bevitel /kivitel a read és write utasitasokkal torténik. Pontos

formajuk szamitasi modellenként valtozo.

9. Egyetlen eljaras van, amely fejbdl és torzsbdl all. A fej
(ELJARAS NEVE)({paraméterlista)) (eljards tipusa)
Szdmitasi modell: (szamitdsi modell)

Bemenet: (bemend adatok leirdsa)
Kimenet: (kimend adatok leirdsa)

Az eljaras tipusa lehet soros eljdards, soros rekurziv eljards, pdrhuza-
mos eljaras és parhuzamos rekurziv eljards.

Az eljarasok torzse sorszamozott utasitasokbdl all. Az utolsd utasitast
kivéve az egyes utasitasok végét a kovetkezo sorszam, a torzs végét a
tagolas jelzi.

Ezek a szamozott utasitasok gyakran az algoritmus nagy (tobb 1épés-
bél &ll6) részét tikrozik. Ilyenkor az elemzésben ezeket a részeket sza-

kasznak vagy fazisnak nevezziik. Mas esetekben tobb szamozott 1épést
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egylitt neveziink az algoritmus szakaszanak vagy fazisanak.

10. Az eljarasok hivasanak alakja:
(ELJARAS-NEVE)((paraméterek listdja))
A soros és a parhuzamos eljarasok esetén egyarant ezt a hivé utasitast

hasznaljuk.

11. A megjegyzések a > jellel kezdodnek és az adott sor végéig

tartanak.

12. A parhuzamossagot egy p processzoros PRAM vagy lanc eseté-

ben a kovetkezoképpen irjuk le:

P; in parallel fori <1 to p
do (1. utasitds)

(2. utasitads)

(u. utasitas)

Egy mq1 X mg X ... X my méretli, k dimenzids racs esetében a hasonlo
utasitas a

Pil,i27~~~,ik

sorral kezdddik.

in parallel for iy <1 to mq, ..., iz <1 to my

1.4. Szamitasi modellek

Az algoritmusokat absztrakt vagy konkrét gépeken hajthatjuk végre.
Ebben az alfejezetben el6szor roviden bemutatjuk a parhuzamos szami-
togépek f6bb tipusait, azutan az absztrakt gépek koziil a parhuzamos

kozvetlen hozzaférésti gépekkel és a halézatokkal foglalkozunk.



1.4. Szamitasi modellek 31

1.4.1. Szamitégépek

Az elmilt évtizedekben sok kiilonb6z6 parhuzamos szamitégépet épitet-
tek, és szamos probalkozas tortént rendszerezésiikre.
Flynn 1972-ben az utasitasaram és az adataram alapjan 4 csoportot

kiilonboztetett meg:
e SISD (Simple Instruction Stream — Simple Data Stream);

e SIMD (Simple Instruction Stream — Multiple Data Stream);
e MISD (Multiple Instruction Strem — Single Data Stream);

e MIMD (Multiple Instruction Stream — Multiple Data Stream).

Eszerint a SISD a klasszikus soros, Neumann-elvii szamitégép. A
SIMD tipust szamitogépben lépésenként egyféle miivelet hajtodik végre,
de az egyszerre tobb adaton. Az ILLIAC-IV szamitogép példa erre a
tipusra.

A MISD tipust gépben egy adaton egyszerre tobbféle miivelet ha-
jtodik végre. A csévezeték-elvil szamitoégépek példak erre a tipusra.

A legtobb parhuzamos szamitégép a MIMD tipushoz tartozik: ebben
az esetben tobb processzor dolgozik parhuzamosan, és rendszerint kiilon-
boz6 adatokkal.

1.4.2. Parhuzamos gépek

A péarhuzamos szamitasi modellek alapja a soros szamitasokhoz széles
kérben hasznalt RAM (Random Access Machine = kézvetlen hozzdfé-
résti gép) altalanositdsa, a PRAM (Parallel Random Access Machine
= pdrhuzamos kozvetlen hozzdférési gép.) A PRAM modell tar-
talmaz p szinkronizaltan dolgozé processzort (P, P, ...,P,) és az
MI1], M[2], ..., M[m] rekeszekbél all6 kézos memoriat, ahogy azt
az 1.2. dbra mutatja (az dbran a memoriarekeszeknek csak az indexét

tiintettiik fel). A modell szerint minden processzor rendelkezik sajat me-
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’ ! ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ ‘m‘ k6z0s memoéria
¢ processzorok

moéridval: a P; processzor esetében ez az M[i, 1], M[i,2], ..., M[i,m]
rekeszekbol all. Nem jelent megszoritast, hogy a k6zos memoria és a
sajat memoriak méretét ugyanigy jeloltiik (szokds ezeket a memoriakat
végtelen méretiinek is tekinteni). Feltessziik, hogy a rekeszek tetszéleges
egész szam tarolasara alkalmasak.

A parhuzamos kozvetlen hozzaférési gép helyett rendszerint a rovi-
debb pdrhuzamos gép kifejezést fogjuk hasznélni.

Tipusok irds/olvasés alapjan:
e EREW (Exclusive Read — Exclusive Write: kizarélagos olvasas —

kizdrdlagos irds)
e ERCW (Exclusive Read — Concurrent Write)
e CREW (Concurrent Read — Exclusive Write)

e CRCW (Concurrent Read — Concurrent Write)

Ugyanabba a memoériarekeszbe egyidejlileg csak iras vagy olvasas
van megengedve.

Az 1.2. dbra (a) része arra példa, hogy minden rekeszbdl legfeljebb
egy processzor olvas (ER), a (b) részében minden rekeszbe legfeljebb egy
processzor ir (EW), a (c¢) részében t6bb processzor olvas parhuzamosan
(CR), végil a (d) részében tobb processzor ir egyidejiileg ugyanabba a
rekeszbe (CW).

Ha t6bb processzor irhat egyidejiileg (ERCW vagy CRCW), akkor

tObb eset van: az iras
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k6z6s memoria k6z6s memoéria
b c b c
a d e a d e
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(a) (b)

k6z6s memoéria k6z6s memoéria
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1.3. abra. Szamitasi modellek tipusa az irds és olvasas tulajdonsigai alapjan.

e kozos: a processzorok csak a kozos, azonos értéket irhatjak;

o tetszoleges: nem tudjuk, melyik processzor beirdsa marad meg a
rekeszben, vagy esetleg a beirasoktol fiiggetlen érték;

e prioritdsos: a legnagyobb prioritast processzor ir;

e kombindlt: az egyes processzorok altal beirt értékek valamilyen fiig-
gvénye keriil a memoriarekeszbe.

A kovetkezo példakban a parhuzamos olvasast, parhuzamos irast,
illetve egy logikai érték parhuzamos kiszamitasat mutatjuk be. El6szor
egy 4 processzoros gépben minden processzor a kozos M[1] rekeszbél

olvas.

1.1. példa. 4 processzor parhuzamosan olvas.

PARHUZAMOSAN-OLVAS(M[1]) parhuzamos eljdaras
Szdmitdsi modell: CREW PRAM
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Bemenet: A[l] (egy elemii toémb)
Kimenet: M1 ..4,1] (processzorok sajat memoridi els6 rekeszeinek kozos tar-

talma)

01 P; in parallel for i < 1 to 4
02 do MJi, 1] + A[l]

s sz

rekeszébe bekeriil az M|[1] tombelem.
A kovetkez6 példaban egy 16 processzoros gépben minden pro-

cesszor a kozos M 1] rekeszbe ir.

1.2. példa. 16 processzor pdrhuzamosan ir.

PARHUZAMOSAN-IR(M1]) pdrhuzamos eljdrds
Szamitasi modell: kozos ERCW PRAM

Bemenet: M[1 : 16] (16 elemi tomb)

Kimenet: M[1] (t6mb egy eleme)

01 P; in parallel for i < 1 to 16
02 do A[l] + M]Ji,1]

Ebben az esetben a 16 processzor parhuzamosan beirja az A[l] tom-
belembe sajat memoriaja elso rekeszének tartalmat.

Legyen az A[1 : 16] tomb A[1], ..., A[n] elemeiben tarolt n bit logikai
osszege (diszjunkcidja) A[0] = A[1]V A[2] V-V Aln].

Ekkor a kovetkez6 ERCW algoritmus O(1) idében dolgozik.

1.3. példa. Logikai dsszeqg kiszamitasa n processzoron.

LOGIKAI-0SSZEAD(p, A, A[0]) parhuzamos eljdrds
Szamitasi modell: ERCW PRAM

Bemenet: p (valtozok szdma) és



1.4. Szamitasi modellek 35

A[l..p] (a valtozokat tartalmazd témb)

Kimenet: A[0] (a bemend véltozok logikai Gsszege)

01 A[0]« 0

02 P; in parallel for i < 1 to p

03 do if Afi] =1

04 then A[0] < A[i]

1.1. tétel (logikai 6sszeadds miivelet elvégzése). A LOGIKAI-OSSZEAD
algoritmus az n bites V miveletet egqy ERCW PRAM-en O(1) lépés

alatt elvégzi.

Most a parhuzamos gépek néhany mennyiségi tulajdonsagat mu-
tatjuk be.

Feltessziik, hogy egy p processzoros gép barmely 1épése szimulalhato
egy soros processzor p lépésével (vannak olyan valodi gépek, amelyekre
ez a feltétel nem teljesiil). Ebbél adodik a kovetkezo allitas.

1.2. tétel (Brent tétele). Ha egy feladatot a P parhuzamos algoritmus p
processzoron t lépésben old meg, ekozben azi-edik (i =1, 2,...,t) lépés-

ben x; miveletet végez, akkor ez a feladat g < p processzoron megoldhato

£+ {ﬂ (1.32)

lépésben, ahol
t

T=> (1.33)

i=1
Ebbdl a tételbol adodik a kovetkezo egyszerti allitas.
1.3. kovetkezmény (lassulds). Ha a P pdrhuzamos algoritmus eqy p

processzoros gépen t lépést tesz, akkor P minden q < p processzort tar-

talmazo gépen végrehajthato O(%t) lépésben.
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Bizonyitas. A p processzoros G gépen futé P parhuzamos algoritmus
minden 1épése szimulalhaté egy ¢ processzoros H gépen, legfeljebb [p/q]
lépést végezve. Ezért a H szimuldciés futdsi ideje legfeljebb t[p/q|, és
igy H munkaja legfeljebb

gt m < pt+ gt (1.34)
~ o (1.35)
q
lesz. m

A kovetkezd 3 allitas az elérhet6 gyorsitas mértékével kapcsolatos.

1.4. tétel (Amdahl torvénye a maximalis gyorsitasrél). Ha egy m fe-
ladat megolddsinak nem parhuzamosithaté hanyada s(m), akkor egy p

processzoros PRAM-on elérhetd gpa.(m, s,p) legnagyobb gyorsitdas

1
. 1.
s+ 1-s ( 36)

p

gmam(ﬂ-a S7p) =

1.5. tétel (Gustafson torvénye a maximalis gyorsitasrol). Ha egy m fe-
ladat megoldasinak nem parhuzamosithato hanyada s, akkor eqy p pro-

cesszoros PRAM-on elérhetd gpma.(m,s,p) legnagyobb gyorsitds

gmax(ﬂ',s,p) m (137)
— sapl—s). (1.38)

Amdahl és Gustafson tételének bizonyitasat meghagyjuk feladatnak
(lasd az 1-2. feladatot).

Amdahl szerint s reciproka korlatot szab az elérheto gyorsitasnak,
mig Gustafson szerint a gyorsitas a processzorszammal ardnyosan nével-

heto.



1.4. Szamitasi modellek 37

1.6. tétel (van-e p-nél nagyobb gyorsitas). A p processzorszdmndl na-

gyobb gyorsitas nem érheto el.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy m probléméara W(n,.A) a legjobb
ismert soros végrehajtasi ido. Ha van olyan P parhuzamos algoritmus,
melynek gyorsitasa p-nél nagyobb, akkor pW (n, P, p) < W(n,.A). Mivel
egy p processzoros gép egy lépésének szimulalasa az 1 processzoros gépen
legfeljebb p lépést igényel, ezért P munkaja sorosan szimulalhaté legfel-
jebb pW (n, P, p) idé alatt, ami feltételiink szerint kisebb, mint W (n, A).
Ez ellentmond annak, hogy A a m megoldédsara ismert legjobb soros al-

goritmus. =

1.4.3. Hal6zatok

A szamitasi modellek masik tipusat a halozatok adjak. Ezekben a pro-
cesszorok nem a kozos memorian keresztiil érintkeznek, hanem adatatvi-
teli vonalakon keresztiil, amelyek jol szemléltethetok grafok segitségével.
A processzor és a cstcs szavakat szinonimaként hasznaljuk — altalaban
a szovegkornyezethez jobban illeszkedot valasztva.

Ez a tény egytuttal ad egy jo szempontot a halézatok osztalyozasara:
sikba rajzolhaté és sikba nem rajzolhatd héldzatokat kiilonboztetiink
meg.

A grafelmélet ismert eredménye, hogy minden véges graf abrazol-
haté a 3-dimenzios euklideszi térben. Ezt belathatjuk példaul tgy, hogy
a G = (V,E) véges graf V; (i = 1, 2, ... |V|) cstcsat az x-y sik
(7,0) pontjaba rajzoljuk, majd a sikot az x-tengely kortl rendre elfor-
gatjuk 3605/|V| (j =1, 2, ... |[V|—1) fokkal. Az igy kapott S; (j =
1, 2, ..., |V|—1) sikokban rendre a V; csticsot a néla nagyobb indexti
csucsokkal 6sszekotd éleket rajzoljuk meg.

A rovidség kedvéért a sikba rajzolhato grafokat sikgrdfoknak, a
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1.4. abra. 9 processzoros csillag.

sikba nem rajzolhaté grafokat pedig térgrdfoknak fogjuk nevezni. En-
nek megfeleloen beszélhetiink stkhdlozatrol és térhalézatral.

A legismertebb halézatok koziil a sikhélézatokhoz tartozik példaul
a csillag, fa, lanc, gytliri, négyzet, kocka és a henger.

A p processzoros csillagban kitiintetett szerepe van a P; process-
zornak: ez van minden tovabbi processzorral ¢sszekotve. Az 1.4. abra
egy 9 processzoros csillagot mutat.

Egy d szintes (teljes) bindris fdban p = 2¢ — 1 processzor van:
Py, P,,...,P,. Az adatszerkezetekkel kapcsolatos terminolégia szerint
a Py processzort gyodkérnek, a Py,_1/2, Pp_1)/241, ..., I, process-
zorokat levélnek, a tobbi processzort belsé processzornak nevezziik.
Ha P, nem levél, akkor 6ssze van kotve a gyerekeinek nevezett P; és
Py; 11 processzorokkal. Ha P; nem a gyokér, akkor ossze van kotve a
sziil6jének nevezett P ;5 processzorral. A negyedik fejezetben 1év6
4.8. dbra egy haromszintes binaris fa halézatot abrazol. Hasonloképpen
lehetne m-éris fakat és nem teljes fakat is definidlni.

A p processzoros gytris halézatot a negyedik fejezetben ismertetjiik.
A 4.4. dbra egy 6 processzoros gytrdt mutat.

A térhalozatok koziil megemlitjik a k dimenzids racsot, toruszt, pi-

ramist, pillangot, permutacios halozatot, de Bruijn-halézatot és a hiper-
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kockat.
A k dimenzids (k > 1) racs egy olyan my X mg X -+ - X my, (my, ma,
.., my > 2) méretli hald, amelynek minden egyes metszéspontjiban
van egy processzor. Az élek a kommunikécios vonalak, melyek kétiranyt-
ak. A racs minden processzorat megcimkézzik egy (iq, s, .. . 1) k-assal
— erre a processzorra a b, ;, jeloléssel hivatkozunk.
Minden processzor egy RAM, amely rendelkezik sajat (helyi) meméo-
riaval. A P,

gnoindent i, 2], ..., Mliy, ..., i, m] rekeszekbdl &ll.

.... i, brocesszor sajat memoridja az Miy, ..., ig, 1], Miy, ...,

Minden processzor végre tud hajtani egyetlen lépésben olyan alapvetd
miiveleteket, mint az 0sszeadas, kivonas, szorzas, osszehasonlitas, sajat
memoéria elérése és igy tovabb. A processzorok miikodése szinkron méo-
don torténik, azaz minden processzor egy globalis 6ra iitemére egyszerre
hajtja végre az aktualis feladatat.

A legegyszer(ibb racs a k = 1 értékhez tartozo lanc alaki récs (rov-
iden ldnc.)

Egy 6 processzoros lanc lathaté a harmadik fejezetben 1évé 3.1.
abran. Ha egy lanc P, és P, processzorat Osszekotjiik, akkor gytirtit
kapunk.

Ha k = 2, akkor téglalapot (téglalap alaki racsot) kapunk. Ha most
myi = mg = a, akkor a X a méretii négyzetet kapunk. Egy 4 x 4 méretii
négyzet lathaté a harmadik fejezetben 1évo 3.2. abran.

A lanc és a négyzet a sikhalézatokhoz tartoznak.

Ha k = 3 és m; = my = mg, akkor téglat kapunk. Ha ennek a
halézatnak a 3 mérete azonos, akkor kockdnak nevezziik. A harmadik
fejezetben 1év6 3.3. 777 abra egy 2 X 2 x 2 méretii kockdt abrazol. Ez
is abrazolhato sikban.

Ha egy racsot tovabbi élekkel kiegészitiink, akkor osszetett racsot

kapunk.
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1.5. abra. 4 x 4 méretli henger.

Ha egy lancban a P, és P, processzorokat 0sszekotjik, akkor gytirtit
kapunk, amely mar csak két dimenziéban abrazolhaté A negyedik fe-
jezetben 1év6 4.4. 777 abra egy 6 processzoros gytriit abrazol.

Ha egy téglalapban a sorok elsé (j = 1) és utolsé (j = my) elemeit
osszekotjilk, akkor az ugyancsak 2-dimenzids hengert kapjuk. Az 1.5.
abra egy 4 x 4 méretii hengert abrazol.

Az ILLIAC-IV megépilt valtozata olyan 2-dimenziés racsbol szar-
maztathato, amelyben m; = my = 8 és a P;; processzor szomszédai
rendre a P, ;_1, Pij11 P14, Pi—1, ahol az indexek (mod 8) értenddk.
Az ILLIAC-IV architekturdjanak abrazolasahoz mar harom dimenziéra
van sziikség.

A torusz példaul ugy szarmaztathatd egy kétdimenzids racsbol,
hogy a belso élek mellett az egyes sorok elsé és utolsé processzorait,
valamint az egyes oszlopok elsd és utolsé oszlopait is Osszekotjilk. A
negyedik fejezetben 16v6 4.6. dbra egy 5 x 5 méretli téruszt mutat.

Egy d szintes piramis i-edik (1 < i < d) szintjén 497~! processzor
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2. szint

1. szint

1.6. Abra. Haromszintes piramis.

van, amelyek az 1.6. abra szerint vannak 6sszekotve. Eszerint a piramis
i-edik szintje egy 2977 x 297 méretii racs. A piramis az egyes szinteken
1év6 processzorok szamat tekintve hasonlé a terndris fahoz, azonban a
fa azonos szinten 1évé processzorai kozott nincs kapcsolat.

A d dimenziés pillangé halozat (d+ 1)2¢ processzorbol 4ll, ame-
lyek d + 1 — egyenként 27 processzort tartalmazé — sorban vannak el-
rendezve, ahogy azt a negyedik fejezetben 1év6 4.2. dbra mutatja. A
(d + 1) x 2% méretti pillangé kifejezést is hasznalni fogjuk.

Természetes architektira a teljes hdlozat, amelyben minden pro-
cesszor par Ossze van kotve. Egy teljes halozatot abrazol az 1.7. abra.

A (d, k)-paraméterti de Bruijn-hdlézat d* processzort tartalmaz,
amelyek a d betiis {0,1,...,d — 1} dbécé feletti k hossztisdgn szavakkal
cimezhetok. Az aqasy ... a; nevil processzorbdl az asas . . . apq cimi pro-
cesszorokba vezet iranyitott él — ahol g az abécé tetszoleges eleme. Es-

zerint minden processzorbol d él indul, és minden processzorban d él
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1.7. abra. 8 processzoros teljes halézat.

1.8. abra. 2 x 3 paraméter(i de Bruijn-halézat.

végz6dik. Az 1.8. dbra egy (2,3)-paraméterti de Bruijn-halézatot mutat.
Az 4bra alapjan ez 2-dimenzios.

A d dimenziés permutdcios hdlézatban a processzorok a d-betiis
{0,1,...,d—1} dbécé elemeinek kiillonboz6 permutécidival cimezhetdk.
Ezért a halézatban p = d! processzor van. A P, processzor pontosan
azokkal a processzorokkal van 0sszekotve, amelyek cimkéje eloallithaté
ugy, hogy P; cimkéjében az els6 betlit a j-edik (2 < j < d) betiivel
cseréljitk ki. A 1.9. dbra egy 4 paraméteri permutacios halézatot abra-
zol. Ebben minden processzor fokszama d — 1 = 3 és a processzorok
szama 4! = 24.

A d dimenzi6s hiperkockdban 2¢ processzor van, amelyek d hosszii-

sagu binaris sorozatokkal cimezhetok. Minden P; processzor pontosan
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1.9. abra. 24 processzoros permutaciés halozat.

azokkal a processzorokkal van Osszekotve, amelyek cime pontosan egy
bitben tér el P; cimétél. A 3-dimenziés hiperkockdban a 0,1,0 cstcs
szomszédjai az 1,1,0, 0,0,0 és a 0,1,1 ciml csticsok. Mivel a 2 x 2 x 2
méreti kocka egyuttal 3-dimenzios hiperkocka is, a negyedik fejezetben
lévé 3.3. abra egyuttal egy 3-dimenziés hiperkockédt is bemutat. Az
ugyancsak a negyedik fejezetben 1évé 4.1. dbra pedig egy 4-dimenzids
hiperkockat mutat.

A d dimenziés racsok, permutaciés halézatok és hiperkockak ter-
mészetes modon elképzelhetok és abrazolhaték d dimenziéban. A ko-
rabban emlitett tétel szerint ugyanakkor tetszolegesen nagy d esetében

is dbrazolhatok a 3-dimenziés euklideszi térben tugy, hogy az élek ne
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metsszék egymast.

A hélézatok jellemzésére sokféle adatot hasznalnak. Ha a H haloza-
tot H = (V,E) forméban, a cstcsok és élek halmazéaval adjuk meg,
akkor természetes adat a processzorok szdma (|V|) és az adatatviteli
vonalak szama (|E|).

Az adatatviteli vonalak lehetnek egyiranyuak és kétiranyuak. Az ed-
digi példak koziil csak a de Bruijn-halozat tartalmazott egyiranyu éleket
(ezért a halézatot irdnyitott graffal abrazoljuk), mig a tobbi esetben két-
irdnyu éleket tételeztiink fel.

Tovabbi jellemz6 a csicsok maximdlis, minimadlis és dtlagos
fokszdma, a csicsok maximadlis, minimadlis és dtlagos tavolsdaga.

A csticsok maximalis tavolsagat a halozat dtmérdjének nevezik.

Ha egy H = (V, E) osszefiiggé halézat cstcsait X és Y halmazra
osztjuk, akkor a halézat adott felbontashoz tartozd vdgdsi szdma a
legkisebb olyan élhalmaz elemszama, amelynek eltavolitasaval a halozat
elveszti OsszefiiggOségét.

Halézatok felezési szdma azon élek minimalis szama, amelyek
eltavolitasaval a halozat két azonos részre bonthaté. Ha egy halozat pro-
cesszorainak szama péaros (p = 2k), akkor a halozat biztosan felbonthatd
két azonos részre (példaul két, egyenként k izolalt csicsot tartalmazo
hélozatra). Ha p = 2k + 1, akkor a halézat nem bonthaté két azonos
részre. Ha |/p paros, akkor egy |/p X /p méretii racs vagdsi szama ,/p.

Az 1.10. tablazat az ismertetett hélézatok néhany alapveto adatat
tartalmazza. A tablazat Paraméter oszlopaban p a processzorszamot
jeloli. d a fa és a piramis esetében a szintek szamat, permutacios halézat,
de Bruijn halézat és hiperkocka esetében a dimenzidt jeloli. Négyzet és

kocka esetében az oldalhosszlisdg a paraméter.
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Halozat Paraméter | Csicsszam | Elszam Atmérs
Lanc D D p—1 p—1
Gytirti p p p 1£]
Csillag P P p—1 2
Fa d 24 —1 24 — 2 24 — 9
Négyzet a=./p a? 2a(a—1) |2a—2
Kocka a=>p a? 3(a—1)a* | 3a— 3
Piramis d 4d§ 4 2d 2¢ — 2
Permutécios | d d! @ 2d — 2
De Bruijn d 24 2d+1 d
Hiperkocka | d 24 a2t d
Teljes p p plp—1)/2 | p-1

1.10. abra. Halézatok mennyiségi jellemz6i.

1.5. Rekurzio

Az algoritmusok megadasanak gyakran alkalmazott médja az, hogy a
végrehajtas soran — valtozod paraméterekkel — tjra és tjra alkalmaz-
zuk magat az algoritmust. Egy algoritmusnak 6nmaga segitségével vald
megadasat rekurzionak az igy megadott algoritmust pedig rekurziv
algoritmusnak nevezzik.

Példaként oldjunk meg egy népszerii, 1883-bdl szarmazd, Hanoi hires
tornyairdl szolo feladatot, melyben korongok és 3 riad szerepel. Brahma
tornya 64 — kozepén lyukas — arany korongbdl all, melyet Brahma egy
gyémant rudra tett. A korongok mérete alulrdl felfelé csokken. Az 1.11.
abra a kiindulé helyzetet mutatja 5 koronggal, melyek az A ridon van-
nak. A B és C rudakon kezdetben nincs korong.

A Vildg teremtésével egyidejlileg Brahma megbizott szerzeteseket
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1.11. Abra. Hanoi tornyai 3 riddal és 5 koronggal.

azzal, hogy az egyik radon 1évé korongokat helyezzék at egy masik ra-
dra — egy harmadik rad felhasznéalasaval. A szerzetesek munkajanak
egy lépése egy korong athelyezése egyik rudrol egy masik radra — azzal
a megszoritassal, hogy korongot csak iires radra vagy nala nagyobb ko-
rongra szabad helyezni. A torténet szerint amikor a szerzetesek végeznek
a munkaval, a torony Osszeomlik és vége a vilagnak.

Mennyi idonk van hatra, ha a szerzetesek a leheto legkevesebb l1épés-
ben elvégzik a munkat — és egy 1épés egy masodpercig tart.

Jeloljik fx(n)-nel az n korong dthelyezéséhez szitkséges 1épések sza-
mat egy K korong-athelyezé algoritmus esetében. Minden K algorit-

musra igaz, hogy
fr(1)>1. (1.39)

n korongot csak gy tudunk athelyezni, hogy elobb a felsé n—1 korongot
athelyezziik egy masik rudra, ezutan a legalsdé korongot athelyezziik,
és végiil az n — 1 kisebb korongot réhelyezziik a legnagyobb korongra.

Eszerint minden K algoritmusra
fx(n) = 2fk(n—1)+1. (1.40)

Az ehhez hasonlé egyenleteket — amelyekben egy fiiggvény adott
helyen felvett értékét mas helyen vagy helyeken felvett értékei segit-
ségével adjuk meg — rekurziv egyenletnek nevezziik.

Tegyiik fel, hogy a szerzetesek a kiovetkezo rekurziv program szerint
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dolgoznak, melyben az ATHELYEZ(k, végez) eljaras feladata az, hogy a
k nevii radon 1évo legfelsé korongot athelyezze a végez nevii rudra.
HANOI-TORNYAI(n,k,segit,végez, 1épés) soros rekurziv eljdrds
Szamitdsi modell: specialis

Bemenet: n (a korongok szama)

Kimenet: lépés (futédsi id6 n korong athelyezése soran)

01 [lépés<— 0

02 ifn=1

03 then ATHELYEZ(k, végez)

04 lépés < lépés+ 1

05 else HANOI-TORNYAI(n — 1, k, végez, seqit, [épés)
06 ATHELYEZ(E, végez)

07 lépés < lépés+ 1

08 HANOI-TORNYAI(n — 1, segit, k, végez, [épés)

Eszerint a szerzetesek el6szor — fs,(1) 1épés alatt — atrakjék a legki-
sebb korongot a B rudra, majd — fs.(2) = 2fs.(1) + 1 = 3 1épés alatt —
atrakjak a két legkisebb korongot a C' ridra, majd — fs.(3) = 2fs.(2)+1
lépés alatt — atrakjak a harom legkisebb korongot a B rudra és igy
tovabb. Ebbdl kovetkezik, hogy

fs:(n) = 2fs.(n —1). (1.41)

Mivel a szerzetesek minden részfeladatot a lehetd legkevesebb 1épés-
ben megoldanak, algoritmusuk optimalis. Modszeriik futasi idejét egy-
szertien f(n)-nel jelolve a kovetkez6 kezdeti feltételt és rekurziv egyen-

letet kapjuk:
f) =1 (1.42)
és
ha n > 2, akkor f(n) =2f(n—1)+ 1. (1.43)
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Fiiggvényeknek kezdeti feltétel (vagy feltételek) és rekurziv egyen-
let segitségével torténd megadasat rekurzionak nevezziik. Eszerint a
rekurzié szot kétféle — egymaédssal Osszefliiggd — jelentéssel hasznaljuk.
Megjegyezziik, hogy bizonyos esetekben a kezdeti feltételt nem akarjuk
vagy tudjuk megadni — ilyenkor a rekurziv egyenlet rendszereint csak a
megfeleld fliggvény nagysagrendjét hatarozza meg.

Teljes indukciéval és a rekurzidtétellel (lasd példaul Halmos
konyvét) bebizonyithatjuk, hogy ennek a rekurziv egyenletnek a megol-

dasa az

fln)=2"—1 (1.44)

fliggvény.

Eszerint a vilag élettartama

264 — 1 mésodperc ~ 1.8447 x 10" masodperc (1.45)
3.0745 x 10'" perc (1.46)

5.1242 x 10" 6ra (1.47)

2.1351 x 10" nap (1.48)

~ 5.8495 x 10" év. (1.49)

Tehat a korongok atrakasa a szerzeteseknek koriilbeliil 6tszaz mil-
liard évig tart. Eszerint még akkor is sok idonk lenne hatra a vilag végéig,
ha a szerzetesek 4,6 millidrd évvel ezel6tt (amikor a geolégusok szerint
a Fold és a vilagegyetem az &srobbandssal létrejott) kezdték volna el a
korongok atrakasat.

Ez a példa tobb szempontbdl nagyon érdekes.

Mutatja, hogy — legalabbis bizonyos esetekben — elemi eszkozokkel
meg tudjuk hatarozni a rekurziv algoritmusok futasi idejét.

Tegyiik fel, hogy sok szerzetes dolgozik a korongok atrakasan, és s

szerzetes mar 1/s mésodperc alatt atrak egy korongot, vagy pedig a
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lépéseket egyenletesen fel tudjak egymas kozott osztani. Ekkor az algo-
ritmus futdasi ideje az
2n — 1
s

f(n,s) =

(1.50)

értékre csokken. Ezzel elvben tetszoleges kicsire csokkentheto az atrakasi
ido. De hogyan tud a sok szerzetes hozzaférni a korongokhoz?

A kérdés ravilagit arra, hogy egy feladat részfeladatokra bontasanak
lehetdségeit gyakran korlatozzék a feladat sajatossagai.

Ha példaul megengedjiik, hogy a szerzetesek felemeljék a felsé n — 1
korongot és a legalsot korcikkekre vagva athelyezzék, akkor megfeleld
szamu szerzetes esetében linedris (vagy akar konstans) futasi ideji al-
goritmust kaphatunk. Ezzel a megkozelitéssel a konyvben nem foglalko-
zunk: a parhuzamos processzorok csak olyan miiveleteket végezhetnek,
amelyet a soros is végre tud hajtani.

Masik kérdés, mit értink azzal, ha a gyakorlatilag végtelen futési idét
példaul szazad vagy ezred részére csokkentjiik? Ez a kérdés pedig arra
vilagit rd, hogy a sokprocesszoros rendszerek és parhuzamos algoritmu-
sok lehetGségei is korlatozottak.

A feladat megoldasa azt is mutatja, hogy ha csak a futasi idore van
szitkségunk, az (1.44) képletet levezetve és alkalmazva nagyon gyorsan

meg tudjuk mondani.

1.6. Véletlenitett algoritmusok (x)

A véletlenitett algoritmusok bizonyos helyzetekben tobb dontés koziil
valasztanak — ezek valoszinlisége pontosan adott.

Két tipusuk van. A Las Vegas algoritmusokmindig helyes ered-
ményt adnak — futasi idejiikk azonban nem allando, hanem egy valdszi-
niiségi valtozéval jellemezheto.

A Monte Carlo algoritmusok adhatnak hibas eredményt is.
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A Las Vegas algoritmusok futési ideje tdg hatarok kozott valtozhat,
mig a Monte Carlo algoritmusoké viszonylag allando.

A véletlenitett algoritmusokat tekinthetjitkk algoritmushalmaznak.
Adott bemenet esetében bizonyos algoritmusok futhatnak sokaig vagy
adhatnak hibas valaszt. A tervezés célja, hogy az ilyen rossz algoritmu-
sok algoritmusok hanyada kicsi legyen. Ha meg tudjuk mutatni, hogy
barmilyen bemenetre az algoritmusoknak legaldbb 1 — e hanyada (ahol
a pozitiv € elég kicsi) gyors (illetve helyes eredményt ad), akkor a hal-
mazbol véletleniil valasztott algoritmusra igaz, hogy legalabb 1 — e valo-
szinliséggel gyors (helyes eredményt ad). Ekkor e-t hibavaldsziniiségnek
nevezzik.

Az alabbi definicidkban a d, v és g fiiggvények a pozitiv egészek hal-
mazan vannak értelmezve, a d(n), v(n) és g(n) fuggvényértékek pedig
nemnegativ valés szamok.

Egy D determinisztikus algoritmusnak adott eréforrasbol d(n) egysé-
gre van sziiksége, mig a V' véletlenitett algoritmusnak v(n) egységre —
ahol v(n) valészintliségi valtozo.

Egy n-tél fiiggd € esemény nagy wvaloszintiséggel bekovetkezik,
ha tetszoleges a értékre a bekovetkezés valoszinlisége elég nagy n-re
legalabb 1 — n=%. Az «a szamot valosziniiségi paraméternek nevez-
ziik.

O(g(n)) (ejtsd: nagy valésziniiséggel nagy ordd) azon v(n) fiig-
gvények halmazat jelenti, amelyekhez létezik olyan ¢ pozitiv allando,

hogy tetszoleges o esetében teljestil

Plv(n) < cag(n)] > 1— nla : (1.51)

1.6.1. Egyenlotlenségek

Ebben a részben olyan egyenl6tlenségeket adunk meg, amelyek azt jel-

lemzik, hogy a valdszintliségi valtozok ritkan térnek el 1ényegesen a var-
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haté értékiktol.
Ezek az egyenlétlenségek majd hasznosak lesznek a véletlenitett al-

goritmusok varhato viselkedésének elemzése soran.

1.7. lemma (Markov-egyenlotlenség). Ha X nemnegativ valdsziniiségi

valtozo, melynek varhato értéke u, akkor

PIX >z <

SHRS

. (1.52)

A Bernoulli-kisérletnek 2 lehetséges eredménye van: p valdszinii-
séggel sikeres, 1 — p valdszintiséggel sikertelen a kisérlet. Ha X jeloli azt,

hogy n kisérletbol hany sikeres, akkor X eloszldsa binomialis:
PIX =i] = (”) Pl —p) (1.53)

1.8. lemma (Csernov-egyenlétlenségek). Ha X (n,p) paraméterd bi-

nomialis eloszldsiu valoszintségi valtozé és m > np egész szam, akkor

PIX > m] < (”p> g (1.54)
™m
Tovabbd minden 0 < € < 1 szamra
P[X < [(1—e)pn]] < e /2 (1.55)
és
PIX > [(1 4 e)np]] < e <mP/3 (1.56)

1.6.2. Példak

Ebben a pontban két példat mutatunk véletlenitett algoritmusra.

1.4. példa. Ismétlodé témbelem meghatdrozdsa. Tegyiik fel, hogy n péaros,
az A[l : n] tomb elemei kozott az 1,2,...,n/2 4+ 1 szamok egyike (n/2)-szor
fordul el6, a tobbi szam pedig egyszer.

Hatarozzuk meg a tébbszor eléforduld elemet.
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Barmely determinisztikus algoritmusnak legrosszabb esetben legaldabb
n/2+2 lépésre van sziiksége. Ugyanis barmely determinisztikus algoritmushoz
megadhaté gy a bemenet, hogy az els6 n/2 + 1 vizsgdlt elem kiilénb6z6
legyen.

Most megadunk egy Las Vegas algoritmust, amely legrosszabb esetben
O(lgn) ideig fut. Az algoritmus bemenete egy n szdm és egy m-elemii A

tomb, kimenete az egyik ismételt elem indexe.

ISMETELT-ELEM(A, n) soros eljards
Szamitasi modell: RAM
Bemenet: n pozitiv egész (az elemek szama) és

A[l : n] (a vizsgdlando elemek)

Kimenet: ismételt (az egyik ismételt elem indexe)

01 L <+ igaz

02 while L

03 i + VELETLEN(n)

04 j < VELETLEN(n)

05 >i,j € {1, 2,...,n}, véletlen egész szamok
06 if i # j A (a] = alj])

07 then ismételt < 1

08 L <+ HAMIS

09 return ismételt

Ebben az algoritmusban felhasznéljuk a VELETLEN(n) eljardst,
amely minden hivasakor a [1 : n] intervallumbdl vett egyenletes elos-
zlasu, véletlen egész szamot ad kimenetként.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus futdsi ideje O(lgn). A while
ciklus barmely végrehajtasa sikeres, ha i az n/2 azonos elem valame-

lyikének indexe és j egy tole kiillonbozo helyen 1év6 azonos elem indexe.
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Ennek az eseménynek a P valdszinlisége

po2G-l : (1.57)

n2

|3

ami n > 10 esetében kisebb, mint 1/5. Tehat annak valészintisége, hogy
az algoritmus egy adott 1épésben nem fejezédik be, (1/5)-nél kisebb.

Ezért annak valoszintisége, hogy az algoritmus 10 1épés alatt nem
fejezédik be, (4/5)'%-nél kisebb, ami kisebb 0.1074-nél. Ezért az algorit-
mus 10 1épés alatt legalabb 0.8926 valdszintiséggel befejezédik. Annak
valészintisége, hogy 100 1épés alatt sem fejez6dik be, kisebb (4/5)'%0-nal,
ami pedig kisebb 2.04 * 1071%-nél.

Altaldban annak az e eseménynek a valdszinfisége, hogy az algorit-
mus az els6 calgn (ahol a ¢ konstans rogzitett érték) lépésben nem
fejezodik be,

4 calgn
Pd<(z) (1.58)
és
1 4 calgn
ha ¢ > —¢, akkor <> <n . (1.59)
Tehat az algoritmus legalabb 1 — n™* valészintiséggel befejezddik
legfeljebb |
algn
—_— 1.60

lépésben. Mivel minden iteracié O(1) ideig tart, ezért az algoritmus
futési ideje valéban O(lgn).
Mivel algoritmusunk mindig helyes eredményt ad, ezért Las Vegas
tipust. Megmutattuk, hogy nagy valdszintiséggel gyorsan befejezodik.
Ha példaul kétmillié elemtink van, akkor barmely D determinisztikus
algoritmushoz megadhatunk olyan bemenetet, amelyre D legalabb egymil-
1i6 1épést végez, Az ISMETELT-ELEM algoritmusnak viszont barmely be-

menetre — nagy valoszintiséggel — legfeljebb szaz 1épésre van sziiksége.
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Ugyanakkor az ISMETELT-ELEM algoritmus — igaz, csak kis valdszi-
niiséggel — egymillional 1ényegesen tobb 1épést is végezhet.

Az adott problémat masképp is megoldhatjuk: eldszor rendeziink,
azutan linedrisan kerestink — ekkor (n) idére van szitkség. Vagy harmas

csoportokra osztjuk a témbot — ekkor O(n) a futasi id6.

1.5. példa. Pénzérme ismételt feldobdsa. Dobjunk fel egy szabdalyos pénzér-
mét ezerszer. Mekkora annak valdszintisége, hogy legalabb hatszazszor fejet
dobunk?

A Markov-egyenl6tlenség szerint legfeljebb 5/6.

Az (1.56) képletet, azaz a harmadik Csernov-egyenlétlenséget is alka-
Imazhatjuk az n = 1000, p = 1/2,€ = 0.2 értékekkel. Eszerint

P[X >600] < e (0:2)°(500/3) (1.61)
e~ 20/3 (1.62)
< 0.001273 . (1.63)

Meghagyjuk gyakorlatnak az ennél pontosabb becslést.

1.7. Alsé korlatok

Az algoritmusok elemzése soran szamos kordbbi tankényv szerzoi (a
mult szézad hetvenes és a nyolcvanas éveiben) megelégedtek azzal, hogy
tobbé-kevésbé pontos felsé korlatokat adtak az adott algoritmus altal
igényelt eroforrasok legnagyobb és atlagos mennyiségére.

Ezeknek a becsléseknek a pontossaga azonban gyakran homalyban
maradt. Pedig e nélkiil megvalaszolatlan marad az a fontos kérdés, hogy
érdemes-e jobb algoritmust keresni.

Kiilonosen fontos az ercforrasigény pontos ismerete a parhuzamos
algoritmusok vizsgalata soran, hiszen e nélkiill nem tudjuk eldonteni,

hogy adott parhuzamos algoritmus munkahatékony-e, munkaoptimalis-
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A munkahatékonysidg és munkaoptimalitas bizonyitasdhoz a par-
huzamos algoritmus igényét feliilrol, a feladat jellegébdl fakadd igényt
pedig alulrél kell becsiilniink.

A munkahatékonysag cafolasihoz pedig elég egy j6 soros algoritmus
igényének feliilrdl, a parhuzamos algoritmus igényének pedig alulrél vald
becslése.

Ebben az alfejezetben olyan médszereket mutatunk be, melyek segit-
ségével also korlatokat bizonyithatunk. Ez az alfejezet bevezeto jellegii.
A kés6bbiekben a szamitasi modellekhez és probléméakhoz kapcsolédva

tovabbi also korlatokat adunk meg.

1.7.1. Egyszerii szamolas

Tegyiik fel, hogy adott egy n méretli L[1..n]| lista és feladatunk a lista
legnagyobb elemének megkeresése 1igy, hogy elemparok ¢sszehasonlitasa
a megengedett mivelet.

Ha A(n)-nel jeloljiik az A keresé algoritmus altal elvégzett Ossze-
hasonlitdsok szamat, akkor tetszoleges A Osszehasonlitas alapu algorit-

musra teljestl, hogy

A(n)

v

N(n) (1.64)

> u . (1.65)

Megmutatjuk, hogy ennél tobb is igaz.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a lista kiilonbozd elemeket
tartalmaz. Amikor egy A Gsszehasonlitas alapi algoritmus 6sszehason-
litja az X és Y elemet, akkor az X > Y esetben azt mondjuk, hogy X
megnyerte az Osszehasonlitast — ellenkezé esetben pedig azt mondjuk,
hogy X elvesztette az Osszehasonlitast. Tehat minden Osszehasonlitas

egy vereséget eredményez. Mivel mindazon elemeknek, amelyek nem a
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legnagyobbak, legaldbb egy Osszehasonlitast el kell veszitenitik, ezért n

elem legnagyobbikanak meghatarozasahoz
Ba(n) >n—1 (1.66)

Osszehasonlitasra van sziikség.

Ennek szigoru bizonyitasahoz tegyiik fel, A gy fejezi be a keresést,
hogy az L[1..n] lista két kiillonb6z6 eleme, példaul L[i] és L[j], egyetlen
osszehasonlitast sem veszitettek el. Feltehetjiik, hogy A az L[i] elemet
adta meg legnagyobbként. Most tekintsiik azt az L'[1..n] bemend listat,
amely csak annyiban kiillonbozik az el6z6tél, hogy abban L'[j] nagyobb,
mint L[j]. Mivel A 6sszehasonlitas alapt, ezért ugyanolyan ¢sszehason-
litasokat végez L és L' esetében. Ez kovetkezik abbdl, hogy kiilonbség
legfeljebb akkor fordulhatna el6, amikor L'[j] is részt vesz az dsszehason-
litasban. L[j] azonban minden sszehasonlitdst megnyert és L'[j] > L[j].
Tehét az A algoritmusnak ismét az L'[i] = L[i] elemet kell a legnagy-
obbnak nyilvanitania, ami ellentmondas.

Példaul az alabbi kozismert program nemcsak legjobb, hanem legrosz-

szabb esetben is n — 1 6sszehasonlitdssal meghatérozza az L[1 : n| lista

maximalis elemét.

Max(n, L[1 : n|, legnagyobb) soros eljdrds

Szamitdsi modell: RAM

Bemenet: n (az elemek szama) és L[l : n] (n hosszisigi kilonbozo
elemeket tartalmazo lista)

Kimenet: legnagyobb (a bemeneti lista egyik maximalis eleme)

01 legnagyobb < L[1] >> kezdeti érték bedllitasa
02 fori<+ 2ton

03 if L[i] > legnagyobb

04 then legnagyobb < LJi]
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05 > legnagyobb frissitése

Tehat belattuk, hogy MAX az Osszehasonlitdas alapi maximumk-
eresést a feladat megoldasahoz okvetlentil sziikséges szamu Osszehason-
litassal megoldja.

Azokat az algoritmusokat, amelyekre a legjobb és a legrosszabb

futasi id6 megegyezik, azaz amelyekre
W(n) = B(n), (1.67)

stabilnak nevezziik. Megallapitasainkat a koévetkezOképpen Osszegez-
hetjiik.

1.9. tétel. (MAX abszolut optimalis.) Ha kiilonbozd elemeket tartalmazo,
n hosszusagu lista mazximdlis elemét dsszehasonlitas alapi algoritmussal
hatarozzuk meg, akkor ennek a problémdnak az idébonyolultsaga legjobb,
legrosszabb és dtlagos esetben is n — 1. A feladat megolddsdra MAX

abszolut optimdlis algoritmus.

Erdemes megemliteni, hogy a pontos bonyolultsdgot csak nagyon ritkdn

tudjuk meghatarozni.

1.7.2. Leszamlalas

A leszamlalasi modszereket leggyakrabban az atlagos jellemzok megha-
tarozdsara hasznaljuk. Minden I bemenethez hozzarendeliink egy (1)
jellemzo6 adatot, majd leszamlaljuk, hogy mennyi lesz ezen jellemz6 ada-
tok Osszege az Osszes lehetséges bemenetre nézve.

Tekintstik példaul azt a feladatot, hogy az 1, 2, ..., n szamok kiilon-
boz6 permutaciéit kell rendezniink tgy, hogy a permutaciéban szom-
szédos elemek Osszehasonlitdsa (és egyuttal cseréje) a felhasznalhatd

miivelet. Minden [ permutéciohoz «(I)-ként hozzarendeljiik a benne
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1év6 inverziok szamat és leszamlaljuk, hogy 6sszesen hany inverzié van

a permutaciokban.

1.10. tétel. Ha A egy kiilonbozo elemekbdl dllo sorozatot a szomszédos

elemek osszehasonlitdsdaval rendezd algoritmus, akkor

(n-1)

N(n,A) > " i (1.68)

Bizonyitas. Ha n = 1, akkor igaz az allitas.

Ha n > 2, akkor rendeljitk minden permutacidhoz az inverzét, azaz
azt a sorozatot, amelyben az elemek forditott sorrendben kovetkeznek.
Mivel tetszoleges i és j indexre (1 <1, j < n) igaz, hogy az i-edik és a
j-edik elem az egymashoz rendelt permutaciok koziil pontosan az egyik-

ben van inverzioban, ezért minden parra igaz, hogy benniik egytittesen

n
2

(0

inverzié van. Ha ezt a szamot elosztjuk n elem permutacidinak szamaéaval,

annyi inverzié van, ahany par (kilon-kiilon), azaz . Ezért n elem

permutaciéiban Osszesen

megkapjuk a kivant alsé korlatot. [

1.7.3. Dontési fak

Egy dontési fa segitségével modellezhetjiikk az Osszes dontést, ame-
lyet egy determinisztikus algoritmus végezhet. Egy adott bemenethez
tartoz6 dontések megadnak egy irdnyitott utat a dontési fa gyokerétol
valamelyik leveléig, amely megadja az algoritmusnak az adott bemenethez
tartoz6 kimenetét. A dontési fa csak azokat a csicsokat tartalmazza,
amelyekbe legalabb egy bemenet esetében eljutunk. A belsé cstcsok
megfelelnek az algoritmus dontéseinek és az ahhoz tartozo alapmiive-

leteknek (mint példaul két elem oOsszehasonlitdsa vagy egy matrix két
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elemének Osszeszorzasa). Mivel minden belsé csicshoz legalabb egy el-

végzendé miivelet tartozik, ezért a fa magassaga alsé korlat N(n, A)-ra.
Hasonléképpen a levelek dtlagos szintje alsé korlat A(n, A)-ra.
Bizonyitéas nélkiil idéziink néhany kézismert eredményt, amelyek pél-

daul dontési fak segitségével igazolhatok.

1.11. tétel (als6 korlat a bindris keresés futdsi idejére). Ha  BINARI-
SAN-KERES a rendezett sorozatban bindrisan keresd algoritmus, akkor

minden pozitiv n szamra

N(n, BINARISAN-KERES) > [lgn] + 1 . (1.70)

1.12. tétel. (Alsé korlat az dsszehasonlitds alapi rendezd algoritmusok
futdsi idejére.) Ha OSSZEHASONLIT dsszehasonlitds alapi rendezd algo-

ritmus, akkor

N (n, OsszeHASONLIT) > [lgn!] (1.71)

1
nlgn + % Loy . (172

V

1.7.4. Tanacsadobi érvelés

Ennél a modszernél tigy jutunk alsé korlathoz, hogy dinamikusan olyan
bemenetet allitunk elo, amely az algoritmust lehetéleg nagyszami miivelet
elvégzésére kényszeriti.

Ez a modszer olyan jatékhoz hasonlit, amelyben egy tandcsadénak
feltett kérdésekkel juthatunk informéciéhoz, és a tanacsadoé arra torek-
szik, hogy a valaszaival minél kevesebb informaciot adjon.

A W(n, A) futdsi id6 alsé becsléséhez ugy jutunk, hogy Osszesza-
moljuk, hany miveletet kellett az adott bemenetre a vizsgalt algorit-

musnak elvégeznie.
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1.7.5. Informacidelméleti érvelés

Ez a médszer azon alapul, hogy az egy mivelettel nyerhet6 informéaciéra
felso, a feladat megoldasdhoz sziikséges informécié mennyiségére pedig
als6é korlatot adunk. Ha példaul egy osszehasonlitas lehetséges ered-
ményei true és false, akkor n 6sszehasonlitassal legfeljebb 2™ lehetdséget
tudunk megkiilonboztetni. Mivel egy n elemet rendezd, 6sszehasonlitas
alapu algoritmusnak n! lehetoséget kell megkiilonboztetnie, ezzel a mod-

szerrel is bizonyithatjuk az 1.12. tételt.

1.7.6. Grafelméleti érvelés

Mivel a halézatokat rendszerint grafokkal modellezziik, ezért természetes,
hogy az alsé korlatok bizonyitasaban is gyakran szerepelnek grafok.

Erre a kés6bbiek soran tobb példat is mutatunk.

1.8. Anomalia

A szamitégépes rendszerekben anomdlidnak nevezzik azt a jelenséget,
amikor egy feladat megoldasahoz tobb eréforrast felhasznalva rosszabb
eredményt kapunk.

Négy konkrét példat emlitiink. Az egyik a virtualis memoria lap-
jait parhuzamosan hasznalé FIFO (First In — First Out) lapcserélési
algoritmussal, a mdsik a processzorok titemezésére hasznalt LISTASAN-
UTEMEZ algoritmussal, a harmadik az atfedéses memoériaju szamité-
gépekben folyé parhuzamos programvégrehajtassal, végil a negyedik
a PARH-KORLATOZ-SZETVALASZT optimalizdcids algoritmussal kapcso-

latos.
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1.8.1. Lapcsere

Legyenek m, M, n és p pozitiv egészek (1 < m < M < n < o0), k
nemnegativ egész, A = {ay,as,...,a,} egy véges dbécé. A¥ az A feletti,
k hosszusagu, A* pedig az A feletti véges szavak halmaza.
16v6 lapkeretek szama, n a hattérmemoériaban 1évé lapok szama (mind-
két szamitogépben), A a lapok halmaza.

A lapcserélési algoritmusokat automatakként kezeljiik, melyekre m
és M a memoria mérete, A a bemend jelek halmaza, Y = AU {e} a
kimend jelek halmaza. Ezek az automatdk a bemend jelek R = (rq, 7o,
coo,1p) vagy R = (ri,re, ... ) sorozatit dolgozzak fel. Az S; (t =
1, 2, ...,) memoriadllapot a t iddpontban (azaz az r;, bemend jel fel-
dolgozésa utdn) a memoridban tarolt bemend jelek halmaza. A lapc-
serélési algoritmusok Sy = {} iires memériaval kezdik a feldolgozast.
Egy konkrét P lapcserélési algoritmust a P = (Qp, qo, gp) hdrmassal
definialunk, ahol Qp a vezérld jelek halmaza, ¢y € Qp a kezdeti vezérlo
jel, gp az allapot-atmenet fiiggvény, S” az j memoriaallapot, ¢’ az 4j al-
lapot és y a kimend jel, S a régi memoriaallapot, ¢ a régi vezérloallapot
és x a bemeno jel.

Az F = FIFO (First In First Out) algoritmus definicidja: ¢y = () és

(S,q,¢), ha x € S,
gr(S,q,2) = { (SU{z}, ¢, ), haz ¢S, |S|<m, (1.73)
(S\ {1} U{z},q",11), hax &S és|S|=m,
ahol q= (3/1, Y2, .- 73/16)7 q, = (91,927 s 7yk7$) és q” = (3/27y3> s 7ym7x)'
A laphibdknak (a memériadllapot valtozasainak) a szamat fp(R,m)-
vel jeloljik. Anomadlianak nevezzilkk azt a jelenséget, amikor M > m
és fp(R,M) > fp(R,m). Ekkor az fp(R,M)/fp(R, m) hianyados az

anomdlia mértéke.
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A P algoritmus hatékonysagat az Fp(R, m) lapozdsi sebességgel

jellemezziik, amit R = (rq,rq,...,7,) véges hivatkozési sorozatra az
R
Ep(R,m) = L20em) (1.74)
p

R = (11,79, ...) végtelen hivatkozasi sorozatra pedig a

R T fP(Rk7 m)
Ep(R,m) = h;r_l)g.}f — (1.75)
moédon definidlunk, ahol Ry, = (rq, 79, ..., 7%).

Legyen 1 < m < nés C = (1,2,...,n)* egy végtelen ciklikus hi-
vatkozési sorozat. Ekkor Epipo(C,m) = 1.

Ha végrehajtjuk a R = (1,2,3,4,1,2,5,1,2,3,4,5) hivatkozasi sorozatot,
akkor m = 3 esetében 9, m = 4 esetében pedig 10 laphibat kapunk, igy
friro (B, M)/ fpipo (B, m) = 10/9.

Bélady, Nelson és Shedler a kovetkez6 szitkséges és elégséges feltételt

adtak az anomalia 1étezésére.

1.13. tétel. Akkor és csak akkor létezik olyan hivatkozdsi sorozat, ame-
lyre a FIFO lapcserélési algoritmus anomdlidat okoz, ha m < M <
2m — 1.

Az anomalia mértékével kapcsolatban pedig a kovetkezdt bizonyi-
tottak.

1.14. tétel. Hao m < M < 2m — 1, akkor tetszdleges € > 0 szamhoz

létezik olyan R = (11,72, ...,r,) hivatkozdsi sorozat, amelyre
R, M
fripoBM) (1.76)
frIro(R,m)

Bélady, Nelson és Shedler a kévetkezot sejtették.
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1.15. sejtés. Tetszoleges R hivatkozdsi sorozatra és M > m > 1 memori-

améretekre
fripo(R, M)

frIpo(R,m)

Ezt a sejtést cafolja Fornai Péter és Ivanyi Antal kovetkezo tétele,

< 2. (1.77)

amely szerint az anomalia mértéke tetszélegesen nagy lehet.

1.16. tétel. Tetszolegesen nagy L szdamhoz megadhatok olyan m, M és
R paraméterek, melyekre

frIpo(R, M)

L. 1.78
friro(R,m) - (1.78)

1.8.2. Utemezés

Tegytik fel, hogy n programot akarunk végrehajtani egy p processzoros
lancon. A végrehajtasnak figyelembe kell vennie a programok koézotti
megel6zési relaciot. A processzorok mohdk, és a végrehajtas egy adott
L lista szerint torténik.

E. G. Coffman jr. 1976-ban leirta, hogy a p processzorszam csokkenése,
az egyes programok végrehajtasahoz sziikséges 1épések t; szamanak csok-
kenése, a megel6zési korlatozasok enyhitése és a lista valtoztatasa kiilon
is anomaliat okozhat.

Legyen a programok végrehajtasanak futasi ideje 7, a megel6zési
relacié <, a lista L és a programok kozos listas végrehajtasahoz sziik-
séges 1épések szdma p azonos processzorbol allé lancon w(p, L, <, 7). Az
L' lista, <'C< megeldzési relacié, 7 < 7 futasi idd vektor és p/ > p
processzorszam esetén a futasi id6 legyen w'(p/, L', <', 7).

Az anomélia mértékét ezuttal a gyorsitassal jellemezziik.

1.17. tétel (ttemezési korlat). Az eldbbi feltételek esetében

).

/
~1
RAP S (1.79)
w

0< ,
p
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A korlat pontossagat jellemzi a kdvetkezo allitas.

1.18. tétel (ltemezési korlat élessége). A relativ sebességre adott korldt
azm, t, < és L paraméterek mindegyikének vdltozdisdra nézve (kilon-

kilon is) aszimptotikusan éles.

1.8.3. Parhuzamos feldolgozas atfedéses memoriaval

c /e

gépek mitkddését modellez6 parhuzamos algoritmust. A Ty, T4, ..., T,
torpék n kiilonb6zo fajtaju gombocot féznek. Ezeket az egyszeriiség ked-
véért az 1, 2, ..., n szamokkal jeloljik. Mindegyik torpe végtelen gom-
bécsorozatot allit eld.

Ezeket a gombocokat O dridsok eszik meg — ahol az f paraméter
azt mutatja, hogy az adott Orias az egyes gombdcfajtakbol legfeljebb
hanyat ehet meg egy falatban.

Az Oy ¢rids a kovetkezoképpen eszik. Elsé falatdhoz a Ty torpe
sorozatanak elejérdl a leheté legtobb gombdcot kivalasztja (de egy-egy
fajtabol legfeljebb f darabot). Ezt a falatot még a T3, ..., T, torpék
sorozatanak elejérol kiegésziti — az f korlatot betartva.

A tovabbi falatokat hasonlbéan allitja Gssze.

Legyen h;(f) (i = 1,2,...) az Oy érids i-edik harapasaban 1év6 gom-
bécok szama. Ekkor az Oy érids Sy gombécevési sebességét az

Sy = lim inf Zt:lth(f) (1.80)
hatarértékkel definialjuk.

Koénnyen belathatd, hogy ha 1 < f < g, akkor a gombdcevési

sebességekre fenndll

f<Sp<fn, g<S,<gn, (1.81)
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a két orias relativ gombdcevési sebességére pedig

s < Sy < fn ) (1.82)
gn — S, g

Most megmutatjuk, hogy a kis orids gombdcevési sebessége akar-

hanyszor nagyobb lehet, mint a nagy oridsé.

1.19. tétel. Har > 1, n > 3, g > f > 1, akkor léteznek olyan gom-

bocsorozatok, amelyekre eqyrészt

Sy g
= = 1.83
masrészt 5
g _ gn
= =7 1.84
Sy f (1.84)

Bizonyitas. A természetes korlatokat megadé (1.82) egyenlStlenségben

szerepl6 alsé korlat élességének belatdsahoz tekintsiik az

172271y (1.85)

és
(23 ... n) (1.86)

sorozatokat.
A felso korlat élességét a

1 2%+ 1 (1.87)

és
=131 (23 .0 n)” (1.88)
sorozatok ,, ,megevésével” lathatjuk be. [

C

Az alsé korlat élessége azt fejezi ki, hogy a kis 6rids ehet sokkal
kevesebbet — ami természetes. Az n novelésével tetszolegesen naggya

teheto fels6 korlat élessége azonban erds anomdlia.
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1.8.4. Parhuzamos korlatozas és szétvalasztas

A korldtozds és szétvdlasztds gyakran alkalmazott optimalizaciés mod-
szer.

A modszer alkalmazasa sordn olyan x = (xy,z9,...,2,) vektort
keresiink, amely minimalizal egy f(z) fiiggvényt — figyelembe véve korla-
tozasok K halmazat. A korlatozasok lehetnek explicitek vagy implicitek.

Az implicit korlatozasok az x; értékek kapcsolatat jellemzik, példaul

Zaﬂi <0, (1.89)
i—1
a1 7% — ayr Ty + azzy =6 . (1.90)

Az explicit korlatozasok az x; értékekre adnak korlatokat, példaul

Az explicit korlatozasokat kielégité vektorok alkotjak a megolddsi
teret. Ezek a vektorok rendszerint egy fat alkotnak, melyeket megolddsi
fanak neveziink. A fa gyokerétol bizonyos levelekhez vezeté utak a
megoldasi tér egy elemét hatarozzak meg. Az ilyen cstiicsokat megen-
gedett megoldds csicsnak nevezzik. Egy ilyen csics koltsége az f
figgvény értéke az adott csicsban. Az optimalizalas célja a minimadlis
koltségii csics meghatarozasa.

Az allapotfa minden N cstcsahoz hozzarendeljik az
Jmin (V) = min{ f(Q)|Q megengedett megoldds az N

cstcshoz tartozo részfaban} (ha nincs ilyen @, akkor fp,,(N) = 00)

értéket.
A tovabbiakban az LCBB (Least-Cost Branch-and-Bound) korlatozo-
szétvalasztd modszerrel foglalkozunk, melyben a kovetkezé tulajdonsa-

gokkal rendelkezé ¢() heurisztikus figgvényt alkalmazzuk:
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< fmin(IN) az allapottér minden N csicséra.

= f(N) a valaszcstcsokra.

g( )-t korldtozo fiiggvénynek nevezziik. LCBB az allapottérhez
tartozd csucsokat allit el6 — g( ) felhasznalasaval. Az olyan el6alli-
tott cstcsot, amelynek gyerekeit még nem allitottuk el6, és megenge-
dett megoldasokhoz vezethet, €l csicsnak nevezzilk. Az él6 csticsok
listdjat karbantartjuk — rendszerint kupacként. LCBB minden iteracios
lépésben kivélaszt egy N él6 csticsot, amelynek g( ) értéke minimélis.
Ezt a csticsot aktudlis E-cstcsnak nevezziik. Ha N véalasz cstcs, akkor
minimalis koltségili valasz cstics. Ha N nem valasz cstcs, akkor eléallitjuk
a gyerekeit. Azokat a gyerekeket, amelyek nem vezethetnek minimaélis
koltségili valaszhoz, eldobjuk (ezeket a csicsokat bizonyos heurisztikaval
valasztjuk ki). A megmaradé gyerekeket hozzdadjuk az é1§ csticsokhoz.

Az LCBB modszer tobbféleképpen parhuzamosithato. Az egyik le-
hetoség, hogy minden iteracios lépésben tobb E-csics is kiterjesztheto.

Ha a processzorok szama p, ¢ = min{p, é16 csticsok szdma} csicsot
valasztunk, mint F-csicsot (azt a g é16 csicsot, melyekre a legkisebb a
g( ) fiiggvény értéke). Legyen g, ezen csiucsok g( ) értékeinek mini-
muma. Ha ezen F-csicsok barmelyike valaszesics, és a g( )-értéke gpin,
akkor az a csiics minimalis koltségli valaszcestucs. Egyébként mind a ¢
csucesot kiterjesztjilk (minden processzor egy csucsot terjeszt ki), és gy-
erekeit hozzdadjuk az él6 csicsok listdjahoz. ¢ darab E-cstcs minden
ilyen kiterjesztése a parhuzamos LCBB egy iteracidéja. Adott I-re és g-
re jeloljik I(p)-vel a p processzor esetében sziikséges iteraciok szamat.

Ekkor természetesnek latszanak I(p) kovetkezé tulajdonsagai:

1. ha p; < po, akkor I(py) > I(p2);
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Az els6 tulajdonsag szerint a processzorok szaméanak novelésekor
nem nohet az iteracidk szama.

A maésodik tulajdonsag szerint a teljesitmény nem lehet nagyobb,
mint a felhasznalt eréforrasok mennyisége.

Lai és Sahni 1984-ben megmutattdk, hogy egyik tulajdonsig sincs
biztositva — még akkor sem, ha g( ) eleget tesz a (1)—(4) korlatozdsoknak.

1.8.5. Az anomalia elkeriilése

Az anomaliat altalaban igyekeznek elkeriilni.

A lapcserélésnél példaul az elkeriilés elégséges feltétele az, ha a cse-
rélési algoritmus rendelkezik a verem tulajdonsdggal: ha ugyanazt a
akkor minden hivatkozas utan igaz az, hogy a nagyobb memoria min-
dazokat a lapokat tartalmazza, amelyeket a kisebb tartalmaz.

A vizsgalt titemezési feladatndl elegend6 az, ha nem koveteljiitk meg

az iitemezo algoritmustdél a lista alkalmazasat.

Gyakorlatok
1.8-1. Az A és B parhuzamos algoritmusok megoldjik a kivalasztasi
feladatot. Az A algoritmus n"® processzort hasznal és a futdsi ideje
O(n"%). A B algoritmus n processzort hasznal és a futési ideje O(Ign).
Hatarozzuk meg az elvégzett munkat, a gyorsitast és a hatékonysagot
mindkét algoritmusra. Munkahatékonyak-e ezek az algoritmusok?
1.8-2. Elemezzik a kovetkezo két allitast.

a. Az A algoritmus futdsi ideje legaldbb O(n?).

b. Mivel az A algoritmus futdsi ideje O(n?), a B algoritmus futdsi

ideje pedig O(nlgn), ezért a B algoritmus a hatékonyabb.

c sz
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parhuzamos algoritmusokra.

1.8-4. Becsiiljiikk meg annak valdszintiségét, hogy egy szabalyos pénzér-
mét ezerszer feldobva legalabb hatszdzszor dobunk fejet. Utmutatds. A
Pr[X = 600] valésziniiséget a Stirling-képlettel, a Pr[X = 601],...,
Pr[X = 1000] valoszintiségeket pedig geometriai sorral becsiiljiik.
1.8-5. Egészitsiik ki a halézatok adatait tartalmazd 1.2. tablazatot
tovabbi adatokkal és halozatokkal.

Feladatok

1-1. Varidaciok O-ra és (2-ra

Az € és O kiilonb6z6 definicidi ismertek. Az egyikre a ?2) (olvasd: omega
végtelen) jelolést hasznaljuk. Azt mondjuk, hogy f(n) e (g(n)), ha
létezik ¢ pozitiv valés allandé ugy, hogy f(n) > cg(n) > 0 teljesiil

végtelen sok egész n-re.
a. Egy fiiggvényt aszimptotikusan nemnegativnak neveziink, ha min-

den elég nagy n-re nemnegativ. Mutassuk meg, hogy barmely két
aszimptotikusan nemnegativ f(n) és g(n) figgvény esetében vagy
f(n) = O(g(n)), vagy f(n) o) (g9(n)), vagy mindkettd teljesil, ha

azonban ?ZO helyett -t hasznalunk, akkor nem igaz az allitas.

b. Mik a lehetséges elonyei és hatranyai annak, ha a programok futasi

idejének jellemzésére ﬁ—t hasznalunk €2 helyett?

Néhany szerzé a O-t is kissé masképp definidlja; hasznaljuk az O’
jelolést erre az alternativ definicidra. Azt mondjuk, hogy f(n) =

O’(g(n)) akkor és csak akkor, ha |f(n)| = O(g(n)).

c. Ismert, hogy f(n) = ©(g(n)) akkor és csak akkor teljestil, ha f(n) =
Q(g(n)) és f(n) = O(g(n)). Mit mondhatunk, ha Q helyett Q) szere-
pel?
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1. Bevezetés

Szokdsos a O-n (olvasd: gyenge ordd) szimbdlumot a logaritmikus
tényezOk elhanyagolasaval kapott O-jelolésre hasznédlni. Azt mond-
juk, hogy O (9(n)) = f(n), ha léteznek olyan ¢ pozitiv valds, k és
no pozitiv egész allandék gy, hogy, ha n > ng, akkor 0 < f(n) <
cg(n)lg*(n).

Definialjuk hasonlé médon (-t és O-t. Bizonyitsuk be a c¢. részben

kimondott allitas ennek megfelel6 valtozatat.

1-2. A gyorsitds korlatai

a.

b.

C.

Bizonyitsuk be Amdahl és Gustafson torvényét.

Magyarazzuk meg, hogy a két torvény kozotti ellentmondas latszola-

gos.

A gyakorlatban milyen korlatai vannak a gyorsitasnak?

1-3. Hanoi tornyai dltaldnosan

Altalanositsuk a Hanoi tornyaira vonatkozéan kapott eredményt.

a.

b.

Mit mondhatunk a lépésszamrol akkor, ha négy rudat hasznalhatunk?

Mit mondhatunk a lépésszamrél akkor, ha 2 + k (K > 1) rudat

hasznalhatunk?

Mit mondhatunk a lépésszamrol akkor, ha korlatozzuk a rudak ko-
zOtti mozgatas lehetdségeit, példaul az A rudrdl a B rudra és a B

ridrol az A riadra nem szabad korongot athelyezni?

Mennyire csokkentheto a 1épésszam konstans szamu rad esetén?

. Mennyi rid elegendd a 1épésszam O(n)-re csokkentéséhez?

Mit mondhatunk a lépésszamrol akkor, ha s szerzetes parhuzamo-

san dolgozhat? Feltételezziik, hogy minden 1épésben minden ridrol
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legfeljebb egy korongot szabad elvenni és minden radra legfeljebb
egy korongot szabad rahelyezni, tovabba minden szerzetes legfeljebb

egy korongot mozgathat?

g. Mit mondhatunk a lépésszamrol akkor, ha az s szerzetes parhuzamos
munkajat paraméteresen értelmezziik: az m-parhuzamos olvasas je-
lentse azt, hogy a szerzetesek egy lépésben rudanként legfeljebb az m
legfels6 koronghoz férnek hozzd; az m-parhuzamos iras pedig jelentse
azt, hogy minden korongra kiilon legfeljebb m korongot helyezhetnek
egyidejtileg.

1-4. Anomdlia

Tervezziink egy algoritmust (és valésitsuk is meg), amely azt bizonyitja,
hogy egy adott feladatot ¢ > p processzoron megoldani tovabb tart, mint
p > 1 processzoron.

1-5. Parhuzamossdggal a hirnévért és dicséségért

1997-ben Andrew Beale dallasi bankar 50 ezer dollar dijat tlizott ki

annak, aki bizonyitja vagy céfolja sejtését. Eszerint ha
al + " =", (1.92)

akkor az a, b és ¢ szamoknak van egynél nagyobb kozos osztdja (az
egyenletben mind a hat betii egész szamot jelent és a kitevok értéke
legaldbb hérom).

Hogyan hasznalhatok fel a parhuzamos algoritmusok a dij megsz-
erzésére?
1-6. Rangsorolds
Tekintsiik az 6sszehasonlitas alapt rendezés kovetkezo altalanositasat. n
elemet — példaul n sportoldt — paronként 6sszehasonlitunk, és a gydztes-
nek 1 pontot, a vesztesnek pedig 0 pontot adunk. Legyen p; az i-edik

jatékos pontszama (gyézelmeinek szdma).
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a.

1. Bevezetés

Tervezziink parhuzamos algoritmust, amely adott q = ¢1, ¢2, ..., qn
sorozatrél eldonti, hogy lehet-e az elobb leirt verseny pontsorozata.
Utmutatds. Hasznaljuk fel Landau tételét, amely szerint q akkor és
csak akkor lehet pontsorozat, ha a kovetkezo két feltétel mindegyike

teljestil:
k k
doa> <2> (ha 1 <k < n) (1.93)
=1

és

g% - (Z) . (1.94)

. Oldjuk meg a feladatot akkor, ha minden 6sszehasonlitasndl k£ > 1

pontot osztunk ki az dsszehasonlitott sportolok kozott, és a k pont
minden lehetséges mdédon feloszthatd (azzal a megszoritassal, hogy

mindkét jatékosra a kapott pontok szdma nemnegativ egész).

. Oldjuk meg a feladatot akkor, ha minden 6sszehasonlitasnal k& (1 <

a <k <b) pontot osztunk ki az sszehasonlitott sportolok kozott,
—a k pont minden lehetséges mdédon feloszthaté (azzal a megszoritas-
sal, hogy mindkét jatékosra a kapott pontok szaima nemnegativ egész),

az a és b szamok pozitiv egészek.

Elemezziik a feladatnak azt az altalanositasat, amelyben az Ossze-
hasonlitasoknak csak egy részét végeztiik el. Lényeges-e annak is-

merete, hogy mely 6sszehasonlitasokat végeztiik el?
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Ebben a fejezetben eloszor két alapvetdo modszert, a prefixszamitast
és a tombelemek rangsorolasat (2.1. alfejezet), azutan az Gsszefésiilést
(2.2. alfejezet), kivalasztast (2.3. alfejezet), rendezést (2.4. alfejezet),
végiil pedig néhany grafalgoritmust (2.5. alfejezet) mutatunk be.

2.1. Alapvet6 madszerek

Ebben az alfejezetben két, a feladatok parhuzamos megoldasaban gyakran
hasznalt modszert mutatunk be. Az asszociativ miveletek gyors elvégzését
a prefixek szamitasara, a mutatougrast pedig a listarangsorolasi feladat

megoldéasara hasznaljuk fel.

2.1.1. Prefixszamitas

Legyen . egy alaphalmaz, melyen definidltuk a & bindris asszociativ
operdtort. Feltesszik, hogy a miivelet egy 1épéssel elvégezhetd és a
halmaz zart erre a miiveletre nézve.

Egy @ binaris operator asszociativ a > alaphalmazon, ha minden

x,y, 2 € 2 esetében teljestil
(r@y) @z=0®(yd2). (2.1)

Legyenek az X = (@1, o, ...,x,) sorozat elemei a ¥ alaphalmaz ele-
mei. Ekkor a prefixszamitas bemend adatai az X sorozat elemei, a pre-

fixszdmitdsi feladat pedig az x1, 21Dz, ..., 11DT2DT3D- - D) €l-
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emek meghatarozasa. Ezeket a meghatarozandé elemeket prefizeknek
hivjuk.
Erdemes megjegyezni, hogy més teriileteken inkabb az X sorozat 1,

Zo, ..., x kezdbsorozatait hivjak prefixeknek.

2.1. példa. Asszociativ miveletek. Ha X az egészek halmaza, & az 6sszeadas
és a bemeno6 adatok sorozata a 3, -5, 8, 2, 5, 4, akkor a prefixek 3, -2, 6, 8, 13,
17. Ha az abécé és a bemend adatok ugyanazok, de a miivelet a szorzés, akkor
a kimen6 adatok (prefixek) 3, -15, -120, -240, -1200, -4800. Ha a miivelet a
minimum (ez is asszociativ), akkor a prefixek 3, -5, -5, -5, -5, -5. Az utols6

prefix megegyezik a bemend szamok legkisebbikével.

A prefixszamités sorosan megoldhat6 O(p) 1épéssel. Barmely A soros
algoritmusnak N(p, A) = Q(p) lépésre sziiksége van. Vannak olyan
parhuzamos algoritmusok, amelyek kiilonb6z6é parhuzamos modelleken
megoldjak a munkahatékony prefixszamitast.

El6szor a CREW-PREFIX CREW PRAM algoritmust mutatjuk be,
amely p processzoron O(lgp) 1épéssel szamitja ki a prefixeket.

Azutan az EREW-PREFIX algoritmus kévetkezik, amelynek meny-
nyiségi jellemz6i hasonléak az el6zé algoritmuséhoz, azonban EREW
PRAM szamitasi modellen is végrehajthato.

Ezekkel az algoritmusokkal a prefixszamitast a soros megoldas ©(p)
lépésszamanal lényegesen gyorsabban meg tudjuk oldani, de sok az el-
végzett munka.

Ezért is érdekes az OPTIMALIS-PREFIX CREW PRAM algoritmus,
amely [p/lgp] processzort haszndl és O(lgp) 1épést tesz. Ennek elvég-
zett munkaja csak O(p), ezért a hatékonysdga ©(1) és az algoritmus
munkaoptimélis. Ennek az algoritmusnak a gyorsitasa ©(n/lgn).

A tovédbbiakban — a jelolések egyszertisitése érdekében — a [p/lgp]
tipust kifejezések helyett altaldban csak (p/lgp)-t frunk.
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Az algoritmusok tervezéséhez az oszd-meg-és-uralkodj elvet alka-
Imazzuk. A bemend adatok legyenek X = x;, x9, ..., z,. Az al-
talanossag megszoritasa nélkiil felteheto, hogy p a 2 egész kitevoji hat-

vanya.

Prefixszamitas CREW PRAM modellen
El6szor egy p processzoros algoritmust mutatunk be, melynek 1épésszama
O(lgp).
CREW-PREFIX(p, X) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: PRAM
Bemenet: p (a bemend sorozat hossza) és
X[1:p] =1, z2,..., 7, (p hosszisagu sorozat)
Kimenet: Y1 :p| = vy1, y2, ..., yp (p hosszisagi sorozat, amelynek

elemei a prefixek)

01 ifp=1

02 then y; + 1

03 return Y

04 if p>1

05 then Az elsé p/2 processzor rekurzivan szamitsa az x4, xo,
..., Tp/p-hoz tartozoé prefixeket — legyenek ezek
Y1, Y2, - - - Ypj2 (ezek adjak a végeredmény
elso felét). Ugyanakkor a tobbi processzor rekurzivan
szamitsa ki az /241, Tp/212, - - . , Tp-hez tartozo
prefixeket — legyenek ezek y, /011, Yp/2425 - - - Yp-

06 A processzorok masik fele parhuzamosan olvassa ki a
globalis memoriabol y,/o-t és az
Yp/2 D Yp/2+1, Yp/2 D Ypr242, - - Yp/2 © Yp
prefixeket szamitva allitsa el6 a végeredmény masik felét.

07 return Y
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2.2. példa. 8 elem prefizeinek szamitasa 8 processzoron. Legyen n = 8 és
p = 8. A prefixszamitds bemené adatai 12, 3, 6, 8, 11, 4, 5 és 7, az asszociativ
miivelet az Osszeadas. Az elsé szakaszban az els¢ 4 processzor 12, 3, 6, 8
bemenethez a 12, 15, 21, 29 prefixeket szamolja ki. A masik 4 processzor
pedig a 11, 4, 5, 7 bemenethez szamolja ki a 11, 15, 20, 27 prefixeket.

A masodik szakaszban az els6é 4 processzor nem dolgozik, a masodik 4

pedig 29-et ad minden prefixhez és a 40, 44, 49, 56 eredményt kapja.

Mi ennek az algoritmusnak a T'(p) 1épésigénye? Az els6 1épés T'(p/2)
ideig, a masodik pedig O(1) ideig tart. Ezért a kovetkezé rekurziot
kapjuk:

T(p) =T (g) o), (2.2)
(1) =1. (2.3)

Ennek a rekurziv egyenletnek a megoldasa T'(p) = O(lgp).

2.1. tétel. A CREW-PREFIX algoritmus p CREW PRAM pro-

cesszoron O(lgp) lépésben szamitja ki p elem prefizeit.

Ez az algoritmus nem munkaoptimalis, mivel ©(plg p) munkat végez,
és ismert olyan soros algoritmus, amely O(p) 1épést tesz. Munkaopti-
malis algoritmust kaphatunk példaul gy, ha a felhasznalt processzorok
szamat lecsokkentjik (p/lgp)-re, mikozben a lépésszam nagysagrendje
ugyanaz marad. A processzorszamot ugy csokkentjiik, hogy a bemenet
méretét csokkentjik (p/1g p)-re, alkalmazzuk az eléz6 algoritmust, majd

végiil minden prefixet kiszamolunk.

Prefixszamitas EREW PRAM modellen

A kovetkezd algoritmusban a parhuzamos olvasas helyett elég a soros
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olvasas lehetdsége.

EREW-PREFIX(p, X) pdarhuzamos eljards
Szamitasi modell: EREW PRAM
Bemenet: p (a bemend sorozat hossza) és X[0 : p| = xg, x1, 22,
.., T, (p hosszisagn sorozat)
Kimenet: Y1 :p| = y1, Y2, ..., Yp (p hosszisagu sorozat, melynek

elemei a prefixek)

01 Y[1] + X[1]

02 P; in parallel for i < 2 to p

03 Y[i] + X[i — 1] & X[i]

04 k<2

05 while £ < p

06 P; in parallel for i < k+ 1 to p

07 do Y[i] + Y[i — k] ® YTi]
08 k< k+k

09 return Y

2.2. tétel. Az EREW-PREFIX algoritmus p EREW PRAM process-
zoron O(lgp) idd alatt szamitja ki p elem prefizeit.

Bizonyitas. A futasi id6 nagysagrendjét az hatarozza meg, hanyszor
hajtédik végre az utolsdé sorban 1évé utasitdas. A 01-03. és 9. 1épések
O(1) id6 alatt, a 04-08. 1épések O(lgp) id6 alatt hajtédnak végre. =

Prefixszamitas munkaoptimalisan
OPTIMALIS-PREFIX(p, X) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szamitast modell: CREW PRAM

Bemenet: p (a bemend sorozat hossza) és X[1..p] = (z1, z2,..., T})
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(p hosszisagn sorozat)
Kimenet: Y[1..p] = (y1, Ya2,-.., yp) (p hosszisdgi sorozat, melynek

elemei a prefixek)

01 P, processzor (i = 1,2,...,p/lgp) sorosan szamolja a hozzarendelt
lgp darab x(;_1)1gpt1, T(i—1)1gp+2 - - - s Tilgp €lem prefixeit.
Legyen az eredmény z(;_1)igp+1, 2(i—1)lgp+2s - - - » Zilg p-

02 Osszesen 1ng processzor egyiitt alkalmazza a CREW-PREFIX
algoritmust a é darab elem, 2igp, 2215 p; 231gp, - - - 5 » 2p Drefixeinek
szamitasara. Legyen az eredmeény wig p, Walgp, W3lgps - - - » Wp-

03 Minden processzor aktualizalja az elsé 1épésben kiszamolt értéket:
a P; processzor (i = 2,3,...,p/lgp) szamolja ki a
W(i—1)1gp D Z(i-1)1gp+1; W(i—1)1gp D Z(i-1)1gp+25

o, W(i—1)1gp D Zilgp Prefixeket, majd az elsé processzor
valtoztatas nélkil adja ki a 21, 29, .. ., 214p prefixeket.

04 return Y

Az algoritmus 1épésszama logaritmikus. Ennek belatasat megkon-

nyiti a kovetkezo két képlet:

tlgp
Z(i—1)lgp+k = Z zj (k=12 ..., 1gp) (2.4)
Jj=(i-1)1gp+1
és .
Wigp = Y Zjigp (1=1, 2, ...), (2.5)
j=1

ahol az 0sszegzés a megfeleld asszociativ miivelet segitségével torténik.

2.3. tétel (parhuzamos prefixszdmitas O(lgp) 1épéssel). Az OPTIMA-
LIS-PREFIX algoritmus (p/lgp) CREW PRAM processzoron O(lgp)

1do alatt szamitja ki p elem prefixeit.

Bizonyitas. Az algoritmus az els6 szakasza O(lgp) ideig, a masodik

szakasza O(lg(p/lg)) = O(lgp) 1épésig tart. Végil a harmadik szakasz
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ugyancsak O(lgp) id6t igényel. m

A tételbdl kovetkezik, hogy az OPTIMALIS-PREFIX algoritmus mun-

kaoptimalis.

2.3. példa. 16 elem dsszeaddsa. Legyen 16 elemiink: 5, 12, 8, 6, 3, 9, 11, 12,
1, 5,6, 7, 10, 4, 3, 5. Az asszociativ miivelet az Osszeadas. Ekkor lgn = 4.
Ekkor az els6 parhuzamos lépésben a processzorok 4-4 elem prefixeit szé-
moljak. A masodik lépésben a helyi Osszegekbdl globalis Gsszegeket szamol-
unk, majd azokkal a harmadik lépésben frissitjiik a helyi eredményeket. A

szamitas menetét mutatja a 2.1. abra.

2.1.2. Tomb elemeinek rangsorolasa

A tombrangsoroldsi feladat bemeno adata egy p elemii tombben
abrazolt lista: minden elem tartalmazza jobb oldali szomszédjanak az
indexét (és esetleges tovabbi adatokat). A feladat az elemek rangjdnak
(jobb oldali szomszédai szaimanak) meghatérozasa.

Mivel az adatokra nincs szitkség a megoldashoz, feltessziik, hogy az
elemek csak a szomszéd indexét tartalmazzak. A jobb szélsé elem index

mezoje nulla. Az indexet a tovabbiakban mutaténak hivjuk.

2.4. példa. Témbrangsorolds bemend adatai. Legyen A[l : 6] a 2.2. abra
fels¢ sordban bemutatott tomb. Ekkor az A[l] elem jobboldali szomszédja
A[5], A[2] jobboldali szomszédja A[4]. A[4] az utolsé elem, ezért rangja 0. A[2]
rangja 1, mivel csak A[4] van téle jobbra. A[5] rangja 3, mivel az A[3], A[2] és
A[4] elemek vannak téle jobbra. Az elemek sorrendjét (balrdl jobbra haladva)

mutatja az abra alsé része.

A témbrangsorolds sorosan elvégezhetd linearis 1épésszammal. El6szor

meghatarozzuk a témb fejét— az egyetlen olyan i értéket (1 < i < p),
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1. processzor 2. processzor 3. processzor 4. processzor

\ 5,12,8,6 \ \ 3,9,11,12 \ \ 1,5,6,7 \ \ 10,4,3,5 \
l 1. 1épés

15.17,25,31 | | 3,12,23,35 | | 1,6,12,19 | |10,14,17,22

X

.~ _
31,35, 19,29

i 2. 16pés

31,66, 85,107

\ 5,17,25,31 \ \ 3,12,23,35 \ \ 1,6?12,19 \ 10?&3;17,22

l 3. 1épés

\ 5,17,25,31 \ \34,43,54,66\ \67,72,78,85\ p5,99,102,1oj

2.1. dbra. 16 elem prefixeinek szamitdsa az OPTIMALIS-PREFIX algoritmussal.

Al Al2] A[] Al A[5] - Al]

s~ ~s) i)~

2.2. abra. Témbrangsorolasi probléma bemend adatai és a megfelel tomb.

melyre A[j] # i teljesiil minden 1 < j < n értékre. Legyen A[i| a tomb
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STz o 3 1] [T i[0]E]1] et g
STolalo]2[5] [2[1]2[0]2]2] o1
Toololol2] []i]z[0]3]4] o=
lolofo]alo] []i]2[o]s]5] a-s

2.3. abra. A DET-RANGSOROL algoritmus miikodése a 2.4. példa adataival.

feje. A fejtdl kiindulva pasztazzuk a tombot és az elemekhez rendre
hozzarendeljik a p —1,...,1,0 rangokat.

Ebben a részben két parhuzamos algoritmust ismertetiink. Az egyik
a DET-RANGSOROL, amely egy p processzoros EREW PRAM mod-
ellen ©(lgp) futdsi idét igényel, a masik a VEL-RANGSOROL, amely
egy (p/lgp) processzoros véletlenitett EREW PRAM algoritmus O(lg p)
futdsi idével. Mindkettd relativ sebessége O(p/lgp). Az elsé algorit-
mus hatékonysiga (O(p)/(O(plgp)) = ©(1/1gp), mig a méasodiké O(1.)
Ezért az elso6 algoritmus csak munkahatékony, a masodik algoritmus

viszont munkaoptimalis is.

Determinisztikus témbrangsorolas

Ezekben az algoritmusokban az egyik alapvetd otlet a mutatougrds.

DET-RANGSOROL szerint el0szor mindegyik elem a jobb oldali szom-

szédjanak indexét tartalmazza, és ennek megfelelden a rangja — a jobb

oldali szomszédjahoz viszonyitva — 1 (kivétel a lista utolsé eleme, mely-

nek rangja 0. Ezt a kezdeti allapotot mutatja a 2.3. dbra elso sora.
Ezutan modositjuk a cstucsokat tgy, hogy mindegyik a jobb oldali

szomszédjanak a jobb oldali szomszédjara mutasson (ha nincs, akkor a
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lista végére). Ezt tikrozi a 2.3. dbra masodik sora.

Ha p processzorunk van, akkor ez O(1) lépéssel elvégezhetd.

Most minden cstics (kivéve az utolsét) olyan csticsra mutat, ame-
lyik eredetileg 2 tavolsagra volt. A mutatougras kovetkezd 1épésében a
csucsok olyan csuicsra mutatnak, amelyek eredetileg 4 tavolsagra voltak
télik (ha ilyen csiics nincs, akkor a lista végére) — amint azt az abra
harmadik sora mutatja.

A kovetkez6 1épésben a csicsok (pontosabban a mutaté részik) a 8
tavolsagi szomszédra mutatnak (ha van ilyen — ha nincs, akkor a lista
végére), a 2.3. dbra utolso sora szerint.

Minden cstics minden lépésben informaciot gyijt arrél, hany cstcs
van kozte és azon csucs kozott, amelyre most mutat. Ehhez kezdetben
legyen a csiicsok rang mezéjében 1 — kivéve a jobboldali csticsot, melyre
ez az érték legyen 0. Legyen rangli] és szomsz{i| az i csics rang, illetve
szomszéd mez6je. A mutatéugras sordn rang[i]-t altaldban rangli] +
rang|szomsz[i]]-re médositjuk — kivéve azokat a cstcsokat, melyekre
szomsz[i] = 0. Ezutén szomsz[i]-t tgy médositjuk, hogy szomsz[szomsz[i]]-

re mutasson. A teljes DET-RANGSOROL algoritmus a kovetkezo.

DET-RANGSOROL(szomsz[1 : p|, rang[1 : p]) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: EREW PRAM
Bemenet: szomsz[1 : p] (az elemek jobboldali szomszédainak indexei)

Kimenet: rang[1 : p| (az elemek rangjai)

01 P; in parallel for i <~ 1 to p

02 do if szomsz[i] =0
03 then rangi] < 0
04 else rangli] < 1

05 for j < 1 to [lgp]
06 do P, in parallel for 7+ 1 top
07 do if szomsz[i] # 0
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08 then rangli] <
rang(i] + rang[szomsz|i]|
09 szomszli] <

szomsz|szomsz|i]]

A 2.3. abra mutatja, hogyan miikodik DET-RANGSOROL a 2.6. példa
adataival.

Kezdetben minden cstics rangja 1, kivéve a 4. cstucsot. Amikor ¢ =
1, akkor példaul az 1. cstics rang mezojét kettore valtoztatjuk, mert
jobboldali szomszédjanak (ez az 5. cstcs) rangja 1. Az 1. cstics szomsz

mez0Ojét az 5. csucs szomszédjanak indexére, azaz 3-ra valtoztatjuk.

2.4. tétel. A DET-RANGSOROL algoritmus egqy EREW PRAM mod-
ellen p processzoron ©(lgp) lépésben hatdrozza meg eqy p elemd tomb

elemeinek rangjat.

Mivel a A DET-RANGSOROL algoritmus O(plgp) munkéit végez,
ezért nem munkaoptimalis, viszont munkahatékony.

A listarangsorolasi probléma megfelel a lista prefix 0sszege szamitasa-
nak, ahol minden csucs silya 1, kivéve a jobboldalit, melynek stlya 0. A
DET-RANGSOROL algoritmus konnyen médosithatd gy, hogy kiszamitsa
egy lista prefixeit — a processzorszamra és a lépésszamra vonatkozo ha-

sonld korlatokkal.

Véletlenitett listarangsorolas (x)

Most egy nagy valészintiséggel munkahaoptimalis véletlen listarendez6
algoritmus kévetkezik. Minden processzor lgp csics rangjat szamolja.
A P; processzort az A[(i — 1)1gp + 1], A[(i — 1)1gp +2],..., Alilgp|
csucsokhoz rendeljitk. Az algoritmus meneteket hajt végre. Minden me-
netben kivalasztja és kiemeli a csicsok egy részét. Amikor egy cstic-

sot kiemellink, akkor a ra vonatkozé informéciét taroljuk tgy, hogy
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kés6ébb a rangjat meg tudjuk hatarozni. Ha mar csak 2 cstics marad,
a listarendezési probléma egyszertien megoldhato. A kovetkez6 menet-
ben a kiemelt csticsokat beemeljtik.

Amikor egy csticsot beemeliink, akkor a helyes rangjat is meghataroz-
zuk. A beemelés sorrendje a kiemelési sorrend forditottja. A KIEMEL

algoritmus a koévetkezo.

KIEMEL(p) parhuzamos eljaras
Szamitasi modell: EREW PRAM
Bemenet: p (a rangsorolandé elemek szama) és Al : p|

(a rangsorolando elemeket tartalmazé tomb)

Kimenet: rang[l : p| (az elemek rangjai)

01 Lancoljuk a listat kettésen. Legyen az A[i] cstics bal oldali
szomszédja bal__szomsz[i], jobb oldali szomszédja jobb__szomsz[i].
A csticsok rang mezoit kezdetben igy adjuk meg:
A== =] =[] =[] =[] }.
02 while A megmaradé csticsok szama legalabb 3
03 do P, in parallel for i < 1 to p/lgp
vizsgalja meg a kovetkezo hozzatartozo kiemeletlen
csucsot (legyen ez x). Ezutdn dobjon fel egy
kétoldalt érmét. Ha az eredmény fRAS, akkor
P; maradjon tétlen a menet hatralévo részében. A
kovetkez6 menetben probalja meg ismét kiemelni
x-et. Masrészt, ha a dobas eredménye FEJ, akkor
P; megvizsgalja, vajon az elem jobb oldali
szomszédjat éppen vizsgalja-e a megfelelo processzor.
Ha a megfelel6 processzor éppen vizsgalja és a
dobéasanak eredménye ugyancsak FEJ, akkor P;
feladja és a menet hatralévo hatralévo részében tétlen marad

Ha nem, akkor P; kiemeli z-et. Amikor egy x cstcsot
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04 kiemeliink, taroljuk a menetszdmot, valamint a bal_szomsz[x
mutatot és rang[bal__szomsz[x]]-et. Az utébbi
ebben a pillanatban a bal__szomsz|z]
és x kozotti estcsok szamat tartalmazza. P; a
rang[bal__szomsz|x]] < rang[bal__szomsz[x]] + rang|x]
értékadast is elvégzi. P; végiil beallitja a
jobb__szomsz|bal _szomsz|x]] <— jobb__szomsz|z| és
bal_szomsz[jobb__szomsz[x]] < bal _szomsz|z]

értékeket.

A kettds lancolds p processzorral O(1) 1épéssel elvégezhets. A P
processzorhoz az Ali] (1 < i < p) csticsot rendeljiik. Egy 1épésben
P, a szomsz{i] memériarekeszbe ir ugy, hogy a kovetkez6 lépésben az
Alszomszli]] csticesal 6sszekapesolt processzor ismerni fogja bal oldali
szomszédjat. A lassuldsi lemma segitségével belathat, hogy p/lg p pro-
cesszoron p elem kettds lancolasa g p lépésben elvégezheto.

A csticsok beemelése ugyancsak menetekben torténik. Amikor az x
csucsot beemeljiik, helyes rangjat igy hatarozzuk meg: ha kiemelésekor
a bal__szomsz[z] mutatét taroltuk, akkor x rangjit tgy kapjuk, hogy
bal__szomsz[z] aktualis rangjabdl levonjuk azt a rangot, amit = kieme-
lésekor taroltunk. A mutatékat ugyancsak frissitjiik, figyelembe véve azt
a tényt, hogy z-et mar beemeltiik. Ezt mutatja a 2.4. abra, amelyen a
csucsoknak csak a jobb oldali mutatéja szerepel.

Most megmutatjuk, hogy a kiemelések s Osszes szama O(lgp). Ha
egy csucsot a i-edik menetben kiemeliink, akkor a (2s—i+1). menetben
fogjuk beemelni. Igy az algoritmus szerkezete a kovetkezd. Az 1,2,. .., s
menetekben egymas utan kiemeljiik a cstcsokat. Az s menetekben az
addigra megmaradt 2 csics egyikét kiemeljik. Az (s+ 1)-edik menetek-
ben beemeljik az s-edik menetben kiemelt cstcsot. Az (s + 2)-edik me-

netben az s = 1 menetben kiemelt csticsot emeljiik be és igy tovabb. Az
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* *
1 1 1 1 1 0 j/
l kiemelés
T A
2 1 1 2 1 0 j/
l rangok rekurziv keresése
N N
5 1 3 2 1 0 j/
l beemelés
5 4 3 2 1 0 j/

A * kiemelt csomépontokat jelol.

2.4. abra. A csicsok kiemelése és beemelése.

utols6 menet utan az eredeti lista minden csicsanak rangjat tudjuk.

Mivel P; minden menetben csak egy csticsot vizsgal, ezért a hozza
tartozo csucsok koziil legfeljebb egyet emeliink ki. Az is minden esetben
fennall, hogy a lista szomszédos csiicsait egyszerre nem emeljiik ki: ugya-
nis a FEJ utan egy processzor csak akkor probalja kiemelni a valasztott
csucsot, ha a jobb oldali szomszéd processzor nem fej-et dobott. Ezért
a processzorok menetenként csak O(1) lépést igényelnek.

Az algoritmus lépésszaméahoz csak s-et kell meghatarozni. Ehhez
megbecsiiljiik a menetenként kiemelt csiicsok szamat. Minden P; pro-
cesszorra igaz, hogy a kivalasztott z csicsot legalabb 1/4 valésziniiséggel
kiemeli: ugyanis P; 1/2 valdszintiséggel dob fej-et, és legaldbb 1/2 an-
nak a valdszintisége, hogy x jobb oldali szomszédjat (legyen ez a cstcs

y) nem valasztjuk ki, vagy kivalasztjuk ugyan, de y processzora irast
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dob.

Minden processzor g p csticcsal kezdi az algoritmust és minden me-
netben legaldbb ¢ = 1/4 annak valdsziniisége, hogy kiemel egy cstic-
sot. Ezért s varhaté értéke legfeljebb 41g p. Most alkalmazzuk az (1.53)
Csernov-egyenlétlenséget, amely p darab g-paraméterti Bernoulli-kisérlet
esetében minden 0 < € < 1 szdmra igaz. A 48« lgp kisérlet és ¢ = 1/4

sikervaldsziniiség paraméterekkel az € = 1/2 esetben azt kapjuk, hogy

P(s <48algp) >1—p“ (2.6)

minden o > 1 értékre. Tehat belattuk a kovetkezo tételt.

2.5. tétel (lista rendezése O(Igp) 1épéssel). A KIEMEL algoritmus egy
p hosszusagu lista rangsorolasat p/lgp EREW PRAM processzoron

O(lgp) lépéssel elvégezi.

2.2. Kivalasztas

Adott n > 2 kules és egy ¢ (1 < i < n) egész szam. A feladat az i-edik
legkisebb kulcs kivdlasztdasa. Mivel a kivalasztashoz minden elemet
meg kell vizsgalni, ezért N(n) = Q(n). Erre a feladatra ismert olyan A
soros algoritmus, amelyikre W (n, A) = O(n), tehat A aszimptotikusan
optimalis.

Ehhez hasonl6 a keresési feladat, amelyben azt kell eldonteni,
hogy adott elem el6fordul-e a vizsgalt sorozatban — és ha igen, milyen
indexszel. Ennél a feladatnal tagado valasz is lehetséges és egy elemrol
tulajdonsagai alapjan eldonthetd, megfelel-e a keresési feladatnak.

El6szor 3 specialis esetet vizsgalunk, majd egy nagy valdszintiséggel

munkaoptimalis véletlenitett algoritmust ismertetiink.



88 2. Parhuzamos gépek

2.2.1. Kivalasztas n? processzoron

Legyen 7 = n, azaz a legnagyobb kulcsot keressiik. Ez a feladat a
kovetkezé NEGYZETES-KIVALASZT algoritmussal n? CRCW processzoron

O(1) 1épéssel elvégezhetd.

NEGYZETES-KIVALASZT(K, y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitasi modell: CRCW PRAM
Bemenet: k = ky, ko, ..., k, (n killonbo6zé kulcs)

Kimenet: y (a maximalis kulcs értéke)

01 ifn=1
02  then y + k;
03 return y

04 P;; in parallel for i< 1ton,j <+ 1ton
szamitsa ki az x;; = k; < kj; értéket
05 Az n? processzort n csoportba (G, ..., G,) osztjuk tgy, hogy
a G csoportba a P, 1, ..., P, processzorok keriiljenek.
Mindegyik csoport logikai VAGY miiveletet végez az x;1, ..., T
logikai valtozokkal. 06 Ha a G; csoport szamitasi eredménye az 5. 1épést
akkor a csoport P;; processzora megadja (y = k;)-t kimenetként.

07 return y

Legyenek a bemené adatok ki, ..., k,. Az 6sszehasonlitasokat parhu-

zamosan végezzik a P;; (1 < 4,7 < n) processzorokon gy, hogy P;; az
xi; = (k; < kj;) logikai értéket szamitja ki. Feltehetjik, hogy a kulcsok
killonbozoek. Ha mégse, k; helyett a (k;, i) part alkalmazva kiillonboéz6vé
tehetdk: ehhez minden kuleshoz egy (lgn)-bites szamot kell hozzaadni.
Ekkor egyetlen olyan kulcs van, amelyikre minden 6sszehasonlitas ered-

ménye HAMIS. Ez a kulcs egy logikai VAGY miivelettel azonosithato.

2.6. tétel (kivdlasztas O(1) id6 alatt). A NEGYZETES-KIVALASZT algo-
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ritmus n kulcs kézil a mazimdlisat ©(1) lépéssel tdrozza meg n* CRCW

kozos PRAM processzoron.

Bizonyitas. A negyedik és a hatodik 1épés egységnyi ideig, az 6todik
1épés pedig O(1) ideig tart. m

Ennek az algoritmusnak a relativ sebessége ©(n). Az elvégzett munka
O(n?). Ezért a hatékonysag ©(n)/n?) = ©(1/n). Tehat az algoritmus

nem munkahatékony:.

2.2.2. Kivalasztas p processzoron

Most megmutatjuk, hogy a maximalis elem p k6z6s CRCW processzoron
O(lglg p) 1épéssel meghatarozhatd. A technika az oszd-meg-és-uralkody.
Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy p négyzetszam.

Legyenek a bemend adatok X = (ky, ko, ..., k). Legyen az algorit-
musunk lépésszama T'(p). A bemen6 adatokat \/p = a csoportra osztjuk
ugy, hogy minden csoportban a elem legyen. Minden csoporthoz ren-
deljiink a processzort — ekkor a csoportok maximalis eleme parhuzamo-
san szamithatd. Mivel csoportonként a elem és ugyanannyi processzor
van, a csoport maximalis eleme T'(a) 1épéssel meghatérozhatd. Legyenek
My, Ms, ..., M, a csoportok maximalis elemei. Ezek maximuma lesz az
algoritmus kimenete. Mivel most csak a elemiink van, az 0sszes process-
zort alkalmazhatjuk.

A kovetkezs CRCW algoritmus O(lglgp) 1épést tesz.

GYOKOS-KIVALASZT(X, p) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitasi modell: CRCW PRAM
Bemenet: (ky, ko, ..., k,) (p kilénbozo kulcs)

Kimenet: y (a maximadlis kulcs értéke)
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01 if p=1
02  theny <+ k
03 return y

04 Osszuk a bemenetet a részre (K, Ko, . .., K,) gy, hogy K; a
Ei—1ya+1s Eii—1)a+2s - - - » kia elemeket tartalmazza.
Hasonléképpen csoportositsuk a processzorokat ugy, hogy a
Qi (1 <i < a) csoportba a Pi_1ya+1, Pi—1)a+2, - - - » Pia
processzorok tartozzanak. A (); csoport rekurzivan hatarozza meg
a K; csoport maximalis elemét.

05 Ha a csoportok maximaélis elemei My, M, ..., M,, ezek maximumat
hatdrozzuk meg az el6z8 NEGYZETES-KIVALASZT algoritmussal
és ez lesz az eredmény.

06 return y

2.7. tétel (kivalasztds O(Iglgp) 1épéssel). A GYOKOS-KIVALASZT algo-
ritmus p kézos CRCW PRAM processzoron ©(lglgp) idd alatt hatd-

rozza meg p kulcs kozil a legnagyobbat.

Bizonyitas. Ennek az algoritmusnak az els6 lépése T'(,/p), masodik
lépése O(1) ideig tart. Ezért T'(p) kielégiti a

T(p) =T(vp) +0(1) (2.7)

rekurziv egyenletet, melynek megoldasa ©(lglg p). m

A GYOKOS-KIVALASZT algoritmus 6sszes munkaja O (plglg p), ezért
hatékonysaga (O(p)/O(plglgp) = ©(1/1glgp), igy ez az algoritmus sem

munkaoptimalis, de munkahatékony.

2.2.3. Kivalasztas egész szamok kozott

Legyen a feladat ismét n kulcs maximuménak meghatarozasa. Ha a

kulcsok egyetlen bitbdl allnak, akkor a maximum keresése visszaveze-
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2.5. abra. Maximalis egész szam kivalasztasa.

thetd a logikai VAGY miiveletre és ezért O(1) lépéssel meghatarozhato.
Ebbdl adédik a kérdés: mekkora intervallumban lehetnek a kulcsok ah-
hoz, hogy p processzoron konstans id6 alatt meg tudjuk hatarozni a
maximalis elemet?

Legyen ¢ adott konstans, a kulcsok pedig legyenek a [0,n° inter-
vallumban. Ekkor a kulcsok legfeljebb clgn bites bindris szdmok. Az
egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy pontosan ennyi bitesek (a szamok
elejére szitkség esetén nulldkat frunk).

A kovetkezé CRCW algoritmus ©(1) 1épést tesz.

Az alapétlet az, hogy a szamok by, by, .. ., by, bitjeit 1%” hosszusagu
részekre bontjuk. Az i-edik rész a bi;—1)41, bi—1)+2, - - - 7b(i_1)+b(i—1)+(lgn)/2
biteket tartalmazza, a részek szama 2c.

Ezt a helyzetet mutatja a 2.5. abra: elészor az abra elsé oszlopaban

1évé bitek alapjan keressiik a maximalis kulcsot.
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EGESZET-KIVALASZT(X, n) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitasi modell: CRCW PRAM
Bemenet: X = ky, ko, ..., k, (p kiillonb6z6 kulcs — egész szamok)

Kimenet: y (a maximalis kulcs értéke)

01 for i+ 1 to 2¢c

02 do Hatarozzuk meg a megmaradt kulcsok maximumat i-edik
résziik alapjan. Legyen a maximum M. Hagyjuk el

03 azokat a kulcsokat, melyek i-edik része kisebb, mint M.

04 y legyen a megmaradt kulcsok egyike

05 return y

2.8. tétel (kivalasztas egész szamok koztil). Ha a kulcsok a [0,n°] in-
tervallumbdl vett eqész szdmok, akkor az EGESZET-KIVALASZT algorit-
mus p kulcs kozil a mazimdlisat ©(1) idd alatt hatdrozza meg p CRCW

PRAM processzoron tetszdleges ¢ konstans esetében.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a kulcsok maximumat a 1‘57" legfontosabb
bit alapjan hatarozzuk meg.

Legyen az elso részben a maximum M. Ekkor azok a kulcsok, melyek
legfontosabb bitjei nem M-et adnak, biztosan nem maximalisak. Ezt az
alaplépést megismételjiik 2c¢-szer, azaz minden (lgp)/2 bitre pontosan
egyszer. Legalabb egy kulcs megmarad az utolso 1épés utéan is — az lesz
az eredmény. Az utolsé rész lehet révidebb, mint (lgp)/2 bit.

Ha egy kules legfeljebb (lgn)/2 bites, akkor az értéke legfeljebb
v/n—1. Ezért az EGESZET-KIVALASZT els§ 1épésében a [0, /n— 1] inter-
vallumba es6 egész kulcsok maximumat kell meghatarozni. Rendeljiink
minden kulcshoz egy processzort és hasznaljunk +/n kézos memori-

arekeszt (My, Ma,..., M s_y), melyek tartalma kezdetben —oo. Egy



2.2. Kivalasztas 93

parhuzamos lépésben a P; processzor k;-t ir az M), memoriarekeszbe.
Ezutdn az n kules maximuma a /n memoriarekesz tartalmabél n pro-

cesszorral a 2.9. tétel alapjan konstans id6 alatt meghatarozhato. ]

2.2.4. Az altalanos kivalasztasi feladat

Tegyiik fel, hogy az X = (ki, ko,..., k) sorozat kiilonb6z6 kulesokat
tartalmaz és az i-edik legkisebb kulcsot akarjuk kivalasztani. Legyen
most az z; kulcs rangja eggyel nagyobb, mint a nala kisebb kulc-
sok szdma (ez a definici6 eggyel nagyobb értéket ad, mint a korabban
hasznélt).

Ezt a rangot a 2-5. gyakorlat szerint @ CREW PRAM process-
zoron barmely kulcsra O(lgn) 1épésben meg tudjuk hatérozni.

Ha n?/lgn processzorunk van, akkor azokat Cy, Cs, ..., C, cso-
portokba oszthatjuk gy, hogy minden csoportban n/lgn processzor
legyen. A C; (1 < j < n) csoport O(lgn) 1épésben meghatarozza a k;
kulcs rangjat X-ben. Annak a csoportnak egyik processzora, amelyik
az 1 rangot hatarozta meg, adja a kimenetet. Az igy kapott algoritmus

neve legyen ALT-KIVALASZT.

2.9. tétel (altaldnos kivalasztds). Az ALT-KIVALASZT  algoritmus
n?/lgn processzoron n kilonboz6 kulcs kizil ©(lgn) lépésben meghatdrozza

az i-edik legkisebbet.

Nem nehéz beldtni, hogy az ALT-KIVALASZT algoritmus munkéija
O(n?), tehat ez az algoritmus sem munkaoptimalis.
2.2.5. Munkaoptimalis véletlenitett algoritmus (x)

Ebben a pontban n/logn kézos CRCW processzort alkalmazunk arra,

hogy O(lgn) lépésben megoldjuk az i-edik legkisebb elem kivalasztasat.
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A VEL-KIVALASZT algoritmus a bemend kulcsok X = ky, ko, ..., k,
sorozatabol kivalaszt egy n'=¢ méret(i S mintét és S két elemét elvalaszto
elemként. Példaul e = 0.6 megfelel6 érték.

Legyen e és ey a két elvalaszté elem. Az elvalaszto elemek olyanok
lesznek, hogy a kivalasztandé elem nagy valdszintiséggel a két elvalasztod
elem kozé fog esni. Tovabba X-nek az elvalaszto elemek kozé kevés eleme
esik: O(n19/2/n).

Ha maér kivalasztottuk a két elvalaszto elemet, X-et az X; = {x €
Xz < e}, Xo ={r € X|egs <z < er} és X3 ={z € X|z > ey}
diszjunkt részekre bontjuk. A felbontas soran meghatarozzuk az egyes
részek elemszamat. Ha | X;| < i < |X;] + | X3|, akkor a kivilasztandd
elem X5 eleme. Ebben az esetben tovabb megyiink, mig ellenkezo eset-
ben tdjra kezdjik.

A mintavételezési és kikiiszobolési miiveleteket addig ismételjiik, amig
el nem érjiik, hogy a megmaradé kulesok szdma legfeljebb n%* legyen.
Ezutén a megmarado kulesok koziil az ALT-KIVALASZT algoritmus segit-
ségével végezziik el a kivalasztast.

Az algoritmus pszeudokddja a koévetkezd. A pszeudokddban a N
munkavaltozé az €16 kulcsok szamat adja meg. Kezdetben legyen N = n
és minden kulcs legyen él6. Minden processzorra lgn kules jut. A 3. és
6. lépésekben a koncentracié azt jelenti, hogy a megfelel6 kulcsokat 6ssz-
egyljtjik és a kozos memoria egymast kovetd rekeszeiben helyezziik el
Oket.

VEL-KIVALASZT(X, 4, y,n) pdrhuzamos eljdards
Szdmitdsi modell: k6z6s CRCW PRAM

Bemenet: X = ky, ko, ..., k, (p kiilénboz6 kulcs)

Kimenet: y (az i-edik legkisebb kulcs értéke)

01 N<+n
02 €<+ 0.6
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03 while N > n'—

04
05

06
07

08

Minden él6 kulcs Ni valbszintiséggel keriil az M mintaba.

n_
Ign

P; meghatarozza a minta ¢ méretét és azt minden

P; in parallel for j < 1 to

processzorhoz eljuttatja. Ha nem teljestl

0.5N17¢ < ¢ < 15N,

akkor folytatja a 0l-es 1épésnél.
Koncentraljuk és rendezziik a mintaban 1évé kulcsokat.
Legyen e; az M minta [ 2| — d\/qlg N és e; a minta
| %] + dy/qlg N rangt eleme, ahol d egy v/3a-nél nagyobb
allandé. Szorjuk e és ey értékét minden processzorhoz.
Szamoljuk meg a [e1, e5] intervallumba es6 é16 kulesok 1,
valamint az e;-nél kisebb kulcsok K szamat.
Minden processzorhoz juttassuk el ezt a két szamot.
Hai ¢ (I,1+ K) vagy I # (NU+9/2(/N,
akkor folytassuk az 1-es 1épéssel — egyébként hagyjuk el az
e1-nél kisebb és az e>-nél nagyobb kulcsokat és

legyen ¢ -1 — K és N < I.

09 Koncentréaljuk és rendezziik a mintaban 1évé kulesokat.

Hatarozzuk meg y értékét.

Nevezziik menetnek a while ciklus egyszeri lefutdsat. A mintak

szama minden menetben N és N ¢ paraméterekkel rendelkez6 binomialis

eloszlasu. Ezért a mintakban 1évo kulesok szamanak varhatd értéke N €.

A Csernov-egyenlotlenség segitségével belathatd, hogy

M| = O(N'") . (2.8)

Legyen M egy m elemii minta, amelyet egy n elemii X halmazbdl al-

litottunk elé. Legyen kivdlaszt(j, M) az M minta j-edik legkisebb eleme
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és r; = rang(kivdlaszt(j, M), X). Bizonyitas nélkiil emlitjik a kovetkez6

lemmat.

2.10. lemma. Minden o szamra

P <|rj | > V3a o (2.9)

) <

Ennek a lemmanak a segitségével bizonyithato a kovetkezo allitas.

2.11. tétel. A VEL-KIVALASZT algoritmus n/lgn processzoron O(lgn)

lépésben kivdlasztja n kilonbozo kules kézil az i-edik legkisebbet.

Ebbol a tételbol és a kivalasztas linearis 1épésigényébol kovetkezik,
hogy a VEL-KIVALASZT algoritmus nagy valésziniiséggel munkaopti-

malis.

2.3. Osszefésiilés

Adott 2 csokkenéleg (vagy novekvéleg) rendezett sorozat, melyek egytitt
p elemet tartalmaznak. A feladat ennek a sorozatnak egy csokkené (vagy
novekvo) sorozatta vald rendezése.

Ez a feladat egy soros processzoron O(p) lépéssel megoldhat6. Mivel
legrosszabb esetben minden elemet meg kell vizsgdlni és a helyére kell

tenni, ezért a feladat megoldasanak 1épésszamigénye Q(p).

2.3.1. Logaritmikus idejii algoritmus

Legyen Xy = (ki, ko, ... km) és Xo = (kma1, kmao, - -, kam) a két be-
mend sorozat. Az egyszeriiség kedvéért legyen m 2 hatvanya és a kulcsok
kiilléonbozzenek.

Az Osszeféstiléshez elég az Osszes kules rangjanak kiszamitasa. Ha a
rangokat ismerjiik, akkor p = 2m processzoron egy lépésben beirhatjuk

az 1 rangu kulcsot az i-edik memoriarekeszbe.
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2.12. tétel. A LOG-0OSSZEFESUL algoritmus két m hosszusdagi kulcsso-
rozatot O(lgm) idd alatt fésil dssze 2m CREW PRAM processzoron.

Bizonyitas. A k kulcs rangja legyen r} (r?) X;-ben (Xs-ben). Ha k =
k; € X1, akkor legyen rj = j. Ha egy kiilon 7 processzort rendeliink k-
hoz, akkor az bindris kivdlasztéssal O(lgm) 1épéssel meghatarozza azon
Xo-beli elemek g szamat, amelyek kisebbek, mint k. Ha ¢ ismert, akkor
7 kiszamithatja k& (X; U Xy)-beli rangjat: ez j + ¢ lesz. Ha k X5-hoz
tartozik, hasonloképpen jarhatunk el.

Osszegezve: ha elemenként egy, azaz Osszesen 2m processzorunk van,
akkor két m hosszisagu rendezett sorozat O(lgm) lépéssel Osszefésiil-

hetd. Az ezt megoldé algoritmus neve LOG-OSSZEFESUL. [

Ez az algoritmus nem munkaoptimélis, de munkahatékony.

2.3.2. Paros-paratlan Osszefésiilo algoritmus

Ez az algoritmus a klasszikus oszd meg és uralkodj elvet alkalmazza.
Legyen Xl = ]{?1, k’g, ceey k’m és XQ = k?m_|_1, k’m+2, c. ,k’gm a két be-
mend sorozat. Az egyszerliség kedvéért legyen m ketto hatvanya és a

kulcsok legyenek kiilonbozoek.

PAROS-PARATLAN-OSSZEFESUL(X1, X5)  pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szamitdsi modell: EREW PRAM
Bemenet: X és Xy (két rendezett sorozat)

Kimenet: Y (az Osszefésiilt sorozat)

01 ifm=1
then fésiiljiik 0ssze a sorozatokat egyetlen 6sszehasonlitassal
02 return Y

03 Bontsuk fel Xj-et és Xo-t paros és paratlan részre, azaz legyen
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XP = key ks, ket 68 XU =k, ka, . K.
04 Hasonléképpen bontsuk fel Xo-t is X5 és X5 részekre.
05 Rekurzivan fésiiljitk 6ssze XP™-t és XF""-t m processzoron.
Legyen az eredmény L; = [, (s, ...,[,,. Ugyanakkor
fésuljitk ossze X1"°-t és X5"°-t masik m
processzoron: az eredmény legyen
Lo =1lni1,lmio, o lom,.
06 Keverjiik 0ssze az L1, Lo sorozatokat, azaz legyen
L=11,lns1,lo, lnso, ooy Ly Lo
07 Hasonlitsuk ossze az (44, liv1) (1 =1,2,...,m — 1) parokat
és sziikség esetén cseréljik fel dket.
Az eredmény lesz a kimené sorozat.

08 return Y

2.5. példa. Kétszer nyolc szdm dsszefésiilése. Legyen X7 = 2, 5, 8, 11, 13,
16, 21, 25 és Xo = 4, 9, 12, 18, 23, 27, 31, 34. A 16 szam rendezését mutatja

a kovetkezo 2.6. abra.

Az 6sszefésiilé algoritmusok helyessége a nulla-egy elv segitségével
bizonyithato.

Egy 0sszehasonlitas alapti rendezé algoritmus egyszert, ha az 6ssze-
hasonlitandé elemek sorozata elére meg van hatarozva (ekkor a kévetkezé
6sszehasonlitas elemei nem fiiggnek a mostani eredménytél).

Formélisan ez azt jelenti, hogy adott az 6sszehasonlitand6 elemparok

indexeinek (i1, j1), (i2,72), - -5 (im,Jm) SOTOZAtA.

2.13. tétel (nulla-egy elv). Ha egy egyszerti ésszehasonlitdsos rendezd
algoritmus helyesen rendez eqy n hosszusdgu nulla-eqy sorozatot, akkor

tetszoleges kulcsokbol allo n hossziusagiu sorozatot is helyesen rendez.

Bizonyitas. Legyen A egy egyszerii dsszehasonlitdsos (novekvoleg) ren-
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X, =2,5,8,11,13,16,21,25 X, =4,9,12,18,23,27,31, 34

pn ps pn ps
Xl Xl X2 X2

2,8,13,21 5,11,16,25 4,12,23,31 9,18,27,34

Osszefésilés Osszefésilés

L1 =2,4,8,12,13,21,23,31 L, =5,9,11, 16, 18,25, 27, 34

Osszekeverés

L=2,54,9,8,11,12,16,13,18,21,25,23, 27,31, 34
VUV W VR VRN

l Osszehasonlitas és csere

2,4,5,8,9,11,12, 13, 16, 18,21, 23, 25, 27, 31, 34

2.6. Abra. 16 szdm rendezése a PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL algoritmussal.

dez6 algoritmus és legyen S egy olyan kulessorozat, melyet az adott
algoritmus rosszul rendez. Ekkor a rosszul rendezett S sorozatban van
olyan kulcs, amely az i-edik (1 < i < n — 1) helyen van annak ellenére,
hogy S-ben legalabb i nala kisebb elem van.

Legyen k S legelso (legkisebb indexti) ilyen kulcsa. A bemend sorozat-
ban irjunk a k-nal kisebb elemek helyére nullat, a tobbi elem helyére
egyest. FEzt a modositott 0-1 sorozatot A helyesen rendezi, ezért a k
helyére irt egyest a rendezett sorozatban legalabb ¢ darab nulla megel6zi.

Most kihasznéljuk, hogy A egyszer(i. A bemend sorozatban szinezziik
pirosra a k-nal kisebb (nulla) elemeket, és kékre a tobbit (egyeseket).
Indukcioval megmutatjuk, hogy az eredeti és a 0-1 sorozatnak megfelel6
szines sorozatok minden 6sszehasonlitas utan azonosak. A szinek szerint

haromféle 6sszehasonlitas van: kék, piros vagy kiillonb6zo szint elemek
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Osszehasonlitasa. Ha azonos szinl elemeket hasonlitunk 6ssze, akkor a
szinek sorozata egyik esetben sem valtozik. Ha viszont kiilonb6z6 szint
elemeket hasonlitunk 6ssze, akkor mindkét esetben a piros elem keriil a
kisebb, és a kék elem a nagyobb indexii helyre. Eszerint k-t legalabb ¢
nala kisebb elem megel6zi a rendezett sorozatban. Az ellentmondas az

allitas helyességét mutatja. [

2.6. példa. Egy nem dsszehasonlitisos rendezd algoritmus. Legyen (ki1, ko,
.., kpn) egy bitsorozat. Rendezhetjik tgy, hogy megszdmoljuk a nulldk z
szamat, majd lefrunk elébb z nullat, majd n — z egyest. Erre az elv nem

alkalmazhaté, mert ez nem 6sszehasonlitasos rendezés.

Az Osszefésiilés viszont rendezés, és a paros-paratlan Osszefésiilés

egyszeru.

2.14. tétel. A PAROS-PARATLAN-OSSZEFESUL algoritmus helyesen fé-

sl dssze tetszoleges szamokbol allo sorozatokat.

Bizonyitas. Legyenek X; és X, rendezett 0-1 sorozatok, melyek k6zos
hossza m. Legyen ¢1 (¢2) az X1 (X3) elején 4ll6 nulldk szdma. Az X7
ban 1év6 nulldk szama [q;/2], és az X7"°-ban 16v6 nulldk szama |q;/2].
fgy az Li-beli nulldk szama 2z, = [q¢1/2] + [q2/2] és az Ly-beli nullak
szdma zo = |q1/2] + |q2/2].

21 és zg kiillonbsége legfeljebb 2. Ez a kiillonbség pontosan akkor ketto,
ha ¢ és ¢o is paratlan. Egyébként a kiilonbség legfeljebb 1. Tegyiik fel,
hogy |21 — 22| = 2 (a tobbi eset hasonlé). Most Li-ben kettével tobb
nulla van. Amikor ezeket a harmadik 1épésben Osszekeverjiik, akkor L
elején nulldk vannak, azutéan 1,0, majd egyesek. A rendezetlen (piszkos)
rész csak az 1,0. Amikor a harmadik 1épésben az utolsé Osszehasonlités

és csere megtorténik, az egész sorozat rendezetté valik. [
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2.15. tétel (Osszeféstilés O(lgm) 1épéssel). A PAROS-PARATLAN-OSZ-
SZEFESUL algoritmus két m hosszisdgi kulcssorozatot 2m EREW PRAM

processzoron O(lgm) idd alatt fésil dssze.

Bizonyitas. Legyen az algoritmus 1épésszdama M (n). Az 1. 1épés O(1)

ideig tart. A 2. 1épés 7 ideig tart. Innen az

M(m) = M (”;) + o) (2.10)

rekurziv egyenléséget kapjuk, melynek megoldasa M(m) = O(lgm). =

2.3.3. Munkaoptimalis algoritmus

Most [2m/ g m| processzoron O(lgm) 1épéssel végezziik az 6sszefésiilést.
Ez az OPTIMALISAN-OSSZEFESUL algoritmus az eredeti problémét
©(m/lgm) részre osztja gy, hogy mindegyikben O(lgm) hosszisagu
rendezett sorozatokat kell osszefésiilni. Fzek a részproblémék soros al-
goritmussal O(lgm) 1épéssel megoldhatok.

Legyen X| = (x1,Z9,..., %) é8 Xo = (Tpmit1, Tma2,s s Tmam) 2
két bemend sorozat. Osszuk X-et flglmw részre: ekkor mindegyikben
legfeljebb [lgm| kulcs lesz. A részek legyenek A, Ay, ..., Ay, ahol M =
@%' Az A;-beli legnagyobb kules legyen I; (i = 1,2,..., M). Rendeljiink
egy-egy processzort ezekhez az [; elemekhez. Ezek a processzorok binaris
kivalasztassal meghatarozzak [; Xo-beli (rendezés szerinti) helyét. Ezek
a helyek felbontjak Xo-t M részre (ezek kozott tires részek is lehetnek —
lasd a kovetkezé 2.7. dbrat). Jeloljik ezeket a részeket By, Bs, ..., By-
mel. B;-t az A;-nek Xs-ben megfelel6 részhalmaznak nevezziik.

Ekkor X és X, Osszeféstilését megkaphatjuk tigy, hogy rendre 6ssze-
féstljuk Ai-et Bi-gyel, As-t Ba-vel és igy tovabb, majd ezeket a soroza-
tokat egyesitjiik.
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By By B3 Bum

i
y
A
y
A
\
A
\

Xo

Aq Ay As Am

2.7. abra. Munkaoptimalis 6sszefésilé algoritmus.

2.16. tétel. Az OPTIMALISAN-OSSZEFESUL két m hosszisdgu rendezett
kulcssorozatot flz—”nﬂ CREW PRAM processzoron ©(lgm) lépésben fé-

stl ossze.

Bizonyitas. Az el6z6 algoritmust alkalmazzuk. Az A; részek hossza
lgm, a B; részek hossza azonban nagy is lehet. Ezért még egyszer alka-
Imazzuk a felbontast. Legyen A;, B; tetsz6leges par. Ha |B;| = O(lgm),

akkor A; és B; egy processzoron O(lgm) 1épésben alatt 6sszefésiilheto.
|Bil
lgm
den rész legfeljebb 1gm egymast koveto kulcsot tartalmaz. Mindegyik

részre — ekkor min-

Ha viszont |B;| = w(lgm), akkor osszuk B;-t

részhez rendeljiink egy processzort, és az keresse meg az ennek a sorozat-
nak megfelel§ részhalmazt A;-ben: ehhez O(lglgm) 1épés elegendd. Igy

B' 7 I ’ 7z /7 .
Jg—;‘l részproblémara redukalhato, ahol minden

A; és B; Osszefésiilése
részprobléma két O(lgm) hossziisagi sorozat Osszeféstilése.
A felhasznalt processzorok szama M [|B;]/1lgm], ami legfeljebb

m/lgm + M, és ez legfeljebb 2M. n
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2.3.4. Egy O(lglgm) idejii algoritmus

Ha az el6z6 algoritmust kiegészitjiik az oszd meg és uralkodj elvvel, akkor

még gyorsabb algoritmust kapunk. Legyen y/m = b.

GYORSAN-OSSZEFESUL( X1, X5) parhuzamos eljdrds
Szamitasi modell: CREW PRAM

Bemenet: X, és Xo

Kimenet: Y

01 Bontsuk fel X;i-et b részre: ekkor minden részben b elem lesz.
Legyen A;-ben a legnagyobb kules I; (i = 1,2,...,b). Minden
l;-hez rendeljiink bprocesszort. Ezek a processzorok b-aris
keresést végeznek Xs-ben, hogy megtalaljak [; Xo-beli helyét. Ezzel
X5 b részre valod felbontasat kapjuk: legyenek ezek a részek
Bl, B,,..., By. A B; részhalmaz az A;-nek
Xo-ben megfelel6 részhalmaz.

02 Most X és X, Osszefésiiléséhez elegend6 A; és B; (1 =1,2,...,b)
Osszefésiilése. Az A;-k mérete adott, viszont a B;-k nagyon
nagyok (és nagyon kicsik) is lehetnek. Ezért tjra felbontunk.

03 return Y

Legyen A; és B; tetszOleges par. Ha |B;| = O(b), akkor a két sorozat
O(1) 1épésben Osszefésiilhetd b-aris kereséssel. Ha viszont |B;| = w(b),
akkor B;-t PBTZW részre osztjuk, ahol B;-nek minden részben legfeljebb
b egymast kovetd eleme van. Rendeljiink minden részhez b processzort,
hogy megtalaljdk az ehhez a halmazhoz tartozd részhalmazt A;-ben:
ehhez O(1) 1épés elég. gy A; és B; osszefésiilésének probléméja Pibw
részproblémara redukalhatd, ahol minden részprobléma két O(b) hosszi-
sagu sorozat Osszeféstilése.

A felhasznalt processzorok szama -0, b[|B;|/b], ami legfeljebb 2m.
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2.17. tétel (osszefésiilés O(lglgm) lépésben). A GYORSAN-OSSZE-
FESUL algoritmus két m hosszusdgi rendezett kulcssorozatot ©(lglgm)
lépésben fésiil dssze 2m CREW PRAM processzoron.

Bizonyitas. Legyen X; és X, a két adott sorozat. Legyenek a kulc-
sok kiilonbozék és legyen /m = b. Az algoritmus a feladatot N < 2b
részfeladatra redukélja, melyek mindegyike két O(b) hosszisagu ren-
dezett sorozat Osszefésiilése. A redukcié m processzoron O(1) lépésben
elvégezhetd. Ha az algoritmus lépésszama 2m processzoron T'(m), akkor
T (m) kielégiti a

T(m) = T(O(v/m)) + (1), T(2) = e (2.11)

rekurziv egyenletet, melynek megoldasa ©(lglgm).
Ennek belatasahoz a helyettesitéses modszert alkalmazzuk. Tegytik
fel, hogy sejtéstink minden, egy adott mg kiiszobszamnal kisebb m-re

teljestl. Ekkor ha m < my, akkor

T(vVm < cylglgv/m . (2.12)

Ebbdl és a 2.11 egyenletbdl kovetkezd T'(m) < T(O(y/m))+c3 egyen-

16tlenséghél a co = 2max(cy, c3) jeloléssel kovetkezik, hogy

T(m) < collglgvm + c3 < colglgm + e3lglgm < (2.13)

Ez az algoritmus nem munkaoptimalis, bar ©(m)/O(lglgm) =
©(m/lglgm) gyorsitasa nagyon kozel van m-hez. Hatékonysdga csak

©(1/1glgm). Ugyanakkor munkahatékony.
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2.4. Rendezés

Adott n > 2 kules. A feladat ezek csokkend vagy novekvd sorrendbe
val6 rendezése.

Ismert, hogy ha a megengedett miivelet a szokasos Gsszehasonlitas,
akkor minden A soros algoritmusnak N(n, A) = Q(nlgn) lépésre van
szitksége, masrészt vannak O(nlgn) 1épésszami Gsszehasonlitas alapi
algoritmusok, amelyek tehat aszimptotikusan optimalisak.

Mas miiveletek vagy a rendezendd kulcsok specialis tulajdonsagai
esetében a rendezés O(n) lépéssel is megoldhatéd. Ha legrosszabb eset-
ben minden kulcsot meg kell vizsgalni, akkor természetesen a lépésszam
N(n) = Q(n).

Tehat mind az 6sszehasonlitas alapi, mind pedig a specidlis esetben
ismert aszimptotikusan optimalis soros algoritmus.

Vizsgaljuk meg a kovetkezo kérdéseket. Hany rendez6 algoritmus
van? Ezek kozul hany egyszerti, hany optimélis (aszimptotikusan, szig-
ortian)?

Ezekre a kérdésekre nem konnyti valaszolni — példaul el6szor pon-
tosan definidlnunk kell, mi is az a rendez6 algoritmus.

Sziikitsiik a kérdést: hany 6sszehasonlitasra van sziikség n elem ren-

dezéséhez? jeloljiik ezt a szamot ¢(n)-nel. Ismert, hogy

E; g 4 <¢(n) < iz:;ﬂg i (2.14)

és hogy
c¢n) <nlgn—(n—1). (2.15)

Az alsé becslés dontési fakkal vagy informaciéelméleti eszkozokkel
igazolhat6 (lasd az als6 korlatokrdl szolo 77. alfejezetet), a felsé bec-
slések pedig a bindris beszuro, illetve az Osszefésiiléses rendezd jellemzo

adatai.
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4 elemre az alsé és a felso becslések egyarant 6tot adnak. 5 elemre
5! = 120 miatt az alsd becslés 7, viszont az el6bbi algoritmusoknak 8
Osszehasonlitasra van sziiksége.

n? processzoron a kulcsok rangja O(lgn) 1épéssel meghatdrozhato.
Ha a rangokat ismerjiik, akkor a rendezés egy parhuzamos irassal megold-
hato.

Tehat igaz a kovetkezo tétel.

2.18. tétel (rendezés O(lgn) 1épésben). n kules n? CRCW PRAM

processzoron rendezhetd O(lgn) lépéssel.

Mivel a kulesok meghatarozasa Q(lgn) ideig tart, ez a moddszer

©(n?lgn) munkat igényel, azaz nem munkahatékony.

2.4.1. Paros-paratlan algoritmus

Ez az algoritmus a klasszikus oszd meg és uralkodj elvet alkalmazza.
Az egyszerliség kedvéért legyen n ketto hatvanya és a kulcsok legyenek
kiilonbozok.

A kovetkezé6 EREW PRAM algoritmus O(lg” n) 1épést tesz.

PAROS-PARATLAN-RENDEZ(X) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szamitdsi modell: EREW PRAM

Bemenet: X (a rendezend6 kulcsok)

Kimenet: Y (a rendezett kulcsok)

01 if n=1

02 then Y + X

03 return Y

04 ifn>1

05 then Osszuk az X bemenetet két részre: ezek legyenek

X{ = kl,kg, .. .,kn/g és Xé = kn/2+17kn/2+27 .. -;kn-
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06 Rendezze § processzor rekurzivan Xi-t.
Az eredmény legyen X;. Ugyanakkor rendezze
5 processzor rekurzivan Xj-t.
07 Az eredmény legyen X,. Féstiljik ossze X;-et
és Xo-t 2m processzoron
a PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL algoritmussal.
08 return Y

Ez az algoritmus hasonlit a soros Osszefésiiléses algoritmusra. Ott
azonban a sorozatok legkisebb elemeit hasonlitjuk 6ssze és a kisebb elem

az Osszehasonlitas eredménye.

2.19. tétel (rendezés O(lg” n) lépéssel). A PAROS-PARATLAN algoritmus
n kulcsot n EREW PRAM processzoron ©(1g% n) lépéssel rendez.

Bizonyitas. Legyen T'(n) az algoritmus 1épésszama. Az 1. 1épés O(1)
ideig tart, a 2. 1épés T'(%) ideig, a 3. lépés pedig O(lgn) ideig. Ezért
T'(n) kielégiti a

T(n) = O(1) + T (Z) +O(gn) (2.16)

rekurziv egyenl6séget, melynek megoldasa T'(n) = O(lg* n). m

2.7. példa. Rendezés 16 processzorral. Rendezziik 16 processzoron a kovetkezo
szamokat: 25, 21, 8, 5, 2, 13, 11, 16, 23, 31, 9, 4, 18, 12, 27, 34. Az els6

lépésben az elsd 8 processzor az X| = (25,21,8,5,2,13,11,16)-6t, a mé-

sodik 8 processzor pedig az Xo = (4,9,12,18,23,27, 31, 34) sorozatot kapja.

A miésodik 1épésben az els6 8 processzor rekurzivan rendezi X{-t és az X; =

2,5,8,11,13,16, 21, 25 sorozatot kapja. Ezalatt a masodik 8 processzor el6al-

litja az Xo = 4,9,12,18, 23,27, 31, 34sorozatot. Osszefésiiléssel kapjuk a ren-

dezett Y-t.
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Ez az algoritmus ©(nlg”n) munkat végez. Hatékonysiga @(@%),

gyorsitasa © (ﬁ) .

2.4.2. Egy véletlenitett algoritmus (x)

Az O(1g” n) lépésszam véletlenitett algoritmussal is elérhetd.

2.20. tétel (rendezés O(lg”n) lépéssel). n kulcsn CREW PRAM pro-

cesszoron rendezheté O(1g”n) Iépéssel.

Bizonyitas. Ismert, hogy n elem koziil n/ lg n processzoron a kivilasztas
O(lgn) lépéssel megoldhaté. Legyen n processzorunk. Ekkor n adott
kulcs k medidnja O(lgn) lépéssel megtaldlhaté. Osszuk X-et 2 részre:
X, tartalmazza a k-nal nem nagyobb kulcsokat, X, pedig a tobbi kulc-
sot.

Az X| és X, részeket rekurzivan rendezziik n/2 processzoron, majd
az eredményeket lancoljuk Ossze.

Ha a rendezés ideje T'(n), akkor
T(n) =T (Z) +0(gn) , (2.17)

melynek megoldasa T'(n) = O(Ign). "

2.4.3. Preparata algoritmusa

Tobb processzorral a lépésszam csokkenthetd: Preparata algoritmusa

nlgn CREW PRAM processzoron O(lgn) parhuzamos 1épést végez.

PREPARATA(X) parhuzamos rekurziv eljdrds
Szamitasi modell: CREW PRAM

Bemenet: X (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (rendezett kulcsok)
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01 if n <20
02 then rendezziik az © bemenetet tetszoleges
rendez6 algoritmussal
03 return Y
04 Osszuk az adott n kulcsot lgn részre gy, hogy mindegyikben 1gLn
kulcs legyen. Rendezziik a részeket kiilon, rekurzivan,
mindegyik részhez n processzort rendelve.
A rendezett sorozatok legyenek
05 S1,52,...,S1gn-
06 Fésiiljiik ossze S;-t és S;-t (1 <i,j <lgn) parhuzamosan.
07 Rendeljiink lg n processzort a kulcsok eredeti sorozatra vonatkozé
rangjanak meghatarozasdhoz. Végiil a kulcsok a
08 rangok sorrendjében sorrendjében adjak a kimenetet.
09 return Y

Ez az algoritmus oszd meg és uralkodj elvii. A kulcssorozatot Ign
részre osztjuk, majd a részeket paronként Osszefésiilve minden kulc-
snak minden részre nézve meghatarozzuk a rangjat. Ezutan a kulcsok
tényleges rangja az el6bbi rangok Osszege.

Ha az 6todik lépésben minden (S;,S;) parhoz n/lgn processzort
rendeliink, akkor az 6sszeféstilés O(lglgn) 1épéssel elvégezhetd.

A hatodik lépésben a rang szamitasa parhuzamosan végezheto az
otodik lépésben kapott lgn rang Osszeadasaval: ezt a prefixet szamitod

OPTIMALIS-PREFIX algoritmus O(lglgn) lépéssel oldja meg.

2.21. tétel (rendezés ©(lgn) lépéssel). A PREPARATA algoritmus n el-
emet nlgn CREW PRAM processzoron ©(lgn) lépésben rendez.

Bizonyitas. Legyen a Preparata-algoritmus futési ideje T'(n). A ne-

gyedik 1épés idéigénye T'(n/lgn), az 6todik és a hatodik 1épésé egyiitt
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O(lglgn). Ezért

T(n) =T <lg"n> +0(glgn) . (2.18)

melynek megoldasa (helyettesitéses modszerrel) T'(n) = ©(lgn).
Ehhez tegyiik fel, hogy (2.18) mellett 7'(2) = ¢;.
A (2.18) képletbél kovetkezik, hogy

T(n) =T <1g”n) +0(glgn), (2.19)

azaz van olyan cy pozitiv konstans és n; kiiszobszam, hogy ha n > nq,

akkor
n
Tn) < T2 ) + e lglgn. 2.2
<7 () +eataten 220)

Indukcios feltételként tegyiik fel, hogy van olyan ny kiiszobszam és c3

konstans, hogy ha n < ny, akkor
T(n) <cslgn. (2.21)
Legyen most ¢4 = max(cy, ca, c3). Ekkor a (2.19) Osszefliggésbél az
indukcios feltétel felhasznéalasaval adodik, hogy

T(n)<T <1n> + o lglgn < c3lgn —lglgn + con. (2.22)
gn

Vélasszuk meg cz-at gy, hogy c3 = max(cy, ¢2). Ekkor a kezdeti feltételt
is ki tudjuk elégiteni.

A lassulasra vonatkozo tétel segitségével kapjuk a kovetkezo allitast.
2.22. kovetkezmény (rendezés ”1% processzoron). Tetszdleges

nlgn
t

t > 1 egész szamra n tetszéleges kulcs rendezhetd O(t1gn) lépésben
CREW PRAM processzoron.
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A Preparata-algoritmus munkaja ugyanannyi, mint a paros-paratlan
rendezé algoritmusé, viszont a gyorsitdsa jobb: O(n). Mindkét algorit-

mus hatékonysdga O(1/1gn).

2.4.4. Reischuk véletlenitett algoritmusa (x)

Reischuk algoritmusa n processzoron O(lgn) parhuzamos 1épést tesz,
azaz nagy valoszintiséggel munkahatékony.

Alapja Preparata algoritmusa és a kovetkezo tétel.

2.23. tétel (Korlatos egészek rendezése.). Ha n  kulcs mindegyike

0, n(lgn)‘] intervallumbdl vett egész szim (ahol c tetszéleges konstans),
akkor ezek a kulcsok lgln CREW PRAM processzoron rendezhetdk
O(lgn) Iépésben.

Az algoritmus a kovetkezd.

REISCHUK(X) parhuzamos eljaras
Szamitast modell: CREW PRAM

Bemenet: X (rendezendd kulcsok)
Kimenet: Y (rendezett kulcsok)

01 Legyen X = ky, ko, ..., k, a rendezend6 kulcssorozat.

N = lgﬁfn processzor mindegyike véletleniil kivalaszt egy kulcsot.
02 Rendezziik az N kivalasztott kulcsot Preparata algoritmusaval.
Az eredmény legyen I, l5, ..., Iy.
03 Legyen K1 ={k € X|k < [1};
Ki={keX|li1<k <l},i=23,...,N;
és Ky = {k € X|k > ly}. Parhuzamos bindris kivalasztassal
bontsuk fel X-et K, részekre.

04 Rendezziik a K; részeket a PREPARATA algoritmussal.
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05 Legyen Y a rendezett K, rendezett K, ..., rendezett Ky..
06 returnY

2.24. tétel (tetszbleges kulcsok gyors rendezése). A REISCHUK algorit-
mus n tetszbleges kulcsot n CREW PRAM processzoron O(lgn) 1épés-

ben rendez.

Bizonyitas. Reischuk algoritmusa szerint véletleniil kivalasztunk N =
n/lg* n kulcsot és ezeket Preparata algoritmuséval rendezziik. Ez a ren-
dezett minta az eredeti sorozatot N+1 — kozel azonos hossztusagu — rész-
sorozatra bontja, melyeket Preparata algoritmusaval rendeziink: ezek a
rendezett részsorozatok a megfelel6 sorrendben véve megadjak az ered-
ményt.

A REISCHUK algoritmus méasodik 1épése Nlg N < N lgn process-
zoron O(lg N) = O(lgn) id6 alatt elvégezhetd.

A harmadik 1épésben X felbontasat binaris kereséssel és az egészeket
rendez6 algoritmussal végezziik: minden kulcshoz tartozik egy process-
zor, amely az [y, s, ..., [y sorozatban végzett binaris kereséssel megadja,
hogy az adott kulcs a K; részhalmazok melyikéhez tartozik.

Mivel a részek sorszamai a [0, N + 1] intervallumbdl vett egészek,
az el6zd tétel alapjan legfeljebb n processzoron O(lgn) 1épéssel ren-
dezheték. A K; (1 < i < N) részekben nagy valdszintiséggel nem lesz
tobb elem, mint O(lg” n). Ugyanennyi processzoron és lépéssel a | K|
elemszamokat is meg tudjuk hatarozni minden részre.

A negyedik 1épésben minden K; rész rendezheté |K;|lg | K;| process-

zoron lg | K;| 1épéssel. Ezért a negyedik 1épés n processzoron
(maxlg | K;)?) (2.23)

lépéssel elvégezhetd. Ha max; |K;| = O(lg’n), akkor a negyedik 1épés
O((lglgn)?) lépéssel elvégezhetd. m
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2.5. Grafalgoritmusok

Legyen M egy n x n méretli matrix, amelynek az elemei nemnegativ
egész szamok. Az M métrixot M minmdtrizdnak nevezzik és a ko-
vetkez6képpen definialjuk:
M (i,i)=0 (1<i<n) (2.24)
és
M (17.7) = min{Mioil + Mi1i2 +..+ Mik—lik} (Z 7£ j) ) (2'25>
ahol a minimumot az olyan — az {1,2,...,n} halmaz elemeib6l képezett
— 10,11, - - . , 1) permutaciokra nézve képezziik, amelyekre 1o = 7 és i, = J.
Legyen G egy iranyitatlan graf, amelynek n csicsa van. Ennek re-
flexiv tranzitiv lezartjat A*-gal jeloljiik és tgy definialjuk, hogy ha ¢ = j
vagy V; és V; G-nek ugyanahhoz az 0sszefiiggd komponenséhez tartoz-
nak, akkor A*(7,j) = 1, egyébként A*(i,7) = 0.

2.8. példa. Iranyitott graf és minmatriza. Legyen G(V, E) egy iranyitott
graf, melynek csticsait az 1,2, ..., n szamokkal cimkézziik. Legyen M[i, j] =
0, ha i = j vagy a gréaf tartalmaz i-bol j-be vezetd élet. Egyébként M]i, j]
legyen 1. Ekkor M (1,7) pontosan akkor nulla, amikor van az i csicsbdl a j
csticsba vezetd 1t.

A 2.8. dbra egy 6 cstcsu irdnyitott grafot, valamint a hozzd tartozd M

maétrixot és annak minmatrixat abrazolja.

2.5.1. Minmatrix

Tobb — grafokkal kapcsolatos — feladat megoldasat megkonnyiti a min-
matrixok felhaszndlasa.

A MINMATRIX algoritmus meghatdrozza adott M matrix minmatrixat.

MINMATRIX (M, M)) pdrhuzamos eljdrds
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M M
010 1 1 1 0 0 0 0 0 010
1 0]0|0]O0 1 0 0 0 0 010
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 1 0] 0 1 1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 01010 0 0 0 0 010
010 1 0 1 0 0 0 0 0 010

2.8. abra. Egy graf és annak M-je és ]C[—je.

Szamitasi modell: CREW PRAM
Bemenet: M (egy n x n méreti matrix)

Kimenet: M (az M matrix minmétrixa)

01 Pj; in parallel for i <~ 1ton,j <« 1ton
do ml[i, j] + M|z, j]

02 rendezziik az N kivalasztott kulcsot Preparata algoritmusaval
Az eredmény legyen Iy, 1y, ..., IN.

03 fori<1ton

04 do P;j; in parallel for (i, j,k) < 1 to n

05 dli j, k] < mli, j] + mlj, K

06 P,; in parallel for (i,j) < ton
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07 do ml[i, j] + min{q[i, 1, 5], q[,2, 7], .., ¢li, n, j]
08 P; in parallel for i <~ 1 to n

do M (i,§) < 0
09 P; in parallel for (i,5) <1 ton

do M (i, j) < m(i, )

Ezzel kapcsolatos a kdvetkezo allités.

2.25. tétel (minmatrix szamitésa). Ha e tetszdleges pozitiv szam, akkor
a MIN-MATRIX algoritmus n*™¢ CRCW PRAM processzoron O(lgn)

lépésben meghatdrozza eqy n X n méreti, mdtrix minmdtrizdt.

2.5.2. Tranzitiv lezart

A 2.25. tétel segitségével belathatd a kovetkezd allitas.

2.26. tétel (tranzitiv lezart szamitasa). Ha € tetszéleges pozitiv szdm,

akkor n®t¢ CRCW PRAM processzoron O(lgn) Iépésben meghatdroz-

hato eqy n csucsi irdnyitott graf tranzitiv lezdrtja.

Bizonyitas. Ha M-et a 2.8. példa szerint definidljuk, akkor egy G graf

tranzitiv lezartja a minmétrix segitségével konnyen meghatarozhato. m

2.5.3. Osszefiiggd komponensek

Ugyancsak a 2.25. tétel segitségével bizonyithatjuk a kovetkezo allitast.

2.27. tétel (6sszefiiggd komponensek szamitésa). Ha € tetszéleges po-
zitiv szdm, akkor n3t® CRCW PRAM processzoron O(lgn) idé alatt

meghatdrozhatok eqy n-csucsiu graf dsszefiiggo komponensei.
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Bizonyitas. Legyen M|i, j| = 0, ha i = j vagy i és j Ossze vannak kotve
egy éllel. Egyébként M|i, j] legyen 1. Az i és j csicsok pontosan akkor

vannak ugyanabban az 0sszefiiggé komponensben, ha M [i,7]=0. =m

2.5.4. Minimalis feszitofa
A soros Kruskal-algoritmus parhuzamositasiaval belathato a kévetkezo

allités.

2.28. tétel (minimdlis feszitéfa). Ha € tetszdleges pozitiv szam, akkor
n>T¢ CRCW PRAM processzoron O(lgn) idé alatt meghatdrozhatd egy

n-cstucsu €élsulyozott graf minimalis feszitofdja.

2.6. Parhuzamos utemezés

Parhuzamos rendszerekben gyakori, hogy tobb folyamatnak olyan ero-
forrasra van sziiksége, amelyhez csak kolesonos kizarassal tudnak hoz-
zaférni. Peter Winkler a koévetkezé matematikai modellt javasolta az

ilyen parhuzamos folyamatok iitemezésére.

b1 bz ... by,
B— 11 12 1
b21 bQQ Ce bgn

olyan 2 x n méretli binaris matrix, amelyben by; (illetve by;) azt jelenti,

Legyen n > 1 and

hogy a P; (illetve P,) folyamatnak az i-edik (1 < i < n) id6egységben
szitksége van az adott eréforrasra, mig by = 0 (illetve by; = 0) azt jelzi,
hogy a megfelel6 folyamatnak az i-edik id6egységhen nincs sziiksége az
adott eréforrasra.

A B matrixot jonak nevezzik, ha by; + by; < 1 minden 1 < i <

n indexre teljestil. Adott B matrix esetén ezen feltétel teljestilésének
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ellenérzése O(n) id6 alatt megoldhaté.
Legyenek a B matrix elemei valoszintiségi valtozok, amelyek egymastol
fliggetlentil p valoszintiséggel veszik fel az 1 értéket. Ekkor annak val6szi-

niisége, hogy a B matrix egy realizacidja iitemezheto lesz,

P(p,n) = (1—p)*),

ami p > 0 esetén n novekedtével nulldhoz tart.

Peter Winkler javasolta, hogy a kévetkezo transzformacioval noveljiik
meg az utemezhetdség valoszinliségét: ha a B matrix tetszdleges bj; el-
eme 0, akkor az adott elem sajat helyérdl soranak végére kertil ugy, hogy
a sor i-nél nagyobb masodik indexti elemeinek masodik indexe eggyel

csOkken. Ha példaul by; = 0, akkor a B méatrix
bi1 b2 by j—1 001 j41 -+ by

sora a

bi1 D12 b1 j—1 bije1 o+ bp O

sorrda transzformdlhatd. Ez a mivelet az altalunk valasztott nulldkra
tetszoleges sorrendben végrehajthato.

A B métrixot titemezhetdnek nevezziik, ha jo, vagy a fenti miivelet-

(1)

matrix masodik oszopaban az elemek 6sszege 2, de a by, elem mozgatasa-

g [10
0 1

matrixba, tehat iitemezheto.

sorozattal jova alakithato.
Példaul a

val atmegy a jo

A B maétrix ttemezhetOségének természetesen elégséges feltétele,
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hogy j6. Ha minden 1 < k < n indexre teljesiil, hogy
k
> big + bay < K,
i=1
akkor a B matrixot biztosnak nevezziikk. A B matrix iitemezhetdségének

sziikséges feltétele, hogy B biztos legyen.

2.6.1. A feladat megfogalmazasa

Legyan m és n pozitiv egész, r (0 < r < m) és p (0 < p < 1) pedig

legyenek valos szamok.

211 212 Z1n

221 222 Zon
7 =

Zml ”Am2 .- Rmn

legyen olyan kolcsonosen fliggetlen valdszintiségi valtozokat tartalmazé

matrix, melyek kozos eloszlasa

D, hak=1¢é1<i:<m, 1<75<n,
g=1—p, hak=0¢é1<i:<m, 1<75<n.

Legyen
a1 a19 AT
921 929 ... Qo
A=
Am1 Am2 .. Qmnp

a Z matrix egy realizacioja.
A jo, biztos és litemezheté matrixokat a kovetkezoképpen definialjuk.
Az A matrix r-jo, ha az egyesek szadma minden oszlopaban legfeljebb

r, azaz ha

m
doai <r
i=1
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teljestil minden 1 < i < n indexre. Az m X n méreti r-jé6 matrixok sza-
mat G,(m,n)-nel jeloljik; annak valészintiségét pedig, hogy a Z matrix
j6, g-(m,n, p)-rel.

Az A matrix is r-biztos, ha az egyesen szama A minden k hosszi

prefixében legfeljebb kr, azaz

aijgkr (k:1,2,,n)

m k
=1

=17

A kiilénb6zé m x n méretli r-biztos matrixok szamat S, (m,n)-rel,
annak valosziniiségét pedig, hogy Z r-biztos, s,(m,n, p)-vel jeloljik.

Ha a;; = 0, akkor a;; torélheté A-bol. A torlés azt jelenti, hogy az
@i j+1, - - -, Qi elemek mésodik indexét eggyel csokkentjiik, az i-edik sor
végéhez hozzaadunk egy a;,, = 0 elemet.

Az A métrixot Winkler szerint r-iitemezhetének (réviden -
iitemezhetdnek) nevezziik, ha a fenti torlések segitségével r-j6 matrixsza
transzformalhat6. Az m x n méretli r-iitemezheté matrixok szamat
W,.(m, n)-vel, annak valdsziniiségét pedig, hogy Z r-iitemezhet, w,.(m,n, p)-
vel jeloljiik. A w,(m,n,p) figgvényt r-iitemezhetdségi fiiligvénynek
hivjuk.

A g.(m,n,r), w.(m,n,r) és s.(m,n,r) fuiggvényeket a megfelel6
matrixok stirtiségfiiggvényének hivjuk. A jo, biztos és itemezheté matrixok

aszimptotikus sturiségét a
gr(m,p) = lim_g,(m,n,p),
sp(m,p) = lim s.(m,n,p),

wy(m,p) = lim w,(m,n,p).

fuggvényekkel definialjuk. A

wcrit,r<m) - Sup{p ‘ wr(m,p) > 0}7
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Gerit,r(m) = sup{p | g-(m,p) > 0},
és
Scrit,r(m) - Sup{p ‘ 8r<m7p) > 0}
moédon definidlt kritikus stiriségek bizonyos alkalmazasokban kiillonésen
fontosak.
Célunk a jo, biztos és iitemezheté matrixok stirtiségének, aszimp-
totikus stirtiségének és kritikus valészintiségének jellemzése.

A kiindul6pont az, hogy Gacs Péter bebizonyitotta, hogy wi(2,p)

elég kis p-re pozitiv. Bizonyitdsa szerint w.;1(2) > 1074,

2.6.2. A feladat értelmezése

Bar a Winkler-modell eredetileg a perkolacié nevii fizikai jelenség leirasara
sziiletett, jol hasznalhaté parhuzamos folyamatok titemezésének vizs-
galatara is. feltessziik, hogy m folyamat olyan, koledsonos kizarast igénylo
R eréforrast hasznal, amelybol r egységnyi all a folyamatok rendelkezésére.
A P, folyamat igényét az a1, @iz, . . ., a;, sorozattal irjuk le. a;; = 1 azt
jelenti, hogy a P; folyamatnak a j-edik id6egységben egységnyi eréfor-
rasra van szitksége; a;; = 0 pedig azt jelenti, hogy a F; folyamat a j-edik
idoegységben olyan hattértevékenységet folytat, amely elhalaszthaté a
R eréforras utolsé hasznélata utanni idére.

Az m = 1ésr = 1 specialis eset a jolismert jegyvaltasi vagy szavazasi
feladat, feladat, mig az m = 2 és r = 1 eset a perkolaci6 Winkler-
modellje.

Erdemes megjegyezni, hogy példaul az adatétviteli csatornak leirasahoz
a modell tovabb altalanosithaté gy, hogy tort mennyiségli eréforras
igénylését is megengedjiik.

A j6 matrixok nulldk torlése nélkiul ttemezhetck. A leirt transzfor-
macoval bizonyos nem jé matrixok is titemezhetévé teheték. A biztossag

sziikséges az tlitemezhetoséghez. Ezért a jo matrixok szama also, a biz-
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tos matrixok szama pedig felsé korlatot ad az iitemezheté matrixok

szamara.

2.6.3. Elemzéss

Ebben a pontban az egyesek aszimptotikus slirliségét vizsgaljuk, mint

a p valészintiség és a folyamatok m szaméanak fiiggvényét. A vizsgalt val-

tozdk (n, m, r, és p) és fiiggvények (g.(m,n,p), w.(m,n,p) és s.(m,n,p))
néhany alapvetd tulajdonsiga a kovetkezd: ha n € NT, r € R és

r€[0,m], p € Rés p € [0,1];, akkor a g,.quw, és s, figgvények

e n fiiggvényeként monoton csokkendek;

e p fliggvényeként monoton csokkenoek;

e m figgvényeként monoton csékkenoek;

e 1 fiiggvényeként monoton novekvoek.

A tovabbiakban feltessziik, hogy r = 1, azaz a j6 matrixok minden
oszlopaban legfeljebb egyetlen egyes fordulhat elo, és a biztos matrixok
els6 k oszlopaban o6sszesen legfeljebb k egyes leget (ahol 1 < k < n).
Ezért a tovabbiakban az r indexet elhagyjuk.

2.6.4. El6zetes eredmények

//////

Legyen C,, (n € NT) az olyan ay, as, . . ., as, bindris sorozatok szama,
n egyest és n nullat tartalmaznak ugy, hogy minden ay, as, ..., a; (1 <

k < 2n) kezddszelet legalabb annyi egyest tartalmaz, mint ahdny nullét.

2.29. lemma. Ha n > 0, akkor

o = 1 (2n)
n+1\n

Erdemes megjegyezni, hogy C, az n-edik Catalan-szam.
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2.30. lemma. Ha 0 <z <1, akkor
< 1 2k 2L ha0<z<?i
fay=2y e () @y = { T M=
im0 k1K 1, hal<z<l

Ha m > 2, akkor a csupa nullat tartalmazé oszlopokat fehéreknek
(W), a csak egyeseket tartalmaz6 oszlopokat feketéknek (B), a tobbi
oszlopot pedig sziirkének (G) nevezzik.

Ha m > 2, then az A métrix minden oszlopa ¢™ +mpqg™ ! valészinii-
séggel fehér vagy sziirke, ezért g(m,n,p) = (¢™ +mpg™ )" . Hap > 0,
then

g(m,p) = lim (qm —l—pqm_lm)n =0,
n—oo
igy a j6 matrixok stirtisége nulladhoz tart, ha az oszlopok szama tart

a végtelenbe.

2.31. lemma. Ha m > 2, akkor a jo matrixok ttemezhetok, az ftite-

mezheto matrizok pedig biztosak.
Ennek a lemmanak hasznos kovetkezménya az alabbi allitas.
2.32. kovetkezmény. Ha m > 2, akkor
g(m,n,p) < w(m,n,p) < s(m,n,p)
g9(m,p) < w(m,p) < s(m, p),
Gerit(m) < Werg(m) < Separ(m).
2.6.5. F6 eredmény
2.33. tétel. Ham > 2 és 0 <p <m, akkor
1

Serit(m) = e (2.26)

(2.27)
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Gyakorlatok

2.6-1. A globalis memoria M; rekeszében van bizonyos adat. Masoljuk
at ezt az adatot az My, M3, ..., M, rekeszekbe. Mutassuk meg, hogyan
lehet ezt megvaldsitani O(lgn) 1épéssel n EREW PRAM processzor fel-
hasznélasaval.

2.6-2. Adjunk meg egy olyan algoritmust, amely n/1lgn EREW PRAM
processzor felhasznalasaval O(lgn) 1épéssel megoldja az el6z6 gyakorla-
tot.

2.6-3. Legyen f(z) = a,2" + ap 12" ' 4+ -+ + a1 + ag. Adjunk O(1)
ideji CREW PRAM algoritmust a polinom értékének adott z helyen
valé kiszamitasara. Mennyi processzort igényel a javasolt algoritmus?
2.6-4. Adjunk meg egy O(lglgn) ideji algoritmust, amely n/lglgn
kozos CRCW PRAM processzoron O(lglgn) 1épésben megadja n tet-
szOleges szam maximumat.

2.6-5. Legyen A egy n kulcsot tartalmazé tomb. Mutassuk meg, hogy
n/lgn CREW PRAM processzoron O(lgn) lépésben meghatarozhatd
tetszoleges k € A kules rangja.

2.6-6. Tervezziink egy O(1) 1épésszamu algoritmust, amely n kozos
CRCW PRAM processzoron eldonti, hogy adott A[l..n]| témb elemei
kozott elofordul-e az 5, és ha igen, megadja a legnagyobb olyan ¢ in-
dexet, amelyre A[i] = 5.

2.6-7. Tervezziink algoritmust, amely n? CREW PRAM processzoron
O(1) lépésben 6sszefésiil két n hossziisagi rendezett sorozatot.

2.6-8. Hatarozzuk meg a fejezetben targyalt algoritmusok relativ se-

bességét, teljes futdsi idejét és hatékonysagat.
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Feladatok

2-1. Koz0s elem
Tervezziink algoritmust annak eldontésére, hogy adott A[1..n|és B[1..n]

tomboknek van-e k6zos eleme:
a. ha n? CRCW PRAM processzorunk van, akkor O(1) 1épésszamtit;
b. b. ha n CRCW PRAM processzorunk van, akkor O(1) 1épésszamiit.

2-2. Minimdlis feszitéfa
Parhuzamositsuk a minimalis feszit6fak meghatarozasara szolgalé Kruskal-
algoritmust és Prim-algoritmust. Tervezziink algoritmust arra a specialis

esetre, amikor az élek silya csak 0 vagy 1 lehet.

2-3. Osszes csucspdr tdvolsdga
Parhuzamositsuk a grafok 6sszes csticsparjanak tavolsagat meghatarozo

Bellman—Ford-algoritmust.

2-4. Kormentesség
Tervezziink parhuzamos algoritmust annak eldontésére, hogy adott iranyi-
tatlan graf tartalmaz-e kort. Elemezziik a kiilonb6z6 nagysagrendii pro-

cesszorszam esetében elérhetd W(n, p, P) futdsi idoket.



3. Racsok

Ebben a fejezetben racsokat (lancot, négyzetet és kockat) alkalmazunk

szamitasi modellként.

3.1. Szamitasi modellek

A k dimenziés (k > 1) dimenziés racs egy olyan my X mg X -+ X my
(my, ma, ..., my > 2) méretii halo, amelynek minden egyes met-
széspontjaban van egy processzor. Az élek a kommunikaciés vonalak,
melyek kétiranytak. A rics egy processzorat megcimkézzik egy (iy, ia, . . .
k-assal, — erre a processzorra a P, _;, jeloléssel hivatkozunk.

Minden processzor egy RAM, amely rendelkezik sajat (helyi) memo-
ridval. A P, _; processzor sajat memoriaja az M|iy, ..., ig, 1], M[iy,
cey iy 2], oo, MJiy, ... ik, m] rekeszekbdl All.

Minden processzor végre tud hajtani egyetlen lépésben olyan alapvetd
miiveleteket, mint az 0sszeadas, kivonas, szorzas, 0sszehasonlitas, sajat
memoéria elérése és igy tovabb. A processzorok miikodése szinkron méo-
don torténik, azaz minden processzor egy globdlis 6ra litemére egyszerre
hajtja végre az aktualis feladatat.

A legegyszer(ibb racs a k = 1 értékhez tartozé lanc alaki racs (rov-

iden ldnc).

7Zk)
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P~ —P)—P)— ()

3.1. abra. 6 processzoros lanc.

3.2. abra. 4 X 4 méretii négyzet.

Egy 6 processzoros lanc lathato a 3.1. abréan.

Egy lanc processzorai Py, P, ..., P,. Ezek a kovetkezdképpen van-
nak osszekotve. P, és P, kivételével mindegyik processzor ossze van
kotve a néala eggyel nagyobb (jobb szomszéd), illetve eggyel kisebb (bal
szomszéd) indextivel, mig a két széls6 processzornak csak egy szomszédja
van, Py, illetve P,_;. Az Osszekottetés kétiranyt.

Ha k = 2, akkor téglalap alakt racsot kapunk. Ha most my = mo =
VP = a, akkor a x a méretli négyzetet kapunk.

Egy 4 x 4 méretii négyzet lathaté a 3.2. abran.

Egy a x a méretii négyzet tartalmaz részgratként szamos a pro-
cesszoros lancot. A racs algoritmus egyes 1épései gyakran tekinthetck
lancokon végzett miveleteknek. A processzorok kozotti kommunikécio
barmely rogzitett osszekotottségii gépben kommunikacios lancok segit-
ségével torténik. Ha két olyan processzor akar kommunikalni egymas-

sal, amik egy éllel Ossze vannak kotve, akkor azt egyetlen lépésben
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3.3. abra. 2 X 2 X 2 méretii kocka.

elvégezhetik. Ha nincs kozottiik él, akkor az ket 6sszekotd utak valame-
lyikén torténhet meg a kommunikacio, tehat a sziikséges 1épésszam
(legalabbis rovid tizenetek esetén) fliigg az it hosszatol. Feltessziik, hogy
egy processzor egyetlen 1épésben képes végrehajtani egy szamitast és/vagy
kommunikéalni akar mind a négy szomszédjaval.

Egy racsban azok a processzorok, amelyeknek elsé (mésodik) ko-
ordinatdja megegyezik, egy sort (oszlopot) alkotnak. Példaul egy a x a
méretli négyzetben az i-edik sor a Py, P2, ..., P, processzorokbol
all. Mindegyik sor vagy oszlop egy a processzoros lanc. Egy racs algo-
ritmus gyakran all olyan lépésekbdl, melyeket csak bizonyos sorokban
vagy oszlopokban 1é6v0 processzorok végeznek el.

Ha k = 3, akkor tégla alaku racsot kapunk. Az m; = my = mg =
3 /p specidlis esetben kockdrdl és a kocka méretére az n x n x n jelolést
alkalmazzuk.

A 3.3. abra egy 2 x 2 x 2 méretii kockat abrazol.

3.2. Csomagiranyitas

A processzorok kozotti kommunikacio egyetlen lépése egy rogzitett sz-

erkezetli halézatban a kévetkezo — csomagirdnyitdsi problémdnak
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nevezett — feladatként foghato fel. A halézatban minden processzornak
van egy adatcsomagja, amit egy masik processzornak akar elkiildeni. A
feladat a csomagok eljuttatasa a céljukhoz a lehetd leggyorsabban gy,
hogy egy 1épésben egy kommunikacios csatornan egy irdanyban egysz-
erre csak egy csomag utazhat. Az utobbi feltételre a csatorna savszé-
lességének korlatozottsaga miatt van sziikség. Konnyen elofordulhat,
hogy egy adott lépésben ketté vagy tobb csomag érkezik egy process-
zorhoz, és mindegyik ugyanazon a csatornan szeretne tovabbhaladni.
I[lyen esetben természetesen csak egy csomag utazhat a kovetkezo 1épés-
ben, a tobbiek pedig a processzornal egy varakozasi sorba keriilnek a
kés6bbi tovabbkiildés miatt. Egy els6bbségi szabdly alapjan dontjiik
el, hogy melyik csomagot kiildjiik el ilyen esetekben. Ilyen els6bbségi sz-
abélyok példaul az FDF (Farthest Destination First) FOF (Farthest
Origin) First) , FIFO, RAN (véletleniil vélasztunk)

A csomagiranyitasi feladat egy specialis esete a parcidlis permutd-
ci6s csomagirdnyitds (Partial Permutation Routing). A PPR-ben
minden processzornak legfeljebb egy elkiildendé csomagja van, és egy
adott processzorhoz legfeljebb egy csomagot kell kiildeniink. A PPR-t
egy ERCW PRAM gépen egy parhuzamos irassal megoldhatjuk. De egy
altalanos rogzitett Osszekotottségli hdlézatban a probléma gyakran igen
bonyolult. Tipikusan a bemenet egy bizonyos sorrendben keriil a pro-
cesszorokhoz, és a kimenetnek tgyszintén egy elére megadott sorrend-
ben kell megjelennie. Csupan egy ilyen sorrend atrendezés néha tébb
PPR-t igényelhet. Ezért barmely nem trividlis rogzitett osszekotottségli
halozati algoritmus tervezéséhez sziikség van PPR-ekre. Ez az egyik
lényeges kiilonbség a halozati és a PRAM algoritmusok kozott.

Egy csomagiranyitasi algoritmus legfontosabb jellemzéi a futdsi ideje
amig az utolsé csomag is eléri a céljat, és a vdrakozdst sor hossza,

ami az egy processzornal maximéalisan varakozé csomagok szama. A
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sor lehetséges hosszat alulrdl korlatozza az egy processzortél induld,
valamint az egy processzorhoz érkez csomagok maximalis szama. Feltételez-
ziik, hogy a csomag nemcsak a kiildendd informaciét tartalmazza, hanem
a kiilldo és a célprocesszor azonositojat is. Egy csomagiranyitasi algo-
ritmus bemend adatai a csomagok indulédsi helye és célja, valamint a
hasznalni kivant els6bbségi szabaly. Egy csomag utazasanak lépésszama
az indulas és a cél kozott megtett it és a sorokban eltoltott varakozas

hosszatol fligg.

3.1. példa. / csomag iranyitisa. Tekintsik az a,b, ¢, d csomagokat a 3.4.
abra (a) részén. A rendeltetési helyiiket az abra (g) része mutatja. Hasznaljuk
a FIFO elsObbségi szabalyt tigy, hogy holtverseny esetén énkényesen dontsiink
valamelyik csomag a javara. A csomagok a lehetd legrovidebb tton kézleked-
jenek. A t = 1 sorszamu lépésben minden csomag eggyel kozelebb keriil a
céljdhoz. Ennek eredményeként az a és a b ugyanazon a ponton vannak, tehéat
a t = 2 sorszamu lépésben valamelyiket varakoztatni kell. Mivel mindketten
egyszerre érkeztek, ezért ez egy holtverseny. Onkényesen dontiink, ezért ny-
erjen mondjuk a. Ugyanebben a 1épésben még c és d is csatlakozik b-hez. A
kovetkezo 1épésben b fog tovabbmenni, mivel 6 elobb érkezett, és ezért el-
s6bbsége van a tobbihez képest. A negyedik 1épésben ¢ és d holtversenyben
kiizd a tovabbhaladasért. Legyen d a gy6ztes, aki tovabb haladhat. Tovabbi
két 1épésben c is eljut a céljaba. Ekkorra minden csomag megérkezett.

Az a csomagnak 6t élen kellett athaladnia, és kozben sehol sem vart —
ezért Ot idGegység alatt ért célba. A ¢ csomagnak négy élen kellett dtutaznia,
és két alkalommal vart, ezért hat idGegység alatt ért célba — ez adja az al-
goritmus futdsi idejét. Vajon mas elsébbségi szabalyt hasznélva cstkkenhet a
lépésszam? Jatsszuk végig az el6z6 példat az FDF szabéllyal. Ekkor a futdsi

id6 6t idSegység lesz.
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3.4. abra. Példa csomagiranyitasra.

3.2.1. Csomagiranyitas lancon

Egy lancon, mivel az 6sszekotottség kétiranyud, a processzor egyszerre
kiildhet és fogadhat a szomszédjaitol tizeneteket. Ennek kovetkeztében
két ellentétes iranyi csomaglanc nem zavarja egymast. Ebben a részben
megmutatjuk, hogy a PPR lancon megoldhaté legfeljebb p—1 1épésben.
Vegytik észre, hogy a legrosszabb esetben legalabb p—1 1épés kell, hiszen
ez a lehet6 legnagyobb tavolsag két processzor kozott. Lancon PPR-en

kiviil vizsgalunk még néhany altalanosabb csomagiranyitasi feladatot is.

3.2. példa. PFiggetlen csomagdramok. A 3.5. dbran a balrdl jobbra hal-
addé csomagokat korokkel, a jobbrél balra haladé csomagokat pedig pipaval

jeloltiik. feltessziik, hogy a balra haladé csomagok célja Pj, a jobbra halado
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3.5. abra. A jobbra és balra haladé csomagaramok fiiggetlenek.

csomagoké pedig P,. Példaul az a és b csomagoknak egyidejlileg van sziik-
sége ugyanarra az élre, amikor az els§ 1épést megteszik (ellenkezé irdnyban).
Mivel az élek kétiranytuak, nincs verseny, a csomagok hasznalhatjak egyszerre
az élet. Mivel a P processzortol indulé csomagnak p — 1 élen kell keresztiil

haladnia, ezért a célba éréshez legalabb p — 1 1épésre van sziiksége.

Tegyiik fel, hogy egy p processzorbdl all6 lancban minden process-
zor legfeljebb egy tizenetet kiild, az tlizenetek célja tetszoleges lehet.
Tovabbitsuk a csomagokat a célprocesszorokhoz. Ezt a feladatot egy

kezdbcsomagos feladatnak nevezzik.

3.1. lemma (egy kezdécsomagos feladat). Az egy kezddesomagos fela-

dat egqy p processzoros lancon megoldhato legfeljebb p — 1 [épésben.

Bizonyitas. Minden ¢ tizenetet kiildhetiink a kezdd és a végpont ko-
zOtti legrovidebb uton. Tekintsiik csak azokat az tizeneteket, amelyek
balrol jobbra utaznak, hiszen a jobbrél balra utazokat teljesen hason-
l6an fliggetlentil vizsgalhatjuk. Ha ¢ a P; processzortél indul és P; felé
tart, akkor j — ¢ 1épésben éri azt el, hiszen sosem kell varakoznia egy
masik tzenetre. A leghosszabb ilyen ut 1-tél p-ig vezet, ezért p — 1
fels6 korlat a lépésszamra. Az egy cstcsba kiildott csomagok maximélis

szama jellemzi az algoritmus varakozasi soranak hosszat. [

Adott egy p processzorbdl all6 lanc. A P; processzor k; (0 < k; < p)
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uzenetet akar killdeni és )
> ki=p. (3.1)
i=1

Nincs két olyan iizenet, amelyeket azonos processzorhoz kellene kiildeni.
Tovabbitsuk a csomagokat a célprocesszorokhoz. Ezt a feladatot egy

célcsomagos feladatnak nevezzik.

3.2. lemma (egy célcsomagos feladat). Ha az FDF elsébbségi szabdlyt
hasznaljuk, akkor az eqy célcsomagos feladat eqy p processzoros lancon

megoldhato legfeljebb p — 1 lépés alatt.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ tizenet P;-bdl P;-be megy. Az dltaldnossag
megszoritasa nélkiil feltehetjik, hogy a csomag balrél jobbra halad. A
jobbrol balra haladé csomagoktdl eltekinthetiink hasonlé okok miatt,
mint az el6z6 lemmanal. Minden csomag a lehetd legrévidebb tton
halad, ami a mi esetiinkben j — i 1épést jelent. Ne feledkezziink meg
azonban azokrol a csomagokrol, amelyek j-nél nagyobb indextii process-
zorokhoz utaznak, mivel ezek (és csak ezek) megvarakoztathatjik g-t.
Ezen csomagok szdma legfeljebb p—j. Jelolje k1, ko, . . ., k1 a kezdeti al-
lapotban rendre a P, P, ..., Pj_; processzortol indul6 ilyen csomagok
szamat. Jelolje m minden 1épés utan azt az indexet, melyre k,, 1 > 1,
és ham < s < j, akkor ks < 1. Nevezziik a k,,, kg1, . . ., kj—1 sorozatot
szabad sorozatnak.

Vegyiik észre, hogy az elkovetkezokben a szabad sorozatban egyik
csomag sem fog varakozni. Ezenfeliill minden egyes lépésben legalabb
egy csomag csatlakozik a szabad sorozathoz.

A 3.6. abra egy szabad sorozatot mutat. Az dbran a szamok a megfelel$
processzoroknal (melyeknek csak az indexe szerepel az abrén) 1évé cso-
magok szamat mutatjak. Példaul a nulladik lépésben (¢t = 0) lépésben
P;-nél 3 csomag van és 1, 0, 1, 1 a szabad sorozat. A kovetkezd 1épésben

(t = 1) egy, majd az azt kovetd 1épésben (t = 2) 4 14j csomag csatlakozik
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v J
— 1+ =0
2 3 0 0 3 1 0 1 1

v J
— e
1 3 1 0 2 1 1 0 1 1

i J
— =
0 3 1 1 1 1 1 1 0 1 1

3.6. abra. Szabad sorozat.

tavolsag késleltetés

3.7. abra. A 3.1. lemma bizonyitdsanak szemléltetése

a szabad sorozatban 1évé csomagokhoz.

Igy legfeljebb p — j 1épés utén minden olyan csomag csatlakozott
a szabad sorozathoz, amely miatt ¢ varakozasra kényszeriilhet. Ezt a
helyzetet mutatja a 3.7. dbra: a ¢ csomagnak a legfeljebb p — 7 1épésnyi
varakozason felil j —i 1épést kell tennie, ezért legfeljebb p—i 1épés utan
célba ér.

A jobbrol balra haladé csomagok esetében hasonléan belathato, hogy

legfeljebb 7 — 1 1épésben megérkeznek a rendeltetési helytikre. [

Most definidljuk az d@ltalanos csomagiranyitdsi feladatot. Tételez-

ziik fel, hogy egy p processzoros lancon tobb csomag szarmazhat egy



134 3. Racsok

processzortol és tobb csomagot kiilldhetiink egy processzorhoz. Tovabba
a Py, Po,..., P, (j =1, 2, ..., p) processzoroktdl osszesen indul6
csomagok szdma nem tobb, mint j + f(p), p valamely rogzitett f(p)

fiiggvényére. Tovabbitsuk a csomagokat a célprocesszorokhoz.

3.3. lemma. (Altaldnos csomagirdnyitdsi feladat.) Ha a FOF elsébb-
séqi szabdlyt hasznaljuk, akkor az dltaldnos csomagiranyitasi probléma

megoldhato p + f(p) lépésben.

Bizonyitas. Legyen ¢ egy P;-b6l Pj-be utazé tizenet, ahol 7 < j (a
Jj > i eset hasonléan kezelhetd). A ¢ csomag legfeljebb i + f(p) cso-
mag miatt varakozhat, hiszen csak ennyi csomag érkezhet tavolabbrol
és lehet ezért nagyobb prioritasa. Ha ¢ minden egyes ilyen csomag mi-
att legfeljebb egyszer kényszeriil varakozni, akkor az Osszes varakozasi
lépésszama legfeljebb i+ f(p). Ha azonban valamely r csomag mondjuk
kétszer varakoztatja meg g-t, ez azt jelenti, hogy r varakozasra kénysz-
eriilt egy masik, nagyobb prioritdsi csomag miatt, ami sosem fogja ¢-t
megvarakoztatni. Emiatt ¢ varakozésa legfeljebb i + f(p) lehet. Mivel
g—nak mar csak j—i 1épést kell megtennie, ezért legfeljebb j+ f(p) 1épés
kell g helyre szallitasdhoz. Az Osszes csomagra ez a lépésszam legfeljebb

p+ f(p) n

3.3. példa. A 3.3 lemma bizonyitasanak szemléltetése

A 3.8. 4bra mutatja a 3.3. lemma bizonyitasanak menetét (a processzorok-
nak itt is csak az indexe szerepel). A példdban 8 csomag van: a, b, ¢, d, e, f, g, h.
Vizsgaljuk a g csomagot. Ezt a csomagot a tobbi 7 csomag késleltetheti. A
g csomag a t = 9 sorszamu lépésben éri el céljat. Megtett ttjanak hossza
2, késleltetése 7. Az dbra nem mutatja azokat a csomagokat, amelyek a P;

csticsban keresztezték egymast.
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J J

t=0 b+ =1

a,b ¢ d,e,f g,h a b cde figh

J J

t=2 ——+—+—+—+—— T+ t=3
a be,deg f h a,bc d,g e f
J J

t=4 b————F—F+—— bt t=5
a,b ¢,g d e a bg c d
J J

=6 b+ o =7
a,g b ¢ g a b
J J

t=8 b———+—F—F——A 1 t=9
g a g

3.8. abra. A 3.3. lemma bizonyitdsat illusztralé példa

3.2.2. Egy moho algoritmus a PPR megoldasara racson

Egy PPR probléma megoldasahoz egy \/p X \/p = a X a méretii rdcson
egy tzenetnek az (1, 1) csticsbél az (a, a) csicsba szallitasdhoz legalabb
N(n,a*,P) > 2(a — 1) 1épésre van szitkség. Ezért 2(a — 1) egy als6
korlat barmely csomagiranyité algoritmus lépésszaméanak legrosszabb
esetét vizsgalva: W(n,a* A) > 2(a —1).

Egy egyszerti PPR algoritmus, amely felhasznalja a lancoknal is-
mertetett csomagiranyitasi algoritmusokat, a kovetkez6. Legyen ¢ egy
tetszoleges csomag, amelyet a P;; processzortdl a Py; indextinek kell
elkiildeni. Az csomag az els6 fazisban a j-edik oszlop mentén a k-adik
sorig halad a legrovidebb tton. A masodik fazisban a k-adik sor mentén
a legrovidebb tuton az [-edik oszlophoz elérve a csomag megérkezett a
rendeltetési helyére. Egy csomag azonnal megkezdheti a masodik fazist
az elso befejezése utan, nem kell semmi masra varnia.

Az elsé fazis legfeljebb a—1 1épésben elvégezhetd, mivel a 3.1. lemma
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1,1 1,

( )O O( VD)
UG = &

NG %)
(vp, 1) (v/Ps v/P)

3.9. abra. A moh6 algoritmusnak hosszi sorra van sziiksége

alkalmazhat6. A masodik fazis a 3.3. lemmabdl kovetkezéen nem tart
a — 1 1épésnél tovabb. Igy az algoritmus 1épésszama legfeljebb 2(a — 1),
ami az elméleti alsé korlat, azaz az algoritmus abszolit optimalis.

De van egy komoly hatranya ennek az algoritmusnak, mégpedig az,
hogy a varakozasi sor hossza a/2. Nézziink erre egy példat. Legyen a cso-
magiranyitasi probléma olyan, hogy az els6 oszlop minden csomagjat a
a/2-edik sorba kelljen szallitani. Egy ilyen PPR esetén a (a/2,1) in-
dextli processzor minden lépésben két csomagot kap. Mivel mindketto
ugyanazt a kommunikacios vonalat szeretné hasznélni, ezért az egyik a
varakozasi sorba keriil. Ez megismétlédik egészen az a/2-edik 1épésig,
mikor is a/2 csomag lesz az (a/2,1) processzor varakozasi sordban.

Ezt a helyzetet mutatja a 3.9. dbra.

Az idedlis olyan algoritmus lenne, amelynek O(1) méretii varakozasi
sorra van sziiksége (vagy legalabb olyan algoritmus, melyre az f(p) fiig-

gvény lassan né, mint példaul a lgp).
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3.2.3. Véletlenitett algoritmus ()

A kétfazisi moho algoritmus modosithato a véletlenités segitségével uigy,
hogy csak O(lgp) méretii varakozdsi sort hasznéljon. Az j HAROM-
FAZISU algoritmus harom fazisu és a 1épésszama 3a + o(a). Ebben az
algoritmusban a harom fazis teljesen elkiiloniil, azaz egy fazis csak akkor
kezdodhet el, ha az el6z6 fazist mar minden csomag befejezte. Fz a
megszoritas egyszertibbé teszi az elemzést

Legyen q egy tetszOleges csomag, amelyet P; ;-t6l Py -hez kell tovab-
bitani.

1. fdzis. A q csomag vélaszt egy véletlen Py ; processzort starthe-
lyének oszlopaban és a legrovidebb uton eljut oda.

2. fazis. A q csomag az i'. sor mentén tovabbitédik a Py process-
zorhoz.

3. fazis. Végiil ¢ — az [. oszlop mentén haladva — eléri rendeltetési
helyét.

3.4. tétel. A HAROM-FAZISU algoritmus befejezédik 3,/p+ O(p"/*1gp)
lépés alatt.

Bizonyitas. A 3.1. lemma alkalmazasabol addodik, hogy az els6 fazis
legfeljebb a lépésben befejezodik, mivel egyetlen csomag sem kényszeriil
varakozasra.

Tegyiik fel, hogy egy csomag a masodik fazist a Py ; processzorndl
kezdi. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a csomag
jobbra mozog. A Py, processzortél indulé csomagok szdma ennél a

lépésnél egy binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo
B ( 1) (3.2)
a, — .
a

paraméterekkel. Azért ennyi, mert a csomag van a j-edik oszlopban és

mindegyik % valdoszintiséggel keriil Py j-hez az elsé fazis végén. Ezenfeliil
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a masodik fazis kezdetén a Py, Py, ..., Py processzoroktdl indul6

csomagok szama szintén binomialis eloszlasi
B ( a, ) 3.3
J a (3.3)

paraméterekkel. (Felhaszndltuk azt a tényt, hogy B(ni,z) + B(ns, z) =
B(ny + ng,x).) Ennek a védltozénak a varhaté értéke j. A Csernov-
egyenlStlenséget felhaszndlva ez a szam > 1 — p~ 2! valdszinfiség-
gel legfeljebb j + 3ap*Inp minden a > 1 szédmra. Igy ez az érték
j 4+ O(pY*1gp). A 3.3. lemmat alkalmazva most azt kapjuk, hogy a
méasodik fazis a + O(p'/*1g p) 1épésben befejezddik.

A harmadik fazis elején barmely oszlopban akarmelyik processzortol
legfeljebb a csomag indul és legfeljebb egy csomag érkezik. Ezért a 3.3.

lemmanak megfeleloen a harmadik fazis legfeljebb a 1épést igényel. m

3.3. Alapfeladatok

Ebben az alfejezetben négy alapfeladat megoldasat mutatjuk be: tizenet-
szoéras, prefixszamitds, adatkoncentracié és ritka rendezés. Egy a x a
méretii rdcson mind a négy feladat megoldhaté O(a) 1épésben.

Mivel egy tizenet a négyzetracs egyik sarkabdl csak d = 2(a — 1)
lépésben juthat el az atellenes sarokba, ez a szam a 1épésszam also
korlatja az elébbi feladatokra, és legrosszabb esetben sziikség van az
atellenes sarokban 1év6 processzorok kozti kommunikaciéra. A d szam
a négyzetracs atmérdje.

A k-k irdnyitdsi feladat a kovetkezo. A halézat barmely process-

zoratol barmely masikhoz legfeljebb k csomagot kell elkiildeni.
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3.3.1. Uzenetszéras

Az tizenetszordsi feladat szerint a haldézat megadott processzoratol
tizenetet kell eljuttatni megadott célprocesszorokhoz (rendszerint az 6sszes
tobbi processzorhoz).

Legyen L egy p processzoros lanc és legyen M egy lizenet, ame-
lyet a P, processzornak kell elkiildenie a tobbi processzorhoz. A feladat
megoldhato olyan egyszeriien, hogy P, elkiildi az iizenetet Pr-nek, az
tovabb kiildi P3-nak és igy tovabb. Ekkor az tizenet p — 1 lépésben eljut
a legtavolabbi processzorhoz, P,-hez. Mivel a lanc atméréje p — 1, ez a
lehetd legkisebb 1épésszam.

Egy a x a méretii négyzetracsban az tizenetkiildést két fazisban
valésithatjuk meg. Az els6 fazisban az tizenetet kiildé P;; processzor
eljuttatja tizenetét az i-edik sor minden processzorahoz. Ezutan a méa-
sodik fazisban az i-edik sor minden processzora eljuttatja az lizenetet
a vele azonos oszlopban 1év0 processzorokhoz. Ez Osszesen legfeljebb
2(a — 1) 1épést vesz igénybe.

Formalizaljuk allitasunkat.

3.5. tétel. Eqy p processzoros ldncon az tizenetszords p — 1 = O(p) idd
alatt elvégezhetd. Eqgy a x a méretl racson az tzenetszdrds 2(a — 1) =
O(a) idd alatt elvégezhetd.

3.4. példa. Uzenetszords racson. A 3.10. dbra egy 4 x 4 méretli négyzeten
valé lizenetszoérds két fazisit mutatja. Az lizenetek a P53 processzortol in-
dulnak és az els6 fazisban eljutnak a P 1, P2 és P4 processzorokhoz. A
méasodik fazisban a méasodik sor processzorai mind felfelé, mind lefelé elkiildik
az M tuzenetet. Az lizenetszéras a legrosszabb esetre jellemzé 6 1épés helyett

mar 4 1épés alatt befejezddik.
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1. fazis 2. fazis

3.10. abra. Uzenetszéras négyzeten

3.3.2. Prefixszamitas

A maésodik fejezetben tobb algoritmust ismertettiink, amelyek kiilon-
boz6 parhuzamos gépeken megoldjak a prefixszamitasi feladatot. Most

lancon és négyzeten alkalmazhaté algoritmusok kovetkeznek.

Prefixszamitas lancon
Tegyiik fel, hogy az £ = Py, Py, ..., P, lanc P, (i =1, 2, ..., p) pro-
P; processzor memoridjaban lesz az y; prefix.

El6szor nézzink egy naiv algoritmust.

LANC-PREFIX(L, X,Y) pdrhuzamos eljdrds
Szamitasi modell: 1anc
Bemenet: X = (x1, xa, ..., x,) (az Osszeadandé elemek)

Kimenet: Y = (y1, y2, ..., yp) (a prefixek)

01 P, in parallel for i < 1 to p
02 ifi=1
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then P, az els6 1épésben elkiildi z1-et Pp-nek

03 ifi=p
then P, a p-edik lépésben kap egy elemet (z,_1-et)

P,_1-tdl, kiszamitja és tarolja z,_1 © xp-t

04 if i 1NT#p
then P; az i-edik lépésben kap egy elemet (z;_1-t)
P;_1-t0l, kiszamitja és tarolja z; = z;_1 @ x;-t,
majd z;-t elkildi P;,1-nek

Kozvetleniil adédik ennek az algoritmusnak a futasi ideje.

3.6. tétel. A LANC-PREFIX algoritmus egy ldncon ©(p) idd alatt hatd-

rozza meg p elem prefixeit.

Mivel egy soros processzorral p elem prefixei O(p) lépésben meghatarozhatok,
ugyanakkor W (p, p, LANC-PREFIX) = p?, ezért LANC-PREFIX nem munka-
hatékony.

Hasonl6 algoritmus alkalmazhaté négyzeten is. Tekintsiink egy a X a
méretli négyzetet. Sziikségiink van a processzorok egy indexelésére.
[lyenek a sorfolytonos, az oszlopfolytonos, kigydszeri sorfolytonos
és a blokkonként kigyodszerii sorfolytonos indexelés.

A blokkonként kigyészertien sorfolytonos indexelésnél a racsot megfelel6
mérett kisebb blokkokra bontjuk, és a blokkokon beliil alkalmazzuk
valamelyik indexelést.

A négyzeten vald prefixszamitas 3 fazisra oszthatd, melyekben a
szamitasokat minden fazisban vagy csak soronként, vagy oszloponként
végezziik. Az aldbbi NEGYZETEN-PREFIX algoritmus sorfolytonos in-

dexelést alkalmaz.

NEGYZETEN-PREFIX(X,Y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitasi modell: négyzet

Bemenet: X = (x1, ©a, ..., x,) (az Osszeadandd elemek)
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Kimenet: Y = (y1, y2, .., yp) (a prefixek)

01 P; in parallel for 7+ 1 to a

02 do LANC-PREFIX(S;, X[i], Y[i])

03 LANC-PREFIX(O;, Z[i])

04 Pj, in parallel for j <~ 1toa—1

05 kiildje el a kiszdmolt prefixet Pj;; ,-nak
06 S; in parallel for j < 1toa — 1

07 do UzZENET-SZOR()

08 P;; in parallel fori<-1toa—1, j< 1toa
09 szamolja ki és tarolja z; o © yiy1;-t

10 szamitsa ki és tarolja z; 1 @ x;-t
A futési id6 a kovetkezo.

3.7. tétel. A NEGYZETEN-PREFIX algoritmus a X a méretil négyzeten

sorfolytonos indexeléssel 3a+2 = O(a) lépésben elvégzi a prefirszamitdst.

3.5. példa. Prefixszamitas 4 x 4 méretii négyzeten. A 3.11. dbra (a) részén
16 rendezendd szam lathaté. Az elsé fazisban minden sorban kiszamitjuk a
prefixeket — az eredményt a (b) rész mutatja. A mdasodik fazisban csak a
negyedik oszlopban szdmolunk — az eredmény a (c) részen lathatd. Végiil
a harmadik fézisban aktualizaljuk a prefixeket — az eredményt a (d) rész

mutatja.

3.3.3. Adatkoncentracié

Tegyiik fel, hogy egy p processzoros hélézatban d (d < p) adat van —
processzoronként legfeljebb egy. Adatkoncentrdcio az a feladat, hogy az
adatokat egyesével helyezziik el az els6 d processzornal. Lanc esetében
az adatokat a P, P,, ..., P, processzorokhoz kell mozgatni. Réacs

esetében tetszés szerinti indexelés alkalmazhatd.
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3.11. abra. Prefixszamitds négyzeten

3.8. tétel. Az adatkoncentrdcio p processzoros lancon legfeljebb 2p lépés-

ben, a x a méreti négyzeten 6a + O(a'/?) Iépésben megoldhatd.

Bizonyitas. [

3.3.4. Ritka rendezés

Ha a rendezend6 kulcsok szama lényegesen kisebb, mint a rendezo halozat

mérete, akkor ritka leszamlald rendezésril (&) beszélink.

RITKA-RENDEZ(X,Y) parhuzamos eljdrds
Szdamitasi modell: négyzet
Bemenet: X (a rendezendé kulcsok)

Kimenet: Y (a rendezett kulcsok)

01 P, in parallel for 1 < j <a
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02 Szérja a k; kulcsot a j-edik oszlopban
03 P;; in parallel for 1 <¢ <a
Szoérja a k; kulcsot az i-edik oszlopban
04 P, in parallel for 1 <i<a
Kiszamitja k; rangjat az i-edik sorban
prefixszamitast végezve
05 P; in parallel for 1 <j <a
Elkiildi a k; kules rangjat P j-nek
06 P, in parallel for 1 <r <a

az r rangu kulcs elkiildése a P, , processzorhoz

3.9. tétel. (Rendezés négyzeten.) Ha a rendezendd kulcsok szdma legfel-
jebb a, akkor a RITKA-RENDEZ algoritmus rendezés eqy négyzeten O(a)
lépés alatt befejeziodik.

3.6. példa. 4 kulcs rendezése egy 4 x 4 méretli négyzeten

A 3.12. 4bra mutatja a (8,5,3,7) kulcssorozat rendezését egy 4 x 4 méretii
négyzeten. Az abra (a) részében a bemend adatok lathatok (a processzorok
els6 soranal). Az els6 1épésben az algoritmus az oszlopokban szérja az tizenetet
(a j-edik oszlopban kj-t): az eredményt a (b) részen latjuk. A masodik lépés-
ben soronként szérjuk az iizeneteket (az i-edik sorban k;-t) — az eredmény
a (c) részben lathato. A 3. és 4. 1épés utani helyzetet — amikor a kulcsok és
rangjaik az els6 sorban vannak — tikrozi a (d) dbrarész. Az (e) részben a

kulcsok mér rendezve vannak a processzorok elsé soraban.

3.4. Kivalasztas

A masodik fejezetben mar foglalkoztunk a specidlis és altalanos kivalasztasi

feladat megoldésara alkalmas PRAM algoritmusokkal.
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8 5 3 8 5 3 8:8 58 3;8 7,8
8 5 3 7 85 55 35 75
8 5 3 7 83 53 33 73
53 7 87573777
(a) (b) (c)
84 5.2 31 7.3 3 5 §

(d) (e)

3.12. abra. Ritka leszamldl6 rendezés négyzeten

Négyzeten két valtozatot vizsgalunk. Az egyikben feltételezziik, hogy
a kulcsok és a processzorok szama megegyezik. A masodik valtozat sz-
erint a processzorok szama kisebb, mint a kulcsok szama. Ha a szamitasi
modelliink PRAM, akkor az els6 feladatot megoldé algoritmus és a las-
sulasi tétel segitségével olyan algoritmust kaphatunk, amely hasznositja
az elvégzett munkat. Racsokra azonban nem ismert ilyen altalanos, a

lassulasra vonatkozd allitas. Ezért a masodik esetet kiilon kell kezelni.

3.4.1. Véletlenitett algoritmus az p = n esetre (x)

A parhuzamos gépre javasolt VELETLEN-HATEKONY-KIVALASZT algo-
ritmus modosithaté gy, hogy négyzeten is munkaoptimalis legyen — igy
kapjuk a NEGYZETEN-HATEKONY-KIVALASZT algoritmust.

Erre az algoritmusra érvényes a kovetkezo allitas.

3.10. tétel. A NEGYZETEN-HATEKONY-KIVALASZT algoritmus p kulcs

esetében egy négyzeten O(a) lépésben megoldja a kivdlasztdsi feladatot.
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Bizonyitas. A fokozat a while ciklus magjanak egyszeri végrehajtasa.
Korédbban megmutattuk, hogy az algoritmus O(1) fokozat alatt véget
ér.

A HATEKONY-KIVALASZT algoritmus elsd szakasza racson O(1) 1épést
igényel. A 2-5. 1épésekbdl all6 szakaszban leirt prefixszamitas O(a) 1épés
alatt befejezddik. A 2—6.1épésekben végzett adatkoncentraciéhoz a 3.11.
tétel szerint elég O(,/p) lépés. A 3. és 6. szakaszban végzett ritka ren-
dezéshez szintén elég O(\ﬂp)) lépés. A 4. és 6. szakaszban végzett
kivalasztas konstans 1épésben elvégezhetd, mivel rendezett sorozatboél

kell valasztani. =

3.4.2. Véletlenitett algoritmus a p < n esetre ()

Tegytik fel, hogy kevesebb processzorunk van, mint kulcsunk. Ha feltessziik,
hogy alkalmas ¢ > 1 konstanssal teljestl n = p°, akkor a HATEKONY-
KIVALASZT algoritmus ennek a feladatnak a megolddsara is atalakithato.

Minden processzor % kulccsal kezd. A while utasitas feltétele N > D
lesz (ahol D egy &lland6). A maésodik 1épésben a processzorok min-
den hozzajuk tartozo kulcsot W valoszintiséggel veszik a mintahoz.
Ezért ez a 1épés % id6t vesz igénybe. A mintdban 1év6 kulcsok szama
ON'Y* = 9(,/p). A harmadik lépés véltozatlan és O(\/p) id6t vesz
igénybe. Mivel a mintdban csak O(N'/3¢) kulcs van, a negyedik 1épés-
ben O(,/p) idé alatt koncentralhatok és rendezheték. Az 6todik lépés
O(/p) ideig tart, a hatodik és hetedik ugyancsak. gy minden fokozat
O(% + /p) ideig tart.

Ennek az algoritmusnak a 1épésszamara vonatkozik a kovetkezo tétel.

3.11. tétel. Ha ¢ > 1 dllando és n = p°, akkor az n kulcs kozil torténo

kivdlasztds egy négyzeten O ((% + /D) 1g lgp) lépésben elvégezheto.

Bizonyitas. A 2.3. lemmabdl kovetkezik, hogy az egyes fokozatokat
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tulélé kulesok szama legfeljebb

2y/aN=1/6), la N = O(N*=(1/6), lg N, (3.4)

ahol N az él6 kulcsok szdama az adott fokozat kezdetekor.

Ebbél adédik, hogy az algoritmusnak csak O(lglg p) fokozata van. m

3.4.3. Determinisztikus algoritmus a p < n esetre

Az algoritmus alapja, hogy az elemeket példaul 6t6s csoportokra bontja,
minden csoportnak meghatirozza a medianjat, majd kiszamitja ezen
medidnok M medianjat. Ezutdn meghatarozzuk M rangjat (rys), majd
az 1 < 1y Osszehasonlitdas eredményétol fiiggden elhagyjuk az M-nél
nagyobb, illetve nem nagyobb elemeket. Végiil a megmaradé kulecsok
kozil rekurzivan kivalasztjuk a megfelelot.

Amikor ezt az algoritmust halézatban hajtjuk végre, akkor célszert
arra torekedni, hogy a kulcsok egyenletesen legyenek a processzorok
kozott elosztva. Ennek érdekében a medidnok M medianjat stulyozassal
szamoljuk: minden csoportot az elemszamanak megfelel6 sullyal vesziink
figyelembe.

Legyen X = kq, ko, ..., k, egy kulcssorozat, és legyen w; a k; kulcs

silya, tovabba legyen a sulyok osszege W':

i=1
Ekkor az X sorozat silyozott medidnja (&) az a k; € X kulcs, ame-
lyre
W
km€X, km<k;
és W

km€X, km>k;
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3.7. példa. Silyozott médidn meghatarozasa

A silyozott médian meghatarozasanak egyik moédja, hogy rendezziik a
kulcsokat, és az igy kapott X' = ki, kb, ..., k] kulcssorozathoz tartozd
W' =wj, wh, ..., w), rendezett silysorozatnak meghatarozzuk a legkisebb
olyan prefixét (az 6sszeadés a miivelet), amely mar legalabb % Legyen X =
1, 3, 5, 6, 4, 2 és a megfelel6 sulyok legyenek 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ekkor W = 21,
W' =1, 6, 2,5, 3, 4 és a prefixek 1, 7, 9, 14, 17, 21. Mivel 14 a legelst
megfeleld prefix, ezért X — W-vel silyozott — medidnja 4 (és ennek silya 5).
DET-NEGYZETEN-KIVALASZT (k1, ko, . . ., kp, ) pdrhuzamos eljdards
Szamitdsi modell: négyzet

Bemenet: K =k, ...k, (a kulcsok)

Kimenet: i (a kivalasztott kulcs indexe)

01 N:=0
02 if lg% <lglgp
then minden processzor rendezzen
03  else minden processzor ossza fel a kulcsokat lg p egyenlo
részre ugy, hogy a kulcsok minden részben
legfeljebb akkordk, mint a téle jobbra 1évo részben.
04 while N > D
05 F, in parallel for ¢ < 1top
hatarozza meg a nala 1év6 kulcsok medidnjat.
Legyen M, a médian és N, a
megmaradé kulesok szama (81 < g < p).
06 hatarozzuk meg M, M, ... M, stlyozott medidnjit ugy,
hogy M, sulya N,. Legyen M a stlyozott médian.
07 Meghatarozzuk M rangjat a maradék kulcsok kozott
(legyen ez ryy) és ezt a rangot szétszérjuk.
08 if i < ry, then eltavolitunk minden kulcsot,

amely M-nél nagyobb.
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Processzor (1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3) (3,1) (3,2) (3,3)

111821@2419@1

@ 2 17 @ 7 4 @) 8 13
352725@2322@

l A silyozott médian 14.

1 @ 1w - 12 (- 1
® © @ 9 13
©

l A stlyozott médidn 5.

- - 12 - (8 13
@ @ ®@ .@

l A stlyozott médian 8.

A vélasz 8.

3.13. abra. Determinisztikus kivdlasztas 3 X 3 méretii négyzeten

09 Kiszamitjuk és szorjuk az eltavolitott kulcsok F szamat.
10 if i >ry
11 theni <+ 11— F

N+ N-F

12 return k;

3.8. példa. Kivdlasztds 3 X 3 méretd racson. A 3.13. dbra determinisztikus

kivilasztdst mutat be.

A futdsi idd a kovetkez6.

3.12. tétel (kivdlasztds négyzeten). A DET-NEGYZETEN-KIVALASZT al-

goritmus n kulcs kozil a X a méreti négyzeten O (%lg lgp) +alg n)
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C; Ci

3.14. abra. Kulcsok rangjanak szamitasa

lépésben megoldja a kivalasztdst.

3.5. Osszefésiilés

A masodik fejezetben tobb algoritmust is elemeztiink, amelyek PRAM

segitségével oldottak meg az Osszefésiilési feladatot.

3.5.1. Rangon alapulé Gsszefésiilés lancon

A RANGSOROL rangsoroldsi algoritmus 4talakithaté gy LANCON-OSSZEFESUL

algoritmussa, hogy a futasi ideje linedris legyen. Legyen L egy p pro-

cesszoros lanc. A bemené sorozatok legyenek X; = ki, ko, ... Kk, és
Xo = ki1, kmao, ..., kom. Kezdetben a P; processzornal két kulcs van:
ki és ki—l—m-

A 3.14. abra mutatja, hogyan utaznak a c¢; szamlalot tartalmazo

csomagok, amelyek végil visszatérnek a P; processzorhoz.

3.13. tétel. (Rangsoroldsos dsszefésiilés lancon.) Két p hosszisdgi ren-

dezett sorozatl eqy p processzoros lancon O(p) lépésben dsszefésiilhetd.

Bizonyitas. (]
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3.15. Abra. Paratlan-paros Osszefésiilés lancon

3.5.2. Paratlan-paros Osszefésiilés lancon

3.14. tétel. (Pdros-pdratlan dsszefésiilés lancon.) Két m hosszusagi sorozat

egy 2m processzoros lancon O(m) lépésben dsszefésiilhetd.

3.9. példa. Két / hosszisagu sorozat 0sszefésiilése 8 processzoron. A 3.15.
abra mutatja, hogyan fésiili 6ssze az algoritmus a rendezett (3,5,6,8) és (1,4,2,7)
sorozatokat egy 8 processzoros ldncon. Az dbra (a) része a bemend adatokat
mutatja. A (b) rész a bemend sorozatok paros és paratlan indexi(i elemeket
tartalmazoé részsorozatokra valé felbontdsat mutatja. A (c) rész az Py és Q1
sorozatok felcserélésével kapott allapotot tiikrozi.

A (d) abrarész a P; és P,, valamint a @1 és Qo sorozatok (rekurziv)
Osszefésiilésével kapott sorozatokat tartalmazza. A kévetkez6 két abrarész az
Osszekeveréssel kapott sorozatot, illetve a cserélo-Osszehasonlitdssal kapott

végeredményt abrazolja.

3.5.3. Paratlan-paros Gsszefésiilés négyzeten

Ebben a szakaszban négyzet a szamitasi modell. Feltessziik, hogy a 2
hatvanya és a bemend adatok két részre osztva, a 3.16. abra (a) részének
megfelel6en kigyoszeriien helyezkednek el az 1, 2,...; a/2, illetve az

a/2+1, a/2+2, ..., a oszlopindexii processzorok helyi memoériajaban.
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P Q1 Py Q2 P P Q1 Q2
(a) (b) (c)
P Q
(d) (e) ()

3.16. abra. Paratlan-paros osszefésiilés négyzeten

Mindkét rész a oszlopbdl és a/2 sorbdl éll6 adatkigyd.
Ennek a két rendezett sorozatnak az dsszeféstlésére alkalmas a kovetkezo

algoritmus.

NEGYZETEN-PP-FESUL(p) parhuzamos rekurziv eljdrds

Szamitdsi modell: négyzet

Bemenet: p (processzorszam, 2 paratlan hatvanya), X; és X
(mindkettd § hossztisdgl rendezett sorozat)

Kimenet: Y (p hosszusagu rendezett sorozat)

01 if =0
then fésiiljiik 0ssze a két kigyot
02  else cseréljiik fel Po-t és ()q-et

03 rekurzivan féstljiik 6ssze Pi-et és Po-t
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Most megmutatjuk, hogy ez az algoritmus O(a) 1épésben befejezédik.

3.15. tétel. (Kigydk rendezése ricson.) A RACSON-PP-FESUL algorit-
mus két a X § hosszusagi rendezett adatkigyot O(a) lépésben dsszefésiil

eqy a X a meéretil négyzeten.

Bizonyitas. Az algoritmus lépésszamara az

M) <M (;) +21 (3.8)

adodik, amelynek a megoldasa M(l) = O(,/p). "

3.6. Rendezés

A 2. fejezetben foglalkoztunk PRAM modellen rendez6 algoritmusokkal.

Most lanc és racs lesznek a felhasznalt szamitasi modellek.

3.6.1. Rendezés lancon

A LANCON-RANG-RENDEZ algoritmus el8szor meghatdrozza a rendezendd
kulesok rangjat, majd eljuttatja a kulcsokat a megfelel helyre. A LANCON-

BUBOREK-RENDEZ algoritmus a soros buborékrendezéshez hasonlit.

Rangsorol6 rendezés lancon

Ez az algoritmus O(p) 1épést tesz.

3.16. tétel. A LANCON-RANG-RENDEZ algoritmus p kulcsot egy p pro-

cesszoros lancon O(p) lépésben rendez.



154 3. Racsok

3.17. Abra. Paros-paratlan felcserél$ rendezés lancon

Paratlan-paros felcserél6 rendezés lancon
A LANCON-PP-RENDEZ algoritmus alapotlete ugyanaz, mint a soros
buborékrendezésé: a szomszédos kulcsokat 6sszehasonlitjuk és sziikség

esetén felcseréljiik.

LANCON-PP-RENDEZ(p) pdrhuzamos eljdrds
Szamitast modell: 1anc
Bemenet: X (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (p hossztsagu rendezett sorozat)

01 P, in parallel for i « 1top
02 do if 7 paratlan
then hasonlitson 0ssze és cseréljen

03 else hasonlitson Gssze és cseréljen

Ez az algoritmus is O(p) 1épést tesz.
3.17. tétel. A LANCON-PP-RENDEZ algoritmus eqy p processzoros ldn-

con p kulcsot O(p) lépésben rendez.

Paratlan-paros osszefésiilé rendezés lancon

A LANCON-FESUL-RENDEZ algoritmus alapotlete ugyanaz, mint a soros
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buborékrendezésé: a szomszédos kulcsokat Osszehasonlitjuk és sziikség
esetén felcseréljiik.

Ez az algoritmus is O(p) 1épést tesz.

3.18. tétel. A LANCON-FESUL-RENDEZ algoritmus eqy p processzoros

lancon p kulesot O(p) lépésben rendez.

3.6.2. Rendezés négyzeten

Két algoritmust vizsgalunk ebben az alfejezetben. A SHEARSON-RENDEZ
O(alga) 1épést tesz, a masik viszont O(a) 1épésszamanak koszonhetéen

munkahatékony.

Schearson rendezé algoritmusa

SCHEARSON-RENDEZ(p) parhuzamos eljdrds
Szdmitasi modell: négyzet

Bemenet: X (rendezend6 kulcsok)

Kimenet: Y (p hosszisagu rendezett sorozat

01 fori:=1ton
02 if ¢ paros then
03 Rendezziik az oszlopokat

04 Rendezziik az els6 sort novekvéleg

3.10. példa. Schearson-rendezés. A 3.18. dbra (a) része egy 4 x 4 méretii né-
gyzeten elrendezett kulcsokat abrazol. Az elsé fazisban a sorokat rendezziik
— az egymast kovetd sorokat ellenkezé médon (az elsé sort névekvéleg, a ma-
sodikat csokkenéleg stb.) Az els6 fazis eredményét mutatja az abra (b) része.
Az dbra kiovetkezd részei rendre a mésodik, ..., 6todik fazis utani helyzetet

mutatjak. Az 6todik fazis végén a négyzet rendezve van.
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15 12 8 32 8§ 12 15 32 2 11 5 3
7 13 6 17 17 13 7 6 8 12 7 6
2 16 19 25 2 16 19 25 17 13 15 25
18 11 5 3 18 11 5 3 18 16 19 32

(a) (b) ()

2 3 5 11 2 3 5 6 2 3 5 6
12 8 7 6 12 8 7 11 12 11 8 7
13 15 17 25 13 15 17 16 13 15 16 17
32 19 18 16 32 19 18 25 32 25 19 18

(d) () (f)

3.18. abra. Példa Schearson-rendezésre

Paratlan-paros 6sszefésiilé rendezés
Most a paratlan-paros rendezési algoritmust négyzeten valositjuk meg.
Egy példat mutat a 3.19. 4dbra.

Az algoritmus futési ideje a kdvetkezo.

3.19. tétel. (Pdratlan-pdros dsszefésiild rendezés.) p elem /px\/p méretii
négyzeten O(,/p) lépésben rendezhetd.

3.11. példa. 16 elem rendezése paratlan-paros Osszefésiiléssel A 3.19. abra

mutatja 16 szam rendezését négyzeten kigyoszerii sorfolytonos sorrendbe.
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6 2 3 5
708 4 14
(a) (b)

() (d)

3.19. abra. Paratlan-paros osszefésiilés négyzeten

3.7. Grafalgoritmusok

Ebben az alfejezetben el6szor néhany kockan futd grafalgoritmust mu-
tatunk be, majd négyzeten oldunk meg grafokkal kapcsolatos felada-
tokat.

3.7.1. Kocka

Ebben a szakaszban kocka lesz a szamitasi modell. A minmatrix, tranz-
itiv lezart, és az Osszefiiggd komponensek szamitasat mutatjuk be.

Ujra alkalmazzuk a mésodik fejezetben a tranzitiv lezért, osszefiggé
komponensek és legrovidebb utak meghatarozasara kidolgozott formal-
izmust.

El6szor a minmatrix szamitasara mutatunk egy algoritmust, amely
n x n xn méretil kockdn O(nlgn) lépést tesz. Ezutan a tranzitiv lezart,
a legrovidebb utak és a konvex burok meghatarozasara mutatunk be

négyzeten miikodo algoritmusokat.
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Minmatrix szamitasa
Az M métrixbol az M métrixot egy kockdn O(nlgn) lépésben meg
tudjuk hatarozni.

Egy n x n x n méretii kocka elemeit tigy definialjuk, hogy (i, *, *)

azokat a processzorokat jeloli, amelyeknek az elsé koordinataja i.

3.20. tétel. ( Minmdtriz szamitdsa kockdn.) Eqy n X n méretd mdtriz

minmdtriza egy nxnxn méreti kockan O(nlgn) lépésben kiszdmithato.

Iranyitott graf tranzitiv lezartja
Az el6z6ek alapjan adédik a KOCKA-LEZAR algoritmus, melynek 1épésszéma,

a kovetkezo.

3.21. tétel. (Tranzitiv lezdrt szamitdsa kockdn.) Egy n csticsi irdnyi-
tott grdf tranzitiv lezdrt matriza eqgy n X n X n méreti kockin O(nlgn)

lépésben kiszamithato.

Osszefiiggd komponensek meghatirozasa

3.22. tétel. (Osszefiiggd komponensek szdmitdsa rdcson.) Egyn csicsi
irdnyitott graf osszefiiggd komponensei eqy n X n X n méreti kockdn

O(nlgn) lépésben kiszamithatdk.

Bizonyitas. A minmatrixra vonatkozo tétel segitségével. [

3.7.2. Négyzet

Ebben az alfejezetben a tranzitiv lezart és a legrovidebb utak szamitasara
determinisztikus, a teljes parosités keresésére (paros grafban és altalanos

grafban) pedig véletlenitett algoritmust mutatunk be.



3.7. Gréfalgoritmusok 159

a3, 3]

al2,3 al3,2

all, 3] al2,2 al3,1

all, al2, -

afl,1 - -

' ' '

b[3,1] b[2,1] b[1,1] — (P & S)

b[372] b[272] b[172] - — & D P
b[3,3] b[2,3] b[1,3] - - — & 5 &)

3.20. abra. Két matrix szorzasa

Tranzitiv lezart
Egy n-cstcsa graf tranzitiv lezartja meghatarozhaté tgy, hogy n x n
méreti matrixokkal [lgn]| szorzast végziink. A koévetkezd tétel ezen

szorzasok négyzeten vald gyors elvégezhetoségét mondja ki.

3.23. tétel. (Mdtrizok szorzdsa négyzeten.) Az n xn méretii A = ali, j]
és Bli, j] mdtrizok eqgy n x n méretii négyzeten O(n) idd alatt dsszes-

zorozhatok.
Ennek a tételnek a segitségével belathatd a kovetkezo allités.

3.24. tétel. (Tranzitiv lezdrt rdacson.) Adott irdnyitatlan graf tranzitiv
lezart mdtriza egy n x n méretd négyzeten O(nlgn) lépésben meghatd-

rozhatd.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasat a 3.20. abra és a 3.21. abra segitségével

szemléltetjiik. [
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B[1,1  b[2,1] b[3,1]

3.21. abra. Az adatdram szimulélasa

Legrovidebb utak
A legrovidebb utak minden cstiicsparra valé meghatarozasara vonatkozik

a kovetkezo tétel.

3.25. tétel. (Legrovidebb utak meghatdrozdsa négyzeten.) A legrovidebb

utak egy graf minden csicspdarjdra eqy négyzeten O(nlgn) lépésben meghatdrozha

Konvex burok

n sikbeli pont konvex burka egy n-processzoros lancon O(n) id6 alatt
meghatarozhaté (1d. 3.10. gyakorlat). Ez az id6 nagy valdsziniiséggel
lényegesen csokkentheto.

Legyen Hy és H a sikbeli pontok két fels6 burka.

3.26. lemma. (Erintd szdmitdsa.) Legyen Hy és Hy két olyan felsd
burok, amelynek legfeljebb n pontja van. Ha P pontja Hi-nek, akkor
a Hy-vel bezdart szoge O(y/n) lépésben meghatdrozhatd.

3.27. lemma. (Két felsé burok kozis érintdje.) Ha Hy és Hy két felsd
burok legfeljebb n ponttal, akkor kézos érintdjik O(y/nlgn) lépésben

meghatdrozhato.
A két lemméabdl adédik a kovetkezo tétel.

3.28. tétel. (Konvex burok szdmitdsa.) n sikbeli pont kozds konvex burka

eqy /1 X \/n méretii négyzeten O(y/nlg*n) lépésben meghatdrozhato.
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(1,1) (1.1,4) | (2.2,4) (3,4.5)
(2,6) (4.1,6) | (4.1,6) (4,7.5)
(4.5,5.5) (5,5) | (6.5,5) (7,6)
(6.3,7) (6,8) | (9,6) (87)
(a)

(1,1) (1.1,4) (2,6) (4,7.5)

(4.1,6)
(4.5,55) (6,8) (8,7) (9,6)
(c)

(1,1) (1.1,4) | (2.2,4) (3,4.5)
(2,6) (4.1,6)
(4.5,5.5) (5,5) | (6.5,5) (7,6)
6.3,7) | (9,6) (8,7)

(b)
(1,1) (1.1,4) (2,6) (4,7.5)
(9,6)  (8,7) (6,8)

(d)

3.22. abra. Fels burok szamitdsa
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3.12. példa. 16 pont konver burka. A 3.22. dbra (a) része 16 pont adatait

mutatja. Fzek az adatok egy 4 x 4 méretli négyzetnek megfeleléen vannak

elrendezve. A 4 részre tagolt adatok minden negyedrészben az x-koordinatak

szerint rendezve tartalmazzédk az adatokat (azonban nem sorfolytonosan,

hanem kigyészerii sorrendben). A felsé burok (rekurziv) kiszdmitdsdnak ered-

ményét mutatja az abra (b) része. A két fels6, és a két alsé negyedrész Ossze-

féstilésének eredményét mutatja az dbra (c) része. Végiil az abra felsé részén,

illetve alsé részén dbrazolt burok Osszefésiilésével kapjuk az dbra (d) részén

bemutatott végeredményt.

Az 6sszefésiilés gyorsabb megoldasaval csokkenthetjiik az algoritmus
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3.23. abra. Két fels6 burok osszefésiilése

1épésszamét. A FELSO-BURKOT-FESUL algoritmus 6sszesen legfeljebb a?

pontot tartalmazé felsé burkokat O(a) 1épésben Osszefésiil.

FELSO-BURKOT-FESUL(a, u, v) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitasi modell: négyzetracs
Bemenet: By és By (mindkettd legfeljebb “2—2 pontot tartalmazo

fels6 burok)

Kimenet: Y (p hosszisdgu rendezett sorozat)

01 if [ =1 then
legyen u a baloldali pont és v a jobboldali pont

02 Legyen p a Hy kozépso pontja. Keressiik meg az érintének Hs-vel

03 kozos pontja. Allapitsuk meg u és p relativ helyzetét.
04 Hagyjuk el Hi-nek azt a felét, amely nem tartalmazza u-t.
05 Hasonloképpen hagyjuk el H felét is.

06 Ismételjiik ezt a lépést addig, amig H; és Hy negyedrésze marad
07 Rendezziik 4t H; és Hy megmarad6 pontjait ugy, hogy az [/2 x [/2
08 méretl részracsot a 3.23. abra szerint foglaljak el

09 Rekurzivan dolgozzunk a négyzeten

3.29. lemma. A FELSO-BURKOT-FESUL algoritmus eqy a X a méreti
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racson O(a) lépésben dsszefésiil két konvexr burkot.

Innen adédik, hogy a konvex burkot nagy valdszinliséggel az eléb-

binél gyorsabban is meg tudjuk hatarozni.

3.30. tétel. (Konvex burok négyzeten.) A KONVEX-BUROK-NEGYZETEN
algoritmus egy a x a méretii négyzeten O(a) lépésben meghatdrozza a*

pont konvex burkdt.

Gyakorlatok

3.7-1. Mennyi a FOF és a LIFO els6bbségi algoritmusok 1épésszama a
3.1. példa adatai esetében?

3.7-2. Egy p processzoros lanc minden processzoranal két csomag van.
Feltessziik, hogy p paros. A P; processzornal 1évo csomagok rendel-
tetési helye a P,j1; (1 =1, 2, ..., & +4). Minden csomag a szamara
legrovidebb 1ton jut el a célba. Hatarozzuk meg a csomagok utazasi
idejét a FOF, FDF, FIFO és LIFO elsébbségi modszerek esetében.
3.7-3. Egy a x a méretli racsban minden processzortol legfeljebb k& > 1
csomag indul és minden processzorhoz legfeljebb k csomag érkezik. Ter-
vezziink algoritmust, amely legfeljebb @ lépésben megoldja a cso-
magiranyitasi feladatot.

3.7-4. Mutassuk meg, hogy egy p processzoros gytiriiben a PPR prob-
Iéma £ lépésben megoldhato.

3.7-5. Hogyan oldhaté meg a szuffixszamitasi feladat egy /p x \/p
méretii racson O(,/p) lépésben?

3.7-6. p elem kozil kell a maximédlisat megkeresni egy /p X |/p méretii
racs segitségével. Az A algoritmus T'(,/p) 1épésben meghatarozza p elem
sulyozott medidanjat. Hogyan hasznalhaté fel A a keresésre és milyen
lépésszamot, kapunk?

3.7-7. Legyen

f(l’) = anmn + anfll'nil + -4+ a1x + ag. (39)
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Tervezzink algoritmust, amely lancon és racson meghatarozza az f(x)
polinom értékét egy © = x( helyen. Mennyi lesz a tervezett algoritmus
lépésszama?

3.7-8. Tekintstink egy /p X /p méretli négyzetet, melynek minden pro-
szam, ahol € a (0, 1) intervallumbdl vett dllandd. Tervezziink algoritmust
a legnagyobb kulcs kivalasztasara. Mennyi lesz e tervezett algoritmus
lépésszama?

3.7-9. Valositsuk meg a rangsoroldsi algoritmust egy /p x /p méreti
racson.

3.7-10. Mutassuk meg, hogy p pont konvex burka O(p) lépésben meg-
hatarozhato egy p processzoros lancon.

3.7-11. Tervezziink algoritmust, amely lancon és racson meghatarozza,
hogy adott n pont kozott van-e 3 olyan pont, amelyek egy egyenesre
esnek. Mit mondhatunk algoritmusaink 1épésszamarol és a felhasznélt

processzorok szamarol?

Feladatok

3-1. Csomagok irdnyitdsa kozeli célokhoz
Egy a X a méretii rdcsban minden processzor legfeljebb egy iizenetet
kiild és legfeljebb d tavolsagra. Tervezziink csomagiranyitasi algorit-

must, amely O(d) 1épést tesz.

3-2. Csomagirdanyitds téoruszon
Médositsuk tigy a HAROM-FAZISU algoritmust, hogy téruszon 1.5,/p +
o(p) lépést tegyen.
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3-3. Palindromadk ellendrzése

Egy adott X abécé feletti w = x129... 2, szét akkor neveziink palin-
dromdnak, ha w = z,z,_; ... 2 teljestl. Tervezziink parhuzamos algo-
ritmust, amely egy p processzoros ldancon O(p) 1épésben eldonti, hogy

egy p hosszusagu szo palindréoma-e.

3-4. Gyors Fourier-transzformadlt kiszamitdsa

Tervezziink algoritmust, amely egy p processzoros lancon O(p) 1épésben
kiszamitja egy p hosszisagi vektor FFT-jét (gyors Fourier-transzformaltjat).
Tervezziink récsot hasznalé algoritmust az FFT kiszamitasara. Milyen

lépésszam érhetd el?

3-5. Egycsomagos csomagirdnyitds

Tegyiik fel, hogy egy /p x y/p méretll racsban minden processzor pon-
tosan egy csomagot kiild és pontosan egy csomagot fogad. Tervezziink
olyan csomagiranyité algoritmust, melynek lépésszama O(,/p), az igényelt

sorhosszisaga pedig O(1).

3-6. Csoportokba rendezés lancon

« /s
« /ey

« sz

ez a rendezés megoldhaté O(n) lépésben.

3-7. Soronkénti és oszloponkénti rendezés

Mutassuk meg, hogy ha egy ,/p x |/p méretii racsban minden processzor

« /ey
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azutan oszloponként rendezziik, akkor a sorok és oszlopok is rendezettek

lesznek.

3-8. Prefix szamitdsa bindris fdval
Processzorok bindris fdja (réviden: bindris fa) olyan teljes binaris fa,
melynek minden csiicsaban van egy processzor és az élek adatatviteli
vonalak. A 4.8. dbra egy 4 levell bindris fat mutat. A bemend adatok
rendszerint a fa levelein jelennek meg. A n levelil binaris faban 2n — 1
processzor van és a fa magassiga [lgn|. Ha minden levélen van egy
szam, ezen szamok Osszegét kiszamithatjuk a kovetkezoképpen. El6szor
minden levél elkiildi a nala 16v6 szamot a sziildjének. Ha egy belsé pro-
cesszor kap két szamot alulrol, akkor 6sszeadja 6ket és az 6sszeget elkiildi
a sziil6jének. Ilymodon Ig n 1épés utan a gyokérben megjelenik az 6sszeg.
Oldjuk meg a prefixszamitasi problémat egy n leveli binaris faval.
Kezdetben minden levélnél van egy elem. A prefixek értékét a levelekrol

lehet kivinni. Hogyan oldhaté meg a feladat O(n) lépésben?

3-9. Topologikus rendezés racson

Tervezziink algoritmust, amely récs segitségével topologikusan rendez.

3-10. Kormentesség ellendrzése
Tervezziink algoritmust, amely racson ellenérzi, hogy adott iranyitatlan

graf tartalmaz-e kort?

3-11. Minimadlis feszitéfa 0-1 silyok esetében
Tegytik fel, hogy az iranyitott grafok éleinek silya nulla vagy egy lehet.

Tervezziink racsalgoritmust, amely meghatarozza a minimalis feszitofat.
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3-12. Haromszog mdtrix invertdldasa négyzeten
Mutassuk meg, hogyan lehet egy a x a méretli haromszog matrixot O(a)

lépésben invertalni egy a x a méretli négyzeten.

3-13. Haromdtlos madtrix invertdldsa négyzeten
Mutassuk meg, hogyan lehet egy a x a méreti hdroméatlés matrixot O(a)

lépésben invertalni egy a x a méretli négyzeten.

3-14. Konvex burok teriilete
Tervezziink olyan algoritmust, amely egy a x a méretii négyzeten O(a)

1épésben meghatdrozza a® pont konvex burkdnak teriiletét.



4. Hiperkocka

Ebben a fejezetben el6szor a felhasznalt szamitasi modelleket mutatjuk
be, azutan specidlis hdlézatos (mint a csomagirdnyités, tizenetszoras,
adatkoncentrald), végil tipikus ,, ,soros” (mint a kivdlasztds, Ossze-
féstilés, rendezés, grafokkal kapcsolatos problémék) feladatokat megoldé

algoritmusokat elemziink.

4.1. Szamitasi modellek

Ebben az alfejezetben egyrészt a hiperkocka és pillangd szamitési mod-

elleket, masrészt hélézatok egymasba agyazasat targyaljuk.

4.1.1. Hiperkocka

Az elso fejezetben szerepld definici6 szerint egy d dimenzids hiperkocka,
amelyet Hg-vel jeloliink, 2¢ processzorbél all. H, minden processzora
megcimkézhetd egy d bites binaris szammal. A harmadik fejezetben 1évo
3.3. dbra egy 3 dimenzids, a 4.1. dbra pedig egy 4 dimenziés hiperkockat
abrazol.

A processzort és cimkéjét ugyanazon szimbélummal jeloljik.

Ha v egy d bites bindris szam, akkor v els6 bitjét tekintjik legma-

gasabb helyiértékiinek. Jelolje v(i) azt a d bites binaris szdmot, amely
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4.1. abra. 4 dimenziés hiperkocka.

v-t6l csak az i-edik bitjében tér el. Hy minden P, processzorara igaz,
hogy az pontosan a Py; (i = 1,2,...,d) processzorokkal van 6sszekapc-
solva. A (v,v(i)) kapcsolatot i-edik szintd kapcsolatnak nevezziik. Mivel
Hy minden processzora pontosan d masikkal van Osszekotve, igy Hy
d-reguléris és a fokszama d.

Az w és v binaris szdmok Hamming-tavolsdga azon bitpoziciok
szama, amelyeken a két bindris szam eltér. Jele H (u,v). A H4 hiperkocka
barmely P, és P, processzora kozott van H(u,v) hosszisigi ut. Ha
ugyanis u és v két processzor Hg-ben, akkor egy kozottiik vezeto ut
megadhato a kovetkez6 médon. Legyenek iy, 19, ..., 7, azon bitpoziciok
(novekvs sorrendben) amelyeken P, és P, eltérnek. Ekkor létezik a
kovetkez6 ttvonal: w = wy, wy, wo, ..., wr = v, ahol w; = w;_1(i,7) (1 <
j < k). Ebbdl kovetkezik, hogy egy d-dimenziés hiperkocka atmérdje
pontosan d. A hiperkocka minden processzora egy helyi memoriaval ren-
delkez& RAM, amely minden alapvetd miiveletet (6sszeadds, kivonds,
szorzas, osztas, Osszehasonlitdas vagy a hozzaférés a helyi memoridhoz
stb.) egységnyi id6 alatt végez el. A processzorok kézotti kommunikacid

a processzorokat 6sszekotd kapcesolatok mentén torténik. Ha két pro-
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cesszor kozott nincs kozvetlen kapcesolat, akkor a kommunikacié az egyik
processzortdl a masikig vezeté it mentén lehetséges, am az adatatvitel
idoigénye egyenesen aranyos az ut hosszaval.

A kommunikacio egyidejisége szempontjabol kétféle hiperkockat kiilon-
boztethetiink meg. Az elsé tipus a soros vagy egyportos hiperkocka,
amelynél egy processzor egységnyi ido alatt egyetlen szomszédjaval képes
kommunikélni. Ezzel szemben a parhuzamosvagy tobbportos hiperkocka
egy processzora egységnyi ido alatt mind a d szomszédjaval képes ada-
tot cserélni. A tovabbiakban mindig jelolni fogjuk, hogy melyik kom-
munikacios modellt hasznaljuk. Mindkét megoldas szinkron processzor-
miikodést tételez fel, azaz minden idOegységben a processzorok min-
degyike pontosan egy utasitast hajt végre. A hiperkockaknak tobb —
szamunkra kedvezo — tulajdonsaga is van. Az egyik a kicsi atmér6. Egy
p processzoros hiperkockdnak az atmérdje lgp, mig az azonos szamu
processzort tartalmazé racs dtmérdje legalabb 2(,/p — 1). Egy masik
kedvez6 tulajdonsag, hogy Hgi1 felépithetd rekurzivan. Vegyiik ugya-
nis Hy két példanyat, H'-t és H"-t. Egészitsiik ki H' processzorainak
cimkéjét a 0 prefixszel, H”-ét pedig az 1 prefixszel. Ezutan H' minden
P, processzorat kosstink Ossze H" Py1y processzoraval. Ez a tulajdon-
sag megforditva azt is jelenti, hogy Hg+1 Hg-nek két példanyat tartal-
mazza. Példaul azon processzorok, amelyek cimkéjének elsé bitje 0, ha
csak a kozottiik futd kapcesolatokat vessziik figyelembe, pontosan kiad-
jak Hg-t. Sot, tetszoleges 1 < ¢ < d-re, azon processzorok, amelyek
cimkéjének g-adik bitje azonos, kiadjak Hg-t. Még altalanosabban, ha
rogzitjik ¢ (1 <7 < d+ 1) bit értékét, a megadott feltételt kielégit

processzorok H441)—-t alkotnak.
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4.1.2. Pillangé halézat

A pillangéhalozat kozeli kapcesolatban all a hiperkockakkal. A pillangéhaldza-
tokra tervezett algoritmusok konnyedén attltethetok hiperkockakra és
forditva. Valéjaban gyakran konnyebb az adott probléma megoldasét
pillangéhélézaton elkésziteni, majd onnan atiiltetni hiperkockara. Egy
d-dimenzids pillangohalézat, amelyet By-vel fogunk jelélni, p = (d+1)24
processzorbdl és d2?+1 élbél all. By minden processzora egy (r,l) par-
ral jellemezhetd, ahol 0 < r < 20 1650 < < d. Az r valtozdt
a processzor sorindexének nevezzilk, mig [ a processzor szintje. Egy
P, = (r,1) processzor (0 <[ < d) Bg-ben két, az (I+1)-edik szinten levo
processzorral van Osszekotve, a P, = (r,[+1) ésw = (r(l+1),1+1) pro-
cesszorokkal. Az (u,v) kapcsolatot kdzvetlen kapcsolatnak, (u,w)-t
pedig kereszt kapcsolatnak nevezziik. Mindkét tipust (I + 1)-edik sz-
intd kapcsolatnak mondjuk. Mivel minden processzor pontosan négy
masikkal van 6sszekotve, igy By cstcsainak fokszama (d-tél, illetve p-
t6l fiiggetleniil) négy, ezért a d-dimenzids pillangd halézat 4-reguldris
és a fokszama 4. Ha P, egy 0O-adik szinti processzor és P, egy d-edik
szinti, akkor 1étezik (és egyértelmiien meg van hatérozva) egy d hosszi-
sagi ut P, és P, kozott. Legyen P, = (r,0) és P, = (r',d). Ekkor
az at (r,0), (ry,1), (re, 2), ..., (1", d), ahol r;-nek az elsé i bitje mege-
gyezik 1’-vel, a tobbi pedig r-rel (1 < i < d — 1). Vegyiik észre, hogy
ez az ut létezik a pillangdkapcsolatok definicibja miatt. Ezt az utat
moho utnak nevezziik. A 4.2. abran B3 lathato. A vastagitott vonal a
P, =(100,0 > és P, = (010, 3) kozotti mohd utat jeldli.

A fentiekbdl kévetkezik, hogy Bg-ben barmely két processzor tavol-
saga legfeljebb 2d. A korlat éles, hiszen példaul a P, = (0,d) és P, =
(2d — 1, d) processzorok tavolsdga pontosan ennyi, igy B, dtmérdje 2d.
A pillang6hélézat is rendelkezik a hiperkockdhoz hasonl6 rekurziv tulaj-

donsaggal. Ha B;-bdl eltavolitjuk a 0-adik szinten 1év6 processzorokat a
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4.2. abra. 4 sorban 32 processzort tartalmazé pillangé halozat.

hozzajuk csatlakozo élekkel egytitt, akkor a hélozat két (d—1)-dimenzids
pillangéhélézatra esik szét.

Ha és By kozott szoros kapcesolat van. Ha By minden sorat egyetlen
processzorba fogjuk Ossze, megtartva a kimeno éleket, akkor az ered-
ménytl kapott graf Hy (a keletkez6 tobbszoros éleket egyetlen példan-
nyal helyettesitve). Ennek kovetkezményeként kapjuk a kovetkezd lem-

mat.

szimuldlhato egy parhuzamos Hy egyetlen lépésével vagy eqy soros Hy d

lépésével.

Egy B, algoritmust normadlisnak neveziink, ha minden idopillanat-

ban legfeljebb egy szint processzorai vesznek részt a kiszamitasban.

4.2. lemma (normalis algoritmus szimuldlasa). Eqy normdlis By egy lépése

szimuldlhato egy soros Hy egyetlen lépésével.
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4.3. abra. Példa bedgyazasra.

4.1.3. Hal6zatok beagyazasa

Egy halozatnak egy masikra torténo leképezését bedgyazasnak nevezziik.
Formélisan, a G(V1, E) halézat bedgyazasa a H(Va, Ey) hélozatba, egy
leképezés Vi-r6l Vo-re. G-nek H-ra vald leképezését felhasznalva a G
halozatra tervezett algoritmusok lefuttathaték a H halézaton. A 4.3.
abra bal oldalan lathatéo G halozat egy lehetséges beagyazasa H-ba a
kovetkezo leképezés: 1 — b,2 — ¢,3 — a.

A bedgyazas felfivoddsdnak a |V3|/|Vi| hanyadost nevezziik. A
beagyazas késleltetésea leghosszabb 1t hossza, amelyre G-nek egy éle
leképz6dott. A H hélézat egy éle torléoddsdnak nevezzik az adott élt
hasznal6 olyan utak szamat, amelyekre G valamely élét leképeztiik. A
bedgyazds torloddsa a H élei torlodasanak maximuma.

A 4.3. dbran lathaté példaban a felfivédas mértéke 4/3, a késleltetés
2, mivel minden ¢l egy-egy ketto hossziisdgu tutra képzodott le. Hason-
lban a H 0Osszes élének torlodasa 2, igy az egész leképezés torlodésa is
2.

Gytra beagyazasa

A p processzoros gylirii egy sikhalézat, amelyben a P; (1 < i < p)
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4.4. abra. 6 processzoros gyuri.

processzor a P, és a P;_y processzorokkal van 0sszekotve — ahol az in-
dexeket (mod p) vessziik. A 4.4. dbra egy 6 processzoros gytiriit abrézol.

Megmutatjuk, hogyan lehet egy 27 processzoros gyfirtit bedgyazni
Hq-be. H, processzorait d bites binaris szamokkal cimkézziik. Ha a
gyfirti processzorait 0-t6l (24 — 1)-ig indexeljitk a gytirti mentén, akkor
a 0-s processzor H, 000 . . .00 jel processzorara fog leképzodni, a tobbi
processzor megfelelojét a Gray-kod segitségével hatarozhatjuk meg.

A k-ad rendii Gray-kod — jele G, — a k-bites binaris szamok egy
0, 1. Gi-t (k > 1)-re rekurzivan definidljuk a kovetkez6képpen: 0[Gy_1], 1[Gr_1] R,
ahol 0[Gx_1] a (k —1)-edrendii Gray-kéd elemeit jelenti tigy, hogy mind-
egyikiikhoz hozzaragasztunk egy 0 prefixet. Hasonléképpen 1[Gy_1| R is
a (k — 1)-edrendit Gray-kéd elemeit jelenti, am forditott sorrendben és
1-es prefixszel.

A 4.5. dbra azt mutatja, hogyan szarmaztathaté G, a G; kédbol.
Go elemei a nullds prefixszel a 00, 01 sorozatok adjak, G; elemeinek
megforditasa az egyes prefixszel pedig az 11, 10 sorozatot eredményezi.
Tehét 0[G] = 00, 11, 11, 10.

A Gy i-edik elemét (0 < i < 2% —1) g(i, k)-val jeloljiik.

A Gray-kod egyik tulajdonsaga, hogy a szomszédos elemek pontosan
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0,1 Gi
g1 megforditds
0,1 1,0
prefix nulldval prefix egyessel
00,01 11,10 Go

4.5. abra. Gray-kéd létrehozasa.

egy bitben térnek el egyméastol. Ebbdl az kovetkezik, hogy G, a Hg
processzorainak egy olyan permutacioja, hogy a sorban egymast kovetod
processzorok Ossze vannak kotve éllel a hiperkockaban, azaz a gytri
i-edik processzorat (0 < i < 2¢ — 1) a hiperkocka g(i,d) processzorara

képezziik le.

4.3. tétel (gyfiri bedgyazdsa hiperkockdba). Egy 2¢ processzorbél dllé
qytird beagyazhato Hq-be gy, hogy a felfivodds, a késleltetés és a tor-
lodds mindegyike 1.

Toérusz beagyazasa
Egy m x n torusz szarmaztathatd egy m x n méretii racsbdl tgy, hogy
a racs minden soranak elso és utolsé processzorat, valamint minden
oszlopanak elsé és utolsd processzorat is Osszekotjiik: tehat a racsot
kiegészitjik a P;1-P;,, (1 <i<m)és P ;-P, (1 <j <n) élekkel.
Mar a 3 x 3 méretii torusz dbrazoldsahoz is 3 dimenziéra van sziik-
ségiink. A 4.6. abra egy 5 x 5 méretii toruszt abrazol.
Legyen M egy 2" x 2¢ méretii torusz. Megmutatjuk, hogy M beé-
gyazhatd gy egy hiperkockaba, hogy a felfivddas, a késleltetés és a

torlodéds mindegyike 1 legyen. Ez az allitas egyszertien adodik az el6z6
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4.6. abra. 5 X 5 méretii térusz.

fejezet végén kimondott lemmébol. Van 2" sor és 2¢ oszlop M-ben. Ko-
rabban mar lattuk, hogy ha egy d-dimenziés hiperkockdban a d bitbdl
valamely ¢-t rogzitjik (1 < ¢ < d — 1), akkor a feltételnek megfelel6
processzorok egy Hq—, alkockat alkotnak Hg-ben. Ha egy (r + ¢)-bites
binaris szamnak rogzitjiik az r legnagyobb helyi értékd bitjét (Most
Significant Bits = MSB) és a maradék c¢ bitet tetszOlegesen varidljuk,
a kapott 2¢ szam egy alkockat hataroz meg H,..-ben. A fenti lemma
értelmében ebbe az alkockaba beagyazhatd egy ¢ processzorbdl alld
gytrt. Az r MSB minden lehetséges megvalasztasahoz megvan a megfelel
He, igy M minden sorat leképezhetjiik egyre. Egészen pontosan az i-
edik sort azon H.re képezzik, amelyet gy kapunk, hogy az r MSB
értékét pontosan g(7,r)-re allitjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy altalaban a
torusz P;; processzora a H,i. Pygiy)g(,c) Processzorara képzodik. fgy
minden sor szomszédos processzorai a hiperkocka szomszédos process-
zoraira képzodnek. A fentihez hasonlé gondolatmenettel belathato, hogy
a megadott leképezés az oszlopok szomszédos elemeit is szomszédos pro-

cesszorokra képezi. Ebbol kovetkezik, hogy mind a felfavodas a késlel-
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4.7. abra. Térusz bedgyazasa hiperkockédba.

tetés és a torlodas 1.

A 4.7. dbra egy 2 x 4 méretii torusznak a Hs pillangd halézatba vald
bedgyazasat mutatja (a processzoroknak csak az indexe szerepel). Az
abra (a) részén abrazolt torusznak 2 sora (a nulladik és az elsd), valamint
négy oszlopa (nulladik, els6, masodik és harmadik) van. Példaul a térusz
Py 5 csticsdt a hiperkocka Py(11)4(22) = P1,1,1, csticsara képezziik le. Az

abran mind a két cstcsot g betiivel jeloltiik.

Binaris fa beagyazasa

Egy d szintes (teljes) bindris faban p = 2¢ — 1 processzor van: Py,
Py, ..., P,. Az adatszerkezetekkel kapcsolatos terminolégia szerint a P
processzort gyokérnek, a P12, Ppi1)/241, --., P, processzorokat

levélnek a tobbi processzort belsé processzornak nevezziikk. Ha P,
nem levél, akkor 6ssze van kotve a gyerekeinek nevezett Po; és Po;yq
processzorokkal. Ha P; nem a gyokér, akkor Ossze van kotve a sziildjének
nevezett P; o) processzorral. A 4.8. dbra egy 3 szintes bindris fa haléza-
tot abrazol.

Binaris fak sokféle médon bedgyazhatok hiperkockaba. A kovetkezdk-
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4.8. abra. 3 szintes binaris fa halézat.

000 001 010 011 100 101 110 111

4.9. abra. Binaris fa bedgyazasa hiperkockaba.

ben megmutatjuk, hogy egy F p levelii (teljes, bindris) fa (ahol p = 2%)
bedgyazhato Hy-be. Mivel a p levelii fanak 2p — 1 processzora van, igy a
leképezés nem lehet kolecsonosen egyértelmii. Ha a leveleket 0, 1,...,p—1
jeloli, akkor képezziik az i-edik levelet H; i-edik processzorara. F' belso
processzorait pedig képezziik arra a processzorra, amelyre az adott pro-
cesszor legbaloldalibb leszarmazottjat képeztiik. A 4.9. abran egy 8 lev-
elii binaris fa cstcsainak leképezését lathatjuk.

A fa cstcsai melletti bitsorozat a Hg hiperkocka megfelel6 csiicsanak
cimkéje. Példaul a hiperkocka 0,0,0 cstcsara a fa 4 csicsat képeztiik le,
mig az 1,1,1 csticsra csak a fa egyetlen csicsat.

A megadott beagyazas segitségével fa algoritmusokat hatékonyan

szimulalhatunk soros hiperkockakkal. Ha a fa algoritmusban a szamitas
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egy lépésében a fanak legfeljebb egy szintjén 1év0 processzorok vesznek

részt, akkor az a 1épés a hiperkocka egyetlen 1épésével szimuldlhato.

4.2. Csomagiranyitas

A probléma: minden processzor legfeljebb egy csomagot kiild és minden
processzor legfeljebb egy csomag cimzettje. Juttassuk el a csomagokat

a feladotdl a cimzettekhez.

4.2.1. Moho¢ algoritmus

Tekintsiik a csomagiranyitasi problémat el6szor egy pillangéhalozaton,
ahol kezdetben minden csomag a nulladik szinten helyezkedik el, a cimzett
processzorok pedig a d-ediken, azaz a cimzett sorok a kiildo sorok egy
parcidlis permutdcidjat alkotjak. A mohd megoldés a csomagiranyitasi
problémara ekkor az, hogy minden csomagot a mohoé tton kiildiink
cimzettjéhez. Ekkor minden csomag pontosan d hosszisagu utat tesz
meg, igy a tovabbiakban az algoritmus vizsgalatahoz csak azt kell megvizs-
galnunk, hogy mennyi késleltetést szenvedhet el egy csomag tja soran.
Legyen u = (r,1) egy tetsz6leges processzor Bg-ben. Ekkor legfeljebb 2!
csomag mehet keresztiil u-n, hiszen a halézat minden processzoranak
(a nulladik szintet kivéve) pontosan két szomszédja van a felette levd
szinten. Hasonléan a processzoron atmend minden csomag cimzettje az
u-bol elérhetd 297! d-edik szinten levé processzor valamelyike. Ebb6l az
kovetkezik, hogy az u processzorba befutdé barmelyik [-edik szinti élen
legfeljebb min (2!, 2¢71) csomag osztozik. Legyen most p egy tetszbleges
csomag. p egy l-edik szintii élen dthaladva legfeljebb min(2!71, 24°1)
késleltetést szenved el (I =1,2,...,d). gy a maximalis késleltetés, ami
Osszesen egy csomagot érhet:

D= zd: min{2'~*, 2471} | (4.1)

=1
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Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy d paros. Ekkor
D felirhaté a kovetkezdképpen:

d/2 d
D = Y 27t+ 3y 2 (4.2)
=1 l=d/2+1
= 2x2¥2_9 (4.3)
= 0(2%?). (4.4)

Az O(29/2) érték felsd korlat a maximélis sorhosszisagra, ugyanis —
mint lattuk — egy l-edik szint{i processzoron legfeljebb min (271, 24-1)

csomag haladhat at. Ezen érték maximuma (I = 1,2,...,d-re) pedig
24/2,

4.4. tétel (moho algoritmus lépésszama). A mohd algoritmus Bg-n O(29/?)

idében fut, a mazimdlis sorhosszisdg szintén O(2Y2).

4.2.2. Véletlenitett algoritmus

A véletlenités, mint oly sokszor korabban, itt is szamottevéen javithatja
az elobb emlitett moho algoritmus tulajdonsagait. Mar a racsokon értelmezett
csomagiranyitasi feladatoknal is alkalmaztuk azt a megoldast, hogy a
csomagot eloszor egy véletlenszeriien valasztott kozbiilso allomésra kiild-
jiik, majd onnan tovabbitjuk eredeti céljahoz. Ezzel a megoldassal elérhetjiik,
hogy a csomagok nagy valdszintiséggel nem taldlkoznak egyetlen mésik
csomaggal sem utjuk soran, aminek kovetkeztében az egyes élek menti
torlodas kialakulasanak valoszintisége jelentosen csokken. Ezt a stratégiat
kovetjiik a pillangohaldzatok esetében is.

A probléma tehét az eredeti, a javasolt megoldas pedig a kovetkezo
HAROM-FAZISU algoritmus:

1. fdazis. A csomagot egy véletlenszeriien valasztott kozbiilsé cimre
iranyitjuk a d-edik szinten.

2. fazis. A csomagot az eredeti céljanak megfelel6 sorba iranyitjuk,
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4.10. abra. Véletlenitett csomagiranyitas 3 fazisa.

/Y
/Y

/)

am a nulladik szinten.

3. fdzis. A csomagok elérik tényleges céljukat a d-edik szinten.

A 4.10. dbra szemlélteti az algoritmus 3 fazisat.

Az abran r a d-edik szint egy véletleniil valasztott csticsa. u és v a
vizsgélt csomag kezdeti, illetve végso helye. A vastagitott élek mutatjak,
hogy r az els6 fazisban eljut a dedik szintre, onnan a masodik fazisban
a nulladik szintre, végiil a harmadik fazisban a csomag célba ér.

A harmadik fazisban a csomagok végig a kozvetlen éleken kozleked-
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nek, igy akkor torlédas nem léphet fel, ezért a harmadik fazis végreha-
jtasa pontosan d lépést igényel. A masodik fazis az els6 fazis inverze,
tulajdonsagai megegyeznek az elsd faziséval, igy a tovabbiakban ele-
gendd azt vizsgalni, hogy megkapjuk a teljes algoritmus lépésszamat.
Ehhez felhasznaljuk majd a kovetkez6 definicidkat és lemmat.

Legyen P utak egy halmaza egy halézatban. Azt mondjuk, hogy P
nem ismétlédo uthalmaz, ha barmely két itra a P halmazbdl igaz,
hogy a metszetiik iires vagy Osszefliggd, azaz ha talalkoznak, akkor egy
darabig egyiitt mennek, majd szétvalas utan nem talalkoznak tobbé.

Két csomagot dtfedének mondunk egy haldzatban, ha az altaluk

megtett utak legalabb egy kozos élt tartalmaznak.

4.5. lemma (sorban &llasi lemma). Legyen P utak halmaza egy hdlézat-
ban, amelyeken csomagok haladnak. Ha P nem ismétlods uthalmaz,
akkor tetszdleges p csomaqg késleltetése legfeljebb akkora, mint a p-vel

atfedd csomagok szama.

Bizonyitas. Legyen p egy tetszoleges csomag. Ha egyetlen p-vel atfedo
csomag sem késlelteti p-t egynél tobb alkalommal, akkor az allitas tel-
jestl. Tegytik fel, hogy valamely g p-vel atfedé csomag kétszer is késlel-
teti p-t. Ekkor ¢ maga is késleltetve volt egy p-vel atfedé masik csomag

altal, amely igy mar nem fogja késleltetni p-t. [

4.2.3. Az elso fazis elemzése

Legyen 7 egy tetszoleges csomag, jelolje tovabba e; az az élt amelyen 7 az
i-edik szinten athalad (1 < i < d). A sorbaallasi lemma alapjan 7 késlel-
tetésének meghatarozasahoz elegendé meghatarozni a m-vel atfedd cso-

magok szamat. Jeloljiik n;-vel azon csomagok szamat, amelyek ttvon-
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alaban szerepel e;. Ekkor
d
i=1

fels6 korlat a m-vel atfedd csomagok szamara. Tekintsiik most az e; élet.
Ezen az élen legfeljebb 2! — 1 csomag halad keresztiil, mivel ennyi pro-
cesszor van a nulladik szinten amelyek moh¢ utvonaldban szerepelhet e;.
Minden ilyen csomag QL valoszinliséggel halad at az e; élen mivel min-
den, a nulladik szintrol induld, csomag % valoszinliséggel valasztja vagy a
kozvetlen- vagy a keresztélt minden szinten, egymastol fiiggetlentil, ¢ sz-
inten keresztiil, mig dthalad e;-n. Igy az n; értéke B(2'71, 57) binomialis
eloszlast, melynek varhato értéke % Ebbdl kovetkezik, hogy D varhato
értéke a varhato értékek Osszege, azaz g. Most megmutatjuk, hogy a
teljes késleltetés nagy valésziniiséggel O(d). A D valtozénak B(d, %) egy
fels6 korlatja. A Csernov-egyenl6tlenséget felhasznédlva az alabbi egyen-

16tlenségeket kapjuk:

d/2 o ead—d/2
P[D > ead] < o e (4.6)
e
1 ead J
1 ead
< | — 4.8
- <260¢> (48)
< ed (4.9)
< p ot (4.10)

ahol o > 1 és kihasznéltuk azt a tényt, hogy d = ©(lgp). Mivel a
csomagok szama p-nél kisebb, igy annak a valdszintisége, hogy legalabb
egyikiik 2ead-nél nagyobb késleltetést szenved, kisebb, mint p=* 1p =
p~*. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezo tételt.

4.6. tétel (VELETLEN-CSOMAG-TRANYIT lépésszdma). A VELETLEN-CSOMAG-

IRA- NYIT algoritmus Bg-n O(d) lépést tesz.
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Mivel barmely héalézatban a héalozat atmérdje alsé korlat a csoma-
giranyitasi probléma maximalis lépésszamara, igy a fenti algoritmus

nagy valoszintiséggel aszimptotikusan optimalis.

A sorméret elemzése

Az algoritmus vérakozasi sorok mérete szintén O(d). Legyen v; egy i-
edik szint{i processzor. A v;-n potencidlisan 4tmend csomagok szama 2¢.
Minden ilyen csomag 1/2° valészintiséggel halad at v;-n, igy az dthalad6
csomagok varhaté értéke 1. A Csernov-egyenl6tlenség felhasznalaséval

megmutathaté, hogy az athaladé csomagok szama O(d).

4.3. Alapveto algoritmusok

Ebben a fejezetben alapvetd problémak — tizenetszoéras, prefixszamitas,
adat koncentracio — megoldasara mutatunk hiperkocka algoritmusokat.
Mindezen algoritmusok 1épésszama O(d). Mivel a halézat atméréje min-
den nem trivialis probléma megoldasanal alsé korlat a 1épésszamra, igy

ezek aszimptotikusan optimalis algoritmusok.

4.3.1. Uzenetszé6ras faban

Az lizenetszoras problémaja egy halozatban azt a feladatot jelenti, amikor
egy lizenetet valamely processzortol el kell juttatni a halézathoz tartozo
6sszes tObbi processzorhoz (vagy esetleg azok egy részhalmazdhoz). Az
lizenetszorast sokszor més algoritmusokba beépitve hasznaljuk. A fe-
ladatot a FAT-KOCKABA algoritmus segitségével oldjuk meg, amely a
binaris fa architektiranak hiperkockaba valé beagyazasan alapul. Feltessziik,
hogy az elkiildend¢ tizenet a fa gyokerében talalhatd. Ez a processzor

két masolatot készit a csomagroél és elkiildi a két leszarmazottjanak. Ha

a fa egy bels6 processzora kap egy csomagot, akkor arrdl egy-egy maso-

latot tovabbkiild gyerekeinek. Ez folytatédik mindaddig, amig minden
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levélen megjelenik az iizenet egy példanya.

4.7. tétel (lizenetszords faban). A fdban vald tizenetszordst a FAT-KOCKABA

algoritmus eqy soros Hy hiperkockdn ©(d) lépésben oldja meg.

Bizonyitas. A bedgyazott binaris fa magassaga d, igy O(d) 1épés utan
minden levél processzor ismerni fogja az tizenetet. Az algoritmus vé-
grehajtasakor minden idGegységben a fanak pontosan egy szintjén el-
helyezked6 processzorok dolgoznak, mas szdval az algoritmus normalis,
igy egy lépése — amint azt a bindris faknak a hiperkockaba dgyazasakor
megmutattuk — H,-nek pontosan egy lépésével szimulalhato.

Masrészt legrosszabb esetben legaldabb egy levélhez el kell juttatni

az lizenetet, ezért a fenti beagyazasra W (d, FAT-KOCKABA) = Q(d). =

4.1. példa. Uzenetszords 4 leveld faban. A 4.11. dbra egy 3 szintes fat mutat,
melyben a gyokérben 1év§ tizenetet juttatjuk el a tobbi csicshoz. Az dbra els6
része azt mutatja, hogy az elsé 1épéshben az lizeneteket a gyokércsiics gyerekei
kapjak meg. A kozépso részen az lizenetek a gyerekek gyerekeihez, azaz a
levélcstuicsokhoz jutnak el. Végiil az abra harmadik része a végso allapotot
mutatja, amelyben mar minden csiics megkapta az lizenetet. Mivel a fat ugy
agyaztuk be a hiperkockaba, hogy a fa kiilonb6z6 szintjein 1év6 processzorok
a hiperkocka kiilonb6z6 processzorara képzédjenek le, Ho két 1épésben meg-

oldja a feladatot.

4.3.2. Prefixszamitas fan

Ezen feladat megoldasahoz ismét a binaris fa bedgyazasat fogjuk fel-
hasznalni. Legyen z; a bemenet a 2¢ levelii bindris fa i-edik levelén. Az
aldbb bemutatott PREFIX-FABAN algoritmus két féazisban szdmitja ki
az eredményt. Az els6 (felfelé haladd) fazisban az adatok felfelé aram-

lanak a binéris faban, a gyokér felé. A masodik fazisban (lefelé haladd)
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4.11. dbra. Uzenetszoéras 4 levelii faban.

az adatok a gyokér felol haladnak a levelekhez. Mindkét fazis minden
lépésében a binaris fanak pontosan egy szintje vesz részt a szamitasban,
azaz az algoritmus normalis.

Felfelé halado fazis. A levelek elkiildik az x;-ket a sziilé csiicsoknak.
A fa egy tetszoleges belsé csicsa, amennyiben két elemet kap (y-t a bal
és z-t a jobb oldali leszdrmazottjatol), akkor kiszdmitja a w = y + 2
értéket, tarolja w-t és y-t, majd elkildi w-t a sziil6jének. Az els6 fazis
végére minden processzor kiszamitja és tarolja a hozza tartozé részfaban
levé bemeneti elemek osszegét. Igy a gyokér az Gsszes elem osszegét
tartalmazza.

Lefelé haladé fazis. A gyokérben levo processzor elkiild egy nullat
a bal oldali gyerekének és y-t a jobb oldalinak. Egy tetszoleges bels6
processzor ha g értéket kapja a sziilojétol, akkor elkiildi ¢g-t a bal oldali
és q @ y értéket a jobb oldali gyerekének. Az i-edik levél processzor,
ha a sziil6jétol a g értéket kapja, akkor kiszamolja és végeredményként
tarolja az x; + q értéket.

Az algoritmus felfelé haladé fazisaban minden processzor a hozzéa
tartozo részfa leveleiben tarolt szamok Osszegét szamolja ki. Legyen P,
egy processzor és jeloljik P,-vel P, részfajanak legbaloldalibb levele.
Ekkor a lefelé halado fazis soran a P, altal kapott ¢ értéke, azaz q a Py-

t6l balra eso elemek Osszege. Az észrevétel felhasznalasaval az algoritmus
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4.12. Abra. Prefixszamitds binaris fan.

helyessége egyszertien bizonyithaté. Az algoritmus mindkét fazisa d — 1
1épést igényel. Mivel minden id6pillanatban a fanak pontosan egy szintje

aktiv, igy az algoritmus minden lépése szimulalhatéo Hy egy 1épésével.

4.2. példa. Prefixszdmitds fan. A 4.12. abran egy 4 levelii fa leveleiben van-
nak az 5, 8,1 és 4 szamok. A feladat a megfelel§ prefixek szadmolasa, ha
az elvégzendd miivelet az Osszeadds. Az dbra (a) része szerint minden levél
elkiildi a tarolt szamot a sziil6jének. A (b) abrarész szerint a sziil6k taroltdk
a bal oldali gyerekiikt6l kapott értéket (a kiszdmitott Osszeget is, de ezt az

abra nem mutatja), és sziilgjiiknek elkiildték a kapott 2 szdm Osszegét.

4.8. tétel (prefixszamitas fan és pillangén). A PREFIX-FAN algoritmus
a prefivszdmitdst 2¢ leveltl bindris fdn, valamint Hy-n is ©(d) lépésben

oldja meg.

Osszeqzési feladatnak nevezziik az 11®xo®- - -Px, kifejezés értékének
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kiszamitasiat adott x;-khez. A fenti algoritmus felfelé haladé fazisanak
végére kiszamitja ezt az Osszeget, igy az Osszegzési feladat megoldasahoz

sziikséges id6 a fele az Osszes prefix kiszamitasahoz sziikséges idonek.

4.3.3. Adatkoncentracio

Legyen egy H, hiperkocka k(k < p) processzordn egy-egy elem elhe-
lyezve. A feladat, hogy mozgassuk ezen elemeket a hiperkocka Fp, P,
..., Pr_1 processzoraira (processzoronként egy elemet elhelyezve).

Ha meg tudjuk hatdrozni, hogy melyik elemet melyik processzorra
kell juttatnunk, akkor a 4.2.2. pontban vizsgalt véletlenitett HAROM-
FAZISU csomagirdnyitdsi algoritmus segitségével O(d) 1épésben megte-
hetjiik ezt. Ez az algoritmus parhuzamos (t6bbportos) hiperkockat feltételez.

Van azonban egy joval egyszeriibb, determinisztikus algoritmus is
a feladat megoldasara. Pontosabban a feladatra adunk egy normélis
megoldast pillangéhédloézaton, majd felhasznaljuk az ide vonatkozé bea-
gyazasi lemmat. Elotte azonban vizsgaljuk meg a pillangéhalézatok két
tulajdonsagat, amelyekre az algoritmus elemzésekor hivatkozni fogunk.

1. tulajdonsag. Ha egy pillangohalozatbol eltavolitjuk a d-edik szint
Osszes processzorat és a hozzdjuk kapesolodéd éleket (lasd 4.13. dbra),
két d—1 szintes pillangbéhalézatot kapunk eredményiil. Az egyik halozat
az eredetinek a paros sorait tartalmazza, igy ezt pdros alhdlozatnak
nevezziik, a mésik a paratlanokat, igy az a pdratlan alhdlozat.

2. tulajdonsdg. A nulladik szint barmely processzora a leszarmazot-
taival egyiitt egy 27 levelli bindris fat alkot, amelynek levelei pontosan
a d-edik szintli processzorok.

Ezek utan felvazolhatjuk az adatkoncentracié problémaéajanak megoldo

algoritmusat.
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sor 000 001 010 011 100 101 110 111

0. szint

1. szint

2. szint

3. szint

4.13. abra. A d-edik szinten 1év§ processzorok és élek eltavolitasa.

4.3.4. Kisszamu elem rendezése hiperkockan

A ritka leszamldlo rendezés probléméaja mar szerepelt a harmadik fe-
jezetben. Legyen X = ko, ki, ...k 51, ahol p = 24, Az Altaldnossig
megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy d paros. Tegyiik fel, hogy a bemend
adatok a hiperkocka azon processzorain vannak (processzoronként egy
kules), melyek cimkéjét tgy kapjuk, hogy a cimkék d bitje kozil az
els6 g—t nullanak valasztjuk. A rendezett sorozatot ugyanezen process-
zorokon allitjuk el6 kimenetként.

Legyen P, a ‘H,4 hiperkocka egy processzora. P, cimkéje (i, j) parként
is felfoghato, ahol ¢ az elso g bit, 7 pedig a masodik % bit. Azok a
processzorok, melyek cimkéjének elsé fele i (0 < i < 242 — 1), egy
H, hiperkockat alkotnak. Ezt a hiperkockat Hy i-edik sordnak fogjuk
nevezni. Hasonloképpen hatarozzuk meg a hiperkocka j-edik oszlopdt.
A rendezend6 kulcsok kezdetben a nulladik sor processzorain vannak.
Az egyértelmiiség kedvéért tegytik fel, hogy az r rangu kulcs kimenetként

a (0,7 — 1) (0 < r < 2%2) processzoron fog megjelenni.
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A KEVESET-KOCKAN algoritmus a kovetkez6képpen miikodik.

KEVESET-KOCKAN(X,Y) parhuzamos eljdrds
Szamitdsi modell: hiperkocka

Bemenet: X = ko, ki, ...,k 51 (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y =lo, Iy, ...l -1 (rendezett kulcsok)

01 Oy in parallel for j <1 to \/p—1
szorja k;-t 0gy, hogy minden sor
megkapja X egy masolatat
02 S; in parallel for i <~ 1 to /p—1
szamitsa k; rangjat ugy, hogy a sor
minden processzorahoz
szétszorja k;-t, majd a bemenet minden
elemével O0sszehasonlitja, és Osszeget szamol
03 S; in parallel for 0 <: < ,/p—1
szorja szét a sorban k; rangjat
04 S; in parallel for i <~ 0 to \/p—1
if r(k;) =r;
then (i,r; — 1) szorja k;-t O;
processzoraihoz gy, hogy
végil (0,7; — 1) megkapja

azt a kulcsot, amelynek kiviteléért felelos
A 1épészam a kovetkezo.

4.9. tétel (ritka leszamlald rendezés kockdn). A KEVESET-KOCKAN al-
goritmus legfeljebb /p kulcs ritka leszamldlo rendezését eqy Hq hiperkockdn
O(d) lépésben végzi el.

Bizonyitas. Az algoritmus csak olyan miveleteket végez, amelyben egy
sor vagy oszlop processzorai vesznek részt. Az elvégzett miiveletek min-

degyike — prefixszamitds, lizenetszoras, Osszehasonlitds — O(d) 1épésben
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elvégezhetd, és legrosszabb esetben (d) 1épést igényel. n

4.4. Kivalasztas

Az egyszerti kivalasztas célja, hogy adott n kules koziil az i-edik (1 <
i < n) legkisebbet meghatarozzuk. A korabbiakhoz hasonléan két esetet
vizsgalunk: az egyikben a processzorok p szama megegyezik a kulcsok
n szamaval, a masikban pedig a processzorok szama kisebb, mint a
kulcsoké.

Héarom algoritmust mutatunk be, mindegyik pillangé halézaton fut.
Az elsonél p = n, a masik kettonél p < n. Az els6 nagy valdszintiséggel

munkahatékony, a méasik kettd viszont nem az.

4.4.1. Véletlenitett algoritmus a p = n esetre (%)

A PRAM-on futé6 munkahatékony véletlenitett algoritmus alkalmazhato
hiperkockan is.

A KOCKAN-KIVALASZT fokozatainak szdma O(1). A PRAM-KIVALASZT
els6 1épése hiperkockan O(1) 1épést vesz igénybe. A 2. és 5. 1épésekben
sziikséges prefixszamitds Osszesen O(d) lépésben elvégezhets. A 3. és 6.
lépésekben a koncentralas ugyancsak megoldhaté O(d) 1épésben. A 3. és
6. lépésekben sziikséges ritka rendezés ugyanennyi 1épést vesz igénybe.
Mivel a 4. és 6. 1épésben rendezett sorozatbdl kell kivalasztani, ezért
az O(1) lépésben megoldhat6. A 2., 4. és 5. 1épésben 16v6 tlizenetszoras

lépésigénye O(d). Innen adédik a kovetkezo tétel.

4.10. tétel (kivalasztds hiperkockdn). Ha p = n, akkor a KOCKAN-
KIVALASZT algoritmus a kivdlasztdsi feladatot a Hg hiperkockdn O(d)

1do alatt megoldja.
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4.4.2. Véletlenitett algoritmus a p < n esetre (k)

Tegyiik fel, hogy € > 1 és n = p°. A PRAM modellen futé VELETLEN-
KIVALASZT algoritmus médositott vltozata a rdcsokhoz hasonléan most
is alkalmazhato.

A KOCKAN-VEL-KIVALASZT algoritmus esetén minden processzor
n/p kulcesal kezd. A while utasitas feltételét (N > D)-re véaltoztatjuk
(ahol D éllandd). Az elsé lépésben minden processzor minden kulcsa
1/(N'=(/39) valészintiséggel lesz a mintaban.Ezért ez a 1épés ebben az
esetben n/p 1épésig tart. A masodik 1épés véltozatlan és O(d) 1épést
vesz igénybe. A 3. 1épésben a koncentralds és a ritka leszamlalo ren-
dezés is végrehajthatdo O(d) lépésben. A 4., 5. és 6. 1épések szintén
végrehajthatok O(d) 1épésben. Igy minden fokozat O(n/p + d) 1épést
vesz igénybe. Az algoritmusnak O(lglgn) fokozatra van sziiksége. A 6
lépésre kiilon kapott becslések 6sszegét a fokozatszamra kapott becslés-

sel Osszeszorozva kapjuk a kovetkezo tételt.

4.11. tétel (kivalasztas hiperkockan). Ha ¢ > 1 és n = p°, akkor a
kivdlasztasi feladat a Hg hiperkockin O (((n/d) + d)lglgp) idé alatt
megoldhato.

4.4.3. Determinisztikus algoritmus a p < n esetre

A négyzeten futd kivalaszto algoritmus adaptalhatoé hiperkockara. Az
igy kapott KOCKAN-DET-KIVALASZT algoritmus 1épésszdménak elemzése

hossz1, csak az eredményét adjuk meg.

4.12. tétel (kivdlasztds hiperkockdn). Ha p < n, akkor a KOCKAN-
DET-KIVALASZT algoritmus a kivdlasztdsi feladat a Hq hiperkockdn O (% lglgp +

lépésben megoldja.
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Processzor 0oo 001 o010 011 100 101 110 111

5203563216211

10 15 24 42 71 9 51 28

12313617

7
4 13 19 2 47 8 8l
23 32 @) () 30 )

l A silyozott médidn 22.

@ ® & @ e ®

32 42 71 47 51 81

55 26 25

30

l A stlyozott médian 36.

- 42 63 47 62 81
71 51
55 45

4.14. abra. Kivéalasztas 8 elem koziil

4.3. példa. Legnagyobb elem kivalasztdasa hiperkockan Tegytik fel, hogy a
el — ahogyan azt a 4.14. abra mutatja. A feladat a harminckettedik legkisebb
elem kivalasztasa.

El6szor minden processzor meghatarozza sajat kulcsainak medidanjat —
ezeket az dbra felsd részén bekarikaztuk. Ezen medidnok rendezett sorozata
6, 16, 18, 22, 25, 26, 45, 55. Mivel most minden processzornal 5-5 kulcs van,
a sulyozott médian megegyezik a mediannal, ami 22. Ezutdan meghatarozzuk
M = 22 rangjat, ami 21. Mivel ¢« = 32 > 21, a 22-nél kisebb vagy vele egyenlo
kulcsokat elhagyjuk. i frissitett értéke 32 — 21 = 11 lesz. Fzzel a while ciklus
egy menetét befejeztiik.
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A while ciklus kévetkez6 menetében 19 elemmel kezdiink. Az dbra k6zéps6
részén bekarikaztuk a helyi medidanokat. A medianok rendezett sorozata 23,
24, 27, 28, 35, 36, 45, 63, a megfeleld sulysorozat pedig 1, 2, 1, 3, 2, 3, 4, 3,
igy a stulyozott médian 36. Elhagyjuk a kis kulcsokat és ¢ = 11 — 10 = 1 lesz
az Uj © érték. Ezzel vége a while ciklus kdvetkez6 menetének.

Igy folytatva megkapjuk, hogy a kivalasztés eredménye a megmaradt 9

szam koziil a legkisebb, a 42.

4.5. Osszefésiilés

Amint mar lattuk az el6z6 két fejezetben, az dsszefésiilés célja, hogy két
rendezett sorozatbol a két sorozat minden elemét tartalmazé, rendezett
sorozatot allitsunk eld.

Belattuk, hogy ez a feladat hiperkockan — m hosszisdgi bemeno
sorozatokra — m? processzoron O(lg m) id6 alatt megoldhat6. A szdmitasi
modell most is a hiperkocka lesz, de csak 2m processzort hasznalunk

(feltéve, hogy m 2 hatvanya).

4.5.1. Paratlan-paros osszefésiilés

Legyen Xy = kg, ki, ..., k,_1 a két Osszefésiilend6 rendezett sorozat,
ahol 2m = 24

El6szor szétvalasztjuk X, és Xy paros és paratlan részét. Legyenek
ezek O1, Ei, Oy és E». Ekkor Ei-et rekurzivan Osszefésiiljiik Os-vel, az
eredmény A = ag,aq,...,a,_1. Ugyanigy kapjuk B = by, by,..., by 1-
et O1-bdl és Ey-bol. Ezutan A és B 0Osszekeverésével kapjuk a C' =
ag, bo, a1,b1, ..., @m_1,bm_1 sorozatot, majd rendre dsszehasonlitjuk (és
szitkség esetén felcseréljiik a;-t és bi-t (0 < i < m — 1). Az algoritmus

helyessége belathatéd a 0-1-elv segitségével.

4.4. példa. 2 x 4 elem dsszefésiilése. Legyen X1 = 7,11,24,30 és Xy =
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2,4,27,45. Ebben az esetben O1 = 11,30 és E1 = 7,24, Oy = 4,45 és Fy =
2,27. Eq és Oy Osszefésiilésével A = 4,7,24,45 adédik. Hasonléképpen B =
2,11,27,30. A és B 6sszekeverésének eredménye C = 4,2,7,11,24,27,45, 30.
Ha a 4-et és 2-t, valamint a 45-6t és 30-at felcseréljiik, akkor az eredmény 2,
4,7, 24, 27, 30, 45.

A médositott algoritmust konnyti a By pillangén megvalésitani. Pél-
daul X, és X, paros és paratlan részre valo felbontasa a pillangd haldza-
ton egy lépésben elvégezhetd.

A keverési mivelet szintén konnyen elvégezheto. tegyiik fel, hogy
X, és Xy is a By pillangd hélézat d-edik szintjének bemend adatai.
Legyen X7 a bemenet az els6 m sorban és X5 a masodik m sorban. Az
algoritmus els6 1épése X és Xs szétvalasztasa paratlan és paros részre.
Ezutan rekurzivan oOsszefésiiljiik Ei-et Og-vel és Oi-et Es-vel. Ennek
érdekében az els6 m sorban 1évé kulcsokat a kozvetlen éleken, a tobbi

kulcsot a keresztéleken mozgatjuk (lasd 4.15. abra).

4.13. tétel. Ha m = 2, akkor két m hosszisdgi lista mind a By pil-
lango halozaton, mind pedig a Hg hiperkocka halozaton dsszefésiilheto

O(d) idd alatt.

4.5.2. Biton osszefésiilés

A K =ky, ki, ..., k,_1 sorozatot biton sorozatnak nevezziik, ha ren-
delkezik a kovetkezod két tulajdonsag valamelyikével:

a) van olyan j (0 < j <n—1) index, amelyre kg < ky < ... <k; és
kj > kj+1 > 2> ks

b) van olyan j (1 < j < n — 1) index, amelyre a K sorozat K’ =
Eivi, kjvo, oo, ko1, ki, ke, ..., k;j—; ciklikus eltoltja rendelkezik az
el6z6 tulajdonsaggal.

Megmutatjuk, hogyan lehet rendezni egy biton sorozatot pillango
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Processzor 0oo 001 o010 011 100 101 110 111

5203563216211

10 15 24 42 71 9 51 28

712 3 1 36 17
4 13 19 2 47 8 8l
23 32 @) () 30 )

l A silyozott médidn 22.

DAY OOO 20

42 71 47 51 81

55 26 25

30

l A stlyozott médian 36.

- - - 42 63 47 62 81
71 51
55 45

4.15. abra. Paratlan-paros osszefésiilés pillangdn.

halozaton.
Az els6 lépésben — ahogyan ezt a 4.16. dbra mutatja — a nulladik
szint processzorai mind a kozvetlen, mind a kereszt éleken elkiildik a

kulcsukat. Az elsé szint processzorai feltilrél 2-2 kulcsot kapnak.

4.14. tétel. Egy 2¢ hosszisdgi biton sorozat mind a By pillangd hdléza-

ton, mind pedig a Hq hiperkocka hdlézaton rendezheté O(d) idd alatt.

4.6. Rendezés

Ebben az alfejezetben hiperkocka és pillangd halézat lesz a szamitasi

modell.
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0. szint

1. szint

2. szint

3. szint

sor 000 001 010 011 100 101 110 111

4.16. abra. Bitonikus 6sszefésiilés pillangd hélézaton.

4.6.1. Paratlan-paros osszefésiilé rendezés

Elsé algoritmusunk a PAROS-PARATLAN-FESUL-RENDEZ egy megvaldsitasa.

Jeloljiik R(d)-vel algoritmusunk lépésszamat By-n. Ekkor
R(d) = R(d— 1)+ O(d). (4.11)
Ennek a rekurziv egyenletnek a megolddsa S(d) = O(d?).

4.15. tétel. Ha p = 24, akkor p elem mind a By pillangd hdlézaton,
mind pedig a Hy soros hiperkockdn rendezheté O(d?) idé alatt.

4.6.2. Biton rendezés

Az Osszefésiilo rendezés alapotlete a biton 0sszefésiilo algoritmussal kapc-
solatban is alkalmazhaté — az eredmény a PILLANGON-BI TON-RENDEZ
algoritmus.

Most ismét felirhatjuk a 4.11 rekurziv egyenletet, ahonnan a kovetkezo

lépésszamot kapjuk.
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4.16. tétel (biton sorozat rendezése pillangdén és hiperkockdn). A PILLANGON-
BITON-RENDEZ algoritmus p = 2¢ elemet O(d?) lépésben rendez a By

pillangé hdlézaton, és ugyancsak O(d?) lépésben hiperkockdn.

4.7. Grafalgoritmusok

Ebben az alfejezetben minmatrix, tranzitiv lezart, ¢sszefiiggé kompo-
nensek és minimalis feszitofa meghatarozasara szolgald algoritmusokat

mutatunk be.

4.7.1. Minmatrix meghatarozasa

Ujra alkalmazzuk a masodik fejezetben bevezetett formalizmust.

Legyen q egy pozitiv egész szam, n = 29 és legyen M[0: n—1,0: n—
1] egy n x n méreti matrix. Az M métrix minmétrixdnak szamitasara a
H3, hiperkockdt fogjuk haszndlni, amelyben 237 processzor van, melyek
cimkéi 3¢ bit hosszuak. Ezek a cimkék (i, 7, k) alakban is felirhatok, ahol
1 a cimke els6 ¢ bitjét, 7 a cimke masodik ¢ bitjét és k a cimke harmadik
q bitjét jelentik.

Jelolje (i,%,%) (0 <i < 27—1) a Hs, hiperkocka azon processzorait,
melyek cimkéjében az elsé ¢ bit binaris szamként ¢. Ezek a process-
zorok egyiitt egy Ho, hiperkockat alkotnak. Hasonloképpen definidljuk
a (*x,7,%), (x,x k), (i,7,%), (i,%, k) és (x, j, k) jeloléseket is.

Ekkor a KOCKAN-MINMATRIX algoritmus a kovetkezOképpen miikodik.

KOCKAN-MINMATRIX(par) parhuzamos eljdrds
Szamitdsi modell: hiperkocka
Bemenet: M (egész elemeket tartalmazé métrix)

Kimenet: M minmatrixa

01 frissitsiik a q[i, j, k] elemeket

02 frissitsiik az m[i, j] értékeket
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A 1épészam a kovetkezd.

4.17. tétel. Ha M egy n x n méretd mdtriz, akkor a KOCKAN-MIN-
MATRIX algoritmus M minmdtrizdt eqy Hs; hiperkockdn O(1g”n) Iépés-

ben meghatdrozza.

Bizonyitas. Az algoritmus elso szakaszaban az tizenetszoras és a matrix-
transzpondlas O(lgn) 1épésben végrehajthatd. A méasodik szakaszban az
mli, j] értékek frissitése prefixszamitdssal megoldhaté O(lgn) 1épésben.
A négyzeten futéd algoritmusban szereplé két iizenetszoras helyett itt a
hiperkockaban tlizenetszorast végzo algoritmust alkalmazzuk, ugyancsak
O(lgn) lépésszammal.

Tehét a for ciklus magjdnak minden végrehajtasa O(lgn) 1épést
vesz igénybe. Mivel a ciklusmagot lgn-szer kell végrehajtani, ebbdl a
lépésszam fels6 korlatja mar adodik.

Mivel példaul a méasodik szakaszban végzett prefixszamitas lépésszama
Q(n), ezért az elemzett algoritmus lépészaméanak nagysagrendje valoban

lg% n. [

4.7.2. Tranzitiv lezart

[ranyitott graf tranzitiv lezartjat a masodik fejezetben definialtuk.

4.18. tétel. Eqgy n-csucsi iranyitott graf tranzitiv lezartja O(lg2 n) lépés-

ben meghatdrozhaté eqy n® processzort tartalmazé hiperkockdn.

Bizonyitas. Allitasunk a 4.17. tétel kovetkezménye. .
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4.7.3. Osszefiiggd komponensek

Grafok osszefiiggé komponenseit a masodik fejezetben definialtuk.

4.19. tétel. Egyn csicst irdnyitott graf dsszefiiggd komponensei eqy n®

processzort tartalmazo hiperkockdn O(lg2 n) lépésben meghatdrozhatdk.

Bizonyitas. Allitasunk a 4.17. tétel kovetkezménye. .

4.7.4. Legrovidebb utak

A HIPERKOCKAN-UTAK algoritmus 1épésszdméra vonatkozik a kovetkezd
tétel.

4.20. tétel. A HIPERKOCKAN-UTAK algoritmus eqy n-cstcst irdnyitott

grif dsszes csticspdrjdnak tdvolsdgdt meghatdrozza O(1g® n) Iépésben egy

n3

fen Processzort tartalmazo hiperkockdn.

Bizonyitas. A PRAM modellek elemzése soran megmutattuk, hogy egy
graf csucsai kozotti tavolsagokat lg n matrixszorzas segitségével meghatarozhatol
Két n x n méretli métrix egy l’g% processzoros hiperkockén O(lgn)

lépésben Osszeszorozhato. [

4.7.5. Konvex burok

A konvex burok szamitasara — hasonléan a PRAM és négyzet modellek
esetéhez — 0szd meg és uralkodj elvii algoritmust javaslunk.

Ha a rekurziv algoritmusunk lépésszamat a d-dimenziés hiperkockan
K (d)-vel jeldljik, akkor

K(d) = K(d— 1)+ O(d?), (4.12)

ahonnan K (d) = O(I?).
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4.21. tétel. Han = 2%, akkor egy sikn pontjdnak konvex burka O(1g® n)

lépésben meghatdrozhato a Hy hiperkockan.

Gyakorlatok

4.7-1. Allapitsuk meg, van-e Euler-kor és /vagy Hamilton-kor a vizsgalt
halézatokban?

4.7-2. Mennyi id6 alatt lehet egy tlizenetet eljuttatni a fejezetben vizs-
galt halozatok adott processzoratdl az dsszes tobbihez? Tervezziink be-
jarasi algoritmusokat és elemezziik 1épésszamukat.

4.7-3. Mutassuk meg, hogy egy pillangé hélézat elsé szintjén lévo
processzorbol pontosan egy ut vezet a d-edik szint barmelyik process-
zordhoz.

4.7-4. Foglaljuk tablazatba a vizsgalt halozatok jellemzo6 tulajdonsa-
gait.

4.7-5. Hanyféleképpen lehet bedgyazni a 4.3. abra bal oldalan lathato
G halézatot az abra jobb oldalan lathato H hélézatba?

4.7-6. Adjuk meg a G3, G4 és G5 Gray-kodokat.

4.7-7. Tervezziink O(kd) 1épésszami algoritmust, amely 2¢ k-bites kulc-

snak a By pillangd hélézaton valé rendezésére.

Feladatok

4-1. Gray-koéd elemzése

Adjuk meg, Osszesen hany nullat és hany egyest tartalmaz G (k >
1). Hany olyan elrendezése van a k-jegy( binaris szaimoknak, melyekre
jellemzé, hogy az i-edik (2 < i < 2%) szdm pontosan egy helyen tér el
az (i — 1)-edikt6l? Hany ilyen ciklikus elrendezés van?

4-2. Rdcs bedgyazdsa hiperkockdba

Tekintstik egy 4 x 8 méretii racsnak Hs-be dgyazasat. Az elsé két bitet
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hasznaljuk a racs sorainak, a tovabbi harom bitet pedig a racs os-
zlopainak azonositasara: G, feleljen meg a nulladik, els6, masodik, illetve
harmadik sornak. Ugyanigy Gs elemei rendre megfelelnek a 0., 1., ..., (n—
1). oszlopnak. Adjuk meg a bedgyazas jellemz§ adatait (felfavodas,
késleltetés, torlodas).

4-3. Teljes bindris fa bedgyazdsa de Bruijn-hdléozatba
Mutassuk meg, hogy egy d szintes teljes binaris fa beagyazhato egy d-
dimenzids de Bruijn-hél6zatba gy, hogy a beagyazas késleltetése 1.
4-4. Mohd algoritmus korldatjanak élessége

Lassuk be, hogy a mohé algoritmus lépésszamara és sorhossztusagara
bizonyitott fels6 korlat aszimptotikusan éles, azaz van csomagiranyitasi
feladatoknak olyan sorozata amelyre a 77 egyenletben megadott nagysa-
grend a jellemz6. Utmutatds. Vizsgdljuk meg azt az gynevezett bit-
forditasos feladatot, ahol a b;...b; sorbeli csomag cimzettje a b,...b; sor-
beli processzor. Vizsgaljuk meg ebben az esetben egy (d/2)-edik szintii
¢l forgalmat.

4-5. Polinomok szorzdsa

Tervezziink algoritmust, amely két 2¢-edfokii polinomot O(d) idé alatt
Osszeszoroz a By pillangd halézaton.

4-6. Gyors Fourier-transzformdcié

Tervezziink algoritmust, amely a B, pillangd halézaton kiszamitja egy

24 hosszisagi vektor gyors Fourier-transzformaltjat.



5. Szinkronizalt hal6zat

Ebben a fejezetben dontési feladatokat oldunk meg — specidlis és al-

talanos halézatokban.

5.1. Szamitasi modell

A H hélézatot a kordbbiakhoz hasonléan H = (V, E) formaban adjuk
meg, ahol V = {P;, P, ..., P,} a processzorok halmaza. Két procesz-

szor kozott

e vagy kétiranyu adatatvitel lehetséges,
e vagy csak egyiranyu adatatvitel van,

e vagy nincs kapcsolat.

Ennek megfeleléen az élek E halmaza két részbdl all: E = (S, D),
ahol S az egyiranyu adatatviteli vonalakat leir6 iranyitott élek halmaza,
mig D a kétiranyu adatatvitelt leiré iranyitatlan élek halmaza.

A kever6-cserélé haldozatokban kétféle él van: kétiranya cseréld és
egyiranyu keverd él.

A d dimenzi6s teljes keverd-cseréld halozatban p = 27 processzor
van. A cseréld élek a Py; processzorbél a Py (1 =0, 1, ..., 2971 —1)

processzorhoz vezetnek. Minden processzorbol egy keverd él indul: a
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@@@'@@,@@@

5.1. abra. 8 processzoros kever6-cserélé halozat.

P (i =0, 1, ... 2°—1) processzorbdl indul6 kever6 él a Py; processzornal
végz6dik, ahol az indexeket (mod 2P — 1) vessziik.

Az 5.1. abra egy 8-processzoros teljes kever6-cserélé halozatot abra-
zol.

A gyakorlatban hasznalt hélézatok tobbségében csak kétiranya adat-
atviteli vonalak vannak. A de Bruijn-hal6zat csak egyiranyt adatatvitelt
enged meg.

A P, processzor szomszédait szomszéd[i]-vel jeloljiik és a kovetke-

z6képpen definidljuk:
szomszéd(i] = {P; | (i,7) € SV (i,j) € DV (i,5) € D)} . (5.1)

A processzorokat automataként irjuk le, amelyek a szinkronizalt
lépésekben iizeneteket kiildhetnek és kaphatnak, és adott kezdoéallapot-
bél kiindulva minden 1épésben — a beérkezo tizenetek és a korabbi allapot
altal meghatarozott — 0j allapotba mennek at.

A P, processzor a KULD;(tzenet) és a FOGAD;(tizenet) fiiggvénnyel
kiildenek, illetve fogadnak iizenetet. Az tizenet az Ue halmaz eleme, ahol
U a lehetséges iizenetek halmaza, e pedig az iires iizenet. Egy iizenet
lehet példaul a kiildo folyamat azonositoja, és allhat tobb részbdl is.

Ebben a fejezetben a futdsi id6é mellett az elkiildott és fogadott

lizenetek szama is gyakran hasznalt hatékonysagi jellemzo.



5.2. Vezeto valasztasa 205

5.2. Vezeto valasztasa

Ennek az alfejezetnek a témaja az egyik legfontosabb dontési feladat,
a vezetovdlasztdas. Tegyiik fel, hogy kezdetben minden processzor
azonos allapotban van. A cél olyan allapot elérése, amelyben pontosan
egy processzor a vezeto a tobbi processzor pedig a nem_ vezetd allapot-
ban van. A késébbiekben (f6leg az algoritmusok leirasaban) hasznaljuk
a rovidebb wvez, illetve nem_vez jelolést is.

Szamos feladat megoldasahoz szitkség van a processzorok szimmetri-
ajanak megtorésére, és egy vezetd processzor megvalasztasara. Ezt a
feladatot Le Lann fogalmazta meg 1977-ben.

El6szor megmutatjuk, hogy a vezetovalasztas bizonyos koriilmények
kozott megoldhatatlan feladat.

Azutan algoritmusokat mutatunk be és elemziink, amelyek gytri-

ben, faban és altalanos halézatban megoldjak a vezetovalasztast.

5.2.1. Vezetovalasztas megoldhatatlansaga gyiriiben

Legyen H egy p processzoros gyurii. Ha H-ban minden processzor azonos
kezdeti allapotban van, akkor nincs mod ennek a kezdeti szimmetrianak

a megsziintetésére. Ezt az allitast formalizalja a kovetkezo tétel.

5.1. tétel (vezetdvalasztas gytiriiben). Ha G egy egyiranytd vagy kétird-
nyu gytrd, melyben a processzorok kezdeti dllapota, dllapotdtmeneti fiig-
guénye és tuzenet-elodallito fiigguénye is azonos, akkor ebben a gyiriben

a vezetovdlasztas nem oldhato meg.

Bizonyitas. Az allitast indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy
a P algoritmus megoldja a feladatot.

Feltehetjiik, hogy a gytirti minden processzoranak csak egy kezdoal-
lapota van (ha tobb van, kozilitk tetszolegesen valasztva elérhetjiik,

hogy minden processzornak csak egy kezdéallapota legyen).
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Az els6 lépésben minden processzor ugyanazt az iizenetet kiildi szom-
szédjanak (kétiranyu gytiriiben mindkét szomszédjanak), ezért a ma-
sodik 1épésben a processzorok azonos 1j allapotba mennek &t és azonos
tizenet kiilldenek szomszédjuknak.

A 1épések szama szerinti indukciéval adédik, hogy ha barmely pro-
cesszor allapota vezetd, akkor a tobbi processzor allapota is vezetd lesz,

ami nem biztositja a vezetovalasztas egyértelmiiségét. [

A gyakorlatban rendszerint nem azonos a processzorok kezdéallapota.
A tovabbiakban feltessziik, hogy minden processzornak egyedi azono-

sitoja van, amely a tobbi processzortél megkiilonbozteti.

5.2.2. Vezetdvalasztas gyiiriiben

Az elsé gylris vezetévalaszté algoritmus Le Lann nevéhez flizodik.
A LELANN algoritmusra jellemzo, hogy a sziikséges tlizenetek szama
négyzetesen né a processzorok szamaval. Chang és Roberts 1979-ben
olyan javitast dolgoztak ki, amely legrosszabb esetben tovabbra is né-
gyzetes volt, de atlagos esetben mar O(nlgn) lépésben megoldotta a
vezetGvalasztast. 1980-ban Hirschberg és Sinclair olyan megoldast talalt,
melyre a legrosszabb esetben is bizonyitani tudtédk az O(nlgn) fels6 kor-
latot. Igaz, mig a korabbi modszerek egyiranyu gytirtiben is miikodtek, a
HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmusnak kétiranyu adatatviteli vonalakra
van sziiksége.

Az alsé korlatokkal kapcsolatos eredmények szerint a vezetovalasztast

aszimptotikusan optimalisan is meg tudjuk oldani.

LeLann algoritmusa
A LELANN algoritmus megengedi, hogy a vezetd az ugynevezett kezdd
processzorok koziil keriiljon ki. A kezd6 processzorok halmazat K-val

jeloljik. A processzoroknak nincs sziiksége arra, hogy ismerjék a halézat
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méretét.

Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezo.

LELANN(K, A) parhuzamos eljdrds
Szamitasi modell: egyiranyt gytri
Bemenet: K (a kezd processzorok indexeinek halmaza), A[l : n] (a
processzorok azonositéinak tombje,
amely killonbo6zé egész szamokat tartalmaz)

Kimenet: i (a vezetd processzor indexe)

01 P, in parallel for i <~ 1 ton

02 doifie K

03 then dllli] « jeldlt
04 Ji  {i}

05 else dll[i] < n_wvez

06 P; in parallel for i +— 1 ton

07 do if dlli] = jelélt
08 then KULD;(7)
09 while dll[i] # vez

10 FocAD;(a)

11 Ji + J;U{a}
12 KULD;(a)

13 if i = min{.J;}

14 then dllfi] < vez
15 else dlli] < n_vez
16 while dll[i] # vez
17 FocaDp;(a)
18 KULD;(a)

Az algoritmus szerint elészor az 1-6. sorokban beallitjuk a process-

zorok allapotat: jeldlt lesz a kezdo processzorok allapota és mem_ jelolt
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lesz a tobbi processzor kezdéallapota. A kezdd processzorok a jeloltek
J; halmazaba beteszik sajat azonositojukat.

A 7-13. sorokban a kezd6 processzorok addig fogadjak és kiildik
az lizeneteket, amig sajat azonositojukat — amely korbeért a gytliriin —
vissza nem kapjak.

A 14-16. sorokban a legkisebb azonosit6ju processzor vezre, a tobbi
kezd6 processzor n__vezre allitja a sajat allapotat.

A nem kezdé processzorok szerepe az iizenetek tovabbitasa (17-21.

sorok).

5.2. tétel. A LELANN algoritmus eqy eqyirdnyi gytirin minden esetben
O(p) lépésben és legrosszabb esetben O(p?) dizenetet kiildve oldja meg a

vezetdvdlasztdst.

Bizonyitas. Az 1-6. sorokban két 1épésben beallitjuk all[i] és J; értékét.
A kezdd processzorok a p. lépésben visszakapjak sajat azonositojukat (a
tobbi kezd6 processzor azonositéjat mar korabban megkaptak). Ekkor
a legkisebb azonositoju processzor allapota a 14-15. sor szerint vezeto
lesz, a tobbi kezdo processzor allapota pedig a 16. sorban nem__vez lesz.

Mivel legfeljebb p kiilonb6z6 azonosité van és mindegyik p 1épést
tesz, ezért az elkiildott és fogadott tizenetek szama O(p?). Mivel legrossz-
abb esetben minden processzor kezdd, ezért az tizenetek szama W (p,
LELANN) = O(p?). Mivel a kezd6 folyamatok azonositéja p 1épés alatt

ér korbe a gytirln, ezért az algoritmus lépésszama minden esetben p =

O(p). n

A LELANN algoritmus biztositja, hogy a processzorok a megfelel6
allapotba keriiljenek, de nem biztositja azt, hogy a nem kezd¢ process-
zorok megalljanak. Ezt a megallast példaul tgy biztosithatjuk, hogy a

vezetonek valasztott processzor korbekiild egy értesité tizenetet. Az
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igy kiegészitett algoritmusra is érvényes a W (p, ERTESIT-LELANN) =
O(p) és Wy(p, ERTESIT-LELANN) =

Chang és Roberts algoritmusa
Chang és Roberts azzal javitottdk az el6z6 algoritmust, hogy csokken-
tették a feleslegesen tovabbkiildott azonositok szamét: a kezdd process-

zorok csak a sajat azonositéjuknal kisebb azonositokat kiildik tovabb.

CHANG-ROBERTS(U, 1) pdrhuzamos eljdrds

Szdmitasi modell: egyiranya gytri

Bemenet: U = uq, ug, ..., u, (a processzorok azonositéi — kiilonb6z6
egész szamok)

Kimenet: i (a vezetd processzor indexe)

01 P; in parallel for i < 1 ton

02 if 7 € K then

03 dallli] := jelolt

04 L;:={i}

05 else

06 dallfi] -== nem__jelolt
07 P; in parallel for 1 <i<n

08 if dll[i| = jelolt then

09 KULD;(7)

10 while j # 1

11 FoGaD,(a)

12 L:=LU{j}

13 KULD,(a)

14 if i = min{K} then

15 dallfi] :== vez

16 else dall[i| .= n_vez
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17 else

18 while dll(i) # vez

19 FocaD;(j)
20 KULD;(j)

5.3. tétel. A CHANG-ROBERTS algoritmus ©(p) lépéssel és legrosszabb
esetben ©(p?) 1izenettel oldja meg egyirdnyi gyiiriiben a vezetévdlasztdst.

Az algoritmus dtlagos tizenetszama O(plgp).

Bizonyitas. A legrosszabb esetre vonatkozd bizonyitas hasonld a
LELANN algoritmusra vonatkoz6 bizonyitashoz.

Az atlagos tizenetszammal kapcsolatban legyen s a legkisebb a p
azonosito kozil. p killonb6z6 azonositénak (p — 1)! kiillonbo6z6 ciklikus
permutacidja van. Adott ciklikus permutacioban legyen a; az az azono-
sitd, amely ¢ 1épéssel halad s elott.

Mivel az s azonosité minden permutacioban p 1épést tett meg, ezért
a (p — 1)! ciklikus permutacioban 6sszesen p(p — 1)! 1épést tett meg.
Az a; azonositot legfeljebb i-szer kellett tovabbitani, mivel eldobjuk,
amikor eléri az s azonosit6ju processzort. Legyen A, ;, azoknak a ciklikus
permutacioknak a szama, amelyekben az a; azonositét pontosan k-szor

kellett tovabbitani. Ekkor az a; azonositét dsszesen
Z kA; (5.2)
k=1

alkalommal kell tovabbitani.
Ha a; a legkisebb az ay, ag, ..., a; azonositok kozott — ami (p—1)!/i
permutaciéban fordul el — akkor az a; azonositét pontosan i-szer kell

tovabbitani, ezért
(p— 1!
- .

A=

)

(5.3)
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Ha az a; azonositot k — 1 olyan azonosité koveti, amelyek nagyobbak,
mint a;, akkor a;-t legalabb k-szor kell tovabbitani (itt & < 7). Azok-
nak a ciklikus permutacioknak a szama, amelyekben a; a legkisebb az
@i ki1, Qi gio, ---, a; azonositok kozott, (p — 1)!/k. Ezért ha k < i,

akkor az a; azonositot

-1 (p—1)
— 5.4
k E+1 (54)
permutaciéban kell pontosan k-szor tovabbitani, és igy
(p—1)! .
Ay = ——~ (ha k <i). 5.5
= ey (k<) (55)

Ezért az a; azonositot az Osszes ciklikus permutaciéban osszesen

Zk<k4%>+ﬁ@_1“__J Z* (5.6)

alkalommal kell tovabbitani.
Ismert, hogy az egyenloség jobboldalan 16v6 szumma a H; harmonikus

szdam, amelyre

S Hy = (m+1)Hy, —m. (5.7)

Most 6sszegezziik az s-t6l kiillonbo6z6 ¢ azonositok altal megtett 1épések

szamat:
p—1

> o= DUH;] = (pHpr = (p = 1)(p - 1)! . (5-8)

i=1
Mivel ez a 1épésszam az Osszes ciklikus permutaciohoz tartozik, ezért

az atlag pH,. Mivel H, = In p+O(1), azt kaptuk, hogy az atlag valoban
O(plgp). =

Ha az azonositék kezdeti permutacidja kedvezé — példaul ay > as >
. > a, —akkor az a; (1 < j < p— 1) azonosité csak egy lépést tesz
meg, ezért By;(p, CHANG-ROBERTS) = O(p).
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5.2. Abra. A HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus szemléltetése.

Hirschberg és Sinclair algoritmusa

Az eddig targyalt vezetévalasztd algoritmusok kevés lépést tesznek, de

sok tlizenetre van sziikségiik. Most egy olyan algoritmust mutatunk be,

amelynek a korabbinal lényegesen kevesebb tlizenetet igényel.
Hirschberg és Sinclair algoritmusa is a legnagyobb azonositéval ren-

delkezo folyamatot valasztja vezetonek. Itt azonban az azonositék nem

kérbejarjdk a gytrit, hanem bizonyos (egyre nagyobb) 1épés megtétele

utan visszafordulnak. Ezt szemlélteti a 5.2. 4bra.

5.4. tétel. A HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus tizenetszama kétird-
nyt gytiriben W (p, HIRSCHBERG-SINCLAIR) = O(plgp)

Id6-szelet algoritmus
Az eddigi vezet6valasztéd algoritmusok az azonositok 6sszehasonlitasaval
jutottak informéaciéhoz.

A kovetkez6 IDO-SZELET algoritmus nagyon kevés tizenetet haszndl.
Az algoritmus szakaszokban miikodik, és minden szakasz p 1épésbol all.
A j-edik szakaszban csak j azonositot lehet iizenetként elkiildeni. Ha
a P; processzor azonositdja a;, akkor ez a processzor az 1.,2.,..., (a; —
1). szakaszban nem kild tizenetet. Ha a P; processzor az els6 a; — 1
szakaszban nem kap tlizenetet, akkor az a;-edik szakasz elsé 1épésében

elkiildi szomszédjanak a sajat azonositojat, és ez az azonosito korbemegy
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az egyiranyu gyurin.

5.5. tétel. Az IDO-SZELET algoritmus eqy p processzoros eqyirdnyi gyi-

riben p tzenettel O(pamn) épésben oldja meg a vezetdvdlasztdst.

Ennek a tételnek kozvetlen kovetkezménye, hogy az IDO-SZELET al-

goritmus tizenetszamat tekintve aszimptotikusan optimalis.

Alsé korlat az iizenetszamra
Az Osszehasonlitas alapi vezetévalaszté algoritmusok tlizenetszamara

érvényes a kovetkezo also korlat.

5.6. tétel. Ha a P algoritmus barmely p-processzoros gyiriben vezetot
tud valasztani, akkor megadhato p darab kiilonbézé azonosito olyan per-

mutdcicja, amelyre az A algoritmus Ny(p, P) = Q(plgp) tuzenetet kiild.

5.2.3. Vezetovalasztas faban

Az alabbi algoritmus faban megoldja a vezetovalasztast.

FABAN-VEZETO(A, 1) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitasi modell: gylri
Bemenet: Al : p] (a processzorok azonositoi, kiilénbozé egészek)

Kimenet: i (a vezetd processzor indexe)

01 P; in parallel for i <— 1 ton

02 ifiec K
03 then dllfi] < jelolt
04 else dll[i] < n_wvez

Az algoritmus menetét illusztralja az 5.3. abra. Az dbra felso része a
T fanak a T, és T, részfakra bontasat mutatja. Az abra bal als6 része

a T}, fa felbontdsat mutatja.
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Tpq felbontasa T felbontdsa

5.3. dbra. Tpq részfai.

5.7. tétel. A FABAN-VEZETO algoritmus egy p-processzoros faban O(p)

tzenettel és O(atmérd) lépésben megoldja a vezetdvdlasztdst.

5.2.4. Vezetodvalasztas altalanos halézatban

Altaldnos halézatban elszor egy egyszerii tizenetterjeszté algoritmust,

majd annak javitott valtozatat mutatjuk be.

Max-terjed algoritmus
A MAX-TERJED algoritmus alapotlete, hogy a processzorok minden me-
netben elkiildik szomszédaiknak az addig hozzajuk eljutott legnagyobb

azonositot.

5.8. tétel. Ha egy tetszdleges H halozat dtmérdje atm(H), akkor a M AX-
TERJED algoritmus ebben a hdldzatban legfeljebb atm(H ) menetben a leg-
nagyobb azonositoji folyamatot vezetévé vdlasztja. Az elkildétt tizenetek

szama pedig O(|E|atm).
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Opt-max-terjed algoritmus
Altaldnos hélézatban is alkalmazhaté az a javitds, amit mar a gytirii
esetében lattunk: a processzorok csak akkor kiildenek tovabb azonositot,
ha az 1j informéaciét tartalmaz.

Ezzel ugyan a legrosszabb esetben sziikséges tizenetek szamanak
nagysagrendje valtozatlan marad, az iizenetek atlagos szama azonban

lényegesen csokken.

5.9. tétel. Ha egy tetszdleges H haldzat atmérdje atm(H), akkor az
OPT-MAX-TERJED algoritmus ebben a hdldzatban legfeljebb atm(H) me-

netben vezetové valasztja a legnagyobb azonositoju folyamatot.

5.2.5. Als6 korlat az lizenetek szamara

Az &ltalanos halozatokban sziikséges tizenetek szaméara vonatkozik a

kovetkez6 tétel.

5.10. tétel. Ha H eqy p processzort tartalmazo hdlozat, akkor a vezeto-

valasztds ebben a halézatban
N(p) > pH, (5.9)
tizenetet igényel.

Ebbdl a tételbdl adédik a kovetkezd allitas.

5.11. kovetkezmény. A CHANG-ROBERTS algoritmus tizenetszdma qline-

break aszimptotikusan optimdlis.
Bizonyitas. A 5.3. tétel szerint az algoritmus iizenetszdamara
W(p) = O(plgp). (5.10)

Mivel H, = O(lgp), igy ©(W(p)) = N(p). =
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5.3. Megegyezés

A kovetkez6 dontési feladat a megegyezés. Tegyiik fel, hogy kezdetben
minden P; processzor rendelkezik egy b; bemeneti értékkel, és az a cél,
hogy a processzorok azonos k kimeno értékre jussanak.

Ezt a problémat mind az tizenetek egy részének elvesztését, mind a
processzorok hibajat megengedve is szoktak vizsgalni.

A k-megegyezés problémdaja az egyszerii megegyezési probléma
természetes altalanositasa: a processzorok feladata az, hogy a bemend
értékek egy k-elemii részhalmazabdl valasszanak kozosen elfogadott ér-

téket.

5.3.1. Megegyezés vonalhibak esetében

A probléma lényegét jol tikkrozi az osszehangolt tamaddsi fela-
dat Eszerint tabornokok 6sszehangolt tamadast terveznek kézos célpont
ellen. A tdbornokok hirnokok segitségével valthatnak tizenetet.

Feltessziik, hogy a tabornokok egy G irdnyitatlan (nem teljes) graf
csucsaiban vannak, és az élek mentén kiildhetnek iizenetet. Megbizhaté
élekkel G4y 1épésben minden tabornok teljes informacioval rendelkezik
a tobbiek véleményérol, és a katonai akadémian tanultak alapjan ugya-
narra a dontésre juthatnak.

Ha azonban az élek meghibasodhatnak, ez az egyszerii gondolatmenet
nem alkalmazhaté, a probléma nem oldhaté meg (ennek belatasat meg-
hagyjuk gyakorlatnak).

Hibas élek esetén csak az a redlis célkitiizés, hogy megadott valdszi-
niséggel jussanak a tabornokok kozos véleményre. A problémanak ez
a valtozata mar determinisztikus és véletlenitett algoritmussal is kezel-
het6.
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5.3.2. Megegyezés processzorhibak esetében

A processzorok miikddése soran kiilonb6z6 hibdk fordulhatnak el6. Az
egyik a megdlldsi hiba, melyben a processzor barmely lépésben besziin-
tetheti miikodését. A masik a bizdnci hiba, melyben a processzorok a
szamukra megadott korlatokon (elvégezheté miiveletek, felhasznalhatd
tizenetédbécé) beliil tetszélegesen mitkédhetnek.

Ennek a probléméanak egy egyszerti megoldéasat biztositja a HALMAZ-
TERJED algoritmus. Ennek lényege, hogy a processzorok tiirelmesen ter-
jesztik a tudomasukra jutott Gsszes informaciot — és ha bizonyos ideig
nem kapnak 1j informaciot, akkor az addig kapott iizenetek alapjan
dontenek.

Ha a processzorok értékelik is a beérkezett informéciét és csak a
lényeges részt adjak tovabb, akkor az elkiilldendd tizenetek szama csokken-

thetd. Igy jutunk az OPT-HALMAZ-TERJED algoritmushoz.

5.3.3. k-megegyezés

A k-megegyezési feladatnal a processzoroknak a bemeneti értékek k-
elemti részhalmazabdl kell kozosen elfogadott értéket valasztaniuk.

Ezt a feladatot példaul a MIN-TERJED algoritmussal lehet megoldani.
Ennek lényege, hogy a processzorok karbantartjak és terjesztik az ad-
dig kapott legkisebb értéket. Errdl az algoritmusrol belathato, hogy ha
legfeljebb h processzor hibdsodhat meg, akkor |h/k -+ 1] 1épésben meg-
oldja a feladatot.

A kovetkezd alsé korlat ismert.

5.12. tétel. Ha p > h + k + 1, akkor minden algoritmusnak legaldbb
|h/k+ 1] lépésre van sziiksége, hogy h hibds processzor esetén megoldja

a k-megegyezési feladatot.
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5.3.4. Kozelitdo megegyezés

A kozelité megegyezési feladatban minden processzornak van egy
valos kezdeti értéke és a processzorok valods értékeket kiildenek egymas-
nak és egymastol kevéssé eltérd értékekben kell megegyeznitik.

Megengedjiik, hogy a processzorok bizaci hibakat kdvessenek el.

3 feltételnek kell teljesednie.

A befejezbdési feltétel szerint minden hibatlanul miikodo6 procesz-
szornak végiil dontést kell hoznia.

Az érvényességi feltétel szerint a hibatlanul miikodé processzo-
roknak a hibatlan processzorok kezdeti értékeit tartalmazé (leheté legrovidebb)
intervallumbdl vett értékkel kell megallniuk.

A megegyezési feltétel szerint akarmely két hibatlanul mikoédo
processzor kimend értéke legfeljebb egy elére adott e értékkel térhet el
egymastol.

Ismertek olyan algoritmusok, amelyek teljes hal6zatban biztositjak
a kozelité megegyezést, ha a hibds processzorok szama kisebb, mint az

Osszes processzorok szamanak egy harmada.

Gyakorlatok
5.3-1. Elemezzik a LELANN és a CHANG-ROBERTS algoritmusokat.

R

c /e

tizenetek szama O(n).

5.3-2. Modositsuk az CHANG-ROBERTS algoritmust gy, hogy az 0sszes
nem-vezeto folyamat a em nem_ vezeto kimenetet eredményezze, vagyis
az Osszes folyamat végiil is alljon meg. Adjuk meg a médositott algorit-
mus pszeudokodjat.

5.3-3. Mutassuk meg, hogy a CHANG-ROBERTS algoritmus kiilonb6z6
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indulé idépontok mellett is helyesen miikodik. (Ehhez médositsuk a ko-

dot.)

5.3-4. Bizonyitsuk be a LELANN és a CHANG-ROBERTS algoritmusok

helyességét.

5.3-5. Mutassuk meg, hogy a HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus kiilon-
b6z6 indulé idépontok mellett is helyesen miikodik. (Ehhez egy kicsit

moédositsuk a pszeudokodot.)

5.3-6. Tegyiik fel, hogy a HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmust gy mo-

dositjuk, hogy ketté-hatvanyok helyett egymas utani k-hatvanyokat hasz-
nalunk az utak hosszara (k > 2). Elemezziikk a mddositott algorit-

mus lépésszamat és kommunikacids bonyolultsagat gy, mint az ere-

deti HIRSCHBERG-SICLAIR algoritmusnal. Hasonlitsuk Ossze az ered-

ményeket.

5.3-7. Tekintsitk a HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus olyan moédosi-

tott valtozatat, ahol a processzorok mindkét irany helyett csak az egyik

irdnyba kiildhetnek tizeneteket.

a. Mutassuk meg, hogy a konyvben megadott algoritmus legkézen-
fekvébb médositasa nem eredményez O(nlogn) tizenetszamot. Adjunk
felso korlatot az tizenetszamra.

b. Médositsuk ugy az algoritmust, hogy az tizenetszama O(nlogn)
legyen.

5.3-8. Tervezziink egyiranyu gytirtiben olyan vezetévalaszto algorit-
must, amely nem ismeri a gyliri méretét és legrosszabb esetben is csak
O(nlogn) szamu tizenetet hasznal. Az algoritmus az azonositokra kiza-
rolag az 6sszehasonlitas miveletet hasznédlhatja.

5.3-9. Adjunk a menetek szamara vonatkozé minél jobb alsé korlatot
valamely n méretii gylrti vezet6 folyamat kivalasztasos algoritmusanak
legrosszabb esetére. A feltevéseket koriiltekintéen fogalmazzuk meg.

5.3-10. Adjuk meg az n = 16 cstcsu bitfordité gytirti pontos leirasat.
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5.3-11. Valamely szinkron gytirii esetén tekintsiik a vezeto folyamat
kivalasztasanak problémajat, ahol minden folyamat ismeri a gytri n
méretét és a processzoroknak nincs azonositéjuk. Adjunk a probléma
megoldasara véletlenitett algoritmust, vagyis olyat, ahol a processzorok
kédjuk determinisztikus végrehajtasan kiviil véletlen valasztassal is él-
hetnek. A helyes miikodést kielégité tulajdonsdgokat ovatosan fogal-
mazzuk meg. Példaul az egyedi vezeté folyamat kivalasztasa biztosan
garantalt-e vagy valamilyen kis valoszintiséggel elképzelheto, hogy ez
nem torténik meg? Mennyi lesz az algoritmus lépésszama és tlizenet-
szama?

5.3-12. Tekintsiink valamilyen ismeretlen n méretii kétiranyu gytrt,
ahol a processzoroknak van egyedi azonositéjuk. Adjunk az tizenetek
szamara vonatkozé alsé és fels6 korlatot olyan Gsszehasonlitas alapt al-
goritmus esetén, ahol minden processzor mod 2 szamolja ki n-et.
5.3-13. A MAX-TERJED algoritmusban hasznalt tizenetek dtm|E| szdma
O(n?). Adjunk meg olyan iranyitott grafokat, amelyekre az dtm|E| szorzat
Q(n?), vagy mutassuk meg, hogy nincs ilyen irdnyitott graf.

5.3-14. Az OPT-MAX-TERJED algoritmus &ltal elkiildott iizenetek sza-
méra adjunk a O(n?)-nél kisebb felsé korlatot vagy mutassuk meg, hogy
a korlat aszimptotikusan éles.

5.3-15. Elemezziik a vezetévalasztas 1épésszamat és tizenetszamat, feltéve,

hogy néhany szomszédos csiics kozott kétirany kommunikaciot is megengediink.

5.3-16. Tervezziink egy vezetovalaszto algoritmust egy olyan erdsen
Osszefliggd iranyitott halézatban, amelyben a processzoroknak van egyedi
azonositojuk.

a. Tegyiik fel, hogy a kommunikacié a szomszédos csicsok kozott

kétirany.
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b. Ne alkalmazzuk az el6z6 feltevést.
5.3-17. Adjunk algoritmust a csticsok szamanak megéllapitasara egy
olyan erOsen Osszefliggd iranyitott halézatban, amelyben a processzo-
roknak van egyedi azonositéjuk.

a. Tegyiik fel, hogy a kommunikacié a szomszédos csicsok kozott
kétirany.

b. Ne alkalmazzuk az el6zd feltevést.

5.3-18. Adjunk algoritmust az élek szaméanak megallapitasara egy olyan
er0sen Osszefliggd iranyitott halézatban, amelyben a processzoroknak
van egyedi azonositéjuk.

a. Tegyiik fel, hogy a kommunikéaci6 a szomszédos cstcs kozt kétira-
nyu.

b. Ne alkalmazzuk az el6z6 feltevést.
5.3-19. Tegyiik fel, hogy egy lancban minden P; processzor meg tudja
kiilonboztetni a bal oldalat a jobb oldalatol, és ismeri azt is, hogy ¢ maga
végpont-e vagy sem. Tegytik fel, hogy minden processzor kezdetben egy
nagyon nagy a; egész értékkel rendelkezik, és azt, hogy az ilyen értékek-
bdl egy adott iddpillanatban csak adott szamut tarthatunk nyilvan a
memoriaban. Tervezzilk meg azt az ezen értékeket sorba rendezo algo-
ritmust, amelyben az egyes P; processzorok altal eléallitott o; kimeneti
értékek Osszeszorzott halmaza megegyezik az a; bemeneti értékek 6sszes-
zorzott halmazaval, és o; < ... < o,. Préobaljuk meg eléallitani mind az
tizenetek, mind a menetek szama tekintetében a leghatékonyabb algo-
ritmust.
5.3-20. Mutassuk meg, hogy az 6sszehangolt tdmadasi probléma (de-
terminisztikus valtozatdnak) megolddsa barmely nem trividlis, Ossze-
fiiggd graf esetében magaban foglalja a probléma megoldasat arra az

egyszeri, két pontbdl all6 grafra, mely egy éllel van 6sszekotve. (Ebbol
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kovetkezik, hogy a probléma megoldhatatlan tetszéleges, nem trividlis
graf esetében.)

5.3-21. Tekintsiik a (determinisztikus) Osszehangolt tdmadési prob-
léma kovetkezd valtozatat. Tegyiik fel, hogy a halézat n > 2 résztvevébol
allo teljes graf. A befejezési és érvényességi feltételek az 5.3. alfejezetben
leirtakkal azonosak. A megegyezési feltételt azonban gyengitjiik: ,, ,Ha
van olyan a folyamatok kozott, amelyik dontése 1, akkor legalébbb ket-
tének 1-est kell dontenie.” (Azaz szeretnénk kizarni azt az esetet, amikor
egy tabornok maganyosan tamad, de megengedjiik azt, hogy két vagy
tobb tabornok egyiitt tdmadjon.) Vajon ez a probléma megoldhatd, vagy
nem?

5.3-22. Tekintsiik az 6sszehangolt tamadasi problémat vonalhibak ese-
tében arra az egyszeri esetre, amikor két folyamat egy éllel van 6sszekotve.
Tegyiik fel, hogy a processzorok miikodése determinisztikus, de az tizen-
etrendszer véletlenitett abban az értelemben, hogy mindegyik tizenet-
valészinliségét adja meg, hogy az iizenet sikeresen megérkezik. (Ahogy
altaldban, most is megengedjiik, hogy a folyamatok menetenként csak
egy iizenetet kiildjenek.) Tervezziink ezekkel a beallitasokkal olyan algo-
ritmust, mely rogzitett r szami meneten beliil befejezodik, a megegyezés
hianyanak valészintisége legfeljebb ¢, és ehhez hasonléan az érvényességi
feltétel megsértésének valoszintisége is legfeljebb €. A lehet6 legkisebb e
érték elérésére torekedjiink.

5.3-23. Az el6z6 gyakorlat kikotései szerinti modellben adjunk alsé ko-
rlatot az e értékére, bizonyitsuk be, hogy ez az elérhetd legalacsonyabb
érték.

5.3-24. Altaldnositsuk az 6sszehangolt tdmaddsi probléma véletlenitett
valtozatat gy, hogy megengedjiik € valoszintiséggel mind az érvényességi,

mind a megegyezési szabalyok megsértését. Irjuk 4t a VELETLENITETT-
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TAMADAS algoritmust 1igy, hogy a mddositott feltételek mellett elérje a
lehetd legkisebb e értéket. Végezziink elemzést.
5.3-25. Altaldnositsuk a VELETLENITETT-TAMADAS algoritmust és az
elemzését az altalanos iranyitatlan grafokra.
5.3-26. Mi torténne a fejezetben targyalt, véletlenitett kornyezettel
kapcsolatos eredményekkel, ha az ellenfél kommunikacids mintaja nem
lenne elére rogzitve, mint ahogy eddig feltettiik, hanem az ellenfél koz-
vetlen iranyitassal hatarozhatna meg azt. Pontosabban szolva, tegyiik
fel, hogy az ellenfél képes arra, hogy megvizsgélja a végrehajtasi soroza-
tot barmely k-adik menettol visszafelé a kezdetig, miel6tt dontene, hogy
a k-adik menetbeli tizenetek koziil melyek legyenek kézbesitve.

a. Milyen € korlat garantdlhaté a VELETLENITETT-TAMADAS algo-
ritmus esetében a megegyezés hianyara, ilyen kozvetlen iranyitasra képes
ellenfelek esetében?

b. Adhatunk-e valamilyen érdekes alsé korlatot az elérhet6 e értékekre?

5.3-27. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges olyan algoritmus, mely meg-
oldja a bizanci megegyezés problémat, megoldja a megegyezési prob-
lémat megallasi hibak esetében is, ha a megéllasi hiba modellben ugy
modositjuk az érvényességi feltételt, hogy csak a hibamentes folyamatok
megegyezését koveteljiikk meg.

5.3-28. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges olyan algoritmus, mely meg-
oldja a bizdnci megegyezés problémat és amelyben a hibatlan folyama-
tok mindig egyszerre, ugyanazon menetben hoznak dontést, megoldja a
megegyezési problémat megallasi hiba modellben is.

5.3-29. Kovessiikk nyomon a HALMAZ-TERJED algoritmus végrehajtasat
négy folyamattal és két hibaval, melyben a folyamatok kezd6értékei ren-
dreaz 1,0, 0, 0 értékek. Tegyiik fel, hogy P és P, folyamatok hibasak, P;

az els6 menetben lesz hibas, miutan egyediil a P, folyamatnak elkiildte



224 5. Szinkronizalt halézat

az lizenetet, P, pedig a masodik menetben lesz hibas, P;-nek és Ps-nak
kiild tizenetet, viszont P;-nek nem.
5.3-30. Tekintsitk a HALMAZ-TERJED algoritmust f hibara. Tegytik fel,
hogy az algoritmus f 4 1 menet helyett csak f menetben fut, ugyanaz-
zal a dontési értékkel. Talaljunk egy olyan végrehajtasi sorozatot, mely
megsérti a helyességi feltételeket.
5.3-31. Legfeljebb mennyi lehet a hibamentes folyamatok &altal ho-
zott, egymastol kiillonbozo dontési értékek darabszama, ha a HALMAZ-
TERJED algoritmus f 4 1 menet helyett csak f menetben fut.
5.3-32. a. Talaljunk egy masik lehetséges, helyesen miikodo dontési
szabalyt a HALMAZ-TERJED algoritmusban, amelyik eltér szoveghen
megadottol.

b. Adjunk pontos jellemzést azon dontési szabalyok halmazardl, ame-
lyek helyesen miikodnek.
5.3-33. Terjessziik ki a HALMAZ-TERJED algoritmust, a helyesség bi-
zonyitasat, és az elemzést, tetszoleges Osszefiiggsd grafokra.
5.3-34. Készitsiik el az OPT-HALMAZ-TERJED algoritmus kodjat.
5.3-35. Tekintstik a kovetkezd egyszerti algoritmust a megallasi hi-
bak mellett torténd megegyezésre, egy adott V' értékhalmaz esetében.
Legyen mindegyik processzornak egy min-érték valtozdja, melyet in-
dulaskor a sajat kezdeti értékére allit be. Az f+1 menet mindegyikében
a processzorok kozreadjak min__ érték valtozojuk értékét, majd tjra beal-
litjdk ugy, hogy a minimuma legyen a min__érték valtozo eredeti értékének,
valamint az iizenetekben kapott értékeknek. Végiil a processzor dontési
értéke min__érték lesz. Készitsiik el ennek az algoritmusnak a kodjat és
bizonyitsuk be (vagy direkt médon, vagy szimulaciéval), hogy helyesen
mikodik.
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Feladatok

5-1. Vezetbvdlasztds négyzeten

Bizonyitsuk be, hogy négyzeten O(nlogn) idé alatt megoldhat6 a vezet6
valasztasa.

5-2. Vezetbévdlasztas toruszon

Bizonyitsuk be, hogy téruszban O(nlogn) idé alatt megoldhatoé a veze-
glinebreak tévalasztas.

5-3. Vezetovdlasztas hiperkockdn

Bizonyitsuk be, hogy hiperkockdn O(nlogn) idé alatt megoldhaté a
vezetdvalasztas.

5-4. Nem oOsszehasonlitas alapu vezetovdlasztas

Az anyagban csak 6sszehasonlitas alapt vezetévalasztd algoritmusokat

targyaltunk. Vizsgaljunk meg néhany mas tipusi algoritmust is.
a. Irjuk meg az IDG-SZELET algoritmus pszeudokddjat.

b. Modositsuk gy az IDO-SZELET algoritmust, hogy hozzdvett tizenetek
aran fazisonként egyetlen azonosité helyett k£ darab azonosito tovab-
bkiildésének engedélyezésével csokkenjen a lépésszam. Bizonyitsuk

be az algoritmus helyességét és elemezziik bonyolultsagat.
c. Adjuk meg a VALTOZO-SEBESSEGEK algoritmus pszeudokddjat.

d. Mutassuk meg, hogy ha a processzorok kiilonb6zé idépontokban
ébredhetnek fel, a VALTOZO-SEBESSEGEK algoritmus tizenetszdma

nem sziikségszeriien O(n).

5-5. Harmonikus szdam

Bizonyitsuk be a harmonikus szamok alabbi tulajdonsagait:

Zn:Hz‘: (n+1)H, —n (han>1) (5.11)
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és
In(n+1) < H,<1l+In(n+1) (han>1). (5.12)

5-6. Chang-Roberts algoritmus

a. Ha minden processzor kezdd processzor, legjobb esetben hany tizenetet

tovabbit a CHANG-ROBERTS algoritmus?

b. Ha pontosan s kezd6 processzor van, amelyek egyforma valdszinii-
séggel lesznek vezetok, akkor mennyi lesz az algoritmus atlagos kom-

munikdcios bonyolultsiga (izeneteinek szama)?

5-7. Vezetbvdlasztds sikhdlozatokban
Mutassuk meg, hogy ha egy héalozat sikba rajzolhaté, akkor tervezhet6
ra olyan vezetévalaszto algoritmus, amelynek O(plgp) tizenetre van

szitksége.

5-8. Véglegesités

Tervezziink egy algoritmust, amely a véglegesitési problémat az ercs
befejezési feltétellel megoldja. Elérheto-e egyidejtileg, hogy a menetek
szama legrosszabb esetben n+ k legyen (ahol k konstans), a hibamentes
esetben a dontéshez és megallashoz sziikséges menetek szama egy kis
konstans legyen és a hibamentes esetben alacsony legyen az tizenet-

szam?

5-9. Bizdanci megegyezés
Tervezziink a bizdnci megegyezés megoldasara egyszert f + 1 menetes
algoritmust, melyhez csak 3f + 1 processzor sziikséges, és iizenetszama

polinomialis.



6. Hagyomanyos és elektronikus
irodalom

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk az el6z6 6t fejezet anyagahoz kapcso-

16d6 szakirodalmat.

6.1. Megjegyzések az 1. fejezethez

A parhuzamos algoritmusok alapjat képezd soros algoritmusok magyar
nyelvii szakirodalma jelentés. A leggazdagabb anyagot Knuth mono-
grafidja [210, 211, 212, 214], valamint Cormen, Leiserson és Rivest [57]
konyve — melyeket tobb mint tiz nyelvre leforditottak — tartalmazza.

To6bb témaban hasznos anyagot tartalmaznak — ugyancsak magyarul
— Aho, Hopcroft és Ullman [3, 4], Artiaga és Davis [16], Kasa Zoltan
[190] Lawler [241], Lovéasz és Gécs [253], Marton és Fehérvari [260], Pa-
padimitriou [293], Rényai, Ivanyos és Szabd [327], Trahtenbrot [378],
valamint Wirth [401] koényvei.

Az angol és német nyelvii konyvek koziil elsésorban Berman és Paul
[35], Cormen, Leiserson, Rivest és Stein ([57] 1j, bévitett kiadasa),
Mehlhorn [262, 263, 264] miveit, tovdbbd az Atallah [17], Gonnet és
Baeza-Yates [124], Gruska [127], Ralston, Reilly és Hemmendinger [319],

valamint a van Leewen [382] altal szerkesztett enciklopédidkat ajanljuk.



228 6. Hagyomanyos és elektronikus irodalom

Kiegészitésképpen érdemes elolvasni Baase [21], Baase és Van Gelder
[22], Brassard és Bratley [40], Gibbons és Rytter [117], Greenflaw, Hoover,
Ruzzo [126], Jaja [178], Miller és Boxer [265], Selim [343], Skiena [352],
Valiente [381], valamint Wilf [398] konyveit.

Elektronikus formaban tobb algoritmusgytijtemény elérheto, példaul
a CALGO [44], LEDA [242], NetLib [275] és XTANGO [402].

A parhuzamos algoritmusok témakorében az elsé lényeges gondo-
latok Neumann Janosnak a negyvenes évek végén és az Otvenes évek
elején elhangzott eladdsaiban és azdta megjelent dolgozataiban [277,
278, 279, 281] talalhatok. Ezekben a sokprocesszoros rendszereken beliil
valé munkamegosztas problémadira is felhivta a figyelmet. Azt is igazolta,
hogy kell6 tobbszorozéssel védekezhetiink a sokkomponensii rendszerek
elemeinek bizonyos mértékii meghibasodasaval szemben. Ezen gondola-
tok egy része magyarul is hozzaférheté6 Drommerné Takacs Viola [78] és
Neumann Janos [279] kényvében.

A pdrhuzamos algoritmusok magyar nyelvii irodalma még kicsi. Fi-
gyelemre mélto anyag Lovasz Laszlo és Gacs Péter 1978-ban megjelent,
az algoritmusokat népszertisité konyvében [253] a parhuzamos szamita-
sok lehetéségeirél sz016 fejezet. N. A. Lynch [257] konyve részletesen tar-
gyalja az osztott rendszerekkel (elsésorban az aszinkron halézatokkal)
kapcsolatos problémék egy részét. 2003-ban jelent meg a Pdrhuzamos
algoritmusok [163], amely ennek az elektronikus tankonyvnek az alapjat
képezi.

Az algoritmusokkal kapcsolatos szakkifejezések egy része is megtalal-
haté a Frey Tamas és Szelezsan Janos altal a hoskorban szerkesztett
kényvekben [104, 105], valamint a Horvath Lészlé és Pirkéd Jozsef altal
szerkesztett lexikonokban [146, 147, 148]. Ezeket egészitjiik ki konyviink
Angol kifejezések magyarul és Magyar kifejezések angolul cimi részeiben

1évo szotarakkal.
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A konyv anyaganak elmélyitéséhez elsésorban a kovetkezd miiveket
ajanljuk.

A fligguények novekedésével kapcsolatos alapfogalmakat Knuth
klasszikus cikkébdl [206, 213], Almasi és Gottlieb hangulatos leirasabdl
6], valamint Schoning konyvébdl [341] vettik at. A Hanoi tornyaira
vonatkozo feladat Lucastdl [256] szarmazik. A feladat lefrdsa magyarul
is hozzéaférhetd, példaul Knuth, Graham és Patashnik [207] konyvében.
A Fold életkorara vonatkozd becslés az Officina Nova kiad6 vilagat-
laszabol szarmazik [289].

A matematikai alapok ismétléséhez Andrasfai Béla [13], Demetrovics
Janos, Denev és Pavlov [70], Dringé Lészlé és Kétai Imre [77], Lang
Csabané és Gonda Jénos [123, 237, 238], valamint Jérai Antal [182]
tankonyveit ajanljuk.

Amdahl torvénye a [8], Gustafson torvénye pedig a [128] konferenci-
akotetben jelent meg.

Az alkalmazott pszeudokddot Cormen, Leiserson, Rivest és Stein [58],
valamint Berman és Paul [35] Pascal-alapt pszeudokodja és a Stroustrup
altal kifejlesztett C++ nyelv [362] 6tvozésével allitottuk Gssze.

A hatékonysagi mértékeket tobbek kozott Horowitz, Sahni és Ra-
jasekaran [145], Lynch [257], valamint Roosta [328] és Tel [377] alapjén
definidltuk. A lépésszamfiggvények polinomidlis és exponencialis oszta-
lyokra val6é bontasaval a bonyolultsagelmélet bibliajat, Garey és Johnson
konyvét [114] kovettiik.

A szamitasi modelleket illetGen féleg Cormen, Leiserson, Rivest és
Stein [58], valamint Berman és Paul [35] miiveire tdmaszkodtunk.

Sima, Fountain és Kacsuk konyve [348] részletesen targyalja a hagy-
omanyos és a modern rendszerek felépitését. A konyvhoz jo kiegészités a
szamitasi modellekkel foglalkozo elsé fejezet kézirata [347], amely lényege-

sen bévebb a nyomtatasban megjelent valtozatnal. A parhuzamos rend-
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szerek hardver- és szoftverproblémdival kapcsolatban gazdag anyag van
példaul Almasi és Gottlieb [6], Amestoy [9], Kacsuk Péter és Kotsis
Gabrielle [188], Kacsuk Péter, Kranzlmiiller, Németh Zsolt és Volkert
[189], valamint Leighton [245, 246] miiveiben.

Flynn [93] 1966-ban publikélta osztélyozéasi rendszerét.

Az ILLIAC IV szamitogéppel foglalkozik Barnes [27] cikke.

A parhuzamos szamitogépek elofutaranak tekintheté D. H. Lehmernek
(243, 244] a harmincas években épitett mechanikus szerkezetét, amely
parhuzamos miiveletek elvégzésére is képes volt. Lehmer példaul a 29341
tényezOkre bontasara hasznalta fel a szerkezetet.

A rekurziv algoritmusokkal és rekurziv egyenletekkel kapcsolatban
hasznos magyarul Cormen, Leiserson és Rivest [57], Knuth, Graham és
Patashnik [207], angolul pedig Berman és Paul [35] Greene és Knuth
[125], Purdom és Brown [311], Sedgewick és Flajolet [342], valamint
Wilf [397] miive.

A rekurziotétel megtaldlhat6 példaul Halmos [132] kényvében.

A wéletlenitett algoritmusokrdl sz616 alfejezethez Bollobds [38], Erdds
és Spencer [82], Hofri [142], Motwani és Raghavan [271], Mayr, Prémel
és Steiger [261], Pardalos és Rajasekaran [295], valamint Spencer [355]
konyveit ajanljuk.

A Csernov-egyenlétlenségeket Csernov [49] 1952-ben publikalta.

A walosziniiségszamitds magyar nyelvil szakirodalméhoz tartoznak
Feller [86], Prékopa [309] és Rényi [325] konyvei.

Az anomalidra példak szerepelnek Coffman [52], Ivanyi és Szmeljén-
szkij [177], valamint Roosta [328] kényvében, tovabba Fornai Péter és
Ivanyi Antal [95], valamint Lai és Sahni [236].

Alsé korlatra vonatkozd eredmények talalhatok példaul Berman és
Paul [35], valamint Lynch [257] konyvében.

A parhuzamos és osztott rendszerek szamos részkérdésérdl tartal-
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maznak hasznos anyagot Akl [5], Gibbons és Rytter [117], Heath, Re-
nade és Schreiber [136], Jaja [178], Leopold [248] és Zomaya [403, 404]
konyvei.

A gyakorlatok és feladatok részben a mar emlitett szakkonyvekbol
szarmaznak, részben oktaté- és kutatomunkank soran gytiltek Ossze.
Erdemes megldtogatni Jarai Antal [181] magyar nyelvii — soros algo-
ritmusokkal kapcsolatos — elektronikus feladatgytijteményét. Nagyon
hasznos Sussman oktatéi kézikonyve, amely [57]-hez készilt, tovabbé
Hecker [137] 6s Winkler [400] feladatsorozatai. Ertékes oktatéasi segédesz-
kéz Cormen, Lee és Lin oktatéi segédkonyve [56], amely Cormen, Leis-
erson, Rivest és Stein konyvéhez [58] késziilt. Parhuzamos programokat
tartalmaznak Rajasekaran [316] és Schreiner [353] honlapjai.

A tovabbi megjegyzések a gyakorlatokra és feladatokra vonatkoznak.
Az els6 feladat alapja Cormen, Leiserson és Rivest [58], a masodik fela-
daté Roosta konyve [328], a harmadik Ivinyi Annatol [159] szarmazik.
A negyedik feladathoz Coffman konyvének [52] Fornai Péter és Ivanyi
Antal [95], valamint Lai és Sahni cikkének [236], az 6todikhez Berman
és Paul konyvének [35], végiil a hatodikhoz Ivanyi Antal cikkeinek [169,
174], valamint Kovacs Gébor Zsolt és Pataki Norbert didkkori dolgoza-
tanak [222] elolvasdsa nytjthat segitséget.

A kétdimenzios tokéletes matrizokkal kapcsolatban nagy anyag talal-
haté D. E. Knuth monografidjanak elektronikus negyedik kotetében
[214]. Tovabbi algoritmusok talalhaték a Belényesi Viktor és Németh Cs.
Dévid diakkori dolgozataban [31], Ferenczi és Kasa Zoltan [87], valamint
Ivanyi Antal és Toth Zoltén cikkeiben [161, 166, 167, 168].

Hdromdimenzios tokéletes mdatrizok eléallitasi algoritmusait tartal-
mazza Ivanyi Antal [168] 1990-ben megjent cikke, valamint Horvath
Mark és Ivanyi Antal [149] friss cikke.

A bindris sorozatok feldolgozasaval kapcsolatos algoritmusok Ivanyi
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Antal és Katai Imre [172, 173], valamint Ivanyi Antal és Pergel Jozsef
[176] dolgozataibdl szarmaznak.

A foksorozatokkal kapcsolatosak Ivanyi Antal [169], Kemnitz és Dulff
[198], Kovacs Gébor Zsolt és Pataki Norbert [222], Moon [269], Narayana
és Bent [272], Pécsy Gabor és Szlics Laszlo [299], Siklési Bence [345],
valamint Szadovszkij és Szadovszkij [333] miivei.

A lddapakoldssal kapcsolatban Coffman, Csirik Janos és Woeginger
osszefoglaléjat [297], Coffman, Galambos Gébor, Martello és Vigo [54],
Csirik Janos, Galambos Gébor, Frenk és Rinnoy Kan [61], Csirik Jdnos
és Imreh Baldzs [62], Csirik Janos és Johnson [63] cikkét, valamint Ivanyi
Antal dolgozatait [160, 162] emlitjiik.

6.2. Megjegyzések a 2. fejezethez

A prefirszdmitds aszinkron megoldasara példaul Horvath Zoltéan cikkében
[150] és elektronikus kéziratdaban [152], valamint Kozsik Taméas technikai
riportjaban [229] taldlhaté algoritmus.

Nehéz lenne a grafelmélet elméleti és gyakorlati jelentoségét tulbec-
siilni, ezért nem meglepd, hogy szamos magyar nyelvii konyv szél a
grafokrél: Andrésfai Béla [10, 11, 12], Busacker és Saaty [43], Cseke
Vilmos [59], Kaufman [196], Katona, Recski és Szabé [194], Ore [291],
Recski Andréas [321] miivei. Megemlitjiikk Késa Zoltén elektronikus fela-
datgytijteményét [191] is.

Az idegen nyelvii konyvek koziil Berge [33], Bollobds Béla [38], Di-
estel [73], Jungnickel [186] miiveit emlitjik

A munkaoptimalis véletlenitett keresé algoritmust Floyd és Rivest
[92] publikalta 1975-ben.

Preparata algoritmusa 1978-ban valt ismertté [310].

Reischuk munkahatékony rendezé algoritmusa 1985 6ta ismert [324].
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A feladatok forrdsa Horowitz, Sahni és Rajasekaran [145], Berman
és Paul [35], valamint Tel [377] konyve.

6.3. Megjegyzések a 3. fejezethez

Leighton kényve [245] a racsalgoritmusokrél sz6lé monografia.

Véletlenitett csomagiranyitasi algoritmust javasolt Rajasekaran és
Tsantilas 1992-ben [315].

Aszimptotikusan optimalis csomagiranyitasi algoritmust ismertet Nas-
simi és Sahni 1982-ben [274].

A konvex burok szamitasarol osszefoglalas talalhaté Sack és Urrutia
[335] kézikonyvében.

A feladatok megoldasahoz Berman és Paul [35], valamint Horowitz,

Sahni és Rajasekaran konyve [145] a leghasznosabb.

6.4. Megjegyzések a 4. fejezethez

Leighton két konyve [245, 246], valamint Ranka és Sahni miive [320]
jelentOs anyagot tartalmaznak a hiperkockakkal kapcsolatban.
A feladatok tobbségének forrasa Cormen, Leiserson, Rivest és Stein

[57], valamint Horowitz, Sahni és Rajasekaran [145] konyve.

6.5. Megjegyzések az 5. fejezethez

Ehhez a fejezethez elsosorban N. A. Lynch magyarul is megjelent konyvét
[257], Tanenbaum és van Steen [376], valamint Tel [377] friss monogra-
fiajat emlitjik.

A magyarul is hozzaférheté anyagot csak roviden ismertetjilk és
kiegészitjiik méas algoritmusok elemzésével.

Le Lann 1977-ben egy konferencian [247] fogalmazta meg és oldotta
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meg a vezetovalasztasi problémat.

Chang és Roberts két év milva a [48] cikkben javasoltak atlagosan
kevesebb tizenetet igénylé modszert. Peterson [302] cikke tjabb 3 év
milva jelent meg. Hirschberg és Sinclair [140] 1980-ban javasolt O(plgp)
tizenetszamu algoritmust kétiranyu gytirtk vezet6jének megvalasztasara.
Kés6bb Peterson [303] és Dolev, Klawe, Rodeh [74] egymastol fiiggetlentl

egyirdnyu gytiriiben is megoldottak O(plg p) lizenettel a vezetGvalasztast.

Pachl, Korach és Rotem [292] 1984-ben mutattak meg, hogy minden
gytiriiben atlagosan Q(plg p) tizenetre van sziikség a vezetévalasztashoz.
1988-ban Bodlaender [37] bebizonyitotta, hogy kétirdnyt gytirtiben
legrosszabb esetben legalabb 0.34plg p lizenetre van sziikség.

A fejezet feladatai részben Lynch [257] és Tel konyvébol szarmaznak
[377].

A terjedelem szabta korlatok miatt a témakor tobb lényeges tert-
letével nem foglalkoztunk. Ezeket az ACM (Association for Computing
Machinery) és az IEEE (Institute of FElectrical and FElectronics Engi-
neers) altal 2001-ben 6sszeallitott Informatikai Tanterv, a Steelman Re-
port [157] alapjan csoportositjuk.

Ez a tanterv az informatikai ismeretek 14 kiillonb6z6 tertiletét kiilon-
bézteti meg (zaréjelben megadjuk az ajanlott minimélis eléadasi drasza-
mot, valamint a rovid és teljes angol nevet): diszkrét matematika (43 éra,
DS = Discrete Structures), programozds alapjai (38 éra, PF = Pro-
gramming Fundamentals), algoritmusok és bonyolultsig (31 6ra, AL =
Algorithms and Complexity), programozdsi nyelvek (21 6ra, PL = Pro-
gramming Languages), szdmitogépek felépitése (18 6ra, AR = Architec-
ture and Organization), operdcids rendszerek (18 6ra, OS = Operating
Systems), halozatok (15 éra, NC = Net-Centric Computing), ember-
gép kapesolat (8 6ra, HC = Human-Computer Interaction), grafika (3

6ra, GV = Graphics and Visual Computing), mesterséges intelligen-
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cia (10 ora, IS = Intelligent Systems), informdcidkezelés (10 éra, IM
= Information Management), szoftvertechnoldgia (31 éra, SE = Soft-
ware Engineering), szdmitdgép és tarsadalom (16 6ra, SP = Social and
Professional Issues), kiszamitaselmélet (0 éra, CN = Computational
Science).

Az ismereteknek ebben a rendszerezésében konyviink témaja elso-
sorban az algoritmusok témakor 11 altéméaja kozil kettd: a parhuzamos

algoritmusok és az osztott algoritmusok.

1. Diszkrét matematika (DS)

A Steelman Report a fiiggvények, relaciok és halmazok egyszerd tula-
jdonséagait, logika elemeit, alapvetd bizonyitasi és leszamlalasi modsz-
ereket, valamint a valoszintiségszamitas alapfogalmait sorolja.

Ajénlott irodalom magyarul Andréasfai Béla [13], Bagyinszki Janos
és Gyorgy Anna [24], Demetrovics Janos, Denev és Pavlov [70], Dringd
Laszlé és Katai Imre [77], Gavrilov és Szapozsenko [115], Gonda Janos
és Lang Zsuzsa [237, 238, 123], valamint Jarai Antal [181] elektronikus
jegyzete.

A legfontosabb matematikai képleteket és definiciokat tartalmazza
Bronstein, Szemengyajev et al. [41] és Obadovics J. Gyula [287] konyve.
[204] miive.

Jo angol nyelvii féiskolai konyvek Dossey, Otto, Spence és Eynden
[76], valamint Prather [308] miivei, szérakoztaté Vilenkin kényve [388]
a kombinatorikarol.

Komolyabb matematikai alapokat nytjtanak a logika teriiletérol mag-
varul Flach [90], Pasztorné Varga Katalin és Vérterész Magdolna [298],
valamit Ruzsa Imre [331], linearis algebrardl Freud Rébert [102], szam-
elméletrdl Freud Rébert és Gyarmati Edit [103], kombinatorikardl pedig
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Lovész Laszl6 [251].

Angolul algebrai algoritmusokrol Pethé Attila [304] és Winkler [399],
kombinatorikarél pedig Erdés Pél [81], valamint Lovéasz Lasz16 [251] ad-
nak részletes ismereteket. Nagy anyagot tartalmaz a leszamlalds mod-
szereir6l Stanley [357] kétkotetes monografidja.

Konkrét kombinatorikai algoritmusokat (és programokat) tartalmaz
Nijenhuis és Wilf [282] konyve, valamint Knuth elektronikus kézirata
[214] és elektronikus formaban is elérheté konyve [208].

Az informatika matematikai alapjait foglalja 6ssze Ferenczi Miklés

és Ronyai Lajos megjelenében 1évé, angol nyelvii konyve [88].

2. Programozas alapjai (PF)
Ide a legfontosabb programkonstrukciok, feladatok specifikacidja, egysz-
erll adatszerkezetek, rekurzio tartozik.

Ajanlott irodalom: magyarul Féthi Akos [97], angolul Baase és van

Gelden [21, 22], oroszul pedig Ivanyi Antal és Szmeljanszkij [177] konyvei.

A szakirodalom értékes részét képezi azoknak a szoftver eszkozoknek
(Mathematica, Matlab, Maple) a leirasa, melyek segitségével kényelme-
sen programozhatok oktatasi és kutatdsi feladatok: Klincsik Mihaly és
Maréti Gyorgy [205], Molnarka, Gergd, Wettl, Horvath, Kallds, [268]
Szili Laszlé és Téth Janos [369], valamint Stoyan Gisbert [358] konyvei.

Absztrakt adattipusok megvalositasaval foglalkozik Horvath Zoltan,
Kozsik Tamés és Venczel Tibor cikke [153].

3. Algoritmusok (AL)

Algoritmikai alap fogalmak, alapvetd algoritmusok, osztott és parhuza-
mos algoritmusok, kriptografiai algoritmusok, automataelmélet, geome-
triai algoritmusok, kiszamithatdosag, algoritmusok 6nallé elemzése).

A probléméak bonyolultsdg szerinti osztalyozdsdval kapcsolatban mag-
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yarul is hozzaférhet6 Ausiello [18] és Papadimitriou [293] konyve. An-
golul Garey és Johnson klasszikus miive [114] mellett figyelmet érdemel-
nek Ausiello és tarsszerzo6i [19], Jones [184], Li és Vitanyi [249], Lovasz
[252], Sipser [351], Vogel és Wagner [391], valamint Wagner és Wech-
sung [392] eredményei. A szdbonyolultsdig szamos kutatéjanak adatai
megtaldlhaték Ivanyi Antal honlapjan [174].

A Ekézelité algoritmusokkal kapcsolatban gazdag anyagot tartalmaz-
nak Hochbaum [141] és Vazirani [386] konyvei.

A genetikus algoritmusokkal foglalkozik magyarul Almos Attila, Gy6ri
Sandor, Horvath Gabor és Varkonyiné Kéczy Annamaéria [7], angolul
pedig Goldberg [121], Langdon és Poli [239], valamint Mitchell [267].

A kriptogrdfidval kapcsolatban Dénes Jozsef és Keedwell [71], valamint
Salomaa, Rozenberg és Brauer [338] konyvét emlitjiik.

A szimuldcioval foglalkozik Katai Imre [193], valamint Aven, Coff-
man ¢és Kogan [20].

Csirik Jéanos és Woeginger [64] Osszefoglalta a kdzvetlen pakoldsi és
lefedési algoritmusok témakorét.

Mintegy harminc informatikai téma algoritmusait foglalja Ossze az
Ivanyi Antal szerkesztésében megjelent kétkotetes Informatikai algorit-
musok [164, 165].

4. Programozasi nyelvek (PL)

Konkrét programozasi nyelvek és rendszerezésiik, absztrakt adattipu-
sok, objektumelvii programozas, funkcionalis programozas, forditépro-
gramok.

A programozasi nyelvek magyar nyelvii irodalma gazdag. A korai
miivek kozil Farkas Zsuzsa, Futo Ivan, Langer Tamas, és Szeredi Péter
[84], Ivanyi Antalné és Kovacs Zoltan [175], Jakobi Gyula [179], Horowitz
[144], Kéhegyi Janos [230, 231, 232, 233], Kozics Sandor [227], Lécs
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Gyula és Vigassy Jozsef [254, 255, Pirk6 Joézsef [306, 305], Pongor
Gyorgy [307], Pyle [312], Sipos Annamaria [350], Szlavi Péter és és Zsako
Laszl6 [371, 405, 406] konyveit, az Gjak kozil pedig Féthi és Steingart
98], valamint Stroustrup [362] miivét, tovabba a Nyékyné Gaizler Judit
szerkesztésében megjelent konyveket [284, 285, 286] emlitjiik.

Automatdkkal és formalis nyelvekkel foglalkozik magyarul Bach Ivan
23] és Fulop Zoltan [108] tankonyve, Csornyei Zoltan [67], valamint
Hunyadvari Laszl6 és Manherz Tamaés elektronikus jegyzete [155], Traht-
enbrot [378] konyve, angolul pedig Hopcroft, Motwani és Ullman friss
monografidja [143].

5. Szamitogépek felépitése (AR)
Az alapok szamébrazolas, funkciondlis szervezés, multiprogramozas, haloza-
tok és osztott rendszerek felépitése.

Szamitogépek felépitésével kapcsolatos Kovacs Gy6z6 [223], Cserny
Léaszl6 [60], Knuth [209], valamint Tanenbaum [373] kényve.

Az elektronikus daramkorok tervezésének algoritmusait foglalja Ossze
Araté Péter, Jankovits Istvan és Visegrady Tamas kényve [14].

Parhuzamos rendszerek hardverének és szoftverének kérdéseivel foglalkozik
Amestoy [9], Hennessy és Patterson [138], Hwang [156], Kacsuk és Kotsis
[188], Kacsuk, Kranzlmiiller, Németh és Volkert [189].

6. Operacids rendszerek (OS)
Konkrét rendszerek, elvek, parhuzamos folyamatok, iitemezés, memori-
aszervezés, fajlszervezés, biztonsag és védelem, hatékonysag.

Ajanlott irodalom: a rendszerprogramozdsi algoritmusok 0sszefoglalasa
magyar nyelven megtaldlhaté Csornyei Zoltan [66], Donovan [75], Galam-
bos Gébor [110], Tanenbaum és Woodhull [375], valamint Varga Léas-
716 [383, 384] konyveiben, idegen nyelven pedig Silberschatz, Galvin és

Gagne [346], valamint Donovan [75] és Tanenbaum [?] miiveiben.
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Chow és Johnson [50], Malyshkin [258], valamint Tanenbaum és van
Steen [376] konyvei az osztott rendszerek miikodésével foglalkoznak.

Norton és Stockman kényve [283] a biztonsdgi kérdések j6 oOssze-
foglaléja.

Az ditemezési algoritmusok irodalmabél P. Brucker [42], French [101],
Ivanyi Antal és Szmeljanszkij [177], Vizvari Béla [390] konyvét, valamint
Ivanyi Antal elektronikus jegyzetét [171] emlitjiik.

Petri-halokrdl sz6l Kotov klasszikus [218], valamint Girault és Valk
[119] most megjelent konyve.

7. Halézatok (NC)
Kommunikacio, biztonsag, adattomorités, konkrét webalkalmazasok
készitése, vezetékmentes szamitasok.

A sejtautomatdkkal kapcsolatos cikkeket tartalmaz a Drommerné
Takécs Viola [78] altal zerkezstett konyv. A neurdlis hdalokkal kapcso-
latos angol nyelvii irodalombél Chua és Roska Tamas [51], valamint
Roska Tamés és Rodriguez-Vazquez [329] konyvét, tovabba Marczell
Zsolt, Szepesvary Csaba, Kalmar Zsolt és Lérincz Andras cikkét [259]
emeljik ki.

Halozatokkal foglalkozik magyarul Jutasi Istvan [187], angolul Tanen-
baum [372].

Idegen nyelven a neurdlis halokkal kapcsolatban Chua és Roska
Tamés [51] valamint Roska Tamés és Rodriguez-Vazquez [329] konyvét,
tovabba Marczell Zsolt, Szepesvary Csaba, Kalmar Zsolt és Lorincz An-
dras cikkét [259] emeljik ki.

8. Ember-szamitogép kapcsolatok (HC)
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9. Grafika (GV)
Alapvetd médszerek, grafikus kommunikacio, geometriai modellezés, an-
imacio, lathatésag, virtualis valosag.

Ajénlott irodalom szdmitdgépi grafikdrdl magyarul Fiisi Jdnos [109]
és Szirmay-Kalos Laszlé [370] konyve, valamint Vida Janos honlapja
[387].

Geometriai modellezéssel foglalkozik de Berg, van Kreveld, Overmas
és Schwarzkoff monografidja [32] és Farin [83] konyve.

Az animdcioval kapcsolatban magyarul hozzaférheté Nagy Tibor
[273] és Salamon Géabor [334] elektronikus gyiijteménye. Idegen nyel-
ven nagy értéket képvisel Gloor, Dynes és Lee [120] CD-je, amelyen
Cormen, Leiserson és Rivest [57] konyvének hiperszovege és animélt al-
goritmusai is megtalalhaték. Parent friss konyve [297], Stasko honlapja
[402], valamint Jiirgen Winkler [400] elektronikus gytijteménye is em-

litésre mélto.

10. Intelligens rendszerek (IS)
Tudéas abrazolasa, kovetkeztetés, fejlett keresés, agensek, természetes
nyelv feldolgozéasa, gépi tanulas, robotika.

A mesterséges intelligencia szamos algoritmusa megtaldlhaté mag-
yarul Fekete Istvan, Gregorics Tibor és Nagy Sara [85], Fut6 Ivan, Fekete
Istvan, Gregorics Tibor, Gyiméthy Tibor, Nagy Séara, Tatai Gabor és
Santané Toth Edit [107], Kelemen Jozsef és Nagy Séra [197], valamint
Russel és Norvig [330] konyvében.

11. Informaciés rendszerek (IM)

Adatmodellezés, lekérdezo nyelvek, relaciés adatbazisok, osztott adat-

béazisok, adatbanyaszas, digitdlis konyvtarak, hiperszéveg, multimédia.
Ajanlott irodalom magyarul adatbdzisokkal kapcsolatban Békéssy és

Demetrovics [36], Garcia-Molina, Ullman és Widom [380, 113], valamint
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Rolland [326] konyvei. Az adatbinydszat alapjait tartalmazza Adriaans
és Zantinge miive [2]. A szakértdi rendszereket elemzi Santané Téth
Edit jegyzete [339]. Nagy adathalmazok kezelésével foglalkozik Abello,

Pardalos és Resende monografidja [1].

12. Szoftvertechnolégia (SE)
Tervezés, eszkozok és kornyezetek, folyamatok, kovetelmények és speci-
fikacio, helyességbizonyitas, fejlesztés, csoportmunka iranyitasa, meg-
bizhatosag.
kozil ajanljuk példaul Sike Sandor és Varga Laszlé [385], valamint Som-
merville [354] tankényveit.

Pdrhuzamos programozdsrol szol Horvath Zoltan [152] és Szeberényi
Imre [365] elektronikus kézirata, Kozma Laszl6 és Varga Laszlo [228],

valamint Chandy és Misra [47, 266] konyvei.

13. Tarsadalomtudomanyi alkalmazasok (SP)

Informatika torténete, tarsadalmi kornyezet, elemzés eszkozei és modsz-

erei, szakmai és erkolesi felel6sség, kockazatok, szamitégépi jog, filozofia.
Ajénlott irodalom: magyarul Boros Laszl6 [39] és Kurtan Lajos [234,

235] konyvei.

14. Kiszamithatésag (CIN)
A {6 témak numerikus modszerek, operaciokutatds, nagy méretli szamita-
sok.

Numerikus modszereket ismertet magyarul Galantai Aurél és Jeney
Andras [112], Gerg6 Lajos [116], Kiss Otté és Kovacs Margit [203],
Henrici [139], Obadovics J. Gyula [287], Ralston [318], Simon Péter
[349], Stoyan Gisbert és Takd Galina [359, 360, 361] és Szidarovszky
Ferenc [366] konyve. Az angol nyelvii szakirodalombdl Argyros, Bahill,
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Okuguchi, Szidarovszky Ferenc és Yakowitz [15, 367, 368], az orosz
nyelviib6l pedig N. N. Bahvalov, E. P. Zsidkov és G. M. Kobelkov [25]
konyveit emeljiik ki.

A numerikus moédszerek alapjat képezo klasszikus analizis bizonyos
részeit targyalja Jarai Antal [180] konyve.

Az optimalizalds modszereivel kapcsolatos magyar nyelvi irodalom-
bél Bajalinov Erik és Imreh Baldzs [26], Imreh Baldzs és Imreh Csanad
[158], Komlési Sdndor [215] konyvét, valamint Frank Andras [100] és
Széntai Tamds elektronikus jegyzetét [?] emlitjiik. Angol nyelvii Cen-
sor és Stavros [46] kényve, a Floudas és Pardalos éltal szerkesztett

hétkotetes enciklopédia [91], valamint Pardalos és Resende [296] kézikonyve.

Operacidkutatassal foglalkozik Kovacs Margit nyomtatott [224] és
elektronikus [225], valamint Vizvari Béla [389] hagyomanyos jegyzete és
Szantai Tamas [364] kényve.

A jdtékelmélettel kapcsolatban Morgenstern és Neumann Janos
klasszikus miive [270] mellett Forgd Ferenc, Szép Jend és Szidarovszky
Ferenc [94], Kiss Béla és Krebsz Anna [202], valamint Okuguchi és Szi-
darovszky Ferenc konyvét [290] ajanljuk.

A fuzzy rendszerek elméletével kapcsolatos friss konyvek koziil Carls-
son és Fullér Réobert [45, 106] miiveit emlitjitk meg.

Fourier-analizissel foglalkoznak Weisz Ferenc [395, 396] konyvei.
Schipp Ferenc, Wade, Simon Péter és Pal Jend [340] monografidjanak
témaja a harmonikus analizis.

A valbszintiségszamitas eszkozeinek kiilonbo6zo alkalmazasairdl szol-

nak Gyorfi Laszlonak és tarsszerz6inek a mivei [72, 129, 130, 131].



Jelolések

A konyvben a kovetkezd jeloléseket alkalmazzuk.

A, B: soros algoritmusok

b(n, k) = (Z) n alatt a k binomidlis egyttthaté

B(n, m, p, P): a P parhuzamos algoritmus legjobb 1épésszdma

B(n, m, A): az A soros algoritmus legjobb lépésszdma p processzoron
C(n, m, p, P): a P parhuzamos algoritmus legrosszabb tizenetszama
g(n, m, A, P): a P parhuzamos algoritmus gyorsitdsa

h(n, m, p, P): a P: parhuzamos algoritmus hatékonysiga

lg n = log, n: kettes alapt logaritmus

Inn = log, n: természetes alapt logaritmus

lgF n = (Ign)¥: logaritmus fiiggvény hatvanya

logn = logy n: tizes alapt logaritmus

log* n = iterdlt logaritmus fiiggvény

n: probléma mérete

N(n, ©, p, P): a P parhuzamos algoritmus sziikséges lépésszama p processzoron
N(n, 7, A): az A soros algoritmus sziikséges 1épésszdma

o: kis ord6

O': abszoldt nagy ordé



244

Al © &

Q8

p:

7)7
W(n, m, p, P): a P pdrhuzamos algoritmus legrosszabb 1épésszdma

W(n, 7, A): az A soros algoritmus legrosszabb 1épésszdma

o] ) €

28

O:

o:

: gyenge nagy ordd
: nagy ordé
: nagy valészinliségli nagy ordé

: végtelen nagy ordé

processzorok szama

Q: parhuzamos algoritmusok

: kis omega

: nagy omega

: nagy val6sziniiségii nagy-omega
: végtelen nagy omega

: probléma

: véges abécé

nagy teta

nagy valdsziniiségii nagy teta

| |: alsé egész rész

D:

X

bindris asszociativ operator
Descartes-szorzat

: értékadas jele

A és and: logikai és

I: faktorialis

[ ]: fels6 egész rész

>

halmaz elemszama
lila kocka (bizonyités végét jelzi)

megjegyzés szimbdlum

Jelolések
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: @ olyan, mint
V és or: logikai vagy

& pikk (példak végét jelzi)



Angol szakkifejezések magyarul

Ebben a részben megadjuk a témakor angol nyelvii irodalmabdl atvett

szakkifejezések magyar megfelel6jét.

anomaly = anomalia

big oh = nagy ordé

big omega = nagy omega

big theta = nagy teta

binary tree network = bindaris fa haldzat

butterfly = pillangé

concurrent read, concurrent write (CRCW) = parhuzamos olvasés, par-
huzamos iras

concurrent read, exclusive write (CREW) = parhuzamos olvasas, kizardla-
gos 1ras

cross link = kereszt kapcsolat

de Bruijn network = de Bruijn-héalézat

direct link = kozvetlen kapcsolat

efficiency = hatékonysag

exclusive read, exclusive write (EREW) = kizarélagos olvasas, kizarélagos
iras

exclusive read, concurrent write (ERCW) = kizarélagos olvasés, parhu-
zamos iras

farthest destination first (FDF) = legtavolabbra utazé csomag elészor
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farthest origin first (FOF) = legtavolabbrdl jott csomag el6szor

first in first out (FIFO) = elébb be, el6bb ki

Hamming distance = Hamming-tavolsag

hipercube = hiperkocka

LCCB (least cost branch-and-bound) = legkisebb koltségii korlatozas és
szétvalasztas

linear speedup = linearis gyorsitas

linear running time = linearis futasi id6

mesh = récs

most significant bits (MSB) = legnagyobb helyi értékii bitek

online algorithm = kozvetlen algoritmus

packet routing (PR) = csomagiranyitas

partial permutation routing (PPR) = parcidlis permutécié irdnyitas

parallel hypercube = parhuzamos hiperkocka

parallel random access machine (PRAM) = parhuzamos kozvetlen hoz-
zaférést gép

pyramid network = piramis halozat

random access machine (RAM) = kozvetlen hozzaférési gép

sequential hypercube = soros hiperkocka

speedup = relativ sebesség

star network = csillag halozat

sublinear speedup = szublinedris gyorsitas

sublogarithmic running time = szublogaritmikus futasi id6

superlinear speedup = szuperlinearis gyorsitas

total work = Gsszes munka
work-optimal parallel algorithm = munkahatékony parhuzamos algorit-
mus



Magyar szakkifejezések angolul

Ebben a részben osszefoglaljuk a konyvben hasznalt magyar szakkife-

jezések angol megfelel6it.

anomalia = anomaly

binaris fa halézat = binary tree network
csillag halézat = star network
csomagiranyitds = packet routing (PR)

de Bruijn-halézat = de Bruijn network
el6bb be, elébb ki = first in first out (FIFO)
Hamming-tavolsig = Hamming distance
hatékonysig = efficiency

hiperkocka = hipercube

kereszt kapcsolat = cross link

kizarolagos olvasas, kizardlagos irds = exclusive read, exclusive write
(EREW)

kizarolagos olvasas, parhuzamos irds = exclusive read, concurrent write
(ERCW)

kozvetlen algoritmus = online algorithm
kozvetlen hozzaférésii gép = random access machine (RAM)
kozvetlen kapcsolat = direct link

legkisebb koltségii korlatozas és szétvalasztas = LCCB (least cost branch-



Magyar szakkifejezések angolul 249

and-bound) =
legnagyobb helyi értékii bitek = most significant bits (MSB)
legtédvolabbra utazé csomag el6szor = farthest destination first (FDF)
legtavolabbrdl jott csomag elGszor = farthest origin first (FOF)
linearis futdsi idé = linear running time
lineéaris gyorsitdas = linear speedup
munkahatékony parhuzamos algoritmus = work-optimal parallel algo-
rithm
nagy o = big oh
nagy omega = big omega
nagy teta = big theta
Osszes munka = total work
parcidlis permutécié irdnyitds = partial permutation routing (PPR)
parhuzamos hiperkocka = parallel hypercube

parhuzamos kozvetlen hozzaférésii gép = parallel random access machine

(PRAM)

parhuzamos olvasas, kizardlagos irds = concurrent read, exclusive write
(CREW)

parhuzamos olvasas, parhuzamos irds = concurrent read, concurrent write
(CRCW)

pillangdé = butterfly

piramis halézat = pyramid network

racs = mesh

relativ sebesség = speedup

soros hiperkocka = sequential hypercube
szublinearis gyorsitas = sublinear speedup

szublogaritmikus futasi id6 = sublogarithmic running time
szuperlinearis gyorsitas = superlinear speedup
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Lelohelyjegyzék

Folyoiratok a hazai konyvtarakban

Ebben a részben osszefoglaljuk a legfontosabb informatikai folyoiratok
nyomtatott és elektronikus valtozatainak adatait.

A tobb részbdl allo elsé tablazatban — teljes neviik abécé szerinti sor-
rendjében — felsoroljuk a legfontosabb informatikai folyoiratok nevét és
ISSN azonositéjat. Ennek a listanak az alapja a Fachinformationszen-
trum (Karlsruhe) éltal karbantartott Compuscience informatikai adat-
bazis. A listabdl kihagytuk a magyar olvasd szdmara nehezen elérhet6
folyoiratokat. Ugyanakkor a listat kiegészitettiik az Osszes hazai és az
olyan kiilféldi matematikai folydiratokkal, amelyek gyakran szerepelnek
az altalunk idézett szerzék miiveiben. A folydirat neve el6tt 16vo ++ jel

azt mutatja, hogy a folydirat nem szerepel a Compuscience listdjaban.
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133 IBM Journal of Research and Development 0018-8646
134 IBM Systems Journal 0018-8670
153 IEEE Transactions on Communications 0090-6778
155 IEEE Transactions on Computers 0018-9340
161 IEEE Transactions on Information Theory 0018-9448
165 IEEE Transactions on Parallel and Distr. Syst. 1045-9219
++ IEEFE Transactions on Signal Processing 1053-587X
168 IEEE Transactions on Software Engineering 0098-5589
170 IEEE Transactions on Visualization Comp. G. 1077-2626
++ IMA Journal on Numerical Analysis 0272-4979
175 Informatica (Ljubljana, online) 1854-3871
175 Informatica (Ljubljana, print) 0350-5596
175 Informatica (Vilnius) 0868-4952
176 Informatik Spektrum (online) 1432-122X
176 Informatik Spektrum (print) 0170-6012
179 Information and Computation 0890-5401
++ Information and Control 0019-9958
181 Information Processing Letters 0020-0190
198 International Journal on Digital Libraries (online) | 1432-1300
198 International Journal on Digital Libraries (print) 1432-5012
++ Java Developer’s Jounal 1087-6944
289 Journal of Algorithms 0196-6774
291 Journal of Automata, Languages and Combinatorics | 1430-189X
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292 Journal of Automated Reasoning 0168-7433
291 Journal of Automata, Languages and Combinatorics | 1430-189X
295 Journal of Complexity 0885-064X
++ Journal of Combinatorial Theory, Series A 0097-3165
++ Journal of Combinatorial Theory, Series B 0097-3165
++ Journal of Computational and Appl. Math. 0377-0427
++ Journal of Computer and Systems Sci. 0022-0000
++ Journal of Discrete Algorithms 1570-8667
305 Journal of Functional Programming 0956-7968
++ Journal of Geographical Systems (online) 1435-5949
++ Journal of Geographical Systems (print) 1435-5930
308 Journal of Grid Computing (online) 1572-9184
308 Journal of Grid Computing (print) 1570-7873
++ Journal of Graph Algorithms and Applications 1526-1719
++ Journal of Graph Theory 0364-9024
309 Journal of Heuristics (online) 1572-9397
309 Journal of Heuristics (print) 1381-1231
310 Journal of High Speed Networks 0926-6801
++ Journal of Integer Sequences 1530-7638
++ Journal of Logic, Language and Information 0925-8531
++4 Journal of Logic Programming 0743-1066
321 Journal of Parallel and Distributed Computing 0743-7316
321 Journal of Scheduling SSN: 1094-6136 (p:
++ Journal of Systems and Software 0164-1212
327 Journal of Scheduling (online) 1099-1425
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327 Journal of Scheduling (print)

1094-6136

329 Journal of Supercomputing (online)

electronic version

332 Journal of Supercomputing (print) 0920-8542
332 Journal of Symbolic Computation 0747-7171
333 Journal of the ACM 0004-5411
++ Koézépiskolai Matematikai Lapok

++ Lecture Notes in Computer Science 0302-9743
417 Management Sciences 0025-1909
++ Matematikar Lapok

++ Mathematica Pannonica 0865-2090
++4+ Mathematical Methods in Applied Sciences | 0170-4214
430 Mathematics of Computation 0025-5718
454 Neural Networks 0893-6080
++ Nieuw Arakief voor Wiskunde 0028-9825
464 Numerische Mathematik 0029-599X
++ L’Objet 1262-1137
++4 Operating Systems Review 0163-5980
468 Operations Research 0030-364X
++ Operation Research Letters 0167-6377
472 Parallel Computing 0167-8091
479 Performance Evaluation 0166-5316
480 Periodica Mathematica Hungarica 0031-5303
490 Proceedings of IEEE 0018-9219
495 Programmirovanie 032-3474
++ Publicationes Mathematicae 0033-3883
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Sorszam és cim ISSN

++ Pure Mathematics and Applications 1218-4586
++ Quarterly of Applied Mathematics 0033-569X
499 RAIRO. Informatique Theoretique et Applications | 0988-3754
502 Random Structures and Algorithms 1042-9832
515 Science of Computer Programming 0167-6423
532 Simulation 0037-5497
517 SIAM Journal on Applied Mathematics 0036-1399
518 SIAM Journal on Computing 0097-5397
519 SIAM Journal on Control and Optimization 0363-0129
520 SIAM Journal on Discrete Mathematics 0895-4801
523 SIAM Journal on Numerical Analysis 0036-1429
524 SIAM Journal on Optimization 1052-6234
526 SIAM Journal on Scientific Computing 1064-8275
520 SIAM Journal on Discrete Mathematics 0895-4801
523 SIAM Journal on Numerical Analysis 0036-1429
524 SIAM Journal on Optimization 1052-6234
526 SIAM Journal on Scientific Computing 1064-8275
527 SIAM Review 0036-1445
++ Sysadmin and Perl Journal 1061-2688
540 Software Practice and Ezrperience 0038-0644
++4 Studia Scientiarum Mathematicarum 0081-6906
++ Studia Universitatis Babes-Bolyai, Informatica 1224-869x

A masodik tablazatban megadjuk a folydiratok nyomtatott és elek-
tronikus valtozatainak a 6 legnagyobb hazai informatikai konyvtarban
(BME, Debreceni Egyetem, ELTE, Rényi Alfréd Intézet, Szegedi Egyetem,
SZTAKI) valé elérhetéségét (az adatok a 2004-es évre vonatkoznak).
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L.1.h. tdblazat. Folyobiratok nevei és ISSN szdmai

425 The Computer Journal 0010-4620
++ The Electronic Journal of Combinatorics 1077-8926
++ The Electronic Journal Qualitative Th. Diff. Fq. | 1417-3875
++ The Journal of Fourier Analysis and Applications | 1069-5869

561 Theoretical Computer Science 0304-3975
573 VLDB Journal 1066-8888
++ Zentralblatt fir Mathematik 1436-3356

A nyomtatott valtozatok adatai a Nemzeti Periodika Adatbdzis (NPA)
honlapjarol és az NPA altal évente kiadott CD-r6l szarmaznak. Az elek-
tronikus valtozatok adataihoz felhasznéltuk az emlitett konyvtarak hon-
lapjat.

A folyéiratok nevét az NPA szerint roviditettiik. A nemzetkozi roviditések
listaja letolthetd a referald folyodiratok honlapjarol.

A tablazatban N a nyomtatott, E az elektronikus valtozat, K az
elektronikus kivonat, T az elektronikus tartalomjegyzék elérhetdségét
jelzi (a K jelet hasznédltuk akkor, ha a folyéirat honlapjardl letolthetd a
cikkek kivonata, és/vagy ha legaldbb az egyik referalé adatbazis .
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L.2.a. tablazat. Informatikai folyéiratok a magyar konyvtarakban

Sorszam és cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
002 ACM Surveys E E | NE| - | NE | NE
004 ACM SIGACT News E E E E E

027 ACM Sigplan Notices E E E E E

034 ACM Trans. Comput. Syst. NE| E | NE| E E E
035 ACM Trans. Database Syst. NE| E | NE| E E E
036 ACM Trans. Graph. E E E E E

039 ACM Trans. Math. Softw. E E E E E | NE
041 ACM Trans. Program. Lang. NE | E | NE | NE NE
043 Acta Cybernetica K K |NK| K | NK | NK
044 Acta Inf. E E | NE| E E | NE
++ ActaNyiregyhdziensis E E E E E E
++ Acta Mathematica Sci. N N N

055 Algorithmica E E | NE | E E | NE
056 Alkalmazott Matematikai Lapok | NK | NK | NK | NK | NK | NK
058 The American Math. Monthly E E |NE | E E E
++ Analysis Mathematica T T |[NT| T T

++ Ann. Univ. Eétvos, Comput. NT | NT | NT | NT | NT | NT
++ Ann. Univ. Eotvos, Math. N N N N



http://www.acm.org/pubs/journals/surveys
http://www.acm.org/pubs/journals/???
http://www.acm.org/pubs/journals/tods
http://www.acm.org/pubs/journals/tods
http://www.acm.org/pubs/journals/tosem
http://www.acm.org/pubs/journals/???
http://www.szeged
http://link.springer.de/link/service/journals/00236/index.htm
http://www.emis.de/journals/AMAPN/index.html
http://link.springer.de/link/service/journals/00453/index.htm
http://www.inf.elte.hu/library/computatorica/
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Sorszam és cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
++ Applied Comp. Harmonic An. E E |NE | E E E
070 Applied Math. Comput. N

073 Applied Numerical Math.

075 Ars Combinatoria K K| K| K|N

076 Artif. Intell. E E |[NE| E | E | NE
081 Australasien Journal Comb. K K| K| K| K

++4 Automated Software Eng. N

++ Avtomatika i Telemehanika N

093 BIT. Numerical Mathematics NE

++ C/C ++ User’s Journal N

++ Calculateurs Paralléls N

114 Combinatorica NE | NE | NE | NE | NE | NE
116 Communications of ACM NE| E |[NE|NE| E | NE
120 Complexity E B E E E

++ Computational Complexity E E E E E | NE
137 The Computer Journal NE NE
138 Computer Languages

141 Computer Networks ISDN Syst. | E E |EN| E E | E



http://www.elsevier.nl/locate/ipl/
http://link.springer.de/link/service/journals/00453/index.htm
http://www.acm.org/pubs/contents/journals/cacm
http://www.elsevier.nl/
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L.2.c. tablazat. Informatikai folyoiratok a magyar konyvtarakban

Sorszam és cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
++ Computers and Education N

168 Computers and Op. Research B E |INE| E | E | E
173 Computing. Archiv fir Inf. E E | N| E | E

++ Computing Reviews E E | NE|NE | E

178 Congressus Numerantium N

++ Current Mathematical Publ. N

++ CWI Quarterly E E |EN| E | E

189 Data Knowledge Engineering N

199 Discrete Applied Mathematics E E |[NE|NE| E | E
201 Discrete Mathematics E E |NE|NE| E | E
204 Distributed Computing NE| E |[NE| E | E

206 Dr. Dobb’s Journal E E |INE| E | E | E
++ Electronic Journal of Comb. E E E E E | E
++ Electronic Num. Anal. E E E E E | E
221 European Journal of Comb. B E B E | E|E
222 Furopean Journal Op. Research | E E |NE| E | E | E
226 Formal E E |[NE| E | E | E
++ Foundations of Computing Dec. N



http://beta.reviews.com/home.cfm
http://www.cwi.nl
http://www.sciencedirect.com/science/journal/0166218X
http://www.emis.de/journals/DMTCS/
http://link.springer.de/link/service/journals/00446/index.htm
http://www.emis.de/journals/EJC/
http://www.emis.de/journals/ETNA/
http://link.springer.de/link/service/journals/00165/index.htm
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Cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
++ Fundamenta Mathematicae T N

229 Future Generation Comp. Syst. T N

230 Fuzzy Sets and Systems B E E E E

232 Graphical Models E E | NE | E E

++ Higher-Order and Symb. Comp. E E |NE| E E

237 IBM Journal of Research Dewv. E E | NE | E E

238 IBM Systems Journal E E |NE| E E

249 IEEFE Transactions Comm. NK NE
249 IFEE Trans. Comput. NE | NK | NK | K K K
250 IFEFE Transactions Inf. Th. NK| K |NK| K K | NK
259 IEEE Transactions on Software EN EN
++ IEEE Transactions Visualization | E E | NE | E E | NE
263 IMA Journal Num. Analysis E E |NE | E E

272 Information and Computation KN EN
273 Information and Control TK | N

279 Information Processing Letters B E | NE| E | NE | NE
++ Java Developer’s Journal E E E E E E
327 Journal of Algorithms KN E



http://www.computer.org/tcs/archives.htm
http://www.computer.org/tse/archives.htm
http://www.idealibrary.com/servlet/useragent?func=showAllIssues&curIssueID=inco
http://www.elsevier.nl/locate/ipl/
http://www.,apnet/com/www/journal/al.htm
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L.2.d. tdblazat. Informatikai folydiratok a magyar konyvtarakban

Cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
334 Journal of Comb. Theory, A | TK | TK | NK | TK | TK | TK
335 Journal of Comb. Theory, B | TK | TK | NK | TK | TK | TK
7?77 Journal of Computer Syst. EN EN
777 J. Grid EN EN
77?7 Journal of Graph Alg. E E E E E E
++ Journal of Grid Computing T T T T T T
77?7 Journal of Integer Sequences | E E B B E E
395 Journal of ACM E | NE E

7?77 Lecture Notes in CS E E | EN| E E

329. Math. Syst. N

++ Nieuw Arakief N

330. Nordic J. Com. IT

331. Proc. IEEE NK| K INK| K | K |NK
334. Publ. Math. NT | NT | NT | NT | NT | NT
332. Q. Appl. Math. N N E
333. SIAM J. Comp. NE NE | E
334. SIAM Discret. K | KN | EN | EN



http://www.idelibrary.com/servlet/useragent?func=showAllIssues&curlssuelD=jcss
http://www.wkap.nl/home/search/?view=Search+results
http://www.emis.de/journals/JGAA/home.html
http://www.emis.de/journals/JIS/
http://www.acm.org/jacm
http://link.springer.de/link/service/series/0558/ss.htm
http://www.klte.math/sicomp.htm
http://www.siam.org/journals/sicomp/sicomp.htm
http:/www.siam.org/sam-bin/dbq/toclist/SIDMA
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L.2.e. tablazat. Informatikai folybiratok a magyar konyvtarakban

Cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
335. SIAM Rev. NE | K |[NE| K | K |NE
335. Theor. Comput. E E | EN | E E E
350. Zentralbl. Did. der Math. | E E E E | E | E

Végiil az elektronikus adatbazisok, elektronikus konyvtarak, és a

konferenciakotetek adatait foglaljuk Gssze.

Digitalis adatbazisok

Citeseer
Computing Reviews

Compuscience

EFTAN: Egyetemi és Foiskolai Tankonyvek adatbazisa
ELTE: a Horizon rendszeren keresztiil hozzaférés az ELTE, SOTE

és a ME konyvtarainak katalégusaihoz

Kiskapu Kiadé és Konyvesbolt: konyvesboltoknak a magyar nyelvii
informatikai szakirodalom teljes valasztékat kindlé hélozata (rend-

szeresen kozread magyar nyelvii katalégusokat)
Mathematical Reviews
Minerva: a Minerva folydiratokkal kereskedo cég adatbazisa

NPA: Nemzeti Periodika Adatbézis (az Orszagos Széchenyi Kényvtar
altal karbantartott adatbazis a hazai konyvtarakban 1évé kiilfoldi és
hazai folyoiratokrél; 2000-ben abbamaradt az adatok frissitése — vis-
zont az OSZK altal évente kiadott NPA-CD friss adatokat tartala-

maz)

Software Station:


http:/www.siam.org/sam-bin/dbq/toclist/????
http://www.elsevier.nl/locate/tcs/
http://www.emis.de/journals/ZDM/zdmp1.html
http://www.zblmath.fiz-karlsruhe.de/cs/index.html
http://www.konyvkereso.hu/netacgi/konyvker/index.pl?ln=M&fm=idxm.htm
http://www.kiskapu.hu/main.php
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e SWETS: a legnagyobb folydiratkereskedd cég adatbazisa kb. 16000
folydirat tartalomjegyzékét tartalmazza, emellett a cégen keresztiil
megrendelt folydiratok jelentOs részének teljes szovegéhez is hoz-

zaférést biztosit
e DLBP Trier

e Universitas: a legjelent6sebb magyar cég, amelyen keresztiil kilfoldi
kiadast konyvek megrendelheték. Honlapjan sok konyv adatai (pél-

ddul az ara) megtalalhatok.

e Zentralblatt fur Mathematik

Digitalis konyvtarak

e Academic Press

e ACM Digital Library
¢ BME-OMIKK:

e EISZ: Elektronikus Informécié Szolgélat (ingyenes hozzaférésminden
egyetemi hallgato és oktatd szamara az Elsevier folyodiratainak teljes

tartalmahoz)

e Elsevier

o ELTE
e EMIS
e [EEE

e EMIS: European Mathematical Information Service (ingyenes hoz-

zaférés barki szamara 35 matematikai folyoirat teljes tartalméhoz)
e Kluwer
e MEK (Magyar Elektronikus Konyvtar)
o SIAM


http://idealibrary.com
http://www.acm.org/dl
http://www.omikk.hu/
http://www.om.hu//eisz/
http://computer.org
file:www.wkap
http://epubs.siam.org/

286 Lel6helyjegyzék

e Springer Verlag

e Typotex

Konferenciak anyagai

L.5. tablazat. Informatikai konferenciak anyagai

Cim BME | DE | ELTE | RAI | SzTE | SZTAKI
1 ACM Dist. - E E - E E
2 ACM Theory - E E - E E
3 ECOOP - E E - E E
4 ESA - E E - E E
5 FCT - E E - E E
6 MFCS - E E - E E
7 STACS - E E - E E

Ebben a tablazatban a Proceedings of Annual ACM Symposium on
Principles of Distributed Computing, a Proceedings of Annual ACM
Symposium on Theory of Computation, a Furopean Conference on Object-
Oriented programming, az Furopean Sympozium on Algorithms, a Foun-
dation of Computing Theory, a Mathematical Foundations of Computer
Science és az Annual Symposium on Theoretical Aspects of Computer

Science nevi konferencidk adatai szerepelnek.


http://www.link.springer.de/
http://www.typotex.hu/
http://www.acm.org/pubs/citations/podc/62546/
http://www.acm.org/pubs/citations/podc/62546/
http://www.link.springer.de/
http://www.link.springer.de/
http://www.link.springer.de/
http://www.link.springer.de/
http://www.link.springer.de/

Targymutato

Ez a targymutato a kovetkezd szempontok szerint késziilt.

Elészor a matematikai jeloléseket soroljuk fel (latin abécé, majd a gorog
abécé szerinti sorrendben), azutdn a targyszavakat.

A szamokat és gorog betliket tartalmazo targyszavakat kiejtésiik szerint
rendezziik: példaul az ,,1-érték”-t , egyértékékii”-ként, a ,\”-t,,Jambda”-ként.
A jeldlést tartalmazé targyszavakat elemeik szerint rendezziik: példaul a k-
megegyezés’-t ,k megegyezés”-ként.

A kiilénb6z6 tipusit objektumokat lehetség szerint tipografiailag is meg-
kiillonboztettiik. A matematikai jeloléseket és a programokban hasznélt val-
tozdk neveit dolt betiikk emelik ki, mint példdul Q(nlgn) vagy rang[lépés].
Az algoritmusok neveit kis kapitalis betiikkel irtuk, mint példaul KIVALASZT.
Az algoritmusok kédjaban a programozasi alapszavakat félkovéren szedtiik,
mint példdul if, then, for, in parallel for.

Az algoritmusok nevében kiskotéjelet, a valtozdk nevében pedig alsd koto-
jelet hasznalunk, mint példdul PARHUZAMOSAN-OLVAS és bal szomsz. Az
egyes fogalmak meghatarozasanak helyére a targymutat6 dolt oldalszammal
utal.

Els6sorban az algoritmusokat targyalé tankonyvek matematikai jel6léseit

alkalmaztuk. Az oldalszdmok felsorolasanal nem torekedtiink teljességre.
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A
abszolit nagy ordd, 243
abszolat optimalis algoritmus, 26

absztrakt szamitégép, 15, see szamitasi

modell
ACM, 257
adatatviteli vobnalak szdma, 44
adatfeldolgozés o
parhuzamos, 14
soros, 14
adatkigyo, 152
adatkigyok rendezése, 153
adat koncentracio, 184
adatkoncentracié, 138, 142
hiperkockdn, 184
algoritmus
abszolit optimalis, 26
aszimptotikusan optimalis, 25
Las Vegas, 49
moho, 135
Monte Carlo, 49
munkahatékony, 24
munkaoptimadlis, 25
neurdlis hal6kban, 239
parhuzamos, 18
rekurziv, 45
soros, 18
stabil, 57
tervezése, 14
algoritmusok
parhuzamos, 227
soros, 227
allapot
nem__ vezetd, 205
vezetd, 205

altalanos csomagiranyitasi feladat, 133

Amdahl torvénye, 36
animacio, 240
anomdlia, 61, 71
anomalia mértéke, 61
architektura, 15
asszociativ miivelet, 73
asszociativ operator, 73

aszimptotikusan azonos nagysagrend, 26
aszimptotikusan optimalis algoritmus, 25

aszinkron processzorok, 15
atfedd csomagok, 182
ATHELYEZ, 47

atlagos csﬁcaévolség, 44
atlagos fokszam, 44 o
atlagos futasi idé, 22
atmérd, 138, 184
azonosito

Targymutaté

processzoré, 206

B
beagyazas, 173

faé, 177

gylrié, 173

téruszé, 175
beagyazas késleltetése, 173
beagyazas torlédasa, 173
beemelés, 84
befejezédési feltétel, 218
bejarasi algoritmus, 201
Bellman—Ford-algoritmus, 124
Bernoulli-kisérlet, 51, 87
binéris asszociativ operator, 73
binéris fa, 166
binéaris fa alaku hélézat, 177
binaris fa halézat, 38
bitfordité gytri, 219
biton rendezés, 197
biton sorozat, 195
blokkonként kigydszerti sorfolytonos

indexelés, 141

C

CALGO, 252

CHANG-ROBERTS, 209, 210, 219

CHANG-ROBERTS, 218eze

CRCW, 32, 91, see parhuzamos olvasas —
parhuzamos iras

CRCW PRAM, 123, 124eze

CREW, 32, see parhuzamos olvasds —
kizarolagos iras

CREW PRAM, 34, 74, see parhuzamos gép

CS
cseréld él, 203

Csernov-egyenlStlenség, 138, 183, 184
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Csernov-egyenl6tlenségek, 51
csillag, 38
csomagiranyitas
kozeli célokokhoz, 164
racson, 164
téruszon, 164
csomagiranyitasi probléma, 127
csucs
éls, 67
csucs koltsége, 66

D

dontési fa, 58

d-regularis, 169

de Bruijn hélézat, 41
DET—NEGYZETEN—KI\TALASZT, 148
DET-RANGSOROL, 81 o
diszjunkcié, see logikai 6sszeadas

E

FE-cstcs, 67

EGESZET-KIVALASZT, 91

egy célcsomagos feladat, 132

egy kezd6csomagos feladat, 131

egyszeri algoritmus, 98

elem rangja, 79

elébb érkezett csomag elGszor, 128

é16 csucs, 67

él6 kulcs, 94

ellenfél,

els6bbségi szabaly, 128

ELTE IK jegyzetpalydzata, 3

ELTE Informatikai kar, 3

él torlédasa, 173

ERCW, 32, see kizarélagos olvasds —
parhuzamos iras

ERCW PRAM, 35

EREW, 32, 128, see kizarolagos olvasis —
kizarolagos iras

EREW PRAM, 35, 75, 123eze

EREW-prefix, 74, 76

érints, 160

értesitd tizenet, 208

289

érvényességi feltétel, 218, 222, 223

Euler-kor, 201

exponencialis futdsi id6, 20, 21, see
szuperpolinomialis futési idé

F
fa bedgyazédsa, 177
fa magassaga, 166
FDD, 132
FDF, 163
seelegtavolabbra utazé csomag eldszor,
128
feladat megfogalmazdsa, 14
felezési szam, 44
felfivodas, 173, 175
FFT, 165, see gyors Fourier-transzformalt
FIFO, 60, 128, 129, 163
seeel6bb érkezett csomag elészor, 128
FOF, 163
seelegtavolabbi csomag eldszor, 128
futasi id6, 128
atlagos, 22
csomagiranyitasi algoritmusé, 128
exponencialis, 21
gyenge polinomidlis, 21
kobos, 21
konstans, 21
legjobb esetben, 21
legrosszabb esetben, 21
linedris, 21
logaritmikus, 21
majdnem konstans, 21
négyzetes, 21
polilogaritmikus, 21
polinomialis, 21
szublinedris, 21
szublogaritmikus, 21
szubpolinomidlis, 21
szuperlinedris, 21
szuperlogaritmikus, 21
szuperpolinomiélis, 21
varhaté, 22
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G
gombdcevési sebesség, 64
grafalgoritmusok, 157
Gray-kéd, 174, 201
Gustafson torvénye, 36
GYOKOS-KIVALASZT, 89
gyokér processzor, 38
gyenge nagy ordd, 244
gyenge polinomiélis futési id6, 21
gyerek processzor, 38
gylirti, 38, 173
gytlrd héalézat, 220
gyors Fourier-transzformalt, 165
gyorsitas, 23, 123
linedris, 23
szublinedris, 23
szuperlinearis, 24

H
HALMAZ-TERJED, 223
hélézat
bindris fa, 38, 177
csillag, 38
de Bruijn, 41
haromdimenziés racs, 39
henger alaku, 40
hiperkocka, 42, 168
kevers-cseréls, 203
permutacios, 42
pillang6 alaku, 41
piramis alakua, 41
tégla alaku, 39
torusz, 40
halézat atmérdje, 44
halézatok, 228
Hamilton-kor, 201
Hamming-tavolsag, 169
HANOI-TORNYAL 47, 70
harmonikus szém,im
HAROM-FAZISU, 137, 164
haromdimenzios rics, 39
HAROM-FAZISU, 188
haromszégmatrix invertdlasa, 167
hatékonysag, 24, 123
hatékonysagi mérték, 23
abszoluat, 20
relativ, 20
henger, 40

Targymutaté

hiba, 217

bizanci, 217

megallasi, 217
hibavalészintiség, 50
hibrid processzorok, 15
hiperkocka, 42, 168, 191, 196

pérhuzam?s, 170

soros, 170
hiperkocka fokszama, 169
hiperkocka i-edik sora, 189
HIRSCHBERG-SINCLAIR, 219
HIRSCHBERG-SINCLAIR, 219

I

IDO-SZELET, 225

idébonyolultsag, 26

Id6-szelet, 212

id6zités, 15

i-edik szintl kapcsolat, 169

1IEEE, 257

ILLIAC-1V, 31, 40

inverzid, 58

ISBN, 269, see International Standard Book
Number

ISMETELT-ELEM, 52

ISSN, 269, see International Standard Serial
Number

J
j-edik oszlop, 189

K

kobos futasi id6, 21

kormentes graf, 124

kérmentesség, 166

kozos EREW PRAM, 34, see parhuzamos
gép

kozos iras, 33
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kozelité megegyezés, 218

kozvetlen hozzaférésii gép, 31

kozvetlen kapcsolat, 171

k dimenziés racs, 39

k-adrendii Gray-kéd, 17/

k-adrendii Gray-kéd, 774

k dimenziés racs, &57

keresés, 87

kereszt kapcsolat, 171

kerresési feladat, 87

késleltetés, 175

KET-FAZISU, 135

kétfazisu algoritmus, 135

keveré él, 203

KEVESET-KOCKAN, 190

kezdeti feltétel, 47

kezdd processzor,igi%

kigyészerti sorfolytonos indexelés, 141

KIEMEL, 84 T

kiemelés, 83

kis omega, 19

kis ordé, 19, 243

kivalasztas, 87, 144, 192
hiperkockan, 191, 192
racson, 144

k-k iranyitasi feladat, 138

k-megegyezés, 216

KOCKA-LEZAR, 158

kocka alaku racs, 39

kocka elemei, 158

kommunikéciés bonyolultsag, 226

kommunikéciés hiba,

kommunikéciés modell, 15

kommunikaciés vonal, 39, 125

konvex burok, 160, 164, 200, 233

konvex burok teriilete, 167

korlatozas és szétvalasztas, 66

korlatozé fiiggvény, 67

Kruskal-algoritmus, 116, 124

kulcsok rangja, 150

kulcs rangja, 93

kupac, 67

L

ldnc, 39, 125, 126
LANC-PREFIX, 140
lapozési sebesség, 62

Las Vegas algoritmusok, 49
legnagyobb helyiértékii bitek, 176
legrovidebb ut, 160

legrovidebb utak, 200

legtdvolabbra utazé csomag elészor, 128
legtavolabbrol jott csomag eldszor, 128
LELANN), 219

levelek atlagos szintje, 59

levél processzor, 38

LIFO, 163

linearis futéasi ido, 21

LOG-0sSzEFESUL, 97

logaritmikus futéasi id6, 21
LOGIKAI-OSSZEAD, 35

logikai Osszeadéas, 34

(I 4 1)-edik szintii kapcsolat, 171

M
Markov-egyenldtlenség, 51
matrix invertalasa, 167
haromatlésé, 167
haromszogmatrixé, 167
Max, 57
MAX-TERJED, 220
maximalis csticstavolsag, 44
maximalis fokszam, 4/ o
maximalis gyorsités,@
megbizhatésag, 15
megegyezési feltétel, 218, 222
megengedett megoldas, 66
megengedett megoldéas csics, 66
meghibasodas, 228
megoldasi fa, 66
megoldhatatlan feladat, 205
megoldhatatlansig, 205
MIMD, 81
minimélis cstcstavolsag, 44
minimélis feszitéfa, 166 o
minimélis fokszam, 44
minimélis koltségili cstcs, 66
MINMATRIX, 118
minmatrix, 113, 157, 198
MISD, 81
mohé algoritmus, 135
mohé ut, 171
Monte Carlo algoritmus, 49
MSB, see legnagyobb helyi értékii bitek
munka, 24, 123
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munkahatékony algoritmus, 24
munkaoptimalis algoritmus, 25
mutatéugras, 73, 81

N

nagy omega, 19

nagy ordo, 19, 244

nagy teta, 19, 244

nagy valdsziniiség, 50

nagy val6szintiséggel nagy ordé, 50
nagy valdsziniiségii nagy omega, 244
nagy valdsziniiségii nagy ordo, 244
nagy valésziniiségli nagy teta, 244
négyzet, 39, 125, 126
NEGYZETEN-PP-FESUL, 153
NEGYZETEN-PREFIX, 141

négyzetes futasi ido, 2771
NEGYZETES-KIVALASZT, 88

nem ismétlédé uthalmaz, 182
Nemzeti Periédika Adatbézis, 278
neuralis halék, 239

normalis algoritmus, 172

NPA, 278, see Nemzeti Periédika Adatbazis
nulla-egy elv, 98

(o]
Omega, 244
OPT-MAX-TERJED, 220
OPT-HALMAZ-TERJED, 224
OPTIMALISAN-OSSZEFESUL, 101
OPTIMALIS-PREFIX, 74
Osszetett racs, 39
oszlopfolytonos indexelés, 141
Osszefiiggé komponensek, @
Osszefésiilés, 150, 194

pillangé hélézaton, 195
Osszefésiilés, 195

hiperkockén, 195
osszefésiilés, 96-104
Osszegzési feladat, 187
Osszehangolt tdmadas, 216
Osszehangolt tdmadas,

Targymutaté

P
palindréma, 165
péaratlan alhdlézat, 188
paratlan-péros Osszefésiilés, 151
parcialis permutacio, 179
parcialis permutacids csomagiranyitas, 128
parhuzamos adatfeldolgozas, 14
parhuzamos algoritmus, 18, 244
parhuzamos algoritmus gyorsitasa, 243
parhuzamos algoritmus hatékonyséiga, 243
parhuzamos algoritmus legrosszabb
tuzenetszama, 243
parhuzamos algoritmus legrosszabb
lépésszama, 243, 244
PARHUZAMOSAN-OLVAS, 34
PARHUZAMOSAN-IR, 3/
PARHUZAMOSAN-OLVAS, 287
parhuzamos gép, 32
parhuzamos hiperkocka, 170
parhuzamos koézvetlen hozzaférési gép, 31
PAROS-PARATLAN-OSSZEFESUL, 98
paros alhalézat, 188
permutacié inverze, 58
permutacios halézat, 42
pillang6, 41 o
PILLANGO-BITON-RENDEZ, 197
pillang6 halézat, 171, 196
piramis, 40
polilogarﬁnikus futési id6, 21
polinomialis futasi id6, 21
PPR, 130, 135
seeparcialis permutéciés csomagiranyitas,
128

parhuzamos koézvetlen hozzaférésii gép
prefixek, 74
PREFIX-FEAN, 185
prefixszamitas, 73, 138, 140, 184

binaris fan, 166

hiperkockén, 184
prefixszamitasi feladat, 73
Prim-algoritmus, 124
prioritdsos irds, 33
probléma mérete, 243
processzor

aszinkron, 15

bels6, 177

gyokeér, 38, 177

gyerek, 38, 177

hibrid, 15




Targymutaté

levél, 38, 177

részben aszinkron, 15

szilo, 38

szinkron, 15

szomszadai, 20/
processzorok in@elése, 141
processzorszam, 44 T
processzor szintj;m
pszeudokdd, 229

R
racs, 16, 125
Osszetett, 39
egyszerd, 39
haromdimenziés, 39
k-dimenzids, 125
k dimenziés, 39
kocka alaku, 39, 125, 127, 157
lanc alaku, 125
négyzet alaku, 39, 125, 126
tégla alaku, 127
téglalap alaku, 39, 125, 126
RAM, see kozvetlen hozzaférésii gép
RAN, 128
rekurziv algoritmus, 45
rekurziv egyenlet, 467
rekurzié, 45, 48
rekurziét(%l,jS
rendezés, 196 o
biton sorozaté, 196
csoportokba, 165
hiperkockan, 196
lancon, 165
pillangé hélézaton, 196
ritka, 143
soronként, 165
topologikus, 166
részben szinkronizalt processzorok, 15
ritka leszamlalé rendezés, 143, 144, 189
RITKA-RENDEZ, 144 T
ritka rendezés, 138, 143
rossz algoritmus, 50

293

S

sikgraf, 37

sikhalézat, 38

SIMD, 31

SISD, 31

sorfolytonos indexelés, 141

sorindex, 171 T

sorméret, 184

soros adatfeldolgozas, 14

soros algoritmus, 18, 243

soros algoritmus legrosszabb lépésszama,
243, 244

soros algoritmus sziikséges lépésszama, 243

soros hiperkocka, 170

specifikdcié, 14, see feladat megfogalmazdsa

stabil algoritmus, 57
Steelman Report, 234
stlyozott médidn, 147, 148

SZ

sz1l6 processzor, 38

szabad sorozat, 132

szamitasi modell, 21
szinkronizalt processzorok, 15
szublinedris futasi id6, 21
szublinedris gyorsitas, 23
szubpolinomidlis futési id6, 21
szuffixszamitas, 163
szuperlinearis futasi id6, 21
szuperlinearis gyorsitas, 24
szuperlogaritmikus futésﬁdc’i, 21
szuperpolinomialis futasi id6, 21

T

tomb feje, 79

tombrangsorolési feladat, 79
tégla, 39

téglalap, 126

téglalap alaku racs, 39

teljes halézat, 41

teljes keverd-cseréld halézat, 203
térgraf, 38

térhélézat, 38
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tetszOleges iras, 33
topologikus rendezés, 166
torlédas, 175

térusz, 40, 164, 175, 225
tranzitl’ﬁezért, 157-159, 199

U
uzenetszoras, 138, 139, 184

\%
vagasi szdm, 44

Targymutaté

valdszintiiségi feltétel, 220
valdsziniiségi paraméter, 50
valtasi hely, 26
VALTOZO-SEBESSEGEK, 225
varakozési sor hossza, 128
véges abécé, 244
VELETLEN, 52
VELETLEN-CSOMAG-IRANYIT, 184
VELETLENI{TETT-TAMADAS, 223
VELETLENITETT-TAMADAS, 223
véletlenitett algoritmus, 145, 220
véletlen valasztas, 128
VEL-RANGSOROL, 81
verem tulajdonsag, 68
vezets processzor, 205
vezetOvalasztas, 205, 220, 225

gyturtiben, 205

négyzeten, 225

téruszon, 225
vezetévalasztas hiperkockan, 225
vonalhiba,
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Megoldasok

1.8-1. megoldasa. Az A algoritmus munkija ©(n), a B algoritmusé
O(nlgn). Mivel a kivalasztasi feladatot megoldd leggyorsabb soros al-
goritmus futési ideje O(n), igy az A algoritmusnak a leggyorsabb soros
algoritmusra vonatkozé gyorsitdsa /n, a B algoritmusé pedig O(n/lgn).
Az A algoritmus hatékonysdga ©(1), a B algoritmusé ©(1/1gn). Esz-
erint az A algoritmus munkahatékony, a B algoritmus viszont nem az.

1.8-2. megoldasa. Az elso allitasban a legaldbb sz6 és az O-jelolés egymas
mellett értelmetlen.

A masodik allitdas hibas: a B algoritmus futasi idejének alacsonyabb fels6
korlatjabol nem kovetkezik, hogy gyorsabb: el6fordulhat példaul, hogy
az A algoritmus futési ideje linearis, mig a B algoritmus esetén a fels6

korlat a pontos nagysigrendet adja meg.
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