RANGSOROLASI ALGORITMUSOK

(Ivanyi Antal eladasanak kivonata: Szeged, 2003. aprilis 22.)

A hagyoményos versenyeken n jatékos kormérkszést jatszik. A mérkdzések gydztese egy pontot,
vesztese nulla pontot kap.

A jatékosok rangsorolédsa torténhet példaul a megszerzett pontok szama alapjan (ekkor a pontsza-
mok szerint rendeziink), vagy minimélis szamu inverzidra (vesztes megelzi)

Legyenek a, b,m és n egész szamok, melyekre 0 <a <b,2<m <n, 1 <b.

Egy A (a,b,m,n)-verseny egy olyan Timn = [tijlnxn n X n méretii matrix, amelynek az elemei
egész szamok és

E<tij+ti;<m (1<i, j<n,i#j). (1)

Tegyiik fel, hogy adott n-re elGéallitottuk az Osszes sport sorozatot. Ezek definicioja: azok a helyi
sorozatok, amelyekhez van sport matrix. Az eddigi szimulaciés adatok szerint a monoton sorozatoknak
kériilbeliil nyolcadrésze sport sorozat és a sport sorozatoknak koriilbeliil kétharmada focisorozat.

Adott sorozat esetén O(n) id6 alatt el tudjuk donteni, hogy a sorozat sport sorozat-e. Tehét a
monoton sorozatok mintegy 92 %-at gyorsan ki tudjuk zarni.

A kovetkezd harom "negativ sztir6" (azaz sorozatokat kizard algoritmus) mar t6bb id6t igényel, bar
kétségteleniil polinomialisak.

Az egyik a dontetlenekkel foglalkozik. A maradékokbdél ad6do kotelezd dontetleneken feliil kiosz-
tandé dontetleneket lehetdleg egyenletesen osztja szét, majd ezeket megprobélja parositani.

Ennek a modszernek ersebb valtozata a nyeretlen, illetve veretlen csapatok kozotti, valamint a
csapatok mas részhalmazain beliili kételez dontetleneket is figyelembe veszi.

A miésik a gydzelmeket és vereségeket vizsgilja: kioszthatok-e ugy a szabad vereségek, illetve
gy6zelmek, hogy a nagy szamu gy6zelmeknek és vereségeknek legyen pérja.

A harmadik a sorozatok felbontasan alapul: bizonyos feltételek esetén egy sorozat tgy bonthato
révidebb sorozatokra, hogy azok kdnnyen ellenérizheté tulajdonsagaibol kovetkeztethetiink az eredeti
sorozat, tulajdonsagaira.

Az eddigi tapasztalatok szerint ez a hiarom sziirG nagyon hatasos: a felbontott sorozatok tilnyomo
részéhez sikeriilt pont méatrixot késziteni.

2. A 16 otletek

Az algoritmusokat gy fogalmazzuk meg, hogy adott sorozat ellenrzését végezzék — bar célunk gyakran
t6bb sorozat (példaul adott szamu csapat esetén lehetséges sport sorozatok) ellendrzése.

2.1. Dontetlenek egyenletes elosztasa

Egy q = q[1],...,q[n] sport sorozat dontetlenjeit ugy vizsgaljuk, hogy eldszor kitoltjiik a n x 4 méretd
OS M kételezs sport métrixot. Ennek els§ harom oszlopa a szokasos: a kitelezs dontetlenek, gyézelmek
és vereségek szdma. A negyedik oszlop az adott csapat hidnyz6 csomagjainak szamét adja meg. Egy
csomag vagy 3 dontetlent, vagy 1 gy6zelmet és 2 vereséget tartalmaz, ezért a hidnyz6 csomagok szama
S —30W — OD. A kiosztand6 dontetlen csomagok szama NDP[1] =2(3NM — S — OD)/3.

Legyen POS|[1] azon csapatok szama, amelyeknek adhaté még dontetlen, azaz amelyekre OSM i, 4] >

Ha NDP[1]/POS[1] > 1, akkor menjiink végig azokon a csapatokon, amelyek készek még dontetlent
vallalni, és adjunk nekik min [ NDP[1]/POS[1]],0SM]i,4] (i = 1,2,...,n) dontetlen csomagot. Az
odaadott csomagok szamat a DP vektorban jegyezziik meg, és NDP[1] csokkentésévek szamitsuk ki
NDP[2] értékét.

Mindezt addig imételjik a POS[j] (j = 2, ...) értékekkel, amig NDP[j]/POS[j] > 1. Az 4j POS
értékeket természetesen az OSM|i, 4] — NP[j — 1] értékek alapjan hatarozzuk meg.

Ha N DPJj] = 0, akkor kész vagyunk. Ha 0 < NDP[j]/POS]1] < 1, akkor osszuk ki ugy a maradék
csomagokat a pozitiv OSM i, 4] értékd csapatok kozott, hogy elészor azok kapnak (pontszamuk névekve
sorrandjében), akiknel OSM|i, 2] = 0, azutan azok, akiknek a pontszdma egy maradékot ad harommal
osztva, végiil azok, akiknél a maradék kettd.



Ezutén az NP tombnek megfelelGen allitsuk elé a n x 3 méretd SM sport méatrixot, majd annak
dontetlen oszlopaban szerepld értékek alapjan egy N D vektorban a déntetlenszamok csckkend soroza-
tat. Ezutan ezt a vektort tgy kezeljiik, hogy rendre toroljiik legnagyobb ND[i] (i = 1,...,n) elemét,
egyidejiileg eggyel cstkkentjiik a kdvetkezd N D[i] elemet.

Ha ilymédon nem sikeriilt kinulldznunk az N D vektort, akkor a vizsgalt sorozat rossz. Ha sikeriilt,
akkor jon a "szigort déntetlenvizsgalat". Ennek soran egyrészt a kitelezs sport méatrix szerint veretlen,
illetve nyeretlen csapatok belsd dontetlenjeit, masrészt az SW[i] és SB[i] értékek vizsgalata alapjan
addédo belss dontetleneket kivessziik a sport matrix dontetlenjei koziil, és ezutan prébaljuk meg a
Havel-Hakim péarositast.

2.2. Kotelezd dontetlenek

Ha egy sorozat kezd@szelének Osszege kicsi, vagy zaroszeletének Osszege nagy, akkor abbol kévetkez-
tetéseket vonhatunk le mindkét szelet belsé dontetlenjeinek szamara nézve. Legyen IDW/i] az i kis
pontszamu jatékos belsé dontetlenjeinek a szama, OI DW i az ¢ kis pontszamu jatékos kitelezs belss
dontetlenjeinek szdma, I D B[i] az i nagy pontszamu jatékos belsé dontetlenjeinek a szama és OIDBJi]
az ¢ nagy pontszamu jatékos kotelezd belsé dontetlenjeinek szama.

Az i kis pontszam 6sszege SWi], az n — i nagy pontszam 6sszege SB[n — i].

A legegyszertibb eset, hogy ha SW{[i| = 2NM][i], akkor az els§ i csapat minden bels6 meccse
dontetlennel végzodott, és ezért (1] = ¢[2] = ... = q[i] = i — 1. Ezért a kotelezd sport méatrixba
beirhatjuk ezeket a dontetlenszamokat (kiilon jelezve, hogy ezek "foglaltak™).

Altalaban:

IDW[i] > OIDW[i] > 3NM][i] — SW]i], (2)

IDBi] > 3(n — i) + 2NM[n — i] — 2((SWi] — 3N M[i]), (3)

Masrészt az is igaz, hogy ha egy sportmatrixban k& > 2 nyeretlen csapat van, akkor

IDW([i] > OIDW[i] > ( g ) : (4)

Hasonlo 4llitasok a nagy pontszadmokra is igazak.

2.3. Gyo6zelmek és vereségek egyenletes elosztasa

Egy sportmatrix helyreallithatosaganak sziikséges feltétele, hogy barmely &k (1 < k < n) csapat gyGzel-
meihez tudjunk vereségeket parositani — figyelembe véve, hogy ehhez a tdbbi n — k csapat egyenként
legfeljebb k vereséggel, a kivalasztott csapatok pedig egyenként legfeljebb k—1, 6sszesen pedig legfeljebb

(’;) vereséggel jarulhatnak hozzi.

Természetesen a vereségekre hasonlo sziikséges feltétel érvényes.

Ezt a feltételt alkalmazhatjuk példaul a kételezd sportméatrixra ugy, hogy rendre a ow(1], ow[1] +
ow[2],...,ow[l]+...4+ow[n] tsszegekhez probalunk megfelels szamu vereséget keresni — a 2 vereségbdl
és 1 gy6zelembdl allo csomagok legkedvezbb kiosztasat feltételezve.

2.4. Felbontas

A felbontas alapja az, hogy ha egy sorozat kezd@szelének Osszege kicsi, vagy zardszeletének Osszege
nagy, akkor abbol sziikséges feltételeket vezethetiink le mindkét szeletre nézve.

1) Ha SW[i] = 2 () = i(i — 1), akkor minden meccs eredménye déntetlen, ezért minden pontszam
i— 1.

2) SWi] =i(i— 1)+ 1 és i = n csak gy lehetséges, hogy a belss dontetlenek mellett van egy belsd
gyGzelem, ezért q[1] =i — 2,¢q[i] =i+ 1, a t6bbi pontszam pedig ¢ — 1.

Ha SW[i] = i(i — 1) + 1 és i < n, akkor a tobbletpontszam szarmazhat egy kiilsé dontetlenbél is,
ekkor g[i] = i, a tobbi pontszam pedig i — 1.

3) SWIi] =i(i — 1) + 2 és i = n csak két bels6 gy6zelemmel lehetséges, amihez legalabb 3 csapat
kell. Vagy egy csapat nyer 2 meccset (ekkor ¢[1] = ¢[2] = i — 2), vagy egy csapat veszit és nyer 1-
1 meccset (ekkor ¢[1] = i — 2, q[i — 1] = 4,q[i] = i + 1) vagy egy csapat veszit 2 meccset (ekkor
q[l] =i —3, q[i — 1] = q[i] = i + 1) vagy 2 csapat nyer 1-1 meccset kiilonbozs ellenfelek ellen (ehhez 4
csapat kell és ekkor ¢q[1] = ¢q[2] =i —2, q[i — 1] = ¢[i] =i+ 1).



Ha SW[i] = i(i — 1) + 2 és i < n, akkor a 2 tébbletpont egyike vagy mindketts kiilsé déntetlen-
b8l szarmazik. Utobbi a ¢[i] = ¢ + 1 vagy a q[i — 1] = ¢[i] = ¢ mo6don fordulhat els, mig el6bbi a
q[l] =i—2, q[i] =i+ 2 vagy q[1] =i —2, q[i — 1] =i, q[i] =i+ 1 vagy ¢[i] = i+ 2 mddon lehetséges.

4) Ha SW[i] =i(i — 1) + 3 és ¢ = n, akkor 3 bels§ gySzelem van.

Ha SWi] =i(i — 1) + 3 és i < n, akkor a 3 tobbletpontbol 3 (1 gybzelem vagy 3 dontetlen), 2 (2
dontetlen), vagy 1 (1 doéntetlen) kiviillrsl is szarmazhat.

5) Ha SB[i] = 3i(n — i) + 3NM]|i], akkor a nagypontosok legy6zték a tobbieket, egymas kozott
pedig nem jatszottak dontetlent. Ezért a ¢[1],. .., q[n —i] sorozatnak jonak kell lennie, a (¢[n —i—+1] —
3(n—1)),...,(¢g[n] — 3(n — 1)) sorozatnak a Landau-feltétel szerint jonak kell lennie.

6) Ha SB[i] = 3i(n — i) + 3N M][i] — 1, akkor a nagypontosok legy6zték a tobbieket, egymas kdzott
pedig egy dontetlent jatszottak. Ezért a kis pontszamokra az el6z6 feltétel vonatkozik, a nagyoknél
két pontszamnak kell egy maradékot adnia mod 3. Ezek egyikét eggyel csokkentve, a méasikat kettGvel
novelve az eldzGekhez hasonléan alkalmazzuk a Landau-feltételt.

7) Ha SBJi] = 3i(n—14)+3N M[i] — 2, akkor vagy egy kiils6 dontetlennel, vagy két bels§ dontetlennel
vesztettek pontokat a nagy pontszdmuak.

Mivel a legfeljebb 3 tobbletpontot tartalmazé kezdGszeleteket megvizsgaljuk, ezért természetes,
hogy algoritmusunk n = 3 csapatig csak a foci sorozatokat allitja el§, hiszen a korabbi ellenérzések
legfeljebb 3 tobbletpontot engednek meg.

3. Algoritmusok

A DrAwS algoritmus bemend adatai: egy sorozat vizsgéilata esetében n, a csapatok szdma és q =
q[1], ..., ¢q[n], a vizsgalando6 sorozat (egyébként a vizsgalando sorozatok széama és maguk a sorozatok).
Az algoritmus kimend adatai: egy sorozat esetén a sorozatot mindsits iizenet (egyébként o(n), a
talalt sorozatok szama, valamint a sport sorozatokat tartalmazd matrix).
Az algoritmust a [2]-ben alkalmazott pszeudokdd segitségével adjuk meg. Az alkalmazott munka-
valtozok:

i, j: indexek (i mindig egytdl n-ig valtozik);

NM][i] = (%): i csapat egymas kozott lejatszott mérkzéseinek szama;

NM = (7): az 8sszes mérkdzés szama;

SWi]: az i legkisebb pontszam Osszege;

SW = SW|n]: az 6sszes pontszam Osszege;

LWi]: az i legkisebb pontszamu csapat altal biztosan kidobott pontok szama;
OW i]: a vizsgalt q[i] pontszamhoz sziikséges gyzelmek becsiilt szama;
ODVi]: a vizsgalt q[i] pontszamhoz sziitkséges dontetlenek becsiilt szama;
OLJi]: a vizsgalt g[i] pontszamhoz sziikséges vereségek szama;

SOW i]: a vizsgalt kezddszelethez sziikséges gydzelmek becsiilt szama;
SODIi]: a vizsgélt kezdGszelethe sziitkséges dontetlenek becsiilt szama;
SOL[i]: a vizsgalt kezd@szelethez sziikséges vereségek szama,

SADPIi]: a vizsgalt kezdGszeletben megengedett kiegészits dontetlen csomagok szama;
OIPJi]: a vizsgalt jatékos kotelezd belss pontjainak szadma;

OIS[i]: a vizsgalt kezdGszelet elemeinek kotelezs Gsszege;

OILJi]: a vizsgélt kezd6szelet kotelezd belss vereségeinek becsiilt szama,

o: az adott csapatszamhoz tartoz6 sport sorozatok szama;

S[J,i]: a j-edik sport sorozat i-edik eleme;

DRAWS(n, q) algoritmus definici6ja

> kiszamitjuk a kotelezé sport matrix elemeit
SWI0] < 0

SODI[0] « 0

SOW[0] < 0

SOL[0] < 0

SADP[0] < 0

NM =n(n—-1)/2

NM[0]=0

for © — 1 to n do

0 ODI[i] « (qli]) — 3|qlil/3])

HO O IO ULk LN



10 OW[i] <0

11 OL[i] «0

12 NMi) = NM[i—1]+i—1

13 if q[¢) > n — 1 then do

14 OWTi| < ([(qli] — (n—1))/2]

15 if (¢li] —n+1)/2=|(¢t] —n+1)/2] then do OL[i] — 1
16 if ¢i] <n —1 then do OL[i] < n —1 — q[i]
17 ADPJi| < (q[i] — OD[ | — 30W1i])

18 SWi] «— SWe — 1] + ¢[i]

19 SODIi| — SODi — 1] + ODJi]

20  SOW[i| «— SOWTi— 1] + OWTi]

91  SOL[i] — SOLJi — 1] + OL][i]

92 SADP[i] — SADPJi — 1] + ADP]i]

23 b egyenletesen kiosztjuk a dontetleneket

24 5 — SWin
25 ND «— 3 - S
26 NWHS 2N M
27 NW

28 NDPH2(S 3SOW|[n] — SODIn])/3
29 while NDP >0 do

4. Példak

Nézziink néhany példat. 4 csapatra 62 sport sorozat van, koziilik 40 foci sorozat. A kisziirendék
egy részében a mod 3 vett maradékok minden dontetlent igényelnek és jelzik a hibat. Az (1,3,3,9)
sorozatban egy csomagot kell kiosztani — ezt a jeloltek (a 3 pontos csapatok) koziil a legkisebb indexd
kapja. Az igy kapott (1,3) megvalosithatatlan. A (2,3,3,6) sorozatban a két csomagot a 3 pontosok
kapjak — a (2,3,3) parosithatatlan. A (3,3,3,4) sorozat esetében a 3 csomagot d[i{] = 0 miatt a 3
pontosok kapjak — az (1,3,3,3) nem parosithat6. Az egyszert dontetlenellendrzés 4 jatékosig tokéletesen
szir.

Ot jatékosnal mar az (1,1,8,9,9) dontetlensorozata (1,1,2) — ez parosithat6. Az 1 pontosak kotelezs
dontetlenjét figyelembe vevs (0,2) mar mutatja, hogy rossz a sorozat. A (2,2,3,10,10) doéntetlensoro-
zata (1,1,2) — parosithat6. A két 10 pontos kozotti kotelez6 dontetlen miatt (2) adodik, ami méar nem
parosithato. Hasonlé a helyzet a (2,3,3,8,10) sorozattal. A javitott dontetlenellensrzés 5 jatékosig
tokéletes. A megvizsgalt esetekben 6 jatékosra is jol szirt.

7 jatékosra viszont példaul az (1,3,5,7,11,15,15) dontetlensorozata parosithat6. Mivel a pontsza-
mok Gsszege 57, 15 gybzelemmel és 6 dontetlen lehet a pont métrixban. A kételezé sportmatrix
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Ehhez 14 gy6zelemre, 6/2 dontetlenre és 13 vereségre van sziikség. Eszerint 1 vereségcsomagot és 2
dontetlencsomagot kell kiosztanunk (az elss 2 és az utolso sorban mar van 6 eredmény — a t&bbi sor 1-1
csomagot fogad). A legnagyobb gy6zelemszam 5 — ehhez adottak a vereségek csomag nélkiil is. Az els
2 gy6zelemszam Osszege 10. Ehhez az els6 2 sor 1, a t&bbi sor &sszesen 7 vereséggel tud hozzajarulni.
Az 1 csomagot legjobban példaul a negyedik sorban tudjuk felhasznélni — de ez is csak 1 0j vereség —
tehat csak 9 felhasznélhato vereséget taldltunk, a sorozat rossz.

Ezt a sorozatot felbontassal is kizarhatjuk. Az els§ 3 csapatnak csak 3 tobbletpontja van, az utolsé
2 csapat pedig 3 pontot veszitett. A 3 tobbletpont és (1,3,5) kezddszelet kétféleképpen érhetd el: két
belss gy6zelemmel (1,3,4)-b6l, vagy egy belsd gySzelemmel (1,2,4)-b6l. Elsbbi esetben az 1 és a 3
pontos eredményeit ismerjiik, ezért az (1,1,5,9,9) sorozat marad, ami nem helyi. A mésodik esetben az
1 pontos eredményei ismertek, (1,1,1,5,9,9) marad, ami nem teljes sorozat. A sorozatot kizartuk, ezért
a 2 nagy pontszadmmal nem is foglalkozunk — azonban az esetszétvalasztas sziikségessége miatt az ilyen
kizaras id6igénye problémat jelenthet.

A (3,3,3,10,13,13,13) dontetlensorozata egyértelmtien parosithato, belsé déntetlen nincs. A pon-
tosszeg 58, ezért 16 gyszelem és 5 dontetlen van. A kételezd sportmatrix
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--3.

Ehhez 14 gy6zelem és 4/2 dontetlen sziikséges, igy még két vereség csomagot oszthatunk ki. Az els6
harom csapat gy6zelemigénye legalabb 12. Ehhez 6k 3 vereséggel tudnak hozzdjarulni. A t6bbi csapat
csomag nélkiil legfeljebb 6 vereséget tud adni, és ehhez a csomagok csak kettével tudnak hozzajarulni.

Tehat a sorozat rossz. . . . .
Ismét j6 a felbontés is. Az els6 3 jatékosnak 3 tébbletpontja van. Ez szarmazhat a 3 bels déntetle-

nes (2,2,2)-bol, vagy a belss dontetlenek nélkiili (3,3,3)-bol. Utobbi esetben az (1,4,4,4) sorozat marad,
ez pedig nem sport sorozat. ElGbbi esetben egy csapatnak sem ismerjiik pontosan az eredményeit,
viszont a kotelezd sportméatrixot ki tudjuk egésziteni:
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Ehhez azonban nincs elég dontetlen, tehat ez a sorozat is rossz. Ismét az esetszétvalasztas okozhat
gondot.



