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1. Bevezetés

1.1. A problémakor leirasa

Gyakran eléfordulé gyakorlati feladat (iparban, biol6gidban, sportban, szamitogé-
peknél), hogy objektumokat kell rangsorolni. Egy népszeri médszer az objektumok
paronkénti Osszehasonlitasa, és az Osszehasonlitasok eredményének pontokkal vald
kifejezése. Végiil pedig az objektumoknak az elért Osszpontszam szerinti rang-
sorolasa.

Abrézolési lehetdségként természetes médon adédnak a matrixok: n objektum
esetén egy n X n-es matrix, ahol az i. sor j. eleme az 7. és j. objektumok 0Ossze-
hasonlitasanak az eredménye. Egy masik lehetséges dbrazolasi méd egy iranyitott
graf: a csucsok jelentik az 0sszehasonlitandé objektumokat, az élek pedig az Gssze-
hasonlitdsok eredményeit.

A vizsgalt feladat nagyon jol megfogalmazhaté a sport nyelvén — épp ezért
elterjedt a sportbéli kifejezések hasznalata a témakorben — hiszen a paronkénti
osszehasonlitdsok halmaza nem més, mint egy kérmérkézéses bajnoksdg (verseny)
mérkézései, ahol az objektumok a csapatok (jatékosok), a rangsorolds pedig az elért
osszpontszam alapjan torténik. fgy a tovabbiakban gyakran sportbéli kifejezéseket

fogok hasznalni.

n(n—1)

mérkozést jatszik. Ha egy
R ; ‘ ; , ; ; ‘ n(n=1)
mérkozésen k eredmény varhatd, akkor lehetséges végeredmények szama: £k 2

Egy kormérkdzéses versenyen n csapat 0sszesen

A versenyek szamos informatikai feladat forrasaul szolgalnak. Ilyen feladat példdul
pontvektorok eldallitasa, ellenorzése, szamuk meghatarozasa, eredménymatrixok hely-
redllitasa, optimalizalasi problémak, feladatok bonyolultsagdnak meghatarozasa.

Dolgozatomban els6sorban pontsorozatok ellendrzésével, illetve adott pontso-
rozatbdl egy lehetséges eredménymatrix helyreallitasasaval fogok foglalkozni, az
egyszerlibb, specidlis esetektdl elindulva az egyre altalanosabbak felé.

Fontosnak tartom megjegyezni, hogy a pontok mindenhol nemnegativ egész
szamok, a csapatok szama pedig adott, igy a problémakor diszkrét. Ez azt jeleti,
hogy minden kérdés megvalaszolhato végés idoben példaul brute-force algoritmussal,
vagy visszalépéses kereséssel. Ezekkel az algoritmusokkal barmilyen pontsorozatnak
eldontheto a helyessége, illetve az Osszes lehetséges eredménymaétrix megkaphato,
de ezen algoritmusok exponencidlis futasi idével rendelkeznek. fgy szamunkra azok
az algoritmusok maradnak érdekesek csak, melyek ennél lényegesen kisebb (linedris

vagy alacsony kitev6jli polinomialis) futasi id6vel rendelkeznek.



1.2. Algoritmusokkal kapcsolatos definiciok

Az algoritmusok elemzése a végrehajtashoz sziikséges eréforrasok (ez szamitdgépen
futé algoritmus esetén processzoridd, memoriakapacitas) meghatarozasat is jelenti.
Gyakran nem tudjuk, vagy nem akarjuk az igényelt er6forras mennyiségét pontosan
megadni, ilyenkor megelégsziink az igény nagysagrendjének jellemzésével.

Ennek a jellemzésnek jol bevalt eszkozei az €2, O,0,w, o jelolések. Mivel az
igények altaldban nemnegativak, ezért az alabbi meghatarozédsokban mindentiitt fel-
tessziik, hogy az f és g fliggvények a pozitiv egészek halmazan vannak értelmezve,
az f(n) és g(n) fliggvényértékek pedig nemnegativ valés szamok. Az O jeldléssel
aszimptotikus fels6, az €2 jeloléssel pedig aszimptotikus alsé korlatot tudunk adni,
mig a O jeloléssel pontosan meg tudjuk adni a vizsgalt fiiggvény aszimptotikus

viselkedéset.

e O(g(n)) azon f(n) fliggvények halmazat jelenti, amelyekhez léteznek olyan

c € RT és ng € Z* 4llanddk, hogy minden n > ny-ra:
f(n) < cg(n).

e Q(g(n)) azon f(n) fliggvények halmazat jelenti, amelyekhez léteznek olyan

c € Rt és ng € Z* allanddk, hogy minden n > ng-ra:
f(n) = cg(n).

e O(g(n)) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, amelyekhez léteznek olyan

c1,c € RT és ng € Z* éllandok, hogy minden n > ng-ra:
cig(n) < f(n) < cag(n).

e Flemi mivelet: olyan mivelet, amely futdsi ideje konstans. Pl: Osszeadas,
kivonds, szorzas, osztas, értékadas, feltétel vizsgdlat, konstans futési idejl

fiiggvény vagy eljaras meghivasa.

o Algoritmus futdsi ideje: egy soros algoritmus futasi ideje egy adott bemene-
tre a végrehajtott elemi miveletek szdma. Valdjaban a kiilonboz6é miiveletek
végrehajtasahoz nem ugyanaz az id6 sziikséges, de feltehetjiik, hogy a végre-

hajtasi idok megegyeznek, mert nincsenek lényeges kiilonbségek.

o Algoritmus legrosszabb futdsi ideje: n bemeno adat esetén az Osszes lehetséges

futasi id6 kozil a legrosszabb.



1.3. Versenyekkel kapcsolatos alapfogalmak

o Verseny: olyan kormérkozéses bajnoksag, ahol mindenki mindenkivel pon-
tosan egy mérkozést jatszik. Ez 2 < n € N csapat estén csapatonként

n(n—1)
2

n — 1, azaz Osszesen mérkézést jelent (mindenki csak egyszer jatszik

a tobbiekkel, ezért sziikséges a 2-vel valé osztds). Legyen By := (’;), (k =
1,...,n), ekkor barmelyik k£ csapat pontosan By mérkézést jatszik egyméssal,

a mérkozések szama pedig B,.

e Jdtékos: a verseny résztvevéit nevezziik jatékosoknak, jelolése: P; (i =
L,...,n).

e Fredmény: a verseny Osszes mérkoézését lejatszva kialakuld végeredmény. En-
nek legegyszeriibb abrazolasa matrixszal torténhet. W € N™*" ahol i #
J, 1 <14,7 < n esetén w; ; fogja jelenteni a P; jatékos altal a P; jatékos elleni
mérkdzésen szerzett pontokat. Fontos megjegyezni, hogy éaltaldban w; ; # w;,,
hiszen ha mondjuk egy mérkdzés soran P; 1, P; pedig 3 pontot kap, akkor
w;; = 1, w;; = 3. Mivel a csapatok 6nmagukkal nem jatszanak, legyen

W; 5 = 0.

o FEgy jatékos elért pontja: A P; jatékos elért pontja az Osszes mérkozésén sz-
n
erzett pontjainak Gsszege, azaz métrixos abrazolds esetén v; = > w;; (1 <
j=1
i <n).
e Pontvektor: ajatékosok elért pontjaibdl alkotott vektor, azaz v = (vy, va, ..., vy).

A P; jatékos pontszama: v;.

e Pontsorozat: olyan pontvektor, melynek elemei nemcsokkeno sorrendbe ren-
dezettek, tehat s = (s1,89,...,8,), ahol 51 < 55 < ... < s,. Az altaldnossag
megszoritasa nélkul feltehetd, hogy a jatékosok indexelése az elért pontszam sz-
erinti nemcsokkeno sorrendben torténik, igy a kapott pontvektor mindig mono-
ton novekvo lesz. A tovabbiakban mindig sorba rendezett pontvektorokrol lesz

sz0, és a pontsorozat elnevezést fogjuk hasznélni.

e qa-verseny: olyan n résztvevos verseny, ahol egy mérkézésen pontosan 1 <
a € N pontot osztanak ki. A kiosztott pontok barmilyen egész particionalasa
megengedett a két fél kozott. Jeldlése n jatékos esetén: T,(a). a = 1 esetén
kapjuk a verseny klasszikus definicigjat, ezt roviden 7T,-el is jelolhetjiik. A

versenyeket T', a versenyek halmazat T jeldlje.



e (a,b)-verseny: olyan n résztvevis verseny, ahol minden mérkézésen legalabb
a, de legfeljebb b pontot osztanak szét, ahol 0 < a < b, a,b € N. Jelolése
n jatékos esetén: T,(a,b). Az (a,b)-versenyeket két osztdlyba szokds sorolni,

ezek a kovetkezoek:

e teljes (a,b)-verseny: olyan (a,b)-verseny, ahol a pontok barmilyen lehetséges
moédon torténo kiosztasa megengedett. a = b esetén a korabbi definiciéban

megfogalmazott a-versenyeket kapjuk.

e hidnyos (a,b)-verseny: nem teljes (a, b)-verseny, mésképpen fogalmazva a pon-
toknak csak bizonyos particionaldasa megengedett. Ezeket legegyszeriibben a
megengedett eredmények S halmazaval definidlhatjuk. Legegyszertibb példa
egy futball bajnoksdg, ami (2, 3)-verseny, hiszen minden meccsen legaldbb 2,
legfeljebb 3 pont keriil kiosztédsra, ugyanakkor nem minden felosztas lehetséges,
csak az S = ((0,3),(1,1),(3,0)) felosztasok megengedettek.

o verseny helyredllitisa: adott s = (s1, Sa,...,8,) pontsorozathoz, adott a és b
értékekhez egy lehetséges eredmény matrix konstrualdsa, azaz olyan M matrix
megaddsa, melyre: Zn: mij; = 8;, mi; =0, (i =1,...n), valamint a < m; ; +
my; < b, (i, = L i ).

A bevezetében mar esett réla szé, hogy a versenyek nagyon jol abrazolhatdak

grafokkal is. Az abrazolas a kovetkezdképpen torténhet:

To(a,b) esetén grafunk G = (V, E) egy n csticsi irdnyitott hurokmentes multigraf
(t6bbszoros élek megengedettek, viszont a hurokéleket nem engedjiik meg), azaz
|[V| = n. A cstcsok jelentik a jatékosokat, és barmelyik két csiics legalabb a, de
legfeljebb b éllel van Osszekotve, ezek az élek jelentik a mérkdzések eredményeit. A
P; jatékos P; jatékos ellen szerzett pontjait a Vi-bdl Vj-be mutaté élek szama jelenti,
ez megegyezik a matrixos dbrazolas esetén definidlt w; j-vel. Ez azt jelenti, hogy egy
jatékos elért pontja az &t reprezentdld csicsbdl kifelé mutaté élek szédma (roviden
a csucs kifoka). Ebben az esetben a pontvektor a graf csicsai kifokdnak sorozata,
azaz s = (deg™ (V1),deg™ (Va),...,deg™ (V},)). Természetesen tovdbbra is feltessziik,
hogy az indexelés olyan sorrendben torténik, hogy a D pontvektor nemcsokkendleg

rendezett, azaz pontsorozatrol beszélhetiink.

1.4. El6zmények

A versenyek elemzése hosszi multra tekint vissza. A hazai kutaték kozil példaul
Fekete Mihaly (1923), Rédei Lészl6 (1934), Pdlya Gyorgy (1937), Erdos Pal (1942),
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Radé Richard (1943), Szele Tibor (1943), Rényi Alfréd (1959), Gallai Tibor (1960),
Adém Andrds (1965), Szekeres Esazter és Szekeres Gyorgy (1975), Bollobds Béla
(1978), Babai Lészl6 (1979), Lovasz Laszl6 (1979), T. S6s Vera (1981), Kénig Dénes
(1986), Gyarfds Andrds (1988), Tuza Zsolt (1992), Ruszinké Miklss (1997), Sali
Attila és Simonyi Gabor (1999), Ivanyi Antal (2001, 2009, 2010) [5, 6], Frank Andrés
és Kiraly Tamas (2001), Kirdly Zoltédn (2002), Pataki Norbert és Kovacs Gédbor Zsolt
(2002) [13] publikéltak eredményeket. Ezen Osszefoglalds elsésorban Pataki Norbert
és Kovacs Gébor Zsolt TDK dolgozata [13] alapjan késziilt.

A két legismertebb, rendszerez6 mi J. W. Moon kényve [10] és K. B. Reid
osszefoglald cikke [16].

Az egyik klasszikus tétel a témaval kapcsolatban, hogy minden verseny grafja
tartalmaz Hamilton-utat — ez a tétel része a grafokrol szolé egyetemi tananyagnak.

Diplomamunkam kozponti téméja sorozatok ellenorzése és helyredllitasa. Az
els6 elméleti eredmény Landau tétele [8], amely sziikséges és elégséges feltételt
ad arra, hogy egy monoton nemcsokkend sorozat 1-verseny pontsorozata legyen.
Ezt a tételt Ford és Johnson 1959-ben a-versenyekre [3], majd 1963-ban J. W.
Moon [10] valds 1-versenyekre terjesztette ki. Ivanyi Antaltdl szarmazik az (a,b)-
versenyekre vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel. FEzek a feltételek linearis
idében ellenérizhetéek. Az viszont még nyitott kérdés, hogy eldontheté-e poli-
nomialis id6 alatt tetszoleges sorozatrdl, hogy lehet-e adott hidnyos verseny pontso-
rozata.

Az 1- valamint a-sorozatokra vonatkozé helyreallitasi algoritmusok [8, 4] futési
ideje ©(n?), ugyanennyi id6 alatt a teljes (a, b)-versenyek pontsorozatai is helyreallithatéak
5, 6].

A vizsgalt helyreallitasi feladatok a grafelméletben szokasos helyreallitasi problémaval
szoros kapcsolatban vannak. Példdul Erdés és Gallai cikkiikben [1] arra adnak
feltételeket, hogy egy szamsorozat fokszamsorozatként egyértelmiien meghatarozzon
egy egyszerl iranyitatlan grafot. Az l-versenyekre vonatkozé hasonlé kérdésre P.
Tetali [19] adta meg a véalaszt.

Ugyancsak rokon feladatok a kombinatorikai kutatasokban népszerti éliranyitasi
kérdések: irdnyithatdak-e adott graf élei gy, hogy elére megadott feltételeknek
eleget tegyenek.

JelentOs erdfeszitések torténtek a pontvektorok és pontsorozatok leszamlaldsaval
kapcsolatban. Az 1-versenyek pontsorozatainak szamara vonatkozé els6 eredmények
Erdés és Moser 1964-es kézirataban taldlhatok [10]. Késébb Moser [11], majd Kleit-

man és Winston [20] értek el aszimptotikus eredményeket. Narayana és tarsai [12]



rekurziv képlettel O(n*) id§ alatt meghatdroztdk az 1-versenyek pontsorozatainak
szamat. az a-versenyek jé pontsorozatainak szamara vonatkozo aszimptotikus eredményeket
tartalmaz Kemnitz és Dolff cikke [7].

A nyolcvanas években kezd6dott a témakor parhuzamos algoritmusainak ku-
tatdsa. Az egyik érdekes eredmény D. Soroker [18] nevéhez fiizédik, aki O(n? logn)
processzoron O(logn) idé alatt oldotta meg az 1-versenyek helyreallitdasat. A hazai
eredmények kozil Pécsy Gabor és Szlics Laszlé cikke és diplomamunkdja érdemel
emlitést.

A csapatoknak az 0sszpontszam alapjan torténo rangsorolasa csak a sok lehetoség
egyike. Ismert nehéz probléma a "rossz parok” (egy mérkozés vesztese megel6zi a
mérk6zés gyOztesét) szamanak minimalizéldsa. Itt az elsé eredmény Erdés és Moon

2] nevéhez fizédik.



2. Korabbi eredmények versenyekkel kapcsolat-

ban

2.1. Teljes 1-versenyek

A T,(1) teljes 1-verseny a legegyszeriibb verseny. Itt minden mérkézésen pontosan 1
pontot osztanak ki, a gyoztes kap 1 pontot, a vesztes nem kap pontot. A kovetkezd,
a versenyek egyik alapveto tétele sziikséges és elégséges feltételt ad arra vonatkozdan,
hogy egy n szambdl &ll6 sorozat lehet-e T, (1) verseny pontsorozata. A tétel Landau
nevéhez flizédik 1953-bdl [8], és nagyon sok tovabbi tétel alapjaul szolgdl. Azdta
nagyon sok masik bizonyitas is sziiletett, amelybdl koriilbeliil 10 megtalalhaté K. B.
Reid 6sszefoglalé cikkében [16]. Ezeken kiviil taldlhatéak tjabbak J. Griggs és K.
B. Reid kozos cikkében [4], illetve K. B. Reid és C. Q. Zhang ko6z0s cikkében [17].

2.1. Tétel. Egy nemnegativ egészekbdl allo s = (s1, Sa, . .., Sp) nemesdkkend sorozat

akkor és csak akkor lehet egy T,(1) verseny pontsorozata, ha
e k
sz (B) =t 0
i=1

k = n esetén egyenldséggel.

Bizonyitas:

(1) Sziikségesség: ez az egyszer(ibb irdny.
Mivel egy mérkozésen 1 pontot osztanak ki, és mivel £ jatékos pontosan

=

) mérkozést jatszik egymassal, igy barmely k jatékos az egymaés
elleni meccsek soran pontosan (g) pontot kell, hogy szerezzen Gsszesen, igy a k
legkisebb pontszamu is. Es mivel legy6zhettek k-nal nagyobb indexti jatékost
is, igy elképzelhetd, hogy az osszpontszamuk nagyobb (’;)—nél. Az pedig, hogy
k = n esetén egyenltség all fent, azért nyilvanvald, mert n csapat 0sszesen (Z)
mérkdzést jatszik, igy azokon pontosan (g) pont kertil kiosztasra.

(i1) Elégségesség: a bizonyitas n szerinti teljes indukcidval torténik.

n = 2 esetén az allitas nyilvanvald, hiszen 1 mérkozés, 1 pont, ami éppen (;)
Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n-re, és legyen adott egy s = (s1, 82, .., Spi1)

szamsorozat, amely kielégiti a tétel feltételeit. Ez a kovetkezoket jelenti:

isZ(i) (k=1,...,n) 2)

=1



valamint

%Si: (n—zi—l) 3)

=1

(2)-ben k helyére n-et helyettesitve, és ezt (3)-bdl kivonva kapjuk:

n+1 n n+1 n
=3 s- s (") (5) =
i=1 =1

El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor s,.1 = n. Ez azt jelenti, hogy (2)-
ben k = n-re egyenl6ség van, ami az indukcids feltevés szerint azt jelenti,
hogy az (s1, So, ... S,) szamsorozat egy T,(1) verseny pontsorozata, amit egy
W e N™™ m4trixszal abrdzolhatunk. Vegyiink a métrixhoz hozza egy (n+1)-
dik sort és oszlopot, és legyen w,41; = 1, j = (1,...,n), illetve w; 41 =
0, i=(1,...,n+1). Ekkor a kapott matrix egy 7,41 verseny lesz, melynek

(s1,S2,...S,) a pontsorozata.

A masik esetben, amikor s, 11 < n legyen d := n—s,.1. Ekkor létezik legalabb
d darab s; ugy, hogy s; > i — 1 (itt nem bizonyitom). Csokkentsiik a d leg-
nagyobb ilyen tulajdonsigi pontot eggyel, ekkor az igy kapott (¢1,ts,...,t,)
szamsorozat szintén eleget tesz a tétel feltételeinek (itt nem bizonyitom). fgy
az indukciés feltevés szerint ez egy 7,(1) verseny pontsorozata, amit szintén
egy W e N™" matrixszal dbrazolhatunk. Vegyiink a matrixhoz hozza egy
(n + 1)-dik sort és oszlopot, és legyen wy41; = 0,w;,+1 = 1 azokra az
i = (1,2,...,n) indexekre, ahol eggyel csokkentettiink (igy visszakapva az
egy pontot), és legyen w41, = 1,w; 11 = 0 azokra az i indexekre, ahol nem
csokkentettink, wy41,41 pedig legyen nulla. Ekkor az 4j matrix egy 7,41

verseny lesz, melynek pontsorozata (s, Sa, ... S,).

m (Kérdés, hogy leirjak-e ezzel kapcsolatban egy helyredllit6 algoritmust, illetve a

bizonyitas hianyzé részeit leirjam-e, vagy nem érdemes ennyire belemenni ebbe a

részbe.) Esetleg ellen6rzé algoritmus, futdsi id6k ezen kiviil

Teljes a-versenyek

A T,(a) teljes a-verseny az l-vereny &ltaldnositdsa. Itt minden mérkézésen pon-

tosan a pontot osztanak szét a két jatékos kozott, és mivel teljes versenyrol van

sz0, igy a a pont barmilyen felosztasa megengedett. Legegyszeriibb példa egy lab-

dariugd bajnoksidg még a régi 2 pontos rendszerben, amikor a gy6zelemért 2 pont
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jart. Itt a pontok tetszéleges particionédldsa megengedett, S = ((0,2),(1,1),(2,0))
a lehet6ségek, igy ez egy T,(2) verseny.

1963-ban J. W. Moon a kovetkezo altalanositdsat bizonyitotta Landau tételének
[9]-
2.2. Tétel. Egy nemnegativ egészekbdl allo s = (1, Sa, - . ., Sp) nemesokkend sorozat

akkor és csak akkor lehet egqy T,(a) verseny pontsorozata, ha

gskza(l;):aBk, (k=1,...,n) (4)

és k =n esetén eqyenloséq dll fent.
Bizonyitas:
(1) Sziikségesség: hasonldéan megy a bizonyitas, mint az el6z6 tételnél.

Mivel minden mérkézésen pontosan a pont keriil kiosztasra, és barmelyik &

jatékos pontosan @ = (’;

k jatékos az egymas elleni mérkozések soran pontosan aBj pontot kell hogy

) = By, mérkozést jatszik egymassal, igy barmelyik

gyljtson egyiittesen, igy a k legkisebb pontszamu is. De mivel legy6zhettek
k-nél nagyobb indexli jatékosokat is, igy konnyen elképzelhetd, hogy ennél
tobb pontot is szereztek kozosen, ezért nem lehet egyenléség. Ugyanakkor
az Osszpontszamnak mindenképpen meg kell egyeznie a-szor a mérkozések

szamaval, azaz aB,-el, igy k = n-re muszaj egyenloségnek fennallnia.

(11) Elégségesség: kérdés, hogy ide mi keriiljon majd, esetleg egy konstruktiv bi-

zonyitas helyredllito algoritmussal.

2.3. Teljes (a,b)-versenyek

A To(a,b) teljes (a, b)-verseny az a-verseny tovabbi dltaldnositdsa. Ebben az esetben
nem tudjuk pontosan, hany pontot osztunk ki mérkozésenként, de biztosan egy a és
b k6zotti pontszamot. A pontszamok barmilyen particiondldsa megengedett. (a, b)-
versenyek pontsorozataira Ivanyi Antal adott sziikséges és elégséges feltételt [5].

El6szor alsé korlatot adunk a pontsorozatra:

2.1. lemma. FEgy nemnegativ egészekbdl dllo s = (s1, Sa, . . ., S,) nemcsdkkentd sorozat

akkor és csak akkor lehet egy Tp(a,b) verseny pontsorozata, ha

k
ZsiZaBk (k=1,...,n) (5)
i=1
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Bizonyitas: Ez a feltétel nyilvanvaléan sziikséges. Hasonldéan az a-versenyeknél

leirt sziikséges feltételhez, itt is barmelyik k csapat mérkozésen legaldbb mérko-

zésszam szorozva minimum pontszammal, azaz aBj pont keriil szétosztasra. m
Most probaljunk meg felsé korlatot adni a pontsorozatra:

n

i=1
Ezen feltétel sziikségessége szintén nyilvanvald, hiszen 0sszesen nem keriilhetett tobb
pont kiosztdsra, mint az Osszes mérkozés szama szorozva a maximalisan kaphaté
pontszammal, azaz bB,,.

Egy egyszerii példan lathatd, hogy ez utobbi feltétel nem elegséges: legyen a = 2,
és b = 5, a sorozat pedig s = (1,1,11). Itt az jelenti a problémat, hogy P; és P
mindossze 2 pontot osztott szét a lehetséges 5 helyett, igy 3 pont elveszett. Ezért
a pontok Osszege legfeljebb 12 lehet a bB3 = 15 helyett. Ez adhatja az otletet a
kovetkez6khoz.

Vezessiink be egy Lj tgynevezett veszteség fliggvényt (loss function) (k =0, 1,

...,n), amit a kovetkez6 rekurzidval definidlunk: legyen Ly = 0, és

k
Li, = max (Lkl,ka—Zsi>, k=(1,...,n) (6)

i=1
Ezzel L; egy alsé korlatot ad az elvesztett pontokra a Pi,Pa, ..., P jatékosok
mérkézésein. Azt jelenti, hogy az els6 k jatékos elvesztett pontszama a lehetséges
maximum és az altaluk megszerzett pontok kozotti kiilonbség, de legalabb annyi,
mint az elso k— 1 jatékos elvesztett pontjai. Ez nem feltétleniil a pontos érték, mivel
a Py, Pa, ..., P jatékosok szerezhettek pontokat a P, 1, ..., P, jatékosok ellen. Ez

alapjan pontosithatjuk a pontsorozatra adott felsé korlatot:

2.2. lemma. Ha azs = (s1,S2,...,5,) pontsorozat eqy Tp(a,b) teljes (a,b)-verseny

pontsorozata, akkor
k
Zsi‘l'(n_k)skaBn_Lk (k=1...,n) 0
i=1

Bizonyitas: A fenti egyenlétlenség a kovetkezoket jelenti: bal oldalon az els6 k
jatékos Osszpontszama plussz a maradék n — k jatékos pontszama (jatékosonként le-
galdbb s; a sorozat monotonitdsa miatt) &ll. Ennyi pontot mimimalisan szereznitik
kell a csapatoknak osszesen. Ugyanakkor jobb oldalon a maximalisan szerezhetd
osszpontszam és az elveszett pontok kiilonbsége all, ami azt jelenti, hogy Ly is-

meretében mi lehet az elméletileg maximalisan szerezhetd Gsszpontszam. Azaz a
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fenti feltétel azt jelenti, hogy a minimalisan szerzendo 0sszpontszam nem lehet nagy-
obb a maximalisan szerezhetonél, ami nyilvanval6. m

Ebbél addédik a kovetkezé lemmas

2.3. lemma. Ha az(sy, Sa,...,S,) pontsorozat egy T, (a, b) teljes (a,b)-verseny pontsorozata,

akkor:
k
aBkSZsiSan—Lk—(n—k)sk (k=1,...,n) (8)
i=1
Bizonyitas: A lemma (5) és (7) algebrai kovetkezménye. =
Kicsit jobban megvizsgédlva (7)-et érdekes megfigyelést tehetiink. Nézziik meg mi
torténik k novelésével: Ly a definicigja miatt (6) monoton névo, azaz az egyenlStlenség
jobb oldala monoton csokkend. Ugyanakkor s, < spy; az s sorozat monotonitasa

miatt, ami alapjan:

k k+1
Z‘Si + (n—k)s, < Zsi +(n —k)spe1 = Zsi+ (n = (k+1))8k41
i=1 i=1 i=1

Tehat az egyenlotlenség bal oldala viszont monoton novekszik k novelésével. Ez
azt jelenti, hogy ha egy bizonyos ko-ra nem &all fenn az egyenl6tlenség, akkor méar
semmilyen k > kg-ra sem fog fenndllni, specialisan k = n esetén sem.

Ebbdl az kovetkezik, hogy elég k = n esetén ellendrizni a felsoé korlatot. Ekkor
(7)-ben k = n helyettesitéssel kapjuk:

n

i=1
Maésrészt Ly definiciéjabdl (6) k = n esetén kapjuk, hogy:
Ly 2 bBy =) s
i=1
Azaz a fenti két egyenlotlenségbol azt kapjuk, hogy:

i S; — an — Ln
=1

Ezek alapjan a 2.3 lemma a kovetkezo féleképpen moédosithato:

2.4. lemma. Ha azs = (81, Sa,. .., Sp) pontsorozat egy T,(a,b) teljes (a,b)-verseny

pontsorozata, akkor:

k
CLBkSZSi (k=1,...,n)
i=1
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n

> si=0bB, — Ly, (9)
i=1
2.1. Megjegyzés. b = a esetén Ly definicidja miatt (6) Ly = 0, k = (1,...,n),
(9) miatt pedig k = n esetére megkapjuk az egyenléséget, igy lényegében megkapjuk

a teljes a-versenyekre vonatkozo 2.2 tételt.

2.3.1. Az ellen6rz6 algoritmus

A fenti lemmék alapjan megadhatunk egy pontsorozat ellenérz6 algoritmust.

Bemenet:

a és b: a mérkozésenként minimélisan és maximélisan szétosztandé pontszam (0 <
a < b);

n: a jatékosok szdma (n > 2);

s = (81, 89,...,8,): a pontsorozat, azaz egész szamok nemcsokkend sorozata.
Kimenet:

W logikai valtoz6 (W = IGAZ jelenti, hogy s egy T,(a,b) verseny pontsorozata).

B = (By, B1,..., B,): a binomilis egyiitthaték (B; = (2));

L= (Lo, Ly,...,Ly,): aveszteség fiiggvény értékei (6);

S = (S0, S1,...,5): az k legkisebb pontszdm Osszege (S = Zle Si).

PONTELLENORZES(n, a, b, s, B, L, S, W)
1: Lo+ Sy+ By+ 0
2: W« Icaz
3: for i+ 1 ton do
4:  S; <« Si_1+s;

5 B+ B 1+i—1

6: L; < max(L;_1, bB; — 5;)

7. if S; < aB; then

8: W < HAaMIS

9: return W

10:  end if

11:  if S; >bB, — L; — (n —i)s; then
12: W « Hawmis

13: return W

14:  end if
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15: end for
16: return W

Tekintsiik a kdvetkez6 pontsorozatot: s = (4,5, 10, 13, 20), azt akarjuk eldonteni,
hogy lehet-e egy 75(2,8)-verseny pontsorozata. Ebben az esetben Lo = 0, L; =
0, Ly =0, Ly =5, Ly = 16, L; = 28. (8) feltételei fennéllnak: 0 < 5 =4 <
64, 2< S, =9 <65 6<S85=19<55 12<5, =32<51, 20< S5 = 52 < 52.
Az algoritmus 7. és 11. soraban taldlhaté elagazasok feltételei sosem teljesiilnek,

igy a fiiggvény igaz értékkel tér vissza.

2.3.2. Az algoritmus miiveletigénye

Az algoritmus futési ideje a legrosszabb esetben ©O(n). Ez példdul akkor fordulhat
el6, ha a pontsorozatunk megfelel6. Ugyanakkor rossz sorozatokra a futdsi id6 rovid
is lehet. Példdul ha a > 0 és s; = sy = 0, akkor a futdsi id6 O(1). A algoritmus

memoria igénye O(n).

2.3.3. A probléma megfogalmazasa masképpen

Felmeriil a kérdés, hogy mi térténik akkor, ha egy megadott s = (s1,S2,...,5,)
pontsorozat nem lehet egy 7, (a,b) verseny pontsorozata. Vajon létezik-e olyan a és
b, amelyekre a feltételek mar teljestilnek. A problémat megfogalmazhatjuk grafokkal
is. Létezik-e olyan G = (V, E) iranyitott hurokmentes multigraf, melynek a kifok-
sorozata pont s, és amennyiben létezik, akkor mi a lehetséges minimalis és maximalis
értéke a két csicsot 6sszekoto élek szamanak. A kérdéskorrel Ivanyi Antal foglalko-
zott [6], ismertetném a fontosabb eredményeket.

Ha az egy mérkézésen kaphatd pontok szaméat nem korlatozzuk, akkor nagyon

egyszeriien konstrudlhat6 7,(a,b)-verseny barmilyen s pontsorozathoz.

2.5. lemma. Legyen n > 2, ekkor barmilyen nemnegativ egészekbdl dllo s = (s,
Sy ..., 8n) nemesokkend szamsorozathoz létezik olyan T,(0,s,) verseny, melynek s

a pontsorozata.

Bizonyitas: Tekintsiik a verseny M eredménymétrixat, legyen m,; = s,, legyen
Mii+1 = S, 1 = (1,2,...,n — 1) esetén, és legyen az Osszes tobbi m; ; értéke nulla.
[ |

Azt most mar lathatjuk, hogy barmely s nemnegativ egészekbol allé pontsoro-

zathoz létezik (a,b)-verseny, ugyanakkor kérdés, hogy a és b értéke milyen hatdrok
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kozott mozoghat, azaz létezik-e a-ra maximum, b-re minimum, és ezek egyiittesen

elérhetéek-e. A kérdés megvélaszolasdhoz vezessiik be a kovetkezd definicidkat:

2.1. Definicié. Adott egy T (a,b)-verseny (a és b értéke nem érdekes), jelolje M

az eredménymatrixdt, ekkor legyen:

E(T) := lglzjogcn mi

F(T) := lgr?g;;n(mm +m;;)

G(T):= min (m;; +m;,)

1<i<j<n

jeldlje A(s) az dsszes verseny halmazdt, melyeknek s a pontsorozata, ekkor:
e(s) .= {min E(T)|T € A(s)}
f(s) := {minF(T)|T € A(s)}
g(s) := {max G(T)|T € A(s)}

A definiciéval kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy a A(s) halmaz véges, igy
e, f, g definiciéiban a minimumok és maximumok léteznek. Eszrevehetjiik, hogy f
jelentése nem mas, mint legkisebb olyan b, melyhez 1étezik T, (a, b) verseny, melynek
a pontsorozata s. Hasonléan g a legnagyobb ilyen a-t jelenti. A kovetkezé lemma

fels korlatot ad f-re.

Sn
n—1

2.6. lemma. Legyenn > 2, éslegyen h = { W ekkor barmilyen s = (s1, S2, ..., Sp)

pontsorozathoz létezik olyan T € T,(0,b) verseny, melyre:

E(T)<h és b<2h,

és h a legkisebb felsé korldt e-re, és 2h a legkisebb felsé korldt b-re
Bizonyitas: Ha minden jatékos a leheto legegyenletesebben szerzi a pontjait, azaz:
o — i <1 (1=1,2,...
1St ggenigg = (i=12...,n),

akkor

Sn
max m;; < max my ;j = =h,
1<i,j<n 1<j<n n—1

azaz E(T) < h. Ugyanakkor a P, jatékosnak (n — 1) mérkézésen s, pontot kellett

gyljtenie, igy biztosan kell lennie olyan mérkozésnek, amelyen P,, legaldbb (ns_"ﬂ

pontot szerez, azaz E(T) > h, igy a korlat éles. Mivel E(T) < h, igy max m;; +
<1<y<n
mj; < 2h, azaz b < 2h. Legyen a pontsorozatunk s = (sy,52,...,5,) = (c(n —

1),¢(n—1),...,¢(n—1)), ekkor m; ; = ¢ = h, igy b = 2h, tehat ez a korlat is éles. m
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2.1. Kovetkezmény. n > 2 esetén bdrmilyen s = (s1,Sa,...,S,) pontsorozatra
e(s) = [sn/(n—1)].

Bizonyitas: Az el6z6 lemma miatt h = {%w a létezo legkisebb fels6 korlat. m

1 .
Legyen S; = > s;, azaz s els6 ¢ elemének Osszege, B; = (;), i=1(1,2,...n). Az
j=1
n jatékos Osszesen csak tgy szerezhetett S, pontot, ha fB, > S,. Ezen észrevétel

és az eloz6 lemma alapjan kaphatjuk a kovetkezo lemmat:

2.7. lemma. Han > 2 esetén azs = (s, Sa, ..., S,) pontsorozathoz létezik T, (g, )

verseny, akkor f-re és g-re teljestilnek a kévetkezo korldtok:
STL Sn STL
= <f<2

0<g<f

Bizonyitas: Az allitasok kovetkeznek a fenti észrevételbol, az el6z6 lemmabdl,
valamint f és g definiciéjabdl. m

Az el6z6 3 lemma megadta arra a kérdesre a vélaszt, hogy ha egy adott s
pontsorozathoz akarunk megfelel a és b értékeket taldlni, melyekre s egy 7,(a,b)

verseny pontsorozata lehet, akkor milyen intervallumban érdemes keresniink. Azt is

lattuk, hogy a = 0 és b = 2 [-22:] esetén létezik s-hez (a, b)-verseny, kérdés, hogy a-t
meddig lehet novelni, illetve b-t meddig lehet csokkenteni, masképpen fogalmazva mi
f és g pontos értéke. A 2.4 lemma megadta a sziikséges feltételt arra vonatkozdan,
hogy s a T,(a, b) verseny pontsorozata legyen. Ez adhatja az otletet, hogy végezziik
el ezt a pontellenérzést az osszes széba joheto f és g értékekre, és igy megkaphatjuk

a pontos értékeket.

2.3.4. Modszer f és g meghatarozasara

A 2.4 lemmat jobban megfigyelve észreveheto, hogy a két sziikséges feltétel egyike
csak a értékétol, mig a masik feltétel csak b értékétol fiigg, ez azt jelenti, hogy f és g
értéke egymastol teljesen fliggetleniil meghatarozhaté. Ezen értékek meghatarozasahoz
haszndlhatjuk a PONTELLENORZES algoritmust, de érdemesebb egy mddositott
véltozatot hasznalni. Egyrészt a pontszamok 6sszege (.5;), és a binomiélis egytitthatok
(B;) nem véltoznak a és b valtoztatdsaval, igy ezeket elegendd egyszer kiszdmol-
ni, és utdna a fliggvény megkaphatja paraméternek, vagy tekinthetéek globalis
valtozoknak. Masrészt az alsé és fels6 korlatokat érdemes kiilon ellendrizni, igy

az algoritmust érdemes két részre bontani.
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Az elsd algoritmus a PONTELLENORZES egy mddisitott valtozata, amelyet f
értékének meghatarozasahoz fogunk haszndalni. Egy bemenetként kapott b értékrol

eldonti, hogy megfelel-e a sziikséges feltételnek.

Bemenet:

b: a mérkézésenként maximédlisan szétoszthaté pontszam (0 < b);
Kimenet:

W logikai valtozo (W = IGAZ jelenti, hogy b megfelel a feltétlnek);
Globdlis valtozok:

n: a jatékosok szama (n > 2);

B = (By, Bi, ..., B,): a binomialis egyiitthaték (B; = (1));

S = (S0,51,...,5,): az k legkisebb pontszam osszege (Sp = Sor_, 5:).

B-ELLENORZES(b, W)
1: Lo+ 0
W « IcAaz
for 1 < 1 ton do
L; + max(L;_1,bB; — S;)
if S; >bB, — L; — (n —1i)s; then
W « Hawmis
return W
end if

end for

return W

,_.
@

A kovetkez6 algoritmus a PONTELLENORZES mésik 4ganak médositott valtozata,
melyet g meghatarozasahoz fogunk majd hasznalni. Egy bemenetként kapott a

értékrol donti el, hogy megfelel-e a sziikséges feltételnek.

Bemenet:

a: a mérkézésenként minimalisan szétosztandé pontszam (0 < a);
Kimenet:

W logikai valtozo (W = IGAZ jelenti, hogy b megfelel a feltétlnek);
Globalis valtozok:

n: a jatékosok szdma (n > 2);

B = (By, Bi, ..., B,): a binomialis egyiitthaték (B; = (1));

S = (80,51, ...,5,): az k legkisebb pontszam osszege (Sx = Sor_, 5:).

A-ELLENORZES(a, W)
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1. W« Icaz

2: for 1 < 1 ton do
3: if S; < aB; then
4: W <« Hawmis

5: return W

6: end if

7: end for

8 return W

Hasonléan az eredeti algoritmushoz, ezen algoritmusok miveletigénye is ©(n)
legrosszabb esetben, ugyanakkor rossz sorozatokra (illetve jelen esetben rossz a
és b értékekre) O(1). Ez az oka annak, hogy b ellenérzésénél ugyan elég lenne
Sy vizsgélata, de mivel az L; értékek meghatarozdsa mindenképpen sziikséges, igy
érdemesebb S;-t is minden lépésben ellenorizni.

Mar csak az a kérdés, hogy milyen modszerrel érdemes végignézni az Osszes
szoba joheto a és b értéket. A legegyszeriibb mddszer a linearis keresés a megadott
intervallumon, viszont ez nagy értékekre elég nagy futasi idovel rendelkezhet, igy
sokkal célszertibb egy logaritmikus keresés alkalmazésa.

Az algoritmus ismertetése el6tt két fontos megjegyzést érdemes tenni. Egyrészt
mi nem egy megadott tulajdosdgu elemet keresiink az intervallumban, hanem a
legkisebb (legnagyobb) értéket, amely rendelkezik a sziikséges tulajdonsaggal. Mas-
részt olyan nem képzelhetd el, hogy egy érték nem rendelkezik a megkivant tu-
lajdonsaggal, ugyanakkor taldlhaté ndla kisebb és nagyobb érték is az interval-
lumon beliil, melyek rendelkeznek, azaz egy hatar van a két halmaz kozott. Ez
utobbi konnyedén belathatod, ezt most nem bizonyitom, ugyanakkor a logaritmikus
kereséshez sziikséges ez a feltevés, hogy ne fordulhasson el6, hogy atugrunk jé

értékeket.

Bemenet:

n: a jatékosok szdma (n > 2);
s = (s1,...,8,): a pontsorozat.
Kimenet:

a: g, azaz a legnagyobb G;

b: f, azaz a legkisebb F.
Globdlis valtozok:

n: a jatékosok szama (n > 2);

B = (By, By,. .., B,): a binomialis egyiitthatok (B; = (;)),
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S = (S0,51,...,5,): az k legkisebb pontszam osszege (Sp = S5, 5:);
W: logikai valtozé (értékét az A- és B-ELLENORZES fliggvények allitjak be).

MINF-MAXG(n,s, a,b)
1: B+ Sy« 0
for : < 1 ton do
B+~ B 1+1—1
S; +— Si_1+ s
end for
I max([S,/B, ], [su/(n — 1)])
u<2[s,/(n—1)]
B-ELLENORZES(l, W)
if W = Hawmis then
while u # [+ 1 do
B-ELLENORZES(|(u +1)/2], W)
if W = IcAzZ then
u [(u+1)/2]
else
L+ [(u+1)/2]
end if
end while
. end if
b+ u

e S T = T e T T e T
L ® N P g oA M =2

AR ||

SO o)
= O

. A-ELLENORZES(u, W)

. if W = Hawmis then

while u # [+ 1 do
A-ELLENORZES(|(u +1)/2],W)
if W =1cAz then

[+ [(u+1)/2]

27: else

28: u<+ |[(u+1)/2]

29: end if

NN N NN

30: end while
31: end if
32 a+ 1

33: return a,b
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2.4. Versenyek helyreallitasa
2.4.1. A helyreallitas alapotlete

Az el6z6 fejezetekben sziikséges feltételeket targyaltunk arra vonatkozodan, hogy egy
adott s = (s1,...,S,) pontsorozat egy verseny pontsorozata lehessen, ugyanakkor
a feltételek elégségességét nem bizonyitottuk. Ennek egy lehetséges modja egy
verseny konstrualasa, ami azt jelenti, hogy a verseny M € N™*" matrixat kitoltjiik
a feltételeknek megfeleléen, azaz ugy, hogy a P; jatékos pontszama pontosan s;
legyen, illetve P; és P; jatékosok a és b kozotti pontszdmon osztozzanak. Ha min-
den - a sziikséges feltételt kielégitd - pontsorozathoz tudunk versenyt késziteni, akkor
a feltétel elégséges is.

Az algoritmus alapotlete az, hogy vegytik a legtébb pontot szerzett jatékost P,,-t,
és hatarozzuk meg a mérkdzéseinek eredményét a kovetkezo feltételek szerint.

n—1
e A P, jatékos pontszdma megfelel$ legyen, azaz ) m, ; = sp,.
j=1

e A P, jatékos a tobbi jatékos elleni mérkézéseken megfelel6 szamu ponton os-

ztozkodjon, azaz a < m,, j+m;, <b, (j=1,...,n—1).

e A tobbi jatékos pontszamabol a P, ellen szerzett pontokat levonva, az igy

kapott (n — 1) elemii vektorra, azaz p"~!

= (81 —Min,S2 —M2n,---,Sn—1 —
Mp—1n)-Te is teljesiiljon, hogy az elemek nemcsokkend sorrendben kovetik

egymast.

o p™ D = "™ piY)re teljesiilion az (a-b)-versenyekre vonatkozé sziik-

k

séges feltétel, azaz aB) < Zpﬁ”‘” < bB,1—Lp—(n—1—=k)sg, k =
i=1

(1,...,n—1).

Ezzel a médszerrel egy n elemii pontsorozatbdl (n— 1) elemiit csindlhatunk, azaz
lépésenként eggyel csokkentheto a dimenzié. Ezt megtehetjiik egészen addig, mig

egy ketté hosszisagi p® = (p?), pgz)) sorozatot nem kapunk, amikor pedig legyen

M2 = p?) és mo; = p§2).

Tekintsiik a kovetkez6 példat, legyen a verseny matrixa az 1. abran lathato:

Ez a rész még nagyon hianyos, a kovetkezé példa a [6] 57.-60. oldalan talalhaté
MINI-MAX és SCORE-SLICING2 algoritmusok alapjan késziilt, a sorok szamara vald
hivatkozéasok is ezen algoritmusok alapjan torténnek.

Az 01. sorban MINF-MAXG algoritmus tehat megallapitotta, hogy a = 2 és

b = 3. Kovetkezo 1épés a matrix feltoltése a kezdeti értékekkel, illetve az ideiglenes
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Jatékos/Jatékos | Py | Py | P3| Py | Ps | Ps | Pr | Pontszdm
Py - 1 1 1 1 0 0 4
Po 1 - 1 1 1 0 0 4
P 11 -11]ol1]o0 4
Py 1 1 1 0 1 0 4
P 1120120 -111o0 7
Ps ol 1 ]1]1]-1o 7
P~ 313131333 - 18

1. dbra. Egy T (2,3)-verseny eredmény téblazata

Jatékos/Jatékos | Py | Po | Ps | Py | Ps | Ps | Pr | Pontszam
Py - 0|0 0]O0]0]O0 4
Pa 3 - 0|0 0]07]O0 4
Ps 31 3 - O] 00710 4
Py 313 |3 - 0] 01]O0 4
Ps 313131 3] - 00 7
Ps 313133 |3]-10 7
P 3 /33,33 |3 - 18

2. abra. A T verseny helyreallitott tabldzata a SCORE-SLICING algoritmus els6

futdsa (k = 7) utdn. A vastaggal szedett értékek mar véglegesek.

pontszamvektorba az eredeti pontsorozat értékeinek mésoldsa (02-08). Ezutan meg-
hivjuk a SCORE-SLICING2 fliggvényt k = 7 értékkel, és a p = (4,4,4,4,7,7,18) vek-
torral. A 02-04 sorokban kiszamoljuk P és A vektorokat: P = (4, 8,12, 16,23, 30, 48),
A = (4,6,6,4,3,0,6). A 05. sorban megallapitjuk, hogy M = 0, igy az M > 0
feltételek sehol sem teljesiilnek, az algoritmus futasa az utolsé soraval folytatodik,
ahol visszatér a kapott ideiglenes szamsorozattal.

A kovetkez6 1épésben k = 6, p = (4,4, 4,4,7,7) paraméterekkel hivjuk a SCORE-
SLICING fiiggvényt. P, A és M értékei a kovetkezbek lesznek: P = (4,4, 12, 16,23, 30),
A=1(4,6,6,4,3,0), M =5%x3—7=8. Mivel M > 0 és A; > 0, a 06-22. sorokban
talalhato ciklussal folytatjuk. A 07-12. sorokban megkapjuk, hogy © =5 és f = 1.
A 13-14. sorokbdl kapjuk, hogy d = 3 és m = 3, majd a 15. sorban kezd6dé ciklust 1-
szer végrehajtva kapjuk, hogy y = 3, ms6 =043 =3, p5s =7-3 =4, mes =3-3 =
0, M =8—3=5. A 21. sorbdl jon, hogy A5 =3 — 3 = 0, ami miatt a 06. sorban
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Jatékos/Jatékos | Py | Py | P3| Py | Ps | Ps | Pr | Pontszdm
Py - 0|0 0]0]0]O0 4
Po 3 - 00| 0]07]O0 4
Ps 313 -]1]0,0]0]0 4
Py 31313 -10]01]0 4
Ps 313133 |-13]0 7
P 2121220 -]o0 7
P~ 3 (3|3 |3 3 - 18

3. dbra. A T verseny helyreéllitott tablazata a SCORE-SLICING algoritmus masodik

futdsa utdan (k = 6). A vastaggal szedett értékek mar véglegesek.

kezd6do ciklus tobbszor nem hajtédik végre, igy a vezérlés a 23. sorban folytatddik.
A 24-27. sorban 1év6 ciklus lefutasa utan az M matrixban a kovetkezd valtozasok
torténnek: mey =3 —1=2, mgg=3—-1=2, mga=3—-1=2, mg; =3 —1=2,
valamint M értéke 1-re csokken. Tovabb mar nem tudunk csokkenteni, a SCORE-
SLICING futédsa a k = 6 paraméterrel véget ér.

A 3. é4bra mutatja az aktualis allapotot. Ha alaposan megfigyeljiik, akkor
észrevehetjik, hogy baj van, ugyanis a Pg jatékos pontszama 8 lett, pedig csak
7 kellene, hogy legyen. A probléma forrdsa az, hogy Ps 3 pontot adott Ps-nek,
azaz mse = 3, mikozben Py = 30, Bg = 15, igy az elsé 6 jatékos egymads elleni
mérkozésein pontosan 2 pontot lehetne csak szétosztani mérkozésenként. Ez azért
fordulhatott eld, mert a pontok szeletelésénél nem vettiik figyelembe azt a tényt,
hogy Ag = 0. Ez ugyanis azt jelenti, hogy az els6 6 jatékosnak egyiittesen se-
mennyi tovabbi pontja sincs a minmélisan szerzend6hoz képest (ami mérkézésszam
és a minimdalis pontszam szorzata, jelen esetben Bg - a = 15 -2 = 30), igy egyik
mérkodzésen sem lehetne a a-nal tobb pontot szétosztani. Ez altalanos esetben azt
jelenti, hogy amikor a Py, jatékos pontjait szeleteljiik, akkor egyik jatékos sem kaphat
beldle tobbet Ay + a-nal. Ezen kiviil Ay értékét az a feletti értékkel csokkenteni kell,
ugyanis ez jelenti azt, hogy mennyivel oszthatunk tobb pontot szét a minimumnél.

Egy masik fontos észrevétel a kovetkezo: A; jelentése az, hogy az els6 i jatékos
osszpontszamat legfeljebb mennyivel novelhetjitk. Ha a P; jatékosnak pontokat
adunk a Py, jatékostol, akkor az elsé i jatékos Osszpontszama no, ezaltal A; értéke
csokken, ugyanakkor barmilyen (k > j > i)-re az elsé j jatékos Osszpontszama is no,
ami miatt A; értéke szintén csokken. Ezt a csokkentést egészen Aj_;-ig végig kell

vinni. A; viszont sehol sem lehet negativ, mert az azt jelentené, hogy P; pontszdma
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mar til sok. Ezekbdl viszont az kovetkezik, hogy nem létezhet olyan, hogy A; > A,
mikozben ¢ < 7, hiszen példaul nem novelhetjiik az els6 két jatékos osszpontszamat
5-el, mikozben az els6 négy jatékosét csak 1-el lehetne. Ez azt jelenti, hogy az A
sorozat tagjai monoton novekvoek kell, hogy legyenek. Ezt a tulajdonsdgot minden
1épés utan helyre kell allitani a til nagy értékek csokkentésével. Az el6z6 példan
szemléltetve: A = (4,6,6,4,3,0) helyett A = (3,3,3,3,3,0) lenne a helyes. Fontos
még megjegyezni, hogy a k. taggal nem kell foglalkozni ebbol a szempontbdl, hiszen
ott csak csokkentiink, nem noveliink.

Ezen megfontolasok alapjan kaphatjuk a kovetkezd algoritmust:

2.4.2. A helyreallité algoritmus

PONT-SZELETELES(k, p, R)
L By« 0
2: for i <1 to k do
3 P Poi+p

4: A, + P,—ab;

5: end for

6: for ©: < k — 2 downto 1 do
7. if A; > A, then

8: A A

9: end if

10: end for

11: M« (k—1)b— py

12: C <+ lcaz

13: while M > 0 and C = IgAZ do

14:  C+ Hawmis

15 x+ k-1

16:  whiler,; =borr,;, — Ay > ado
17: r+—x—1

18:  end while

19:  f<+1

20: whilep, 11 =p,_yandz— f>1do
21: fef+1

22:  end while

230 d <= Po—yi1 = Doy
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24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
4T:
48:
49:
90:
o1:
52:
53:
o4:
95:

m < min(b, d, [A./f1,[M/f])
for i + f downto 1 do

n < Ar + max(0,a — ry1-ik)

y < min(b — rpp1 g, m, M, Apy1is Per1i, n)

if y # 0 then
C + Icaz
Totl—ik < Vatl—ik T Y
Patl—i < Patl—i — Y
Tkatl—i < Thatl—i — Y
M+~ M—y
if r,41-;% > a then
A A — min(y, rpr1-ik
end if

—a)

for j + i downto z — k + 2 do

Apii—j <~ Appi—j —y
end for
for j < k —2 downto 1 do
if A; > Aj;; then
Aj e Ajn
end if
end for
end if
end for
end while
if M > 0 then
for 1 < k£ — 1 downto 1 do
y < min(ry;, M, r; + i — a)
Thi < Tki — Y
M— M-y
end for
end if

return p, R
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2.4.3. A helyreallité algoritmus magyarazata

Az algoritmus paraméterként megkap egy k értéket, ami az aktudlis 1épésben a
jatékosok szamat jelenti, egy p*) = (p1,pa,...,pr) vektort a pontszamokkal (a
tovabbiakban és a fenti pszeudokédban egyszeriisitve p), valamint az R matrixot,
melybe a mérkozések eredményei keriilnek.

Az els6 5 sorban P = (P, Py, ..., P) és A = (A, As, ..., Ay) kiszdmitdsa
torténik, hasonléan SCORE-SLICING2 algoritmushoz. P; jelentése az ¢ legkisebb
pontszam osszege, csak A kiszamitasahoz van sziikségiink ra. A pedig az tigynevezett
tovabbi pontokat jelenti (additional points), A; jelentése, hogy a P; jatékos pont-
szamat legfeljebb mennyivel csokkenthetjiik (masképpen fogalmazva a P; jatékos

legfejebb hany pontot nyerhetett el a Py jatékostol) ugy, hogy csokkentett soroza-

tra is teljestiljon a 2.4 lemma els6 feltétele, azaz aB; < > p;, (i = 1,2,...,k).
Korabban mar emlitettem, de érdemes ijra megjegyezni, h]c):cgly p; csokkentésével P;
is csokken minden j > 7 esetén, igy A;-nek is csokkennie kell j > i esetén. Mivel
az A vektor elemei nem lehetnek negativak, hiszen ez azt jelentené, hogy mar tul
sokat csokkentettiink, és nem teljesiilne a sziikséges feltétel, igy az sem fordulhat
el6, hogy A; < A; mikozben j > i. A 6-10. sorig tarté ciklus azt a célt szolgdlja,
hogy csokkenti A elemeit ott, ahol sziikséges, hogy azok monoton névekvé sorban
kovessék egymast.

A 11. sorban M kiszamitasa torténik, ami az ugynevezett hidanyzo pontokat
(missing points) jelenti. Ez a elnevezés a Py, jatékos hidnyzé pontjaira utal, ami
maximalisan megszerezhet6 és a megszerzett kozti kiilonbség. Ezek a pontok valahol
elvesztek, ami az jelenti, hogy egyrészt kisebb indexti jatékos elnyerte Oket Pj-tol,
masrészt b-nél kevesebb pont keriilt kiosztdsra a mérkozéseken. A feladat a hidanyzo
pontok helyének megtaldlasa, ezaltal M nullara csokkentése. Ha ezt elértiik, az
azt jelenti, hogy Pj eredményeit meghataroztuk, és versenyt (k — 1) résztvevisre
redukalhatjuk. Mindezt természetesen 1gy, hogy a maradék pontsorozatra a fejezet
elején ismertetett feltételek fennalljanak.

A 12. sorban taldlhaté C logikai valtozo jelentése, hogy 13-47. sorig tarté ciklus
egyszeri lefutdsa soran tortént-e valtozas az eredménymatrixban. Ha nincs akkor
kiléptlink a ciklusbdl, ugyanis akkor a tobbszori lefutdas sem hozna valtozast. A 13.
sorban kezd6do ciklusban hidnyzo pontok azon részét keressiik meg, melyeket méas
csapatok nyertek el. x jelenti, hogy melyik legnagyobb indexti jatékos, amelynek
meg lehet novelni a pontjait, azaz Py pontokat adhat at neki. f jelenti, hogy hany

jatékos rendelkezik azonos pontszammal, ezeknél parhuzamosan noveliink.
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m jelenti, hogy Py elorelathatélag mennyi pontot adhatunk &t annak a jatékosnak,

amelynek épp novelni szerertnénk a pontjait.

itt hianyzik meg par dolog

Ha kiléptiink a 13.-47. sorig tarté ciklusbol, de M még nem nulla, akkor ez azt
jelenti, hogy a maradék hianyzé pontok nem keriiltek kiosztasra a mérkdzéseken.
A 49.-53. sorokban P; mas jatékosok ellen szerzett pontszdmait csokkentjiik a
lehetséges mértékben. Azaz nem lehet negativ, nem lehet egy mérkdzésen a-nél

kevesebb pont, és M-nél tobbet sem csokkenthetiink.
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3. Hiperversenyek pontsorozatai

3.1. Hiperversenyekrol altalanossagban

A bevezetében emlitettem, hogy a rangsorolasra egy népszerti médszer az objek-
tumok paronkénti osszehasonlitasa, ami alapjan pontszamokat osztunk szét kozottiik.
De konnyen elképzelheto, hogy a paronkénti osszehasonlités kiilonboz6 okokbdl ki-
folyélag nem lehetséges. Példanak okaért képzeljiik azt el, hogy a jatékosaink az ulti
nevi kartyajatékban szeretnék osszemérni erejiiket. Az ultit kozismerten harom
jatékos jatsza, igy nem lenne lehetséges a jatékosok paronkénti osszehasonlitasa.
Tovabbra is a kartyanal maradva gondolhatunk a bridzsre vagy épp a tarokkra,
ezeket a jatékokat pedig négyen jatszak.

Ezek alapjan kézenfekvo lehet az otlet, hogy ne paronként hasonlitsunk, hanem
ulti esetén harmasaval, bridzs vagy tarokk esetén négyesével, dltalanos esetben
k-asaval. n jatékos esetén vegyiik az Osszes lehetséges k elemii részhalmazat a
jatékosoknak, és az éppen Osszehasonlitott k jatékos kozott osszuk szét a pontokat,
ezt nevezziik k-hiperversenynek. Egyszerti meggondolédssal lathato, hogy ez k = 2
esetén pont az eddig targyalt "hagyomanyos” versenyeket adja. n elem k elemi
(n > k) részhalmazainak a széma pontosan: (7), tehdt ha az Gsszes lehetséges
modon hasonlitani akarunk, az ennyi 6sszehasonlitast, vagyis mérkézést jelent. Egy
jatékos mérkézéseinek szdma pedig (Zj), hiszen a maradék (n — 1) jatékos koziil
kell neki (k — 1) ellenfelet valasztani az Gsszes lehetséges médon.

Szintén emlitésre kertilt korabban, hogy a versenyek szoros kapcsolatban allnak
a grafokkal, egészen pontosan az iranyitott, hurokmentes teljes grafokkal. A cstcsok
megfeleltethetdek a jatékosoknak, mig az élek a mérkozéseknek. Hiperversenyek
esetében a mérkozések ketténél tobb résztvevo kozott zajlanak, igy az élek is egysz-
erre kettonél tobb csucsot kell, hogy 0sszekossenek, ezen gondolat alapjan eljuthatunk
a hipergrafokhoz. A hipergraf olyan graf, melyben az élek nem csicspéarokat jelen-
tenek, hanem csicshalmazokat (nem sziikségszeriien azonos elemszamu halmazokat).
Egy olyan élet, amely k cstcsot tartalmaz k-élnek hivunk. Ha egy hipergraf minden
éle k-¢él, akkor a grafot k-hipergrafnak nevezziik. Egy k-hipergraf teljes, ha élhalmaza
tartalmazza az Osszes lehetséges k-élet. Ezen fogalmak alapjan lathato, hogy egy
k-hiperversenynek pont egy teljes k-hipergraf fog megfelelni. Megjegyezném, hogy
a hiperverseny (hypertournament) elnevezés is a hipergrafokkal valé szoros kapcso-
latbol adodik.

Hasonlban a versenyekhez, a hiperversenyeket is lehet abrazolni matrixokkal, bar

az abrazolas médja kevésbe egyértelmii. Egy lehetoség k-hiperverseny abrazolasara
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Jatékos/Halmaz | Py, P2 | P1,Ps | P2, Ps | P1,Ps | P2, Ps | Ps, Py | Pontszam
P - - 0 - 0 0 0
Pa - 1 - 0 - 0 1
Ps 0 - - 0 1 - 1
Py 1 1 0 - - - 2

4. dbra. Egy 4 résztvevis 3-hiperverseny eredményének téablazata.

egy k dimenzids métrix (M € N™"*-x") glkalmazdsa, tehat egy olyan mdtrixé,
amelyben az elemeknek nem 2, hanem £ indexiik van, viszont ez az dbrézolds tobb
okbdl is problémaés lehet. Egyrészt nem egyértelmii, hogy mi keriiljon a matrix egy
adott (iq,19,...,1x,), (is # i, ha s # t) indext, és ennek k! szdmui permutéacidival
indexelt helyeire, mikézben csak k értékiink van (hagyoményos versenyek esetén
egyszerli volt a dolog, mivel 2! = 2). M4dsrészt nehéz lenne egy ilyen métrixot
irasban attekinthetéen abrazolni.

Egy masik lehetOség - ezt az dbrazolast fogom alkalmazni - egy hagyoméanyos 2 di-
menziés matrix, melynek sorai fogjak jelenteni a jatékosokat, ennek kovetkeztében

n sora lesz. Oszlopai pedig az n jatékos Osszes lehetséges (k — 1) jatékosbdl 4ll6

n

k—l)' Ebben az esetben m; ;

részhalmazat, igy a matrix oszlopainak a szama (
jelentése az, hogy a P; jatékos hany pontot szerzett a j. oszlop altal jelentett
Pir, Piss -, Pj._, jatékosok elleni mérkézésen. Ebben az esetben a P; jatékos pont-
szama pontosan a matrix i. soraban talalhaté értékek Osszege. Amennyiben P; €
{Pj,,...Pj._,}, akkor természetesen legyen m; ; = 0, mivel a jatékosok nem jatszanak
sajat magukkal, és igy nem romlik el a sorosszeg. A 4. &abran lathato egy példa

% M

az emlitett dbrdzoldsra (a tabldzatban ”-"-el jeldltem ezeket az értékeket a jobb

attenkinthetdség kedvéért).

3.2. Teljes k-hiperversenyek
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