TÖKÉLETES (latin, de Bruijn és sudoku) TÖMBÖK

(Szeged, 2007. április 10.)

1. BEVEZETÉS

     Az előadás tökéletes (latin, Sudoku, de Bruijn) tömbökről szól.

     Az egydimenziós tömböket sorozatoknak [Pingala-450, Fibonacci1202], a kétdimenziós tömböket négyzeteknek [KaiserYü-2005], a háromdimenziós tömböket kockáknak [JuliusCaesar-49], a háromnál magasabb dimenziós tömböket pedig hiperkockának [Coxeter1973] nevezzük. 
     Legyenek a, d és n pozitív egész számok, és legyenek  
X={1,2,. . .,n} és Y={0,1,..,n-1} ábécék. A tömbök dimenziójának száma d, a tömbökben előforduló szimbólumok (rendszerint számok) száma n és a-val jelöljük a tömbök egy további paraméterét.  
     Az egyik vizsgált tömbtípus a latin négyzet, melyekkel Leonhard Euler több cikkében [Euler1773, Euler1779] is foglalkozott. Az n-edrendű latin négyzet n x n méretű tömb, melynek minden sorában és oszlopában az X ábécé elemeinek egy permutációja van. Ha mind az első sorban, mind pedig az első oszlopban az 1, 2, . . ., n (növekvő) permutáció van, akkor a négyzetet latin alapnégyzetnek nevezzük. Az alábbi két másodrendű latin négyzet van:
1   2                      2    1

2   1                      1    2,

Az alábbi tizenkét harmadrendű latin négyzet van:

123       123       132       132      213       213       
231       312       213       321      132       321
312       231       321       213      321       132,
231       231       312       312      321       321       
123       312       123       231      132       213

312       123       231       123      213       132.

     Mind a két esetben a legelső négyzet alapnégyzet.
     A latin négyzet természetes általánosítása a latin kocka: az n-edrendű latin kockában mind a vízszintes sorokban és oszlopokban, mind pedig a függőleges oszlopokban az X ábécé elemeinek egy permutációja van.

     A következő példa a Sudoku négyzet [BíróKelemen2005,Bleyer2005,Garnes1979,Gould2005,Vonderman2005a, Vonderman2005b,Weyl2007]. Ha n négyzetszám (n = a2), akkor az n-edrendű latin négyzetek felbonthatók n darab a x a  méretű diszjunkt altömbre. Az SN n-ed rendű Sudoku négyzet olyan tömb, melynek soraiban, oszlopaiban és alnégyzeteiben is az X ábécé elemeinek egy permutációja van. Az alnégyzeteket ablakoknak fogjuk nevezni − a sorok, oszlopok és ablakok közös neve pedig ház. A Sudoku négyzet Sudoku alapnégyzet, ha első sorában és első négyzetében is növekvő permutáció van. Az alábbi hat negyedrendű Sudoku alapnégyzet van: 
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     A Sudoku négyzet háromdimenziós változata a Sudoku kocka. Ha n köbszám (a3), akkor az n-edrendű latin kocka felosztható axaxa méretű diszjunkt alkockákra. Az n-ed rendű SK Sudoku kocka olyan tömb, melynek soraiban, oszlopaiban, függőleges oszlopaiban és alkockáiban (közös néven: ablakaiban) is az X ábécé elemeinek permutációi vannak.
     A következő példa a de Bruijn sorozat [Flye1886,deBruijn1946, Gould1946, Knuth2005]. Az n betűs Y ábécé és a méretű minta feletti BS[1..nV,1..nV] (ahol V=a)  (n,a)-adrendű de Bruijn sorozatok olyan − na hosszúságú − ciklikus sorozatok, melyek minden, az adott ábécé feletti a-ast pontosan egyszer tartalmaznak. Ha n=a=2, akkor a következő négy sorozat van:

0  0  1  1         0  1  1  0         1  0  0  1          1  1  0 0.

     Ha egy de Bruijn sorozat a darab nullával kezdődik, akkor de Bruijn alapsorozatnak nevezzük. Az előző felsorolás alapján az n=2, a=2 esetben egy alapsorozat van. 
     A de Bruijn sorozat kétdimenziós általánosítása a de Bruijn négyzet  (BN) [ReedStewart1962]. Ez olyan Y feletti BN[1..nV/2,1..nV/2] (ahol V=a2) tömb, melyben minden lehetséges axa méretű, Y feletti négyzet pontosan egyszer fordul elő. Ha a BN tömb BN[i,j] (1≤i,j≤a) elemei mind nullák, akkor de Bruijn alapnégyzetet kapunk. Ha n=2 és a=2, akkor a következő két alapnégyzet van [ReedStewart1962]:
0   0   0   1          0  0   1   0

0   0   1   0          0   0   0   1

1   0   1   1          0   1   1   1

 0   1   1   1          1   0   1   1.

     A háromdimenziós általánosítás pedig a de Bruijn kocka [HurlbertIsaak1994,Iványi1990],. Ez olyan Y feletti BK[1..nV/3,1..nV/3,1..nV/3] (ahol V=a3) méretű tömb melyben minden lehetséges axaxa méretű, Y feletti kocka pontosan egyszer fordul elő. A legkisebb méretű de Bruijn kocka paraméterei: a=2, n=8, nV/3=256.

2.  ALKALMAZÁSOK

     A latin négyzeteket Euler a bűvös négyzetek [KaiserYü-2005] előállításához használta fel [Euler1773,Euler1779], a latin kockák pedig kísérletek tervezésénél alkalmazhatók [HeppesRévész1956]. A statisztikusok a latin kocka kifejezést a miénktől eltérő értelemben használják [DénesKeedwell1972].
     A Sudoku tömbök ma elsősorban rejtvényként népszerűek [Bleyer2005,BíróKelemen2005,Gould2005,Sudoku2006,Vonderman2005a,Vonderman2005b].
     A de Bruijn sorozatok fontos szerepet játszanak a shiftregisz- terek tervezésében [Golomb1967].
     A de Bruijn négyzetek (és téglalapok) hasznosak a képfeldolgo- zásban [Ma1984], kriptográfiában és spektroszkópiában [Harvit1971].
       A de Bruijn gráfokat alkalmazták nagy integráltságú áramkörök [DolinarKoMcEliece1992] és számítógéphálózatok [SridharRaghavendra1991] tervezésénél.
      A két- és háromdimenziós de Bruijn tömböket használják a tájékozódásban (GPS) [BurnsMitchell1993,PetriuBasran1989, PetriuBasranGroen1990]. 
     Az utóbbi időben számos dolgozat jelent meg, amelyek a de Bruijn kocka szerkezetű hálózatok előnyös tulajdonságait elemzik [AgrawalBurkeChen1991,AgrawalBurkeChen1998,AgrawalPark1995, AgrawalPark1996,KorzeniowskiScheideler2005, XiaoParhami2005] − bár ezekben a kocka definíciója különbözik a miénktől (az n=2 ábécéhez és tetszőleges a-hoz tartozó de Bruijn gráfot egészítik ki a matematikában definiált hiperkocka éleivel). 

3. ELŐÁLLÍTÁS

     Először nézzünk előállítási algoritmusokat − azaz konstruktív úton bizonyítsuk be a vizsgált tömbök létezését. Latin négyzetek és kockák tetszőleges n-re léteznek; n-edrendű Sudoku négyzetek pontosan akkor léteznek, ha n négyzetszám, míg Sudoku kockák pontosan akkor léteznek, ha n köbszám.                                                         

     n-ed rendű latin alapnégyzeteket előállíthatunk például a LATIN-NÉGYZET algoritmussal: a tömb első  sorába beírjuk az 1, 2, . . ., n permutációt, majd a további sorokat rendre úgy képezzük, hogy az előző sort ciklikusan egy hellyel balra toljuk. 

     Egy n-edrendű latin alapnégyzetből a LATIN-KOCKA algoritmussal [MahmodianRees1997] előállítható egy n-edrendű latin alapkocka úgy, hogy az első réteg feletti rétegek elemeit rendre úgy képezzük, hogy az alattuk lévő elemhez egyet hozzáadunk (mod n). Heppes és Révész módszere [HeppesRévész1956] latin kocka előállítására: a tömb BK[i,j,k] eleme legyen i+j+k (mod n) − ezt újabban visszatolásos (back cirkulant) latin négyzetnek nevezik [DonovanCooper1996, BateRees2003].
     Tökéletes tömbök létezésével kapcsolatban 1988-ban fogalmaztuk meg azt a sejtést [IványiTóth1988], hogy a természetes  szükséges feltétel egyúttal elégséges feltétel is: akkor és csak akkor létezik d≥1 dimenziós de Bruijn tömb az n elemű ábécé és a mintaméret felett, ha a lehetséges minták száma d-edik hatvány: nV = bd, ahol V = ad  a minta térfogata. 

      1. SEJTÉS. Akkor és csak akkor létezik d≥1 dimenziós de Bruijn tömb az n elemű ábécé és a mintaméret felett, ha a osztható d-vel, vagy n d-edik hatvány. ■
     A sejtést (vagy annak speciális, illetve általános eseteit) később mások is megfogalmazták [ChungDiaconisGraham1992,HurlbertIsaak1993,Paterson1994]. A sejtésre a d =1 és a d =2 esetben ismert bizonyítás – a magasabb dimenziókban csak speciális konstrukciók ismertek [HorváthIványi2006, Iványi2007].
     Tökéletes alapsorozatok előállításának egyik módszere a de Bruijn-gráfok [Bruijn1946] Euler-körének előállítása [PapadimitriouSteiglitz1982].  Ennek egyik módszere a Martin-algoritmus [Martin1934]: kiindulunk a k darab egyest tartalmazó sorozatból, és a sorozatot rendre a legnagyobb megengedett számmal folytatjuk. Hatékony megvalósítása a MARTIN algoritmus, melyben a gráf csúcsaihoz számlálókat rendelünk, melyek a következő kimenő számot jelzik. Etzion [Etzion1985] cikkében azt írja, hogy csak két hatékony algoritmus ismert tökéletes sorozatok előállítására. A MARTIN algoritmus futási ideje Θ(na), azaz arányos az előállított sorozat hosszával. 

     Új módszer a színezés [HorváthIványi2006]. Ennél egy n betűs ábécé és a méretű minta feletti AS alapsorozatból (blokkból) állítunk elő kn méretű ábécé és a méretű minta feletti alapsorozatot (ahol k tetszőleges, egynél nagyobb pozitív egész) úgy, hogy először összefűzzük a kiindulási cellás (a sorozat hossza az ablak méretének többszöröse) alapsorozat ka számú példányát − mindegyik na hosszúságú példányt felbontva a hosszúságú részekre (úgynevezett cellákra) −, majd az így kapott sorozatban lévő i-edik (i = 1, 2, . . ., ka) példány minden cellájához hozzáadjuk egy alkalmas − ka hosszúságú − színező sorozat i-edik elemét. 

     A következő példákban X helyett a Z = {0, 1, . . ., n -1} ábécét használjuk. Legyen n=2, a=2 és k=2, és induljunk ki a  BS[1..4] = 0  0 | 1 1 (2,2)-ed rendű cellás alapsorozatból. Fűzzük össze ennek az alapsorozatnak ka = 4 példányát:

AS[1..16,1..16] = 0  0 | 1 1   ||    0  0 | 1 1    ||    0  0 | 1 1    ||    0  0 | 1 1 || .
     A C színező sorozatot úgy kapjuk, hogy az I = 0 1 2 3 indexelő sorozat elemeit binárisan írjuk fel: 00 01 10 11, majd minden számjegyet megszorzunk k-val: 
C[1..8]       =   0  0                 0  2                  2  0                  2  2.
      Ekkor a színezés eredménye az a=2 mintaméret és {0, 1, 2, 3} ábécé feletti (kn,a)=(4,2)-ed rendű
R + C = BS[1..16] =

0  0 | 1 1   ||    0  2 | 1 3   ||    2  0 | 3 1    ||   2  2 | 3 3 || 

tökéletes alapsorozat.
      Ebben a konkrét (kis méretű) esetben közvetlenül is ellenőrizhetjük az eredmény helyességét. Általános esetben kihasználhatjuk, hogy a megoldásban szereplő számok n-nel való osztásakor a maradékot a kiindulásként használt BS[1..4] (n,a)-ad rendű sorozat, míg a hányadost a C színező sorozat határozza meg. Ha tehát a kapott BN tömb két tetszőleges ablaka az AS sorozat különböző ablakából keletkezett, akkor  különbözőek lesznek. Ha viszont BN két tetszőleges ablaka az AS blokk azonos ablakából keletkezett, akkor a különböző színező cella teszi őket különbözővé.
      Megemlítjük a tökéletes négyzetek előállításánál használt EVEN algoritmust [IványiTóth1988], amely páros n és a=2 esetén olyan tökéletes alapsorozatot állít elő, melyben a különböző betűket tartalmazó xy és yx betűpárok távolsága páros. 
      Tökéletes négyzetek csak akkor létezhetnek, amikor a lehetséges minták száma (azaz nV) négyzetszám − azaz ha n négyzetszám vagy a páros. Az első példát Red és Stewart mutatták 1962-ben [ReedStewart1962]:

0   0   0   1

0   0   1   0

1   0   1   1

  0   1   1   1 .

       Fan és társai [FanFanMaSiu1985] a SHIFT algoritmusuk segítségével 1985-ben megmutatták, hogy az n=2 bináris esetben minden páros a-ra létezik megoldás.
       Ha n páros és a = 2, akkor Iványi és Tóth MESHING algoritmusa [IványiTóth1988] ad megoldást. Ennek bemenete egy na hosszúságú BPS = [1 . .na] páros tökéletes sorozat, és a BN[1 . .na,1 . .na] kimenet BN[i,j] eleme páros i + j esetén BPS[i], páratlan i + j esetén pedig BPS[j]. Knuth [Knuth2005] egy (4,2)-edrendű de Bruijn tömböt idéz, amelyet a RÁCS algoritmus hozott létre.   

        Cock [Cock1988] a SHIFT algoritmussal megoldotta a páratlan n és a = 2 esetet.


        Hurlbert és Isaak [HurlbertIsaak1993] a következőket bizonyította. Páratlan n, továbbá páros n és a≥10  esetén is akkor és csak akkor létezik (n,a)-ad rendű de Bruijn négyzet, ha a páros vagy a négyzetszám.
        Ez az állítás már csak az n páros és 3≤a≤9 eseteket hagyta nyitva. Ezek közül az a=4 (és a=8) esetben előállíthatjuk a megoldást úgy, hogy először a bináris eredményeket felhasználva előállítunk egy (a,2)-edrendű de Bruijn négyzetet (ez cellás szerkezetű lesz), majd az ábécé méretét n/2-vel megszorozzuk és ennek megfelelően színezzük a bináris négyzetet. 
        Paterson [Paterson1996b] bebizonyította, hogy az 1. sejtés a d=2 esetben igaz.   

        Három dimenzióban a szükséges feltételek „először” (a lehető legkisebb kockát eredményezve) az n=8 és a=2 esetben teljesednek, másodszor pedig az n=2 és a=3 esetben.
        1. TÉTEL. Létezik BK[1..256,1..256,1..16] (8,2)-ed rendű de Bruijn kocka, és az színezéssel előállítható. ■

        BIZONYÍTÁS. Az EVEN algoritmussal előállítunk egy BPS[1:4] (2,2)-ed rendű páros de Bruijn alapsorozatot, majd a MESH algoritmussal előállítunk egy 4 x 4 méretű bináris de Bruijn négyzetet, amelyből a SHIFT algoritmussal H[1..4,1..4,1..16] tökéletes bináris hasábot készítünk. Ezután ebből a hasábból 64 x 64 x 16 másolatot felhasználva a kívánt méretű BT bináris tömböt kapunk.
        Végül az I=[1..64,1..64,1..16] indexelő tömb (melyben I[i,j,k]=642(i-1)+642(j-1)+k-1) elemeit nyolcjegyű (mert az ablak térfogata 8) 4-áris (mert az ábécé méretét négyszeresére növeljük) számokká alakítjuk, és ennek a tömbnek a számjegyeit kettővel (mert ez az eredeti ábécé mérete) szorozva kapjuk a C színező tömböt. 

        Az indexelő lemma szerint az I indexelő tömb 2x2x2 méretű cellái különbözőek, és ez elég ahhoz, hogy a BK = BT + C tömb (8,2)-rendű de Bruijn kocka legyen. ■

        A
 http://compalg.inf.elte.hu/~tony/Kutatas/PerfectArrays/kocka-256.zip/ címen van egy ilyen kocka.   
         Indexelő lemma. Ha n ≥2, d≥2, k≥2, T pedig egy d dimenziós cellás tömb kV (ahol V=ad) cellával, és T minden cellája a cella indexét tartalmazza V-jegyű k-áris számként, akkor T bármely két eleme, melyeknek azonos a H hasábon belüli elemindexe, de különböző a H-n belüli cellaindexe, különböző ablakok feje (az ablak feje az ablak maximális indexű eleme).   ■  

        Bizonyítás. Legyen A és B két olyan ablak, melyek fejeinek azonos az elemindexe. Ekkor legyenek a fejek cellaindexei g és h, továbbá legyen g–h =u≥0. Megmutatjuk, hogy ekkor u=0.

        Mindkét cellában tekintsük a legkisebb (azaz 1) helyi értékű elemet. Mivel ezek egyenlők, k|u. De a k helyi értékű elemek is megegyeznek, ezért k2|u. Ezt folytatva beláthatjuk, hogy kV|u. Mivel u≤ kV−1, így csak u=0 lehetséges, ami ellentmond annak, hogy g és h különböző cellaindexek.  ■  
        Színezéssel tetszőleges n és a esetén elő tudunk állítani az a méretű ablak és az N méretű ábécé feletti tökéletes alapkockát, ahol N-et úgy kaphatjuk meg n-ből, hogy n-et megszorozzuk a mindazon prím osztóival, melyek nem osztói n-nek (erre a szorzásra azért van szükség, hogy a színező algoritmus alkalmazásához szükséges cellás szerkezetű tökéletes hasábot elő tudjunk állítani).
3. REJTVÉNYEK

    A korábban bevezetett X={1, 2,  . . . ,  n} ábécé mellé most vezessük be a  Z={0, 1, 2,  . . ., n} ábécét is (a de Bruijn rejtvényeknél inkább a Z={0,1,..,n−1,?} ábécét használom.

    Ekkor az R rejtvény egy − Z feletti − S=[1..a] vagy N =[1..a,1..a] vagy K=[1..a,1..a,1..a]  tömb. 
     Adott típusú rejtvényt megoldani annyit jelent, hogy meghatározzuk azokat a T tömböket, amelyek előállíthatók úgy, hogy a rejtvényben lévő nullák helyére az X ábécé elemeit írjuk úgy, hogy az így kapott tömbök rendelkezzenek az adott rejtvénytípust definiáló tulajdonságokkal.

     A rejtvényekkel kapcsolatban az egyik feladat annak vizsgálata, milyen nehéz az adott rejtvény megoldása. 

     Latin négyzetek kitöltésének nehézségét vizsgálták például Colburn és társai [Colburn1984,ColburnColburnStinson1984]. Belátták, hogy nem csak az összes megoldás előállítása, de még annak eldöntése is NP-teljes feladat, hogy adott megoldás mellett létezik-e még egy megoldás. Ismert [EastonParker2001] az is, hogy ez a feladat még akkor is NP-teljes, ha soronként és oszloponként legfeljebb három elem hiányzik, és azokba legfeljebb háromféle szám írható.

      A Sudoku négyzetek kitöltését kapcsolatban Yato [Yato2003] visszavezette a latin négyzetek kitöltésére: megmutatta, hogy adott számú ismert megoldás mellett NP-teljes annak eldöntése, hogy van-e újabb megoldás. 
     A latin és Sudoku négyzetek irodalma több érdekes függvényt tartalmaz.
    Definiáljuk a következő függvényeket (amelyek azokra az n értékekre vannak definiálva, amelyekre létezik a t-dimenziós, T típusú tömb): (a T betű a rejtvény típusát jelöli: esetünkben L, S vagy B; a t betű a rejtvény dimenzióját jelöli: kocka esetén 3, négyzet esetén 2 és sorozat esetén 1);
     eTt(n) egyértelműségi függvény (vagy kritikus halmaz [BateRees1999,BateRees2002,BateRees2003,Howse1998,Smetaniuk1979]: a legkevesebb adat, amellyel egy egyértelmű megoldás megadható;      
     t Tt(n) többértelműségi függvény [Brouwer2007, Wikipedia2007]: a legtöbb adat, amely úgy megadható, hogy a rejtvénynek  több megoldása van;

     m Tt(n) megoldhatatlansági függvény [Evans1960, DénesKeedwell1971]: a legkevesebb adat, amellyel megoldhatatlan (de nyilvánvaló ellentmondást nem tartalmazó) rejtvény megadható;

     s Tt(n) szabadsági függvény [Evans1960,Smetaniuk1981]: a legtöbb adat, amely (nyilvánvaló ellentmondás nélkül) szabadon megadható úgy, hogy a rejtvénynek még legyen megoldása.  

     A de Bruijn tömböknek az ábécé mérete mellett még egy paramétere van, az ablak a mérete, ezért a rájuk vonatkozó függvényeknek két argumentuma van.
4. EGYÉRTELMŰSÉGI FÜGGVÉNY 

     A másodrendű latin négyzetek esetén egy elem, a harmadrendű latin négyzetek esetén pedig két különböző elem egyértelműen meghatározza a megoldást (ha egy harmadrendű latin négyzet két azonos elemét adjuk meg, akkor azt kétféleképpen is kiegészíthetjük).
     Tekintsük a következő negyedrendű Sudoku rejtvényt: 

	
	c1
	c2
	c3
	c4
	
	

	r1
	1
	
	
	
	
	

	r2
	
	
	2
	
	
	1. példa.

	r3
	
	3
	
	
	
	

	r4
	
	
	
	4
	
	


     Ennek egyértelmű megoldása a következő:    

	
	c1
	c2
	c3
	c4
	
	

	r1
	1
	2
	4
	3
	
	

	r2
	3
	4
	2
	1
	
	2. példa

	r3
	4
	3
	1
	2
	
	

	r4
	2
	1
	3
	4
	
	


     Ezért eS2(4) ≤ 4. Esetszétválasztással beláthatjuk, hogy eS2(4) = 4. Ha az első példában szereplő adatokat latin négyzetként kezeljük, akkor a 2. példában szereplő megoldás mellett a 

	
	c1
	c2
	c3
	c4
	
	

	r1
	1
	2
	3
	2
	
	

	r2
	3
	4
	2
	3
	
	3. példa

	r3
	2
	3
	4
	1
	
	

	r4
	3
	1
	1
	4
	
	


tömb is megoldás lesz.  Ha viszont az első példához még egy adatot hozzáveszünk, akkor már egyértelműen megkapjuk a 2. példában szereplő eredményt. Eszerint eL2(2)≤5.

4.  SZABADSÁGI ÉS MEGOLDHATATLANSÁGI FÜGGVÉNY
Egymással szoros kapcsolatban van az m(n) megoldhatalansági és az s(n) szabadsági függvény.

A 

	
	c1
	c2
	c3
	c4
	
	

	r1
	1
	2
	
	
	
	

	r2
	
	
	3
	
	
	4.

példa

	r3
	
	
	
	
	
	

	r4
	
	
	
	
	
	


rejtvény megoldhatatlan, mivel az első sorba sehová sem írhatunk hármast. Eszerint mS2(2)≤3. Belátható,  hogy mS2(2)=3. Ez a példa azt is bizonyítja, hogy sS2(2)≤2. Belátható, hogy sS2=2.

       A

	
	c1
	c2
	c3
	c4
	
	

	r1
	1
	2
	
	
	
	

	r2
	
	
	3
	
	
	5. példa

	r3
	
	
	
	
	
	

	r4
	
	
	
	3
	
	


latin rejtvény megoldhatatlan, mert az első sorban sehová sem írhatunk hármast. Eszerint mL2(2)≤4 és sL2(2)≤3. A már bizonyított [Smetaniuk1981] Evans-sejtés [Evans1960] szerint sL2(n)≤= n−1, tehát mind a két esetben teljesül az egyenlőség. 


SEJTÉS. Ha n négyzetszám,  akkor 

sS2(n)≤2n1/2−2 és sS2(n)≤2n1/2−1.
6. TÖBBÉRTELMŰSÉGI FÜGGVÉNY

      Tekintsük az nxn méretű Sudoku [Sudopedia2007] és latin rejtvényeket [DénesKeedwell1974, DénesKeedwell991] az n=4 esetben. A
	
	c1
	c2
	c3
	c4

	r1
	
	3
	
	4

	r2
	
	4
	
	3

	r3
	3
	1
	4
	2

	r4
	4
	2
	3
	1


rejtvény négy üres mezőjében 1 és 2 a jelöltek.  A rejtvénynek két megoldása van aszerint, hogy például r1c1=1 vagy r1c1=2. Eszerint tS2(4)≥12.  Ugyanez a példa latin négyzetek esetén is jó, ezért tL2(4)≥12. Ha csak három elem hiányzik, akkor van olyan vonal, ahol egyértelműen adódik a negyedik elem, majd a teljes kitöltés. Eszerint mindkét esetben egyenlőség is teljesül. n≥4 esetén alkalmazható ez a gondolatmenet, ekkor tL2(n)=≥ tS2=n2−4.
      A (2,2)-edrendű de Bruijn sorozatok esetén a 0?1? rejtvény mutatja, hogy a második elem lehet 0 is, 1 is. Az Euler-körös előállításnál ez azt jelenti, hogy a 0 csúcsból indulva a 00 élhez tartozó hurkot most vagy később rajzoljuk meg. Eszerint  tB1(2,2)≥2. Mivel 3 elem már meghatározza a negyediket, tB1(2,2)=2.
7. LESZÁMLÁLÁS
     Ha l(n) n-edrendű latin alapnégyzet van, akkor az n-edrendű latin négyzetek L(n) száma L(n)=n!(n -1)!l(n) [Smetaniuk1982,McKayWanless2005]. Az előbbi példák szerint l(1)=l(2) = 1 és L(1)=1, L(2)=12.

     Az n-edrendű latin négyzetek számára jó becsléseket adott Smetaniuk [Smetaniuk1982], és ma már n≤11 estén a pontos érték is ismert [McKayWanless2005]. Például a kilencedrendű latin négyzetek száma 5524751496156892842531225600 ≈ 5.525 × 1027.
      b(n,k)-val jelölve a megfelelő redukált sorozatok számát, és B(n,k)-val a megfelelő de Bruijn sorozatok számát, azt kapjuk, hogy  b(2,2)=1 és B(2,2)=4. Ismert a de Bruin sorozatok száma [Berge1973,Hall1967]. Shallit [Shallit1993] megadta az adott hosszúságú bináris sorozatokban lévő, különböző részszavak számát. Ezt az eredményt kiterjesztettük tetszőleges ábécére.

     Ha s(n) n-edrendű Sudoku alapnégyzet van, akkor az n-edrendű Sudoku négyzetek száma S(n) = [n1/2(n1/2 – 1)]!s(n). Ismert a 4-edrendű és a 9-edrendű sudoku négyzetek pontos száma. Előbbi 288, utóbbi 6,670,903,752,021,072,936,960 (6.67×1021) [FelgenhauerJarvis2005]. A negyedrendű sudoku alapnégyzetek száma 6, a kilencedrendű sudoku alapnégyzetek száma 5472730538 [FelgenhauerJarvis2005].
8.  NÖVEKVŐ TÖMBÖK

     A de Bruijn tömböknek végtelen változatai is ismertek: a minta mérete [CummingsWiedemann1986,  Iványi1988,Iványi1990, Vörös1984], az ábécé mérete [HurlbertIsaak1994, HorváthIványi2006] vagy a dimenzió is tarthat a végtelenbe.
     Bizonyos végtelen tökéletes négyzetek előállításánál hasznos a NÖVEKVŐ-PÁROS algoritmus [HurlbertIsaak1994].
9. MAGASABB DIMENZIÓS TÖMBÖK

     A latin és sudoku tömböket előállító algoritmusok háromnál magasabb dimenzióban is jól használhatók. A de Bruijn tömbök esetén már nem ilyen egyszerű a helyzet. Azt meg lehet mutatni az
nV = bd, ahol V = ad

diophantoszi egyenlet elemzésével, hogy ha d≥4, akkor páratlan d-re akkor kapjuk a legkisebb b-t, ha n=2d és a=2, míg páros d-re az a célszerű, ha n=a=2. Utóbbi esetben N=(n,a)=a=2, ezért a CELLULAR algoritmus olyan hasábot állít elő, amelyik a COLOUR algoritmussal színezhető, tehát a lehető legkisebb de Bruijn kockát elő tudjuk állítani.

      Páratlan n esetén esetén azonban CELLULAR túl magas hasábot állít elő, ezért meg kell növelnünk az ábécé méretét − bár az igaz, hogy tetszőleges d, n és a esetén tudunk d dimenziós, (kn,a)-rendű de Bruijn kockát előállítani.  
10. ALGORITMUSOK PSZEUDOKÓDJA

Az algoritmusok pszeudokódját  [CLRS2001] szerint írtuk le. 
10.1. Latin négyzetek előállítása

Az algoritmus bemenete az ábécé n mérete, kimenete pedig az n x n méretű LN = [lij] latin alapnégyzet.

LATIN-NÉGYZET(n,LN)

  1 for j ← 1 to n

  2      LN[1,j] ← j

  3 for i ← 2 to n

  4      for j ← 1 to n

  5      LN[i,j] ← LN[i-1,j+1 (mod n)]

  6 return LN
A LATIN-NÉGYZET algoritmus futási ideje Θ(n2).

10.2. Latin kockák előállítása

Az algoritmus bemenete az ábécé n mérete, kimenete pedig az nxnxn méretű LK = [lijk] latin alapnégyzet.

LATIN-KOCKA(n,LK)

  1 for j ← 1 to n

  2      do LK[1,j,1] ← j

  3 for i ← 2 to n

  4      do for j ← 1 to n

  5            do LK[i,j,1] ← LK[i-1,j+1 (mod n),1]
  6 for k ← 2 to n

  7       do for i ← 1 to n

  8             do for j ← 1 to n

  9                  LK[i,j,k] ← LK[i,j,k-1]+1 (mod n)
10 return LK
A LATIN-KOCKA algoritmus futási ideje Θ(n3).

10.3. Sudoku négyzetek előállítása

10.4. Sudoku kockák előállítása

10.5. Tökéletes sorozatok előállítása Martin algoritmusával

Az algoritmus bemenete az ábécé n és a minta a mérete, kimenete pedig egy na hosszúságú BS tökéletes alapsorozat.
MARTIN(n,a,BS)

  1 for i ← 0 to na-1
  2      do C[i] ← n − 1

  3 for i ← 1 to a

  4      do BS[i] ← 0

  5 for i ← 1 to na
  6      do k ← BS[i − a + 1]

  7           for j ← 1 to a − 1

  8                 do k ← k n + BS[i − a + j]
  9          BS[i] ←  C[k]
10          C[k] ← C[k] − 1
11 return BS
Az algoritmus futási ideje Θ(na).
10.6. Tökéletes sorozatok előállítása Horváth−Iványi színező algoritmusával

Az algoritmus bemenete az ábécé n és a minta a mérete, valamint egy cellás (n,a)-adrendű BS[1..na], kimenete pedig egy (kn,a)-ad rendű BS[1..(kn)a] BS tökéletes sorozat [HorváthIványi2006].

10.7. Tökéletes d dimenziós hasábok előállítása Fan-Fan-Ma-Siu eltolásos algoritmusával

Az algoritmus bemenete az ábécé N és a minta a mérete, valamint a kiindulásként használt Hd hasáb és annak d dimenziója, kimenete pedig egy Hd+1 hasáb [FanFanMaSiu1985,Cock1988].

SHIFT(N,d,a,Hd, Hd+1)

  1 MARTIN($N{a^d}$,a - 1,w)
  2 for j ← 0 to $N^{a^d - a^{d - 1}}$−1
  3       do  alakítsuk wi-t nd jegyű N-áris számmá
  4             Hd+1 (j+1)-edik rétegét úgy állítjuk elő, hogy Hd j-edik    

                  rétegét többszörösen eltoljuk 

  5 return Hd+1
10.8. Páros sorozat előállítása Iványi-Tóth algoritmusával
Az algoritmus bemenete az ábécé n (n páros) és a minta a mérete, kimenete pedig egy na hosszúságú BPS páros tökéletes sorozat [IványiTóth1988,Iványi2000,Knuth2005].

10.9. Növekvő páros sorozat előállítása Hurlbert-Ishaak algoritmusával  
Az algoritmus bemenete az ábécé n (n páros) és a maximális minta a mérete, kimenete pedig egy na hosszúságú BNS páros növekvő tökéletes sorozat [HurlbertIshaak1994].

NÖVEKVŐ-PÁROS(n,BNS)

  1 if N = 2 then

  2     do

  3

10.10.Tökéletes négyzetek előállítása Iványi-Tóth rácsos algoritmusával
Az algoritmus bemenete az ábécé n és a minta a mérete, valamint egy na hosszúságú BP tökéletes páros sorozat, kimenete pedig egy BN tökéletes négyzet [IványiTóth1988,Knuth2005].

MESHING(n,a,BPS,BN)

  1 for i ← 1 to na
  2       do for j ← 1 to na
  3             if i + j páros then BN[i,j] ← BPS[i]

  4                                  else  BN[i,j] ← BPS[j]
  5 return BN
10.11. Cellás hasáb előállítása 
Ez az algoritmus az ismert SHIFT, MARTIN, EVEN és MESH algoritmusokból áll.
CELLULAR(n,d,a,N,A)
  1 N ← N(n,a)
  2 if d = 1 
  3    then MARTIN(N,d,a,A)
  4             return A
  5 if d = 2 és a = 2 és N páros 
  6    then MESH(N,a,A) 
  7             return A
  8 if N páratlan vagy a ≠ 2  
  9     then MARTIN(N,a,P1)
10              for i ← 1 to d - 1
11                    do SHIFT(N,i,Pi, Pi+1)
12              A ←  Pd
13              return A
13 MESH(N,a,P1)
14 for i ← 2 to d - 1
15       do  MESH(N,i, Pi, Pi+1)
16 A ← Pd
17 return A
10.12. De Bruijn kocka előállítása színezéssel
A bemenő adatok N, d, a, k, k, egy cellás szerkezetű A (N,d,a,b)-rendű de Bruijn tömb, a kimenet 
a P (kN,d,a,c)-tökéletes de Bruijn töm, ahol c=(a1k1, a2k2,…, akkk).
COLOUR(N,d,a,k,k,A,P)
  1 rendezzük az A tömb másolatait k1xk2x…xkk méretű R tömbbe
  2 hozzuk létre az R-hez hasonló szerkezetű I indexelő sémát
  3 I elemeit V jegyű, k-áris számokká alakítva és N-nel beszorozva hozzuk létre a C színező tömböt 
  4 C j-edik celláját (j \in [0..k^{a^d}-1]) R minden cellájához hozzáadva hozzuk létre P-t
  5 return P
10.13. Növekvő kocka előállítása
GROWING bemenő paraméterei n, d, a és r, a kimenete pedig a d dimenziós Sr de Bruijn kocka, amely az r-edik prefixe egy (n,d,a)-növekvő tömbnek.

GROWING(n,d,a,r,Sr)

  1 CELLULAR(n,d,a,N,P)

  2 N ← aq (ahol q azon prímek szorzata, melyekre p osztója a-nak,   

                   de nem osztója n-nek)

  3 if P is szimmetikus 

  4     then S1 ← P

  5 if P nem szimmetrikus 

  6     then n1 ← N^{d/\mathrm{gcd}(d,a^d)}

  7                                   k ← n1/N

  8                                   k1 ← (n1)^{a^d/3}/N^a

  9                                   for i ← 2 to d

10                                         do  ki← (ni)^{a^d/d}/N^{ai-a^{i-1}}

11                                                COLOUR(n1,d,a,k,k,P,S1) 

12 k ← N^d/\mathrm{gcd}(d,a^d)

13 for i ← 1 to d 

14                 do k_i  ← (n_2)^{a^d/d}/N^{a^i - a^{i-1}}

15 for i  ← 2 to r

16       do n_i ← N^{di/\mathrm{gcd}(d,a^d)}$ 

16            COLOUR(ni,d,a,k,k,Si-1, Si)

17 return S_r
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