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1. Alapfogalmak

Egy m x n méreti bindris matrix r-jo, ha minden oszlopédban legfeljebb r egyes van; r-iitemez-
hetd, ha nulla elemek torlésével j6 matrixszd alakithatd; r-biztos, ha tetszbleges k-ra igaz, hogy a
matrix elsé k oszlopaban legfeljebb kr darab egyes van.

Legyen Z olyan m X n méreti métrix, melynek elemei egymastdl fliggetlen valdszintiségi
valtozok, és mindegyik valészinliségi valtozé p valészintiséggel az 1 és 1 - p valdszintiséggel a 0
értéket veszi fel. Az m > 1 esetben a j6 matrixok segitségével alsé, a biztos métrixok segitségével
fels6 korlatokat adunk annak aszimptotikus valészinfiségére, hogy a Z matrix egy konkrét rea-
lizacidja 1-iitemezhetd, és megadjuk azt a kritikus valdszintiséget, amelynél kisebb p-re a Z métrix
pozitiv valdészinliséggel 1-biztos.

2. Bevezetés

A kombinatorikusok [3, 6, 7, 18, 19] és a fizikusok [1, 4, 9, 13, 15] egyik népszerii kutatasi
témdja a kiilonbdzs grafokon val6 bolyongds. Ebben a cikkben egy olyan — a perkol4cié [6, 7, 13,
15] vizsgalatabdl szarmazo — feladatot elemziink, amely a kolcsonds kizarast igénylé erSforrdsokat
haszndlé parhuzamos folyamatok iitemezésénél is érdekes. A folyamatok iitemezhet6ségi valdszi-
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niiségének becslését egyenes mentén torténd aszimmetrikus bolyongds vizsgalatdra vezetjiik vissza.
3. A feladat megfogalmazasa

Legyenek m és n pozitiv egészek, legyen r (0 < r < m) valds szdm és Z olyan z;; fliggetlen
valdszinliségi valtozokat tartalmazé matrix, melyek kozos eloszldsa P(z;; = 1) = pés P(z;; = 0) =
l-p

Legyen A a Z mitrix egy konkrét megvaldsitasa.

A j6, biztos és iitemezhetd matrixok definicidja a kdvetkezd.

Az A mitrixot r-jénak nevezziik, ha minden oszlopa legfeljebb r darab egyest tartalmaz. A
kiilonb6z6 m x n méretii r-jé matrixok szamat G,(m, n)-nel, a Z mdtrix jésdganak valdszinliségét
pedig g,(m, n, p)-vel jeloljik.

m k

Az A mitrixot r-biztosnak nevezziik, ha )}  a;; < kr VI<k<n.

i=1 j=1

A kiilonbdz6 m X n méretii r-biztos matrixok szamat S ,(m, n)-nel, a Z matrix biztossdganak
valészinliségét pedig s.(m, n, p)-vel jeloljik.

Ha a;; = 0, akkor az g;; elem t6rolhetd az A matrixbol. a;; torlése azt jelenti, hogy az
aj j+1, .-, aip €lemek masodik indexét eggyel csokkentjiik és az a;, = 0 elemet hozzéirjuk az A

matrix i-edik soranak végéhez.



Az A matrixot Winkler r-iitemezhetdnek (roviden r-titemezhetének vagy r-kompatibilisnek)
nevezziik, ha torlésekkel dtalakithaté r-j6 mdtrixsza. A kiilonb6zd m x n méretl, r-litemezhetd
matrixok szdmdt W,(m,n)-nel, a Z matrix r-iitemezhet8ségének valdszinliségét w,.(m, n, p)-vel
jeloljik. A w,(m, n, p) fliggvényt r-litemezhet6ségi fiiggvénynek nevezzik. A g.(m, n, r), w.(m, n, r)

és s,(m, n, r) fliggvényeket siriségfiiggvényeknek nevezziik. A jo, biztos és litemezheté matrixok
aszimptotikus siiriiségét a

gr(m, p) = ,}Lrgo gr(m,n, p),
sy(m, p) = nh_{rolo sy(m,n, p),

wy(m, p) = ,}LI?O wy(m, n, p).

hatarértékekként definidljuk.
A kovetkez8, kritikus valészintiségeknek nevezett szuprémumok tébb alkalmazasban jelentds
szerepet jatszanak:

Werir,/(m) = sup{p | w,(m, p) > 0},
gcril,r(m) = SUP{P | gr(ms P) > 0},
Scrit,r(m) = sup{p | s-(m, p) > 0}.

Ennek a cikknek a célja az iitemezhetd matrixok kiilonb6zé tulajdonsidgainak elemzése —
elsGsorban szamitogépes szimuldcid segitségével.

Vizsgélataink kiindul6 pontja Gacs Péter [7] cikke, amely szerint elég kis p értékre w1 (2, p) >
0. A tétel bizonyitasabol adddik, hogy werir1(2) > 107490, Ebben a cikkben Gécs polinomidlis
algoritmust javasol annak eldontésére, hogy adott A métrix litemezhet6-e.

Mig a két dimenzids perkoldciénak gazdag irodalma van, kevés eredmény ismert tébb di-
menziéban. A [10] cikkben szerepel a Winkler-modell kiterjesztése tetszdleges m > 2 dimenzidra.

Giécs algoritmusdndl gyorsabb algoritmust javaslunk a két dimenzids esetre, és ezt az algorit-
must kiterjesztjiik tetsz8leges dimenzids méatrixok vizsgilatara.

Megjegyezziik, hogy a dolgozatban vizsgalt probléma a [11] cikkbdl szarmazik.

4. A feladat értelmezése

Béar a Winkler—-modellt a perkolacié leirdsdra javasoltdk, a problémdk egy—egy lehetséges
informatikai értelmezését mutatjuk be. m folyamatnak idénként ugyanarra az er6forrdsra van
sziiksége, amelybdl r egység van. Az i-edik folyamat er6forrdsigényét az a;1, ap, ..., ain sorozattal
adjuk meg. Ha ennek a sorozatnak az a;; eleme egyes, akkor az i-edik folyamat [j — 1, j) inter-
vallumban igényli az er6forrdst. Ha a;; = 0, akkor ugyanabban az intervallumban a folyamat nem
igényli az er6forrdst, mert kés6bbre halaszthatd hattérmunkét végez - ez magyardzza, hogy az
litemezhetdség érdekében a nulldk torolhetdk.

Azm = 1ésr = 1 specidlis eset az ismert jegyvéltasi probléma [14, 18] és szavazdsi probléma
[5], azm = 2 és r = 2 specidlis eset pedig a Winkler-féle perkolaciés modell [7, 19].

A j6 métrixok torlés nélkiil itemezhet6k. A nem j6 matrixok egy része torlés(ek) segitségével
jova alakithat6, azaz litemezhetd. A biztossdg az iitemezhetGség sziikséges feltétele. Ezért a jo
matrixok szdma alsé korlét, a biztos matrixok szdma pedig felsé korldt az litemezhetd matrixok
szamadra.

Mivel a problémét informatikai problémaként kezeljiik, ezért a tovabbiakban els6sorban Feller
[5] informatikai (tomegkiszolgalasi) terminoldgidjat haszndljuk.



5. Algoritmusok

Konnyen ellenérizhets, hogy tetszbleges m, n és r mellett egy matrix jé-e €s hogy biztos-e.
5.1. J6 matrixok

Csak azt kell megvizsgdlnunk, hogy az oszlopok elemeinek dsszege kisebb-e r-nél — és csak
az elsd olyan oszlopig kell elmenniink, amelyre a feltétel nem teljesiil.

Jé(m, n,r)

1 for i=1t n
2 si=1

3 for j=11t0 m

4 s:=s+ali,j]

5 if s>r

6 then return "a matrix nem j 0"
7 return  "a matrix j 0"

Rogzitett m és r esetén ez az algoritmus legrosszabb esetben @(n) ideig fut, legjobb és varhat6
esetben pedig O(1) ideig.

5.2. Biztos matrixok

Itt oszlopfolytonosan szamoljuk az egyeseket és szdmukat oszloponként Osszehasonlitjuk az
adott oszlop indexének r-szeresével.

BIZTOS(m, n, r)

1 s5:=0

2 for i=1to n

3 for j=1t0 m

4 s:=s+af ji]

5 if s>ixr

6 then return "t Ul sok 1-es van az i-ik oszlopig"
7 return  "a matrix biztos"

Rogzitett m és r esetén ennek az algoritmusnak legrosszabb esetben O(n), legjobb esetben pe-
dig ©(1) a futdsi ideje.

A tovdbbi vizsgélatokat az r = 1 specidlis esetben tessziik.



5.3. Utemezhetsség

Adott A métrix javithatosagat nyers erdvel példdul gy vizsgilhatjuk, hogy a benne 1év6 nulldk
halmazdnak minden részhalmazat (kiilon—kiilon) toroljiik, és az {gy kapott matrixok jésdgat vizs-
géljuk. Ebbél a legrosszabb esetre nézve @(n+2%") ellendrzési id6 adédik. Ennél ismert sokkal jobb
modszer is [7]. Rendeljiik hozzd A-hoz azt a G(A) irdnyitott grafot, melynek (n + 1)? csicsa van:
a koordindtarendszer (i, j) koordinatdju pontjai, ahol 0 < 7, j < n. A graf éleit a kdvetkez8képpen
definidljuk:

I.ha x; = y; = 1, akkor az (i, j) csucsbOl nem indul ki €l;

2.hax; =y; = 0, akkor az (i, j) csticsbol két €l indul ki: az egyik az (i + 1, j), a mésik pedig
az (i, j + 1) csticsban végzddik;

3.hax; =0ésy; = 1, akkor az (i, j) csucsbdl két €l indul ki: az egyik az (i + 1, j), a mdsik
pedigaz (i + 1, j + 1) csicsban végzadik;

4.ha x; = 1és y; = 0, akkor az (i, j) cstcsbol két €l indul ki: az egyik az (i, j + 1), a mdsik
pedig az (i + 1, j + 1) csticsban végzddik.

ahol 0 <i,j<n.
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Giécs Péter cikkében [7] szerepel a kovetkezd 4llitds:

Lemma. Az A mdtrix akkor és csak akkor iitemezhets, ha a G(A) grdfban van az origébol
indulo és vagy egy (n,i) vagy pedig egy (i, n) pontban végzddd irdnyitott iit.

Ahhoz, hogy egy fent emlitett utat megtaldljunk, haszndlhatjuk mondjuk azt az algoritmust,
ahol az orig6t betessziik egy sorba és egy halmazba. (A halmaz segit nekiink abban, hogy egy
pontot legfeljebb egyszer terjessziink ki, a sor pedig abban, hogy a pontokat atlésan terjessziik ki
a futas soran.)

Ismételjiik a kovetkezd 1épést, amig a sor ki nem iiriil, vagy olyan ponttal nem taldlkozunk, amely-
nek van legaldbb egy koordindtdja, amely n:

Vegyiik ki a sor elsé elemét. Vizsgdljuk meg, hogy a csicsbdl hova vezet €l és az esetleges
csucsok szerepelnek-e mar a halmazban. Ha még nem szerepelnek, akkor tegyiik bele a halmazba
és a sorba is.

Ha a sor kitiriil anélkiil, hogy taldlkoztunk volna olyan cstccsal, amelynek legaldbb egyik koor-
dinatija n, akkor nem létezik ut. Ha futds kozben taldlkozunk ilyen csiicesal, akkor kész vagyunk,

talaltunk utat.

Koribban emlitettiik, hogy ennél az algoritmusndl jobbat fogunk mutatni. Ezt gy tehetjiik



meg, hogy a fenti bijektiv megfeleltetésnél behizott koordinatatengellyel parhuzamos éleket nem
huzzuk be, amikor 4tlds élek indulnak ki egy csucsbdl. Mig az eredeti megfeleltetésnél dtlagosan
6/4 €l indul ki egy csicsbdl, addig jelen esetben csak 4/4. Az, hogy ezeknek az éleknek az el-
hagydsa jogos, - azaz megtehetd anélkiil, hogy az litemezhetSség eldontését befolydsolna — bizo-
nyitanunk kell.

Allitds: Az eredetileg definidlt grdfos megfeleltetésbol elhagyott élek az iit létezését nem befolyd-
soljdk.

Bizonyitas: Az eldontés ekvivalencidjat négy kisebb allitasként irhatjuk fel, melyeket egyenként
bizonyitunk.

1. segédallitas: Ha az uj grdfban létezik it, akkor az eredetiben is, amely az origd csiicsbdl
indul és olyan csiicsba vezet melynek a koordindtdja (i,n) vagy (n,i). Az allitds konnyen addédik,
hiszen az 4j grafot az eredetibdl élelhagydssal hoztuk Iétre.

2. segédallitas: Ha az eredeti grdfban nincs az origo csiicsot (i,n) vagy (n,i) koordindtdjii
csticcsal dsszekotd iit, akkor az j részgrdfban sincs. Ez ad6dik részgraf tulajdonsagbol.

3. segédallitas: Ha az eredeti grdfban létezik az origo csiicsbol induld (i, n) vagy (n, i) csiicsba
vezet?d tt, akkor az uj grdfban is.

Bizonyitas: A bizonyitdshoz élhalmazok egymdsba skatulydzdsdnak kozrefogési elvét fogjuk
alkalmazni. Ehhez a kovetkez6 indukcids eljarast hajtsuk végre:

1. Vegyiink egy tetszbleges két soros, n oszlopos bindris mdtrixot és allitsuk elé Géacs javaslata
alapjan a neki megfeleltetett grafot

2. Vegyiik a grif azon csticsait, amelyeknek legaldbb egyik koordindtéja »

3. Valasszuk ki koziiliikk azokat, melyekbe vagy 4tlos él vezet, vagy olyan €1, amelynek forras-
csicsabol nem indul ki 4tlés él. Ez a csuicsra vonatkozéan nem kizdré vagyot jelent!

4. Most vélasszuk ki ezeknek a csticsoknak a sziilit és szinezziik kékre az Sket 6sszekotd
éleket. Ekkor minden olyan cstcsot kivadlasztunk, melyeknek legaldbb egyik koordindtdja
n — 1 és beldliik el lehet jutni olyan pontba, melynek legaldbb egyik koordinitija n. Ez
nyilvanval®d, hiszen ha egy csiicsb6l mer6leges élek indulnak ki, akkor ra kovetkezd csticsuk
kivélasztisra keriilt a 3. pontban. Ha pedig 4tlos €l is indulna ki, akkor visz jobbra és fel-
fele is. Azokat a pontokat, amelyeknek egyik koordindtdja n — 1 és a mdsik pedig legfel-
jebb n — 1, azok koziil csak azokat hagyjuk meg, amelyeket a hatdrpontok sziil6csticsainak

27 2z

véalasztottunk, a tobbit toroljiik a hozzdjuk vezetd éllel egylitt.

5. Csokkentsiik 7 értékét egyel és ha még pozitiv, akkor ugorjunk a 2. pontra.

A fent definidlt eljards jol lathaté modon visszavdgja az eredeti grafot gy, hogy eltavolitja
azokat a pontokat, melyekbdl zsdkutcdba futnank, tovdbba ha egy pontbdl indul ki 4tlés €1, akkor
csak ezt hagyja meg. Ez az eljards tehat az 4j graf ¢leinek csak egy részhalmazdt hagyja meg a
Giécs szerinti grafon. Mivel az dltalunk kékkel szinezett Gt egyben egy lehetséges iitemezése is a



matrixnak, ezért az 4j grafban is 1étezik legalabb egy ilitemezés, ha az eredetiben is létezett.
4. segédallitas: Ha az 1ij grdf szerint nem iitemezhetd a mdtrix, akkor az eredeti szerint sem.

Bizonyitas: Indirekt tegytik fel, hogy az Gj graf alapjan nem iitemezhet$ a métrix, de az eredeti
szerint igen. Végezziik el a 3. dllitis bizonyitasahoz adott eljardst. Ekkor a visszavagott grafban
kellene lennie egy olyan kék éleket tartalmazé élsorozatnak, amely egy helyes iitemezés. Ugyan-
akkor az 1j grafnak ezt az élsorozatot sziikségszer(ien tartalmaznia kellene, igy ellentmonddsra
jutottunk.

A négy segéddllitassal lefedtiik az ekvivalencidra adott 4llitds Osszes lehetséges esetét. Ezek bi-
zonyitasaval pedig megadtuk az eredeti dllitas bizonyitasat is.

A Giécs dltal adott lemma és az elSbbiekben bizonyitott dllitds alapjdn megvalositottuk azt a
TERMESZETES algoritmust, amely csokkentett élszammal dolgozik és n = 1,2, ..., 17 értékekre
meghataroztuk a j6 G((2,n), a biztos S 1(2,n) és az litemezhetd matrixok Wi (2,n) szdmat, vala-
mint—a p = 0.5, p = 0.3 és p = 0.25 értékek mellett — a G1(2,n, p), S1(2,n, p) és W1 (2,n, p)
valészintiségeket.

TERMESZETES(m, n, p)

OSZLOPOS#, n)

Gi(m,n) := jo_matrix

S1(m,n) := biztos_matrix

Wi(m, n) := komp_maltrix

Gi(m,n,p):=0

S1(m,n,p) =0

Wiim,n,p):=0

for i=0to nxm
Gi(m,n, p) = Gi(m,n, p) + (p' + (1 = py"™ ) jo_szam| i]
S1(m,n, p) = S1(m,n, p)+ (p' + (1 = py"™1) x biztos_szam] i]
Wi(m,n, p) := Wi(m,n, p) + (p' + (1 = py™™~1) x komp_szaml i]
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jo_matrix, biztos_matrix és komp_matrix valtozdk tdroljdk a jo, biztos, illetve kompatibilis
matrixok értékét. jo_szamli], biztos_szam[i] és komp_szam[i] értéke megegyezik azon matrixok
szdmdval, amelyben pontosan i darab egyes taldlhato és jo, biztos, illetve kompatibilis.

Ezek kiszamitasdhoz az OSZLOPOS algoritmust készitettiik el, amely a kovetkezéképpen adddik:



OSZLOPOS(m, n)

1 jo_matrix :=0
2 biztos_matrix =0
3 komp_matrix := 0
4 for i:=0to n*xm do
5 jo_szam[i] :=0
6 bizt_szam[ i] := 0
7 komp_szam[ i] := 0
8 for i=0to n-1 do
9 oszlopok[ 1] := 0
10 egyesek_az_oszlopban[ i] == 0
11 egyesek_idaig[ i] :=0
12 STOP:=0
13 for i=0to m-1 do
14 STOP :=(STOP<<1)+1
15 while oszlopok[ 0] < STOP do
16 biztos_matrix := biztos_matrix + 1
17 bizt_szam|[ egyesek_idaig[ n — 1]] := bizt_szam|[ egyesek_idaig[ n — 1]] +1
18 jo :=igaz
19 i:=0
20 while i<n and jo do
21 if 1< egyesek_az-oszlopban] i
22 then jo := hamis
23 ic=i+1
24 it jo
25 then jo_marrix := jo_matrix + 1
26 komp_matrix := komp_matrix + 1
27 Jjo_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] := jo_szam[ egyesek_idaig[ n — 1]] +1
28 komp_szam[ egyesek_idaig[ n — 1]] := komp_szam[ egyesek_idaig[ n — 1]] +1
29 else if Utemezhet 0(oszlopok, m, n)
30 then  komp_matrix := komp_matrix + 1
31 komp_szam[ egyesek_idaig[ n — 1]] := komp_szam[ egyesek_idaig[ n — 1]] +1
32 for i=n-1 downto 0 do
33 BIZTOS := hamis
34 while  oszlopok[ i] < STOP
35 egyesek := 0
36 oszlopok[ i] := oszlopok[ i] +1
37 oszlop := oszlopok| i
38 while  oszlop >0
39 if osziop & 1
40 then egyesek := egyesek + 1
41 oszlop = oszlop >> 1
42 if egyesek_idaig| i] +egyesek — egyesek_az_oszlopban[ i] <=i+ 1
43 then BIZTOS :=igaz
44 egyesek_idaig[ i] = egyesek_idaig| i] +egyesek—
45 egyesek_az_oszlopban i
46 egyesek_az_oszlopban| 1] := egyesek
47 for j=i+1to rn-1 do
48 egyesek_idaig[ j] := egyesek_idaig] i]
49 if i<n-1
50 then for j=i+1 to »n do
51 oszlopok[ jl :=0
52 egyesek_az_oszlopban| j] :== 0
53 exit do
54 if BIZTOS
55 then exit for



A valtozok értelmezése:

oszlopok([i] a matrix i. oszlopa, 2-es szdmrendszerben felirt szdmként dbrdzolva
egyesek_az_oszlopban[i] az 1. oszlopban 1év6 egyesek szdma

egyesek_idaig[i] egyesek szdma a matrix els6 i+1 oszlopdban

STOP csupa egyest tartalmaz6 oszlopot reprezentld sz4m

jo értéke igaz, ha az aktudlis matrix jé, kiilonben pedig hamis
BIZTOS értéke igaz, ha az aktudlis matrix biztos, kiilonben pedig hamis
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Az OSZLOPOS algoritmus lényege, hogy elballitja azokat a matrixokat, amelyek biztosak, és
csak ezek koziil vizsgilja meg az UTEMEZHETO algoritmussal azt, hogy melyek azok, amelyek
valéban Winkler-iitemezhet&k.

UTEMEZHETO(o0szlopok, m, n)

1if m<2
2 then return igaz
3if n<2
4 then return igaz
5 koordl :=(0,...,0)
6 H:= {}
7 H:=H U koordl
8 while H=# {}
9 do koordl := min (H)
10 H:=H - koordl
11 iranyok_szama :=0
12 hataron := (0
13 for i=0t0 m-1
14 do leptetes = koord] i]
15 egyes = (oszlopok[ leptetes] >> i) & 1
16 if leptetes > n
17 then hataron = hataron + 1
18 if egyes#0
19 then iranyok_szama = iranyok_szama + 1
20 if  hataron >m -2
21 then return igaz
22 if iranyok_szama =0
23 then for i=0to m-1
24 do if koordl[i] <n
25 then koord2 := koordl
26 koord?2[ i] := koord2[ i] +1
27 H:=H U koord2
28 else if iranyok_szama = 1
29 then koord2 := koordl
30 for i=0t0 m-1
31 do if koord2[i] + l<n
32 then koord2[ i] = koord2[ i] +1
33 else koord2[i] :=n

34 H:=H U koord2
35 return hamis

A valtozok értelmezése:

koord1, koord2 m dimenzids koordindtak
H halmaz, mely m dimenziés koordinitakat tartalmaz,
a halmazon a rendezés koordindtdk szerint lexikografikus
iranyok_szama az adott koordindtapontbdl hdny 1-es cimkéji €l vezet ki
hataron koordl pontnak hany koordindtdja n
leptetes héiny bit lett feldolgozva az aktu4lis irdnyban
egyes koordl pontbdl az i. koordindtatengely mentén vezetS-e ki él 1, ha nem és 0, ha igen
min visszaadott értéke a megadott halmazban 1€v3 legkisebb elem
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A lemma szerint a G(A) graf belsd csticsaibdl atlagosan 1.5 €l indul ki. Amikor azonban x;_;
¢és y;_1 kiilonb6z0, nincs sziikség a tengelyekkel parhuzamos é€lre, elegendd csak az (i, j) pontba
vezetd él. Az {gy kapott H(A) graf cstcsaibdl masfél helyett csak 1 €l indul ki. Vizsgaltuk a két
dimenzids Winkler-modellnek a [10] cikkben javasolt m-dimenzids éltaldnositdsét is. Az m so-
ros matrixok iitemezhetdségének vizsgdlatit igy mar a fentebb bemutatott algoritmusban meg-
valositottuk. Mivel az algoritmus az (n + 2)" térfogatd térrész racspontjait legfeljebb egyszer ter-
jeszti (és akkor legfeljebb m kimend élet vizsgdl), igy futdsi ideje legrosszabb esetben O(m *
n™). Ha a vizsgdlt matrix minden eleme nulla, akkor példdaul harom dimenziéban a (0,0, 0), (n +
1,0,0),(0,n+1,0)¢és (0,0, n+1) pontok 4ltal hatdrolt hasdbban 1év§ racspontokat kell kiterjeszteni

- ebbdl adédik, hogy legrosszabb esetben a futdsi idé O(m = n™).

6. Matematikai eredmények

Ebben a részben elsbsorban azt vizsgdljuk - kiilonbdz6 moédszerekkel - hogyan fiigg a biztos

o

matrixok aszimptotikus sfirtisége az egyesek eléforduldsanak p valdszinliségétsl és a sorok m
szamatol.
A vizsgalt g,.(m, n, p), w,.(m, n, p) és s,(m, n, p) fliggvények tulajdonsdgai:
l.nelN,reRésrel[0,m]l,pe Rés pel0,1];
2. n szerint monoton csokkendk
3. p szerint monoton csokkendk
4. m szerint monoton csokkendk
5. r szerint monoton novekvék

A tovabbiakban mindeniitt feltessziik, hogy r = 1, azaz a jé mdtrixok oszlopaiban legfeljebb
egy egyes, a biztos matrixok k hosszusigu prefixeiben pedig legfeljebb k egyes lehet. Mivel r
értéke mindeniitt ugyanaz, a tovabbiakban elhagyjuk az r indexet.

6.1. Elozetes eredmények

A kés6bbiekben felhasznéljuk az aldbbi allitdsokat.

Jeloljik Cy-nel (n € IN) azon ay,ay, ..., ax, bindris sorozatok szdmdt, amelyekben n darab
egyes és n darab nulla van Ggy, hogy minden ay, ay, ..., ar(1 < k < 2n) kezd8sorozatban legfeljebb
annyi egyes van, mint nulla.

6.2. lemma. Ha n > 0, akkor

C = 1 (2n
"Tn+1\n
Megjegyezziik, hogy C, az n-edik Catalan-szdm, melynek explicit alakja szimos tankonyvben
és cikkben [2, 11, 12, 14, 16, 18] megtaldlhat6.
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6.3.lemma. Ha 0 < x < 1, akkor

=
o
= O

IA

=

IA
—_ N =

1 (2K ,
f<x>=x;m(k)<x<1—x»’“= ll—x

=
()
IA
=
IA

Bizonyitas.

Ham > 2, akkor a csupa nullat tartalmazé oszlopot fehérnek nevezziik, a pontosan egy egyeset
tartalmazét sziirkének az ett6l tébbel rendelkezdket pedig feketének hivjuk.

Ham > 2, akkor az A matrix minden oszlopa ¢ + mq val6sziniiséggel lehet fehér vagy sziirke,
ezért g(m, n, p) = ((¢"" + mq))".

Ha p > 0, akkor

g(m, p) = lim (" + mq)"* = 0, (6.2)
n—00

7

tehdt az oszlopok szdménak ndvekedtével a j6 matrixok slirlisége tart a nulldhoz.

Ha az m = 2 esetben egy j6 matrixbdl toroljiik a fehér oszlopokat, akkor csak sziirke oszlopok
maradnak, azaz a matrix két sora egymasnak a komplementere.
Vizsgdlataink szempontjabol fontos szerepet jatszik a kovetkezd egyszer( allitds.

6.4. lemma. Ha m > 2, akkor a jo mdtrixok iitemezhetdk, az titemezhetd mdtrixok pedig biztosak.

Bizonyitas. Ha az A mdtrix minden oszlopdban legfeljebb egy egyes van, akkor a métrix els§ k
oszlopdban Osszesen legfeljebb k egyes van.

Ha van olyan k(1 < k < n), amelyre A matrix els6 k oszlopaban tdbb egyes van, mint k, akkor
a skatulyaelv szerint az els6 k oszlop kozétt van olyan, amelyikben legaldbb két egyes van. Ha az

A matrixbdl torliink egy nullét, ezzel az els6 k oszlopban 1€v6 egyesek szdma nem csdkken - tehat
A nem iitemezhetd.

Az 4llitdsnak hasznos kévetkezménye az aldbbi.
6.5. kovetkezmény. Ha m > 2, akkor
g(m,n, p) < wm,n, p) < s(m,n, p)
g(m, p) < w(m, p) < s(m, p)
8erit(m) < Wepig(m) < serig(mp)

Az m X n méretli biztos matrixok elemzését az m > 4 esetben az m = 3 esethez hasonlé médon
végezhetjiik el.
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A bolyongé pont a legalabb b > 2 egyest tartalmazé oszlop esetén (b — 2)-t ugrik balra, két
egyest tartalmazo oszlop esetén egyet 1ép balra, egy egyest tartalmazo oszlop esetén helyben marad
és az m nullat tartalmazo oszlop esetén egyet lép jobbra.

A (b — 2)-vel balra ugras val6szintisége (7;) pP2q"*? | a balra 1épésé (’;)p’"‘zq2 , a helyben

maraddsé (’?)pqm‘l és a jobbra 1épésé (rg)qm , ezért a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fel.

Az m = 2 és m = 3-ra kapott kordbbi eredményeket is figyelembe véve ezzel a kovetkezd
eredményt kaptuk.

6.6. tétel. Ham > 2 ¢és 0 < p < 1, akkor

s(m.p) = 1 —f("?)(i) i-1)  (66)
i=\i)\l-p

1
Serit = (6.7)
m
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7. Szimulacios eredmények

7.1. Kétsoros matrixok

Az egyszerliség kedvéért az s(2, n, p) fliggvény helyett az u(2,n, p) = 1 — s(2, n, p) fiiggvényt ele-
mezziik. El6sz6r megadunk egy zart képletet u(2, n, p) meghatdrozasara.

7.2.lemma. Ha n > 1, akkor

n [(-1)/2] . . i—1 .
u,n,p)=y Y 2172 ci( ) )4"—1 (7.1
=1 j=0 \ 2

Az u(2,n, p)-re kapott (7.1) képlet nehezen kezelhet6nek latszik. Ezért bemutatunk egy kom-
binatorikus és két bolyongdsos modszert s(2, p) explicit alakjdnak levezetésére.

7.3.lemma. Ha 0 < p < 1, akkor

|
2 (7.2)

IA

p<

2
p—z, ha

u2,p)=4 9

1,

ha

—_—

<p<

= O

Mitrixaink vizsgalatdnak hasznos mddszere, ha minden matrixhoz hozzarendeliink egy — az
x-tengelyen valé — bolyongést.

A bolyongé pont a k-adik id6pontban a Py (by, 0) pontban van, ahol by a métrix elsd k osz-
lopaban el6fordult nulldk és egyesek szamanak kiilonbségét jellemzi.

Ha a bolyongés az origébdl indul, akkor

k
-1, ha Jk ugy, hogy k < Z (ai1 +ap)
by = ‘ i=1 (7.3)

k— . (ai +ap), egyébként
i=1

Bemutatunk egy olyan médszert, amelyet az r = 1 esetben tetszdleges m > 2 értékre alkal-
mazni tudunk.

Bizonyitas. Jeloljiik x;-val (k = —1,0, 1,2, ...) annak a valdszin{iségét, hogy a k pontbdl indul6 bo-
lyongé pont elnyelédik az x = —1 helyen. A két egyest tartalmazé, p? valészintiséggel eléfordulé
oszlopnak feleltessiink meg balra 1épést, a 2pg valészintiséggel el6forduld vegyes oszlopokhoz
tartozzon helyben maradds és a két nullat tartalmazé, ¢> valészintiséggel el6forduld oszlopoknak
feleljen meg jobbra 1épés.

Ekkor a kdvetkezd egyenleteket irhatjuk fel.
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X0 = ¢ x1 +2gpxo + p°
X1 = q*x2 + 2gpx1 + p*xo
e 5 (7.4)

X2 = q°x3 +2gpxa + pxy

X3 = q° x4 + 2qpx3 + pPx;
Legyen

G)=Yx7 (7.5)
i=1

az xp, X1, X2, . . . sorozat generatorfliggvénye. Az (7.4) egyenletrendszer x;-vel kezd6d6 egyenleteit

rendre z — i-vel beszorozva és az egyenleteket osszeadva a

G(Z) — X0
q—
Z

G(2) = +2pgG@) + p* (1 + 2GR).  (1.6)

Innen G(z) kifejezhetd

_P@

=56

(7.7)

alakban, ahol
P)=q¢*-p*z (18
és
Q) =p°2 +2pg +p -z (19

A ((z) polinom legfeljebb egy abszolut értékli z€rushelyein a Cauchy-Hadamard-tétel [17]
szerint a P(z) polinomnak a nulla értéket kell felvennie. A Q(z) = 0 egyenletet

(pz + ¢* =1 (71.10)

alakban felirva kozvetleniil adddik, hogy z = 1 gydke a Q(z) polinomnak. A P(1) = 0 egyenletbdl
az

Xo=2% (7.1

QIS

megolddst kapjuk.

1
A 7.1 abra mutatja a [0, 1] intervallumban értelmezett s(2, p) fiiggvény gorbéjének a [0, 5]
intervallumhoz tartozé részét.
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0.8-
0.6-
0.4

0.2-

0" 01 02 03 04 05
X

7.1. abra. Az s(2, p) litemezhetGségi fliggvény gorbéje.

A g2, p)és s(2, p) figgvények alapjin az m = 2 értékhez tartozé kritikus valosziniiségekre fennall

0=gcrit(2) < Werir(2) < $rir(2) = % (7.12)

GO Wz n) NCADERUCAD)
" ) Ve | o SEm | rom | Sam
1 3] 0750 3] 0.750 3] 0750 | 1.000
2 o 0562 10| 0625 10| 0625 | 1.000
3 27| 0452 35| 0.547 35| 0547 | 1.000
4 81| 0316 124 | 0484 126 | 0492 | 0084
5 243 | 0.237 444 | 0.434 462 | 0451 | 0961
6 729 | 0.178 1592 | 0389 1716 | 0419 | 0927
7 2187 | 0.133 5731 | 0.350 6435 | 0393 | 0.890
8 6561 | 0.100 20671 | 0315 24310 | 0371 | 0850
9 19683 | 0075 74722 | 0.285 92378 | 0352 | 0.808
10 59049 | 0.056 270521 | 0.258 352716 | 0336 | 0.767
1 177147 | 0.042 980751 | 0.234 | 1352078 | 0322 | 0.725
12| 531441 | 0032] 3559538 | 0212| 5200300 0310| 0.684
13| 1594323 | 0022 12931155 | 0.193 | 20058300 | 0299 | 0.646
14| 4782969 | 0018 | 47013033 | 0.175| 77558760 | 0289 | 0.606
15 | 14348907 | 0.013 | 171036244 | 0.159 | 300540 195 | 0280 | 0.568

7.2. abra. A p = 1/2 valészinliséghez tartoz6 kerekitett adatok.

16




Emlékeztetiink Gacs eredményére, amely szerint w..;(2) > 1
A 7.2. tabldzatban megadjuk a j6, iitemezhets és biztos matrixok szdmét és részardnyat — ami
megfelel a p = 0.5 értéknek. A tablazatban jellemzett matrixok oszlopainak szdma 1,2,...,15.

0—400

Jeloljiik a m X n méretii bindris matrixok szamat 7T (m, n)-nel. Ekkor T (m, n) = 2™".

Az eddigi eredmények alapjan mind a G(m,n)/T(m,n), mind pedig a W(m,n)/T(m,n) és

S (m,n)/T(m, n) értékeknek nulldhoz kell tartani n novekedtével.
Nyitott kérdés a W(2,n)/S (2, n) hanyados viselkedése.

A 7.3. tablazat s(2,n,0.4) oszlopdban a szdmoknak az 5/9 hatarértékhez kell tartaniuk — ami

még messze van.

A 7.4. tablazatban az s(2,n,0.35) oszlop szdmainak a 120/169 ~ 0.7101 hatarértékhez kell

tartaniuk.

w(2,n,0.4)
n T2,n) | g2,n,04) | w2,n,04) | s(2,n,0.4) m
1 4 0.8400 0.8400 0.8400 1.0000
2 16 0.7056 0.7632 0.7632 1.0000
3 64 0.5927 0.7171 0.7171 1.0000
4 256 0.4979 0.6795 0.6862 0.9902
5 1024 0.4182 0.6487 0.6639 0.9771
6 4 096 0.3513 0.6206 0.6470 0.9592
7 16 384 0.2951 0.5957 0.6339 0.9397
8 65 536 0.2479 0.5731 0.6234 0.9193
9 262 144 0.2082 0.5524 0.6149 0.8984
10 1 048 576 0.1749 0.5332 0.6078 0.8773
11 4194 304 0.1469 0.5155 0.6019 0.8565
12 16 777 216 0.1234 0.4988 0.5967 0.8359
13 67 108 864 0.1037 0.4832 0.5924 0.8157
14 268 435 456 0.0871 0.4685 0.5886 0.7960
15 1073 741 824 0.0731 0.4545 0.5854 0.7764
16 | 4294967 296 0.0644 0.4412 0.5825 0.7574
17 | 17 179 869 184 0.0516 0.4286 0.5800 0.7390

7.3. abra. A p = 0.4 valésziniiséghez tartozé kerekitett adatok.
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w(2,n,0.35)

n T2,n) | g(2,n,0.35) | w(2,n,0.35) | s(2,n,0.35) m

1 4 0.8775 0.8775 0.8775 1.0000

2 16 0.7700 0.8218 0.8218 1.0000

3 64 0.6757 0.7901 0.7901 1.0000

4 256 0.5929 0.7645 0.7699 0.9930

5 1024 0.5203 0.7441 0.7561 0.9841

6 4 096 0.4565 0.7255 0.7462 0.9723

7 16 384 0.4006 0.7094 0.7389 0.9601

8 65 536 0.3515 0.6949 0.7334 0.9475

9 262 144 0.3085 0.6817 0.7291 0.9350

10 1048 576 0.2707 0.6696 0.7258 0.9226

11 4194 304 0.2375 0.6585 0.7231 0.9107

12 16 777 216 0.2084 0.6481 0.7210 0.8989

13 67 108 864 0.1839 0.6383 0.7192 0.8875

14 268 435 456 0.1605 0.6291 0.7178 0.8764

15 | 1073741 824 0.1401 0.6204 0.7166 0.8658

16 | 4294 967 296 0.1236 0.6122 0.7156 0.8555

7.4. abra. A p = 0.35 valészin{iséghez tartoz6 kerekitett adatok.

n T@3,n) | GGB,n) | W3,n) | w(3,n,0.5) S@3,n) | s(3,n,0.5) M
s(3,n,0.5)
1 8 4 4 0.5000 4 0.5000 1.0000
2 64 16 19 0.2969 19 0.2969 1.0000
3 512 64 98 0.1914 98 0.1914 1.0000
4 4096 256 525 0.1282 531 0.1296 0.9892
5 32768 1024 2 884 0.0880 2974 0.0907 0.9702
6 262144 | 4096 | 16043 0.0612 | 17 060 0.0651 0.9401
71 2097152 | 16384 | 90091 0.0429 | 99 658 0.0475 0.9032
8 | 16777216 | 65536 | 507 520 0.0303 | 590 563 0.0352 0.8594

7.5. dbra. Az m = 3 és p = 0.5 paraméterekhez tartoz6 kerekitett adatok.

w(3,n,0.3)
n T(3,m) | g(3,n,0.3) | w(3,n,0.3) | s(3,n,0.3) m
1 8 0.7840 0.7840 0.7840 1.0000
2 64 0.6147 0.6795 0.6795 1.0000
3 512 0.4819 0.6153 0.6153 1.0000
4 4 096 0.3778 0.5682 0.5710 0.9951
5 32 768 0.2962 0.5313 0.5380 0.9875
6 262 144 0.2322 0.5004 0.5125 0.9764
7| 2097 152 0.1821 0.4739 0.4919 0.9634

7.6. abra. Az m = 3 és p = 0.3 értékekhez tartozé kerekitett adatok.
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w(3,n,0.25)
n| T@B,m) | gB3,n025 | w3,n,0.25) | s(3,n,0.25) m
1 8 0.8437 0.8437 0.8437 1.0000
2 64 0.7119 0.7712 0.7712 1.0000
3 512 0.6007 0.7286 0.7286 1.0000
4 4096 0.5068 0.6981 0.7004 0.9967
51 32768 0.4276 0.6748 0.6804 0.9917

7.7. abra. Az m = 3 és p = 0.25 értékekhez tartoz6 kerekitett adatok.

7.4. Haromsoros matrixok

Azm =3esetben3:0,2:1,1:2&s0: 3 lehet a nulldk és egyesek ardnya. A vizsgalt matrixhoz
olyan bolyongdst rendeliink, amelyikben a csupa egyes oszlop p* val6szintiségével ugrunk balra
kettGvel, a két egyest tartalmazé oszlop 3p?q valészintiségével 1épiink balra, az egy egyest tartal-
mazé oszlopok 3p? valészintiségével maradunk helyben és a hdrom nullét tartalmazé oszlop ¢
valészintiségével 1épiink jobbra.

8. Altalanos eset

Har =1ésm > 2, akkor a biztos matrixok vizsgdlata olyan aszimmetrikus bolyongésra vezet,
amely az orig6bdl indul, az x = —1 pontban van egy nyeld, és a mozgds a métrix oszlopainak

m

felel meg: ha az oszlopban egy egyes van — ennek valdszinlisége T pqg™~! — akkor a pont helyben

marad; ha az oszlopban k > 1 egyes van — ennek valoszinlis€ge (’Z)pkqm_q —akkor k — 1 helyet

ugrunk jobbra; ha pedig az oszlopban csupa nulla van — ennek valészinlisége g™ — akkor egyet
léplink balra.

A [11] cikkben (amely az interneten is elérhetd) megtaldlhaté a kovetkez6 tétel.

TETEL. Ham > 2 és0 < p < 1, akkor

simp)=1-3 (’")(L) i-1) 8.1
=\i\l-p

1
Serit = — (82)
m
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9. Osszefoglalis

Az m > 2 sort tartalmazé matrixokra megadtuk az {itemezhetségi fliggvény explicit alakjat
és meghataroztuk az s..;;(m) kritikus valészintiségeket. s.+(2) értéke a tobb perkoldciés modellre
jellemz6 1, a tovébbi kritikus valészintiségek értéke m ndvekedtével csékken.

A szimuldciés vizsgdlatok szerint a kritikus iitemezhet6ségi valdszintségek kozel vannak a
kapott fels§ korlatokhoz: az 7.2. tdbldzat a p = 0.5, az 7.3. tdbldzat a p = 0.4, az 7.4. tabldzat
pedig a p = 0.35 valosziniliséghez tartozé adatokat mutatja.

A tiblazatok adatai alapjin azt sejtjiik, hogy a [7] cikkben szerepld korl4tndl jobb is adhaté:
ha p < 0.4, akkor w(2, p) > 0.

A w(m, p)/s(m, p) hdnyadosok viselkedése még tovabbi elemzést kivan.

A cikkben szerepld alsé korldtndl nagyobbakat is meg tudunk adni, de azokbdl is csak a
természetes nulla alsé korldt adddik. A kritikus valdszintiségek pontosabb jellemzéséhez a jo
matrixokndl hasznosabb matrixokra van sziikség.
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