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1. Bevezetés

Kombinatorikusok korében ismert a Mozipénztaros problémadja. A pénztaros nyitaskor
egy lres kasszat kap és meg kell probdlnia eladni a jegyeket. A jegyek egységesen 500
forintba keriilnek és a sorbanallék 500 vagy 1000 forintossal szeretnének fizetni. A kérdés
az, hogy a sor elakad-e, azaz a pénztaros vissza tud-e adni azoknak akik 1000 forintossal
fizetnének.

A dolgozatban ezt a problémét éltaldnositjuk gy, hogy folyamatok fognak versen-
geni egy olyan kolcsonos kizarast igényld er6forrasért, amely egyszerre r folyamatot tud
kiszolgalni. A folyamatok hataridds tevékenységeket szeretnének végezni az er6forrds
segitségével és ezen szandékukat el6re tudjak. Eppen ezért megengedettnek tekintjiik, ha
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ezt a munkét kordbban végzik el, azonban kés6bbre nem halaszthatjak.

e Vizsgalatainkat r = 1 esetén fogjuk megtenni.
o Algoritmusokat készitiink a probléma megoldhatsagénak eldontésére.

e Bemutatunk egy a Gacs Péter dltal javasolt algoritmusnak egy ekvivalens, de élszam-
csokkentett graffal rendelkezd véltozatét.

e Megmutatjuk, hogy a grafok, illetve matrixok kozotti Osszefiiggések segitségével
hogyan lehet Iényegesen csokkenteni a futdsidét, ha egy iddintervallum Gsszes esetét
kivanjuk vizsgalni.

o A feladat megoldhatésdgahoz megfogalmazunk egy olyan sziikséges feltételt, amely-
nek bebizonyitjuk a kritikus val6sziniségét.

Megjegyzés: A probléma fellelhetd kombinatorikusok [3, 6, 7, 18, 19] és fizikusok
[1, 4,9, 13, 15] egyik népszer(i kutatdsi témdjaként, mint kiilonb6z6 grafokon valé bo-
lyongés. A problémat szokds perkolacionak [6, 7, 13, 15] nevezni (az angolok ezt a kife-
jezést eredetileg a hagyomanyos kavéfozében 1évo gbz bolyongd ttjara hasznaltdk).



2. A feladat reprezentacidja

Adott egy kolcsonds kizarast igényls erdforrds é€s m folyamat, melyek bizonyos id6-
pontokban az er6forrast haszndlni szeretnék. Minden folyamathoz tartozik egy sor, amely-
lyel az igényeit reprezentdljuk. Esetiinkben a reprezentidcié nem eseményalapu, hanem
azonos 1dokozonként készitett “pillanatképekkel” értelmezhetd.

A probléma megfeleltetéshez egy olyan bindris matrixot hasznalunk, amelynek egyes
sorai egy-egy folyamat kérelemsorat jelentik. Az oszlopok az Osszes folyamat igényérdl
azonos id6pillanatban késziilt ”pillanatképét” adjdk meg. A matrixban az els6 oszlop je-
lenti a vizsgalat kezdetét €s az utols6 a végét.

Iddpillanat
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2.1. abra. Folyamatok er6forrasigényének matrixa



3. Alapfogalmak
Egy m X n méret( binaris matrix
e r-jo, ha minden oszlopdban legfeljebb r egyes van;

e r-biztos, ha tetszdleges k-ra igaz, hogy a matrix elsd k oszlopaban legfeljebb kr
darab egyes van.

o r-iitemezhetd, ha nulla elemek torlésével j6 matrixsza alakithatd; azaz létezik a
nullaknak olyan részhalmaza, hogy ha ezen nulldk esetén az adott sorban 1év6 nullat
a sor végére vissziik és az utana 1év6 elemeket egyel balra 1éptetjiik, akkor a matrix
Jjo lesz.

Legyen Z olyan m X n méretl matrix, melynek elemei egymastdl fiiggetlen valdszind-
ségi valtozok, és mindegyik valdszinliségi valtozo p valdszinliséggel az 1 és 1 - p vald-
szinliséggel a 0 értéket veszi fel. Azm > 1 esetben a j6 matrixok segitségével also, a biztos
matrixok segitségével felsd korlatokat adunk annak aszimptotikus valésziniiségére, hogy
a Z matrix egy konkrét realizcidja 1-iitemezhetd, és megadjuk azt a kritikus valdszind-
séget, amelynél kisebb p-re a Z matrix pozitiv valdszintiséggel 1-biztos.

Néhany példa az egyes matrixtipusokra

0/0/0(1/0/1/0|0
0/1/1({0/ 0|01

[

3.1. abra. J6 matrix

1 0 0/0|0
0/1/0(0|1

1 1§
1 1 !

3.2. dbra. Biztos és litemezhetd, de nem j6 matrix

1 0 0/0|0
0/1/0(0|1

1 1§
1 1 !

3.3. abra. Biztos, de se nem jd, se nem iitemezhet6 matrix



4. A feladat megfogalmazasa

Legyenek m és n pozitiv egészek, legyen r (0 < r < m) val6s szdm és Z olyan z;;
fliggetlen val6szintiségi valtozokat tartalmazé matrix, melyek kozos eloszlasa
P(zij=1)=pésPlz;=0)=1-p

Legyen A a Z matrix egy konkrét megvalositasa.

A j6, biztos és litemezhetd matrixok definicidja a kdvetkezd.
Az A matrixot r-jénak nevezziik, ha minden oszlopa legfeljebb r darab egyest tartal-

maz. A kiilonb6z6 m X n méreti r-jo matrixok szamat G,(m, n)-nel, a Z matrix josaganak
valészindségét pedig g,(m, n, p)-vel jeloljiik.

3

M~

Az A matrixot r-biztosnak nevezziik, ha a;; < kr V1<k<n.
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A kiilonbozé m x n méretd r-biztos matrixok szamat S ,(m, n)-nel, a Z matrix biz-
tossaganak valdszintiségét pedig s,(m, n, p)-vel jeloljiik.

Ha a;; = 0, akkor az g;; elem torolhetd az A matrixbol. a;; torlése azt jelenti, hogy az
a; j+1, --., Ay €lemek masodik indexét eggyel csokkentjiik és az a;, = 0 elemet hozzairjuk
az A matrix i-edik sordanak végéhez.

Az A métrixot Winkler r-iitemezhetonek (roviden r-iitemezhetonek vagy r-kompa-
tibilisnek) nevezziik, ha torlésekkel atalakithat6 r-j6 matrixsza. A kiilonb6z6 mxn méretd,
r-litemezhetd matrixok szdmat W,(m, n)-nel, a Z métrix r-litemezhetdségének valdszind-
ségét w,(m, n, p)-vel jeloljik. A w,(m,n, p) fiiggvényt r-iitemezhetdségi fiiggvénynek
nevezzik. A g.(m,n,r), w.(m,n,r) és s,(m,n, r) fliggvényeket siiriiségfiiggvényeknek ne-
vezziik. A j6, biztos és litemezhetd matrixok aszimptotikus striségét a

gl‘(m’ p) = ,}1_)1?0 gr(m, n’ p)a
s.(m, p) = lim s,(m, n, p),
n—00

w,(m, p) = lim w,(m, n, p).

hatarértékekként definidljuk.
A kovetkezd, kritikus valdszintiségeknek nevezett szuprémumok tobb alkalmazdsban
jelent8s szerepet jatszanak:

Wcrit,r(m) = Sup{p | Wr(m» P) > 0}7
gcrit,r(m) = Sup{p | gr(m’ P) > O}’
Serir,(m) = sup{p | s,(m, p) > O}.

Ennek a dolgozatnak a célja az litemezhetd maétrixok kiilonbozd tulajdonsdgainak
elemzése — elsGsorban szamitogépes szimulacid segitségével.



Vizsgélataink kiindulé pontja Gacs Péter [7] cikke, amely szerint elég kis p értékre
wi(2,p) > 0. A tétel bizonyitasabol adédik, hogy we,1(2) > 107, Ebben a cikkben
Gaécs polinomidlis algoritmust javasol annak eldontésére, hogy adott A matrix litemezhet6-
e.

Mig a két dimenzids perkolacionak gazdag irodalma van, kevés eredmény ismert tobb
dimenzidban. A [10] cikkben szerepel a Winkler-modell kiterjesztése tetszSleges m > 2
dimenzidra.

Gécs algoritmusandl gyorsabb algoritmust javaslunk a két dimenzios esetre, €s ezt az
algoritmust kiterjesztjiik tetszéleges dimenzids matrixok vizsgélatara.

Megjegyezziik, hogy a dolgozatban vizsgalt probléma a [11] cikkbdl szarmazik.

5. A feladat értelmezése

Bar a Winkler—modellt a perkolacid leirasdra javasoltdk, a problémdk egy—egy le-
hetséges informatikai értelmezését mutatjuk be. m folyamatnak idénként ugyanarra az
er6forrdsra van sziiksége, amelybdl r egység van. Az i-edik folyamat er6forrasigényét az
aj, ap, ..., A, sorozattal adjuk meg. Ha ennek a sorozatnak az a;; eleme egyes, akkor az
i-edik folyamat [j — 1, j) intervallumban igényli az er6forrast. Ha a;; = 0, akkor ugyan-
abban az intervallumban a folyamat nem igényli az er6forrast, mert késdbbre halaszt-
hat6é hattérmunkat végez - ez magyardzza, hogy az iitemezhetdség érdekében a nullak
torolhetok.

Az m = 14ésr = 1 specidlis eset az ismert jegyvaltasi probléma [14, 18] és szavazasi
probléma [5], az m = 2 és r = 2 specidlis eset pedig a Winkler-féle perkolaciés modell [7,
19].

A jo matrixok torlés nélkiil iitemezhetdk. A nem j6 matrixok egy része torlés(ek)
segitségével jova alakithatd, azaz litemezhets. A biztossdg az litemezhetdség sziikséges
feltétele. Ezért a j6 matrixok szadma als6 korlét, a biztos méatrixok szdma pedig felsd korlat
az iitemezhetd matrixok szdmara.

Mivel a problémat informatikai problémaként kezeljiik, ezért a tovabbiakban elsésor-
ban Feller [5] informatikai (tdmegkiszolgalasi) terminoldgidjat hasznéljuk.



6. Algoritmusok, grafmegfeleltetések

Konnyen ellendrizhetd, hogy tetszdleges m,n és r mellett egy matrix j6-e és hogy
biztos-e.

6.1. Jo matrixok

Csak azt kell megvizsgalnunk, hogy az oszlopok elemeinek 0sszege kisebb-e r-nél —
€s csak az els6 olyan oszlopig kell elmenniink, amelyre a feltétel nem teljesiil.

1 for i=1t n

2 s=1

3 for j=11t m

4 s=s+ali,]j]

5 if s>r

6 return  "a matrix nem j 0"
7 return  "a matrix j 0"

Rogzitett m és r esetén ez az algoritmus legrosszabb esetben ®(n) ideig fut, legjobb
€s varhato esetben pedig ©(1) ideig.

6.2. Biztos matrixok

Itt oszlopfolytonosan szamoljuk az egyeseket és szamukat oszloponként dsszehasonlitjuk
az adott oszlop indexének r-szeresével.

BIZTOS(m,n, r)

1 s5s=0

2 for i=11t n

3 for j=11t0 m

4 s=s+ada| J,i

5 if s>ixr

6 return "t Ul sok 1-es van az i-ik oszlopig"
7 return "a matrix biztos"

Rogzitett m és r esetén ennek az algoritmusnak legrosszabb esetben O(n), legjobb
esetben pedig O(1) a futasi ideje.

A tovabbi vizsgalatokat az r = 1 specidlis esetben tessziik.



6.3. Utemezhetdség

Adott A matrix javithatésidgat nyers erdvel példaul Ggy vizsgalhatjuk, hogy a benne 1€vo
nulldk halmazanak minden részhalmazat (kiilon—kiilon) toroljiik, és az igy kapott métrixok
josagat vizs-géljuk. EbbdI a legrosszabb esetre nézve @(n * 22") ellendrzési id6 adodik.
Ennél ismert sokkal jobb modszer is [7]. Rendeljiik hozzd A-hoz azt a G(A) iranyitott
grafot, melynek (n + 1)? csticsa van: a koordindtarendszer (i, j) koordinataju pontjai, ahol
0 <i,j < n. A graf éleit a kovetkezdképpen definidljuk:

1. ha x; = y; = 1, akkor az (i, j) csucsbol nem indul ki €l;

2.ha x; = y; = 0, akkor az (i, j) csucsbol két €1 indul ki: az egyik az (i + 1, j), a masik
pedig az (i, j + 1) csucsban végzddik;

3.hax; = 0ésy; = I, akkor az (i, j) csucsbol két €l indul ki: az egyik az (i + 1, j), a
masik pedig az (i + 1, j + 1) csucsban végzddik;

4.hax; = 1ésy; =0, akkor az (i, j) csucsbol két €l indul ki: az egyik az (i, j + 1), a
masik pedig az (i + 1, j + 1) csicsban végzddik.

ahol0 <i,j<n.

= = = O = O = O

1 001 01 00

6.1. abra. Példa matrixnak megfeleltetett grafra
(a koordinétatengelyeken az origobdl indulva olvashatéak le a matrix sorai)



Gaécs Péter cikkében [7] szerepel a kovetkezd allitas:

Lemma. Az A madtrix akkor és csak akkor iitemezhetd, ha a G(A) grdfban van az
origobol indulo és vagy egy (n,i) vagy pedig egy (i, n) pontban végzodd irdnyitott iit.

Ahhoz, hogy egy fent emlitett utat megtaldljunk, hasznalhatjuk mondjuk azt az al-
goritmust, ahol az origét betessziik egy sorba és egy halmazba. (A halmaz segit nekiink
abban, hogy egy pontot legfeljebb egyszer terjessziink ki, a sor pedig abban, hogy a pon-
tokat atlosan terjessziik ki a futds sordn.)

Ismételjiik a kdvetkezd 1épést, amig a sor ki nem liriil, vagy olyan ponttal nem talalkozunk,
amelynek van legaldbb egy koordinatéja, amely n:

Vegyiik ki a sor elsd elemét. Vizsgaljuk meg, hogy a csticsbdl hova vezet él €s az eset-
leges cstcsok szerepelnek-e mar a halmazban. Ha még nem szerepelnek, akkor tegyiik
bele a halmazba €s a sorba is.

Ha a sor kiiiriil anélkiil, hogy taldlkoztunk volna olyan csticcsal, amelynek legalabb egyik
koordinatdja n, akkor nem létezik tt. Ha futds kdzben taldlkozunk ilyen csuccsal, akkor
kész vagyunk, talaltunk utat.

Korabban emlitettiik, hogy ennél az algoritmusnal jobbat fogunk mutatni. Ezt agy
tehetjiik meg, hogy a fenti bijektiv megfeleltetésnél behizott koordindtatengellyel parhu-
zamos €leket nem hizzuk be, amikor 4tlés élek indulnak ki egy cstcsbol. Mig az ere-
deti megfeleltetésnél atlagosan 6/4 él indul ki egy csticsbdl, addig jelen esetben csak 4/4.
Az, hogy ezeknek az éleknek az elhagydsa jogos, — azaz megtehetd anélkiil, hogy az
litemezhetdség eldontését befolydsolna — bizonyitanunk kell.

Allitas: Az eredetileg definidlt grdfos megfeleltetésbol elhagyott élek az iit létezését nem
befolyd-soljdk.

Bizonyitas: Az eldontés ekvivalencidjat négy kisebb allitasként irhatjuk fel, melyeket
egyenként bizonyitunk.

1. segédallitas: Ha az uj grdfban létezik ut, akkor az eredetiben is, amely az origd
cesticsbol indul és olyan csiicsba vezet melynek a koordindtdja (i, n) vagy (n,i). Az allitas
konnyen adddik, hiszen az 4j grafot az eredetibdl élelhagyassal hoztuk 1étre.

2. segédallitas: Ha az eredeti grdfban nincs az origo csiicsot (i,n) vagy (n,i) koor-

dindtdju csiccsal 0sszekotd iit, akkor az uj részgrdfban sincs. Ez adodik részgraf tulaj-
donsagbal.
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3. segédallitas: Ha az eredeti grdfban létezik az origo csticsbol indulé (i, n) vagy (n, i)
csucsba vezetd ut, akkor az uj grdfban is.

Bizonyitas: A bizonyitashoz élhalmazok egymasba skatulyazasanak kozrefogasi elvét
fogjuk alkalmazni. Ehhez a kovetkezd indukcids eljarast hajtsuk végre:

1. Vegylink egy tetsz6leges két soros, n oszlopos binaris métrixot €s allitsuk eld Gacs
javaslata alapjan a neki megfeleltetett grafot

2. Vegyiik a gréaf azon csucsait, amelyeknek legaldbb egyik koordinatdja n

3. Valasszuk ki koziiliik azokat, melyekbe vagy atlos €l vezet, vagy olyan él, amelynek
forras-csicsabdl nem indul ki atlés €. Ez a csicsra vonatkozdan nem kizar6 vagyot
jelent!

4. Most valasszuk ki ezeknek a csticsoknak a sziilit és szinezziik kékre az &ket Ossze-
kot6 éleket. Ekkor minden olyan csicsot kivédlasztunk, melyeknek legalabb egyik
koordinétdja n — 1 és beldliik el lehet jutni olyan pontba, melynek legalabb egyik
koordinatdja n. Ez nyilvanvald, hiszen ha egy csticsbol merSleges élek indulnak
ki, akkor rd kovetkezd csucsuk kivalasztasra keriilt a 3. pontban. Ha pedig atlés €1
is indulna ki, akkor visz jobbra és felfele is. Azokat a pontokat, amelyeknek egyik
koordinatdja n— 1 és a méasik pedig legfeljebb n— 1, azok koziil csak azokat hagyjuk
meg, amelyeket a hatdrpontok sziil6csicsainak valasztottunk, a tobbit toroljik a

hozz4juk vezet6 €llel egyiitt.

5. Csokkentsiik n értékét egyel és ha még pozitiv, akkor ugorjunk a 2. pontra.

A fent definialt eljaras jol lathat6 médon visszavagja az eredeti grafot ugy, hogy
eltavolitja azokat a pontokat, melyekbdl zsdakutcaba futnank, tovabba ha egy pontbdl in-
dul ki atlés €1, akkor csak ezt hagyja meg. Ez az eljarés tehat az 1j graf éleinek csak egy
részhalmazat hagyja meg a Gécs szerinti grafon. Mivel az altalunk kékkel szinezett tt
egyben egy lehetséges litemezése is a matrixnak, ezért az dj grafban is létezik legalabb
egy litemezés, ha az eredetiben is 1étezett.

4. segédallitas: Ha az iij grdf szerint nem iitemezhetd a mdtrix, akkor az eredeti sze-
rint sem.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy az 4j graf alapjan nem iitemezhetd a matrix,
de az eredeti szerint igen. Végezziik el a 3. allitds bizonyitasdhoz adott eljarast. Ekkor a
visszavagott grafban kellene lennie egy olyan kék €leket tartalmazo élsorozatnak, amely
egy helyes ilitemezés. Ugyanakkor az 4j grafnak ezt az élsorozatot sziikségszeriien tartal-
maznia kellene, igy ellentmonddsra jutottunk.

A négy segédallitassal lefedtiik az ekvivalenciara adott dllitas Osszes lehetséges esetét.
Ezek bizonyitdsaval pedig megadtuk az eredeti dllitas bizonyitdsat is.
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A kovetkezd két abran jol 1athat6 ezek alapjan Gécs grafmegfeleltetése és az tjonnan,
¢lelhagydssal kapott graf kozotti kiilonbség

Lo B R s B o
Lo B R s B o

1 001 1 001

6.2. abra. Kiilonbség megfeleltett grafok kozott.

A Gacs altal adott lemma €s az el6bbiekben bizonyitott allitds alapjan megvaldsitottuk azt
a TERMESZETES algoritmust, amely csokkentett élszammal dolgozik ésn = 1,2, ..., 17
értékekre meghatdroztuk a j6 G1(2, n), abiztos S1(2, n) és az litemezhetd matrixok W1 (2, n)
szamét, valamint —a p = 0.5, p = 0.3 és p = 0.25 értékek mellett — a G,(2,n, p),
S1(2,n, p) és W1(2, n, p) valoszintiségeket.

TERMESZETES (m, n, p)

OSZLOPOSH:, n)

G(m,n) = jo_matrix

S 1(m, n) = biztos_matrix

Wi(m,n) = komp_matrix

Gi(m,n,p) =0

S1(m,n,p) =0

Wi(m,n,p) =0

for i=0to nxm
Gi(m,n, p) = Gi(m,n, p) + (1?_i +(1- p)”*’"f") * jo_szaml i
S1(m,n,p) = S1(m,n, p) + (p' + (1 — p)*™™) = biztos_szam] i
Wi(m,n, p) = Wi(m,n, p) + (p' + (1 = py"™"~") x komp_szaml ]

PO OWoOoO~NOOURM~WNLE

B

Jjo_matrix, biztos_matrix €s komp_matrix taroljak a jo, biztos, illetve kompatibilis matrixok
ért€két. jo_szamli], biztos_szaml[i] és komp_szam[i] megegyezik azon matrixok szdmaval,
melyben pontosan i darab egyes taldlhat6 és jo, biztos, illetve kompatibilis.

A valtozok kiszamitasidhoz az OSZLOPOS algoritmus a kovetkezéképpen adddik:
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OSZLOPOS(m, n)

jo_matrix =0
biztos_matrix = 0
komp_matrix = 0
for i=01t0 nxm
jo_szam[ i] =0
bizt_szam[ i] =0
komp_szam|[ i] = 0
for i=0to n-1
oszlopok[ i] =0
10  egyesek_az oszlopban| i] = 0
11  egyesek_idaig[ i] =0
12 STOP=0
13 for i=0to m-1
14 STOP=(STOP<<1)+1
15 while oszlopok[ 0] < STOP
16  biztos_matrix = biztos_matrix + 1
17  bizt_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] = bizt_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] +1

O©Coo~NOoOUTh, WN PR

18 jo=igaz

19 i=0

20 while i<n && jo

21 if 1< egyesek_az oszlopban] i]

22 Jjo = hamis

23 i=i+1

24 if  jo

25 Jjo_matrix = jo_matrix + 1

26 komp_matrix = komp_matrix + 1

27 Jjo_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] = jo_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] +1

28 komp_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] = komp_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] +1
29 else if  Utemezhet 0(oszlopok,m,n)

30 komp_matrix = komp_matrix + 1

31 komp_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] = komp_szam| egyesek_idaig[ n — 1]] +1

32 for i=n-1 downto O
33 BIZTOS = hamis
34 while  oszlopok[ i] < STOP

35 egyesek =0

36 oszlopok[ i] = oszlopok[ i] +1
37 oszlop = oszlopok] ]

38 while  oszlop > 0

39 if oszlop & 1

40 egyesek = egyesek + 1
41 oszlop = oszlop >> 1
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42 if  egyesek_idaig| i] +egyesek — egyesek_az_oszlopban[ i] <=1+ 1
43 BIZTOS = igaz

44 egyesek_idaig[ i] = egyesek_idaig[ i] +egyesek—
45 egyesek_az_oszlopban] i
46 egyesek_az_oszlopban| i] = egyesek

a7 for j=i+11to n-1

48 egyesek_idaig[ j| = egyesek_idaig]| i]

49 if i<n-1

50 for j=i+11to n

51 oszlopok[ j1 =0

52 egyesek_az_oszlopban| jl = 0

53 break

54 if BIZTOS

55 break

A valtozok értelmezése:

oszlopok[i] matrix i. oszlopa, 2-es szdmrendszerben dbrazolva
egyesek_az_oszlopbanli] az 1. oszlopban 1év0 egyesek szama

egyesek idaig[i] egyesek szdma a matrix els6 i+1 oszlopdban

STOP csupa egyest tartalmazo oszlopot reprezentalé szdm
jo igaz, ha az aktualis matrix j6, kiilonben hamis
BIZTOS igaz, ha az aktudlis matrix biztos, kiilonben hamis

Az OSZLOPOS algoritmus Iényege, hogy eldallitja azokat a métrixokat, amelyek bizto-
sak, és csak ezek koziil vizsgdlja meg az UTEMEZHETO algoritmussal azt, hogy melyek
azok, amelyek valoban Winkler-iitemezhetok.
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UTEMEZHET@(OSZlopok, m, n)

if m<?2
return igaz
if n<?2
return igaz
koordl = (0,...,0)
H= {}
H=H U koordl
while H=# {}
koordl = min (H)
10 H=H —koordl
11 iranyok_szama =0
12 hataron =0
13 for i=0to m-1
14 leptetes = koord| i]

©oo~NOoOUlh, WN PR

15 egyes = (oszlopok[ leptetes] >> i) & 1
16 if leptetes > n

17 hataron = hataron + 1

18 if egyes#0

19 iranyok_szama = iranyok_szama + 1

20 if  hataron >m -2

21 return igaz

22 it iranyok_szama =0
23 for i=0to m-1

24 if  koordl[i] <n

25 koord2 = koord1

26 koord2[ i] = koord2[ i] +1
27 H=H U koord2

28 else if iranyok_szama = 1
29 koord2 = koordl
30 for i=0to m-1

31 if  koord2[i] + 1<n

32 koord2[ i] = koord2[ i] +1
33 else

34 koord2[ i] =n

35 H=H U koord2
36 return hamis
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A valtozok értelmezése:

koordl, koord2 m dimenzids koordinatak
H halmaz, mely m dimenzids koordindtdkat tartalmaz,

a halmazon a rendezés koordinatak szerint lexikografikus

iranyok_szama az adott koordindtapontbdl hany 1-es cimké;ii €l vezet ki
hataron koordl pontnak hany koordindtdja n

leptetes hany bit lett feldolgozva az aktualis irdnyban

egyes koordl pontbdl i. koordindtatengely mentén vezet-e ki €l.

1, ha nem és 0, ha igen

min visszaadott értéke a megadott halmazban 1€v§ legkisebb elem

A lemma szerint a G(A) graf belsd csticsaibdl dtlagosan 1.5 €l indul ki. Amikor azon-
ban x;_; €s y;_; kiilonbozd, nincs sziiks€g a tengelyekkel parhuzamos €lre, elegendd csak
az (i, j) pontba vezetd €él. Az igy kapott H(A) graf csucsaibol mésfél helyett csak 1 €l indul
ki. Vizsgaltuk a két dimenzidés Winkler-modellnek a [10] cikkben javasolt m-dimenzids
altalanositasat is. Az m soros matrixok litemezhetdségének vizsgalatat igy mar a fentebb
bemutatott algoritmusban megvaldsitottuk. Mivel az algoritmus az n™ térfogatu térrész
racspontjait legfeljebb egyszer terjeszti ki (€s akkor legfeljebb m kimend élet vizsgal), igy
futasi ideje legrosszabb esetben O(m * n™). Ha a vizsgélt métrix minden eleme nulla, ak-
kor példaul harom dimenziéban a (0, 0, 0), (n, 0, 0), (0, n, 0) és (0, 0, n) pontok éltal hatarolt
hasabban 1év6 racspontokat kell kiterjeszteni - ebbdl adddik, hogy legrosszabb esetben a
futasi id6 ®(m = n™).
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7. Grafbejarasok hatasai

A korabbiakban matrixok és grafok kozotti kolesonds megfeleltetést mutattunk be.
Ezutan bebizonyitottuk, hogy ahhoz, hogy a megfeleltetett grafban taldljunk utat az origd
€s valamely hatdrpont kozott — amelynek legalabb m — 1 koordinataja n —, ahhoz egy re-
dukalt graf is elegendd. Nem tértiink ki még arra a fontos tényre, hogy mindez a megfelel-
tetés csupan az dtkeresés soran hasznalhat6 élek halmazat befolyasolja és ettdl fliggetleniil
tetszdleges tutkeresd algoritmust vélaszthatunk az iitemezhet8ség eldontésére. Mar most
leszogezziik, hogy csak olyan ttkeresd algoritmusokkal fogunk foglalkozni, amelyek ird-
nyitott élekkel dolgoznak. Ekkor a feladatunk specialis volta miatt két dolgot is kikiiszo-
bolhetiink. Egyrészt nincsenek korok, hurkok a grafban és ezért biztosan terminalni fog
az algoritmus, masrészt a futdsi 1d6 a matrix méretének tekintetében feliilrdl korltos lesz.
Mindezek alapjan megmutatjuk, hogy az egyes bejarasi moédszerek miként befolydsoljak
az dtkeresés idejét és a felhasznélt er6forrasok mennyiségét.

7.1. Grafbejarasi tipusok

Alapvetden két kategdriaba sorolhatjuk a bejarasokat. Az elsébe esnek azok, amelyek
fliggetle-niil az €lek helyétdl, adott csticstol vett tdvolsagatol, stb. mikddnek, azaz stati-
kus viselkedéstiek. A masodik kategdriat reprezentaljak azok a bejarast megval6sito algo-
ritmusok, amelyek segéd-informécidk segitségével megprobdlnak online médon dontést
hozni egy kovetkezd 1épést illetGen. Ezeket a tovabbiakban heurisztikdknak fogjuk ne-

vezni.
7.2. Példa statikus viselkedésti bejarasra

Legyen adott egy kétsoros, binaris, litemezhetdségi matrixhoz rendelt graf. Ennek a
bejarasat az origbtol kezdjiik és olyan csticsba akarunk eljutni, melynek koordinataja (i, n)
vagy (n,i). Legyen a bejaras alapétlete az, hogy az origéban megvizsgaljuk, hogy mely
szomszédba vezet 1t €s azokat a csicsokat betessziik egy halmazba. Ezutdn adott i esetén
sorban kivessziik a halmazbol azokat a csucsokat, amelyeknek a két koordinatdjuk koziil
a maximalis 1 és megvizsgaljuk, hogy mely szomszédjaiba l€phetiink tovabb, majd azokat
betessziik a halmazba. Esetiinkben i az [1..n] intervallumot futja be. Ennek eredménye-
képpen a bejaradsnal minden lehetséges csucsot elériink amelyet lehet, miel6tt (n, i) vagy
(i, n) cstcshoz érnénk. Ertelemszerien a futdsi id6 az orig6bdl elérhetd csicsok szdmaval
egyenld. Ilyen esetben az uj algoritmus a kevesebb €l haszndlata miatt kevesebb 1€pést
kell végezzen. Ezt a mddszert ha tetszik, nevezhetjiik egy specialis sz€lességi bejarasnak.
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7.3. Példa heurisztikus bejarasra

Eldre kell bocsdtanom, hogy a heurisztikdk kozott egyértelml gy6ztest nem lehet hir-
detni. Tovdbba megjegyzem, hogy a heurisztikak esetleges tovabbi szdmitisai miatt amit
nyerhetiink futdsi idében vizsgalatok szamdban, azt konnyen el is veszthetjiik az egy csics
megvizsgaldsara forditott tobbletkodltségeken.

Legyen ismételten adott, egy kétsoros, binaris, iitemezhetds€gi matrixhoz rendelt graf.
Az eldzbéekben emlitett médon most is vizsgaljuk meg, hogy az origd mely szomszédjaiba
tudunk eljutni. Ezeket a csdcsokat tegyiik bele egy halmazba. Ertelmezziink egy olyan
rendezést a halmazon, amely szerint az a kisebb elem, amely koordinétdit lexikografiku-
san vizsgélva nagyobb. Két megallasi feltételt kell rogziteni. Az egyik, hogy ha kiiiriilt
a halmaz, akkor nem taldltunk utat az origd €s egy (n,i) vagy (i,n) koordinataji csucs
kozott. A masik lehet6ség, hogy pont ilyen koordinatdju csucsot vesziink ki éppen a hal-
mazbdl. Ekkor taldltunk utat, vagyis az eredeti feladat értelmében iitemezhetdnek itélhet-
jik a métrixot.

Az algoritmus futdsa kézbeni egyes 1épések a kovetkezd modon adottak: vegyiik ki
a legkisebb elemet a halmazbdl és probéljuk meg kiterjeszteni. Azokat a szomszédos
csucsokat, amelyekbe igy el tudunk jutni, betessziik a halmazba. Ezt az algoritmust egy
mélységi keresésnek foghatjuk fel, amely a moh¢ algoritmusok kategdridjaba tartozik.
Kézenfekvé mddon a kordbbi statikus algoritmushoz képest ez legfeljebb ugyanannyi
csucsot és €let vizsgdl meg, de altaldban véve toredékét, hiszen mar az elsd Ut meg-
talaldsaval megelégszik. Elszam kiterjesztési 1épések szamat mérve noha azt gondolnank,
hogy kevesebb €l mellett rovidiil a futdsi 1dd, az tapasztalhatd, hogy az djonnan megfe-
leltett grafon az eldontd algoritmusnak tobb 1€pésre van sziiksége atlagosan, mintha az
eredeti megfeleltetett grafon tortént volna a vizsgdlat.

Lo B = T s B s
Lo B = T s B s

1 001 1 001

7.1. abra. Heurisztikusan bejart eredeti és redukalt graf
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7.4. Kovetkeztetések

Az utébb targyalt heurisztikanal jelenleg nem taldltunk futdsi id6t tekintve gyorsabbat,
ami természetesen nem jelenti azt, hogy nem létezik.

Az, hogy ezen heurisztikus algoritmus futasi ideje nagyobb a redukalt grafon, mint
az eredetin, csupdn azt bizonyitja, hogy tobb mérce szerint is mérhetiink optimalitast. Ha
tobb memoria all rendelkezésiinkre, inkdbb a régi algoritmust érdemes alkalmazni, ellen-
kez6 esetben a gép processzoranak tobbletszamitidsai kompenzédlhatjdk a memoriahianyt
adott esetben. Tulajdonképpen ez jelenti a feladat problémadjanak bermudaharomszogét:
er6forrasok, eldontési modszer, bejarasi heurisztika. A dolgozat hatdrain tilmutat6 elem-
zéseket kivanna az, hogy olyan algoritmus legyen adhatd, amely ezen hdrom paraméter
mellett keressen hatékony megolddst. Emlitésképpen megjegyzem, hogy az ilyen algorit-
musokat legtobbszor alkalmazkoddnak szoktak nevezni (adaptive) és leginkabb a képfel-
dolgozas teriiletén elterjedtek a sz{irési eljarasokban.

A fentebb targyalt heurisztikus ttkeres6 algoritmus futési idejeit élszamkiterjesztésben
mérve az aldbbi tiblazat adja meg a két grafmegfeleltetés mellett. A vizsgélat két soros
binaris matrixok adott n érték melletti osszes el6fordulasit véve lettek kiszdmitva.

n | redukdlt graf | eredeti graf | arany
1 0 0 | 1,000
2 1 1 | 1,000
3 24 18 | 1,333
4 236 154 | 1,532
5 1676 995 | 1,684
6 10 161 5555 | 1,829
7 56 066 28409 | 1,973
8 290 377 137193 | 2,116
9 1436 086 636 776 | 2,255
10 6857070 | 2872374 | 2,387
11| 31852936 | 12685224 | 2,511
12 | 144746 322 | 55128 796 | 2,625

7.2. abra. Heurisztikus ttkeresd algoritmus élszamkiterjesztései
eredeti és redukalt grafon
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8. Matematikai eredmények

Ebben a részben els@sorban azt vizsgaljuk - kiilonb6z6 mddszerekkel - hogyan fiigg a
biztos matrixok aszimptotikus siirlisége az egyesek el6forduldsanak p valdsziniiségétdl és
a sorok m szamatol.

A vizsgalt g,(m, n, p), w,(m,n, p) és s,(m,n, p) fiiggvények tulajdonsagai:

l.neIN,reRére[0,m]l,peRés pel0,1];
2. n szerint monoton csokkendk
3. p szerint monoton csokkendk
4. m szerint monoton csokkendk

5. r szerint monoton novekvok

A tovédbbiakban mindeniitt feltessziik, hogy » = 1, azaz a j6 métrixok oszlopaiban
legfeljebb egy egyes, a biztos matrixok k hosszisagu prefixeiben pedig legfeljebb k egyes
lehet. Mivel r értéke mindeniitt ugyanaz, a tovabbiakban elhagyjuk az r indexet.

8.1. [Elozetes eredmények

A késobbiekben felhaszndljuk az alabbi allitasokat.

Jeloljiik C,-nel (n € IN) azon ay, as, ..., ay, bindris sorozatok szamat, amelyekben n da-
rab egyes és n darab nulla van igy, hogy minden ay, as, ..., a;(1 < k < 2n) kezd8sorozatban
legfeljebb annyi egyes van, mint nulla.

8.1.1. lemma. Ha n > 0, akkor

c. - 1 (Zn)
n+1\n
Megjegyezziik, hogy C, az n-edik Catalan-szam, melynek explicit alakja szamos tan-
konyvben és cikkben [2, 11, 12, 14, 16, 18] megtalalhatd.
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8.1.2. lemma. Ha O < x < 1, akkor

k=0

o1 (2% , ha0
f(x>=ka+—1(k)(x<1—x>)k: -
2

Bizonyitas.

Ha m > 2, akkor a csupa nullat tartalmazé oszlopot fehérnek nevezziik, a pontosan
egy egyeset tartalmazat sziirkének az ettdl tobbel rendelkezdket pedig feketének hivjuk.
Ha m > 2, akkor az A métrix minden oszlopa ¢" + mq valdszintiséggel lehet fehér

vagy sziirke, ezért g(m, n, p) = ((¢" + mq))".
Ha p > 0, akkor

g(m, p) = lim(¢" + mg)" = 0, (8.1.2)
n—o00
tehat az oszlopok szaméanak novekedtével a j6 méatrixok siirisége tart a nulldhoz.

Ha az m = 2 esetben egy j6 matrixbdl toroljiik a fehér oszlopokat, akkor csak sziirke
oszlopok maradnak, azaz a matrix két sora egymasnak a komplementere.
Vizsgalataink szempontjabdl fontos szerepet jatszik a kovetkez6 egyszerl allitas.

8.1.3. lemma. Ha m > 2, akkor a jé mdtrixok iitemezhetdk, az iitemezhetd mdtrixok pedig
biztosak.

Bizonyitas. Ha az A matrix minden oszlopaban legfeljebb egy egyes van, akkor a matrix
els6 k oszlopdban Gsszesen legfeljebb k egyes van.

Ha van olyan k(1 < k < n), amelyre A métrix elsé k oszlopaban tobb egyes van, mint
k, akkor a skatulyaelv szerint az els6 k oszlop kozott van olyan, amelyikben legaldbb két
egyes van. Ha az A matrixbdl torliink egy nullét, ezzel az els6 k oszlopban 1év6 egyesek
szama nem csokken - tehat A nem ilitemezhetd.

Az éllitasnak hasznos kovetkezménye az alabbi.
8.1.4. kovetkezmény. Ha m > 2, akkor
g(m,n, p) < w(m,n, p) < s(m,n, p)
g(m, p) < w(m, p) < s(m, p)

gcrit(m) < Wcrit(m) < Scrit(mp)
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Az mxn méretli biztos métrixok elemzését az m > 4 esetben az m = 3 esethez hasonl6
modon végezhetjiik el.

A bolyongo pont a legalabb b > 2 egyest tartalmaz6 oszlop esetén (b—2)-t ugrik balra,
két egyest tartalmaz6 oszlop esetén egyet 1ép balra, egy egyest tartalmazé oszlop esetén
helyben marad €s az m nullét tartalmaz6 oszlop esetén egyet 1€p jobbra.

m)pb‘zq”‘b+2 , a balra 18pésé (’;1)1)’"‘2q2 ,a

A (b — 2)-vel balra ugrés valdsziniisége ( b

helyben maradasé (’711) pg™~! és a jobbra 1épésé (Ig)q’” , ezért a kovetkezd egyenleteket
irhatjuk fel.

Az m = 2 é m = 3-ra kapott kordbbi eredményeket is figyelembe véve ezzel a
kovetkezd eredményt kaptuk.

8.1.5. tétel. Ham > 2 és 0 < p < 1, akkor

sim,p) =1 - i(";)(%) (i-1) (8.16)

1
Serit = — (8.1.7)
m
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9. Szimulacios eredmények

9.1. Kétsoros matrixok

Az egyszeriiség kedvéért az s(2,n, p) fliggvény helyett az u(2,n,p) = 1 — s(2,n, p)
fliggvényt elemezziik. E16sz6r megadunk egy zért képletet u(2, n, p) meghatirozésara.

9.1.1. lemma. Ha n > 1, akkor

n [(-1)/2] ) i—1 )
u2,n,p) =3 2i-1-2] cj( Ny )4"—1 9.1.1)
J

=1 j=0

Az u(2,n, p)-re kapott (9.1.1) képlet nehezen kezelhetdnek latszik. Ezért bemutatunk
egy kombinatorikus és két bolyongédsos mddszert s(2, p) explicit alakjanak levezetésére.

9.1.2. lemma. Ha 0 < p < 1, akkor

2
1
L hao<p<-=
u,p)=14 4 X 2 9.1.2)
I, haj<p<l]

Matrixaink vizsgalatdnak hasznos moédszere, ha minden matrixhoz hozzéarendeliink
egy — az x-tengelyen valo — bolyongést.

A bolyong6 pont a k-adik id6pontban a P (b, 0) pontban van, ahol b, a matrix elsd k
oszlopdban el6fordult nulldk €s egyesek szdmanak kiilonbségét jellemzi.

Ha a bolyongés az origébdl indul, akkor

k
-1, ha Ik ugy, hogy k < > (as + ap)
b, = i=1 (9.1.3)

k
k— > (ai +ap), egyébként
i=1

Bemutatunk egy olyan mddszert, amelyet az r = 1 esetben tetszdleges m > 2 értékre
alkalmazni tudunk.

Bizonyitas. Jeloljiik x;-val (k = —1,0, 1,2, ...) annak a valészin{iségét, hogy a k pontbol
indul6 bolyongd pont elnyelddik az x = —1 helyen. A két egyest tartalmazd, p* valdszin(-
séggel eldforduld oszlopnak feleltessiink meg balra 1€pést, a 2pg valdszintiséggel elfor-
dulé vegyes oszlopokhoz tartozzon helyben maradas és a két nullat tartalmazd, > valdszi-
nliséggel el6fordul6 oszlopoknak feleljen meg jobbra 1€pés.

Ekkor a kovetkez6 egyenleteket irhatjuk fel.
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Xo = ¢°x1 +2qpxo + p’
2 2
= +2 +
X - qzxz qpxi szo 9.1.4)
X2 = q°X3 + 2gpxs + pTx
X3 = ¢°x4 + 2qpx3 + pPx
Legyen
G)=Yx7 (9.1.5)
i=1
az xy, X1, X, ... sorozat generatorfiiggvénye. Az (7.4) egyenletrendszer x;-vel kezd6d6
egyenleteit rendre z — i-vel beszorozva €s az egyenleteket 6sszeadva a

G(z) = q@ + 2pqG(z) + p* (1 + zG(2)). (9.1.6)

Innen G(z) kifejezhet6

_PQ

“@=55

(9.1.7)

alakban, ahol

P(2) = ¢* - p*z (9.1.8)

0@) =p*® + 2pg + p* - 2 (9.1.9)

A Q(z) polinom legfeljebb egy abszoliit értéki zérushelyein a Cauchy-Hadamard-tétel
[17] szerint a P(z) polinomnak a nulla értéket kell felvennie. A Q(z) = 0 egyenletet

(pz + ¢* =1 (9.1.10)
alakban felirva kozvetleniil adédik, hogy z = 1 gyoke a Q(z) polinomnak. A P(1) = 0

egyenletbdl az

2
w=2 ©111

q2
megoldast kapjuk.

A 9.1.1 dbra mutatja a [0, 1] intervallumban értelmezett s(2, p) fliggvény gorbéjének

I . fos g
a|[o, 5] intervallumhoz tartozoé részét.
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9.1.1. abra. Az s(2, p) litemezhetdségi fiiggvény gorbéje.

A g2, p)és s(2, p) fiiggvények alapjan az m = 2 értékhez tartozé kritikus valdszinliségekre
fennall

1
0= gcrit(z) < W(:rit(z) < S(rril(z) = 5 (9]12)

G2 W2, S T W
" G| 7o VeEn | o SCm | o | sam
1 3 0750 30 0.750 31 0750 | 1.000
2 9 0562 10| 0625 10| 0.625| 1.000
3 27 [ 0452 35| 0547 35 0547 | 1.000
4 81| 0316 124 | 0484 126 | 0492 | 0984
5 243 | 0237 444 | 0.434 462 | 0451 | 0961
6 720 | 0.178 1592 | 0.389 1716 | 0419 | 0927
7 2187 | 0.133 5731 | 0350 6435 | 0393 | 0.890
g 6561 | 0.100 20671 | 0315 24310 | 0371 | 0850
9 19683 | 0075 74722 | 0285 92378 | 0352 | 0.808
10 50049 | 0.056 270521 | 0258 352716 | 0336 | 0767
11| 177147 0042 980751 | 0234 1352078 | 0322 0.725
12 531441 | 0032| 3559538| 0212 5200300 0310 0.684
13| 1594323 | 0022 12931155| 0.193 | 20058300 | 0299 | 0.646
14| 4782969 | 0018 | 47013033 | 0.175| 77558760 | 0289 | 0.606
15| 14348907 | 0.013 | 171036244 | 0.159 | 300540 195 | 0280 | 0.568

9.1.2. abra. A p = 1/2 valdsziniiséghez tartozo kerekitett adatok.
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Emlékeztetiink Gacs eredményére, amely szerint w,,;,(2) > 10740,

A 9.1.2. tdblazatban megadjuk a jo, litemezhetd és biztos matrixok szamat €s részaranyat
—ami megfelel a p = 0.5 értéknek. A tidblazatban jellemzett matrixok oszlopainak szama
1,2,...,15. Jeloljik a m X n méretd binaris matrixok szdmat 7 (m, n)-nel.

Ekkor T'(m,n) = 2™,
Az eddigi eredmények alapjan mind a G(m, n)/T (m, n), mind pedig a W(m, n)/T (m, n)
€s S (m,n)/T(m, n) értékeknek nulldhoz kell tartani n novekedtével.

Nyitott kérdés a W(2,n)/S (2, n) hanyados viselkedése.

A 9.1.3. tablazat s(2,n,0.4) oszlopaban a szamoknak az 5/9 hatarértékhez kell tarta-
niuk — ami még messze van.

A 9.1.4. tablazatban az s(2, n, 0.35) oszlop szamainak a 120/169 ~ 0.7101 hatarértékhez
kell tartaniuk.

w(2,n,0.4)
n T2,n) | g2,n,04) | w(2,n,04) | s(2,n,0.4) m
1 4 0.8400 0.8400 0.8400 1.0000
2 16 0.7056 0.7632 0.7632 1.0000
3 64 0.5927 0.7171 0.7171 1.0000
4 256 0.4979 0.6795 0.6862 0.9902
5 1024 0.4182 0.6487 0.6639 0.9771
6 4 096 0.3513 0.6206 0.6470 0.9592
7 16 384 0.2951 0.5957 0.6339 0.9397
8 65 536 0.2479 0.5731 0.6234 0.9193
9 262 144 0.2082 0.5524 0.6149 0.8984
10 1 048 576 0.1749 0.5332 0.6078 0.8773
11 4194 304 0.1469 0.5155 0.6019 0.8565
12 16 777 216 0.1234 0.4988 0.5967 0.8359
13 67 108 864 0.1037 0.4832 0.5924 0.8157
14 268 435 456 0.0871 0.4685 0.5886 0.7960
15| 1073741 824 0.0731 0.4545 0.5854 0.7764
16 | 4294967 296 0.0644 0.4412 0.5825 0.7574
17 | 17 179 869 184 0.0516 0.4286 0.5800 0.7390

9.1.3. abra. A p = 0.4 valosziniliséghez tartozo kerekitett adatok.
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w(2,n,0.35)

n T2,n) | g2,n,0.35) | w(2,n,0.35) | s(2,n,0.35) m

| 4 0.8775 0.8775 0.8775 1.0000

2 16 0.7700 0.8218 0.8218 1.0000

3 64 0.6757 0.7901 0.7901 1.0000

4 256 0.5929 0.7645 0.7699 0.9930

5 1024 0.5203 0.7441 0.7561 0.9841

6 4 096 0.4565 0.7255 0.7462 0.9723

7 16 384 0.4006 0.7094 0.7389 0.9601

8 65 536 0.3515 0.6949 0.7334 0.9475

9 262 144 0.3085 0.6817 0.7291 0.9350

10 1048 576 0.2707 0.6696 0.7258 0.9226

11 4 194 304 0.2375 0.6585 0.7231 0.9107

12 16 777 216 0.2084 0.6481 0.7210 0.8989

13 67 108 864 0.1839 0.6383 0.7192 0.8875

14 268 435 456 0.1605 0.6291 0.7178 0.8764

15| 1073741 824 0.1401 0.6204 0.7166 0.8658

16 | 4294 967 296 0.1236 0.6122 0.7156 0.8555

9.1.4. abra. A p = 0.35 val6szinliséghez tartozo kerekitett adatok.

n T3,n) | GB3,n) | W3,n) | w3,n,0.5) | S3,n) | s(3,n,0.5) M
$(3,n,0.5)
1 8 4 4 0.5000 4 0.5000 1.0000
2 64 16 19 0.2969 19 0.2969 1.0000
3 512 64 98 0.1914 98 0.1914 1.0000
4 4 096 256 525 0.1282 531 0.1296 0.9892
5 32 768 1024 2 884 0.0880 2974 0.0907 0.9702
6 262144 | 4096 | 16043 0.0612 | 17 060 0.0651 0.9401
71 2097152 | 16384 | 90091 0.0429 | 99 658 0.0475 0.9032
8 | 16777216 | 65536 | 507 520 0.0303 | 590 563 0.0352 0.8594

9.1.5. abra. Az m = 3 és p = 0.5 paraméterekhez tartozé kerekitett adatok.
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n T@3,m) | g(3,n,0.3) | w(3,n,0.3) | s(3,n,0.3) M

s(3,n,0.3)
1 8 0.7840 0.7840 0.7840 1.0000
2 64 0.6147 0.6795 0.6795 1.0000
3 512 0.4819 0.6153 0.6153 1.0000
4 4096 0.3778 0.5682 0.5710 0.9951
5 32768 0.2962 0.5313 0.5380 0.9875
6 262 144 0.2322 0.5004 0.5125 0.9764
712097 152 0.1821 0.4739 0.4919 0.9634

9.1.6. abra. Az m = 3 és p = 0.3 értékekhez tartozé kerekitett adatok.

w(3,n,0.25)
n|TA3,m)| g(3,n,0.25) | w3,n,0.25) | s(3,n,0.25) m
1 8 0.8437 0.8437 0.8437 1.0000
2 64 0.7119 0.7712 0.7712 1.0000
3 512 0.6007 0.7286 0.7286 1.0000
4| 4096 0.5068 0.6981 0.7004 0.9967
5| 32768 0.4276 0.6748 0.6804 0.9917

9.1.7. abra. Az m = 3 és p = 0.25 értékekhez tartozé kerekitett adatok.

9.2. Haromsoros matrixok

Az m = 3 esetben 3 : 0,2 : 1,1 : 2 €& 0 : 3 lehet a nulldk és egyesek aranya. A
vizsgalt matrixhoz olyan bolyongast rendeliink, amelyikben a csupa egyes oszlop p’
valésziniiségével ugrunk balra kettdvel, a két egyest tartalmazé oszlop 3p*g valdszinii-
ségével 1épiink balra, az egy egyest tartalmazé oszlopok 3p? valésziniiségével maradunk
helyben és a hdrom nullat tartalmazé oszlop ¢° valészintiségével Iépiink jobbra.

9.3. Altaldnos eset

Har = 1és m > 2, akkor a biztos métrixok vizsgédlata olyan aszimmetrikus bo-

lyongasra vezet, amely az origébdl indul, az x = —1 pontban van egy nyeld, és a mozgas
a matrix oszlopainak felel meg: ha az oszlopban egy egyes van — ennek valdsziniisége

(T)pq’"‘1 — akkor a pont helyben marad; ha az oszlopban £ > 1 egyes van — ennek

valdsziniisége (’Z)pkqm“/ — akkor k — 1 helyet ugrunk jobbra; ha pedig az oszlopban

csupa nulla van — ennek valdszintisége g™ — akkor egyet 1épiink balra.
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10. Az 6sszes matrix hatékony vizsgalatinak modszerei

Mindeziddig olyan algoritmusokrdl esett sz, amelyek kiilon-kiilon alkalmasak arra,
hogy eldontsék egy maétrixrdl annak tulajdonsdgait. Vizsgdlataink sordn adott m,n és
r paraméter mellett szerettiik volna meghatarozni az egyes kategoridkba esé matrixok
szamat. Most 6sszefoglaljuk azokat az alapismereteket, amelyek a josdgot, biztossdgot és
titemezhetoséget ellendrzd algoritmusok “0sszeépitésére” vonatkoznak:

e Szeretnénk kiszamitani az egyes kategoridkba es6 matrixok szamat
e A j6 matrix iitemezhetd

e Az iitemezhetd matrix biztos

e Ha a métrix valamely prefixe nem biztos, akkor a matrix nem biztos

e Ha a métrix valamely prefixe nem litemezhet6, akkor a métrix sem litemezhetd

A fenti ismeretekbdl szdirmaz6 megéllapitasok:

27z

e Elegendd elballitani a biztos matrixokat és ellendrizniink, hogy melyekre teljesiil a
jOsag és litemezhetdség definicidja.
o A jo matrixokndl nem kell vizsgédlnunk ilitemezhetséget

e A prefix tulajdonsagok kihaszndldsdra az Osszes matrix eldallitasat oszloponként
kell végezniink

10.1. Matrixok faba rendezése

Ha a métrixot a fentiek értelmében oszloponként (1..n) allitjuk eld, akkor ehhez a kovetkezd
faszerkezetet rajzolhatjuk fel m = 2 esetben:

ol a1 1 113 (oo} o] o1 (£13 (ool a1 511 )1 [ool o] o] 4

10.1. abra. Az 6sszes matrix oszlopos elGallitasat reprezentald fa
(A faban a matrixok elfektetve lathatdak)
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Vezessiik be a kovetkezd fogalmat: ha egy matrix elsé k oszlopara teljesiil a biz-
tossdg, akkor a matrixot k-prefix-biztosnak nevezziik. Ennek analégidjara épitjik a k-
prefix-titemezhetoség definicidjit is.

A prefix tulajdonsagok a fan ugy értelmezhetdek, hogy egy adott k szinten 1€vo csucs
osszes gyereke rendelkezik a sziil6jének k-prefix tulajdonsdgaval.

Ekkor a kovetkez6 eredmények adédnak:

e Amennyiben egy cstics nem k-prefix-biztos, 4gy a bel6le kiinduld dgakat levaghatjuk

e Ha egy csucs nem rendelkezik a k-prefix-iitemezhetdséggel, akkor a gyerekeinél
nem kell megvizsgdlnunk az litemezhet&séget

o Az el6z06 két megallapitds kihasznéldasdhoz a fa csticsait inorder bejaras mellett kell
vizsgalni (eloszor a csics vizsgalata, majd csak ezutan a gyerekeké)

10.2. Matrixok prefixei a grafos megfeleltetéskor

Egy m soros, n oszlopos métrix m dimenzids koordindtarendszerben torténd grafmeg-
feleltetése esetén a k-prefix tulajdonsdg jelentése megegyezik azon graf adott tulajdon-
sagaval, amelyet ugy kapunk, hogy az eredeti grafnak a koordindtarendszer (0, ..., 0),
(k, ..., k) koordindtdju pontjai altal meghatarozott m-dimenzids kockaval vessziik a met-
szetét.

k M

10.2. abra. Példa k-prefixségre m = 2 esetén
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10.3. Matrixok korrelacioja

A matrixok el8allitdsahoz javasolt inorder fabejards sordn az egymads utan eldallitott
matrixok kozotti korreldciét nem hanyagolhatjuk el, ha hatékony algoritmust akarunk
késziteni. Kihasznalhatjuk ugyanis azt, hogy kordbbi szamitasaink eredményeit figyelem-
bevéve aszimptotikusan csokkenthetjiik akar az elvégzendd kiértékelések szamat. Ezen
lehetdségeket a biztossagot, illetve litemezhetdséget ellendrzo algoritmusokndl kiilon tar-
gyaljuk a kovetkezdkben.

10.4. Korrelacio felhasznalasa biztossag ellendrzéshez

Tartsuk nyilvdn minden egyes szint esetében, hogy egy i-ik szinten 1év6 csicsndl, —
amelyen keresztiil elérhetd a vizsgélt k-ik szintén 1évE cstics, — hany 1-es fordult el6. Més
szavakkal, hany 1-est tartalmaz a matrix els6 i oszlopa. Ebbdl n szint esetén pontosan n
adatot kapunk. Ekkor a kovetkezd egyszeri feltétellel ellendrizhetd az adott — k-ik szinti
— csucsndl a k-prefix-biztossdg

e Legyen ¢[1..n] egy tomb, ahol e[k] értéke a matrix elsd k oszlopaban 1évd egyesek
szama

Ha k = 1, akkor legyen e[k] = 0, egyébként pedig e[k] = e[k — 1]

Legyen [ a faban az adott csicsndl a matrix k-ik oszlopdban 1€v6 egyesek szdma.

Legyen e[k] = e[k] + [

A matrix akkor és csak akkor k-prefix-biztos, ha e[k] <= k.

Korabbi megallapitds alapjan, ha ekkor dgy taldljuk, hogy nem teljesiil a k-prefix-
biztos tulajdonsag, akkor nem kell elvégezniink a vizsgalatot az azonos prefix{i matrixokra,
a fa bejardsa folytatodhat ugy, mintha mar bejartuk volna az adott cstcs Osszes gye-
rekcsucsat.

Tovabbi lehetdség van a szdmitasi igény csokkentésére akkor, ha adott k mellett tel-
jestilnek a matrixra a kovetkezd feltételek

o k-prefix-biztos
o (k — 1)-prefix-iitemezheto
o nem k-prefix-iitemezhetd

Ekkor az m, k paraméterli matrixot reprezentdald csics gyerekeinél nem kell meg-
vizsgélni az iitemezhetdséget, mert azok garantdltan nem lesznek litemezhetek.
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10.5. Szamitasi igény vizsgalata
Induljunk ki abbdl, hogy megvizsgiljuk az Osszes lehetséges matrixot m, n paramé-
terek esetén. Ekkor az 0sszes lehetséges bindris matrix szdma 2™, Az egyszerliség kedvé-

ért szamoljuk azt, hogy hany oszlopot kell megvizsgalnunk. Jeloljiik ezt rogzitett m esetén
T (n)-nel.

e Brute-Force esetben: T'g,io—Force() = 1 % 2™,

e Prefixadatok ismeretében:

Az n-ik szinten 2™ matrix van, mindegyiknek egyetlen oszlopét vizsgéljuk csak
meg. Az n — 1-ik szinten 2~V oszlopot kell vizsgalnunk, stb.

s n
Osszesen Y, 2"™* oszlopot vizsgalunk meg.
k=1

A mértani sorozat 0sszegképletét véve

mEn_ ]

-1

n
TPrefix(n) =2 2k = M
k=1
Rogzitett m mellett a kovetkezd konstans szorzét emelhetjiik ki

2m
Tom 1

C

Megjegyezziik, hogy m szerint hatarértéket véve

2m

1m
M—co 2m _ 1

= 1.

Ezek alapjan elmondhatjuk, hogy

TBrule—F()rce(n) =Cc*xnx* TPrefix(n)-
Eszerint a prefixadatokat felhasznél6 algoritmus aszimptotikusan ®(n)-szer kevesebb osz-
lopot vizsgal meg.

Th‘ruze—Force(n) =n* ®(TPre fix(n))-
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10.6. Korrelacio felhasznalasa litemezhet6ség ellenorzéshez

Korébbi eredményeink alapjan egy maétrix iitemezhetdségének eldontéséhez legrosz-
szabb esetben @(n™) cstcs vizsgdlatara volt sziikség. Ezt az aszimptotikus értéket prébal-
juk meg csokkenti a mar megvizsgalt matrixok segitségével. Ehhez két Gtletet fogunk
felhasznalni.

e az iitemezhetdséghez sziikség van a k-prefix-iitemezhetoségre (k = 1,...,n — 1).

e Ha egy n oszlopos matrix elsé n — 1 oszlopa ilitemezhets, akkor ha ismerjiik az
Osszes olyan csuicsot, amelyeknek mindkét koordinataja kisebb egyenl8, mint n — 1
¢s legalabb egyik koordinata ezek koziil n—1 és irdnyitott Gt vezet hozzé az origébol,
akkor elegend6 megvizsgélni, hogy ezen csicsokbdl indul-e €l olyan csicsba, amely-
nek legalabb m — 1 koordinataja n.

Emlékeztetésiil megjegyezziik, hogy egy matrix akkor és csak akkor litemezhetd, ha a
neki megfeleltett grafban vezet irdnyitott Gt az origébol olyan csiicsba, melynek legalabb
m — 1 koordinatdja n, tovdbbd a kordbban ismertett két graifmegfeleltetést tetsz€és szerint
alkalmazhatjuk a feladat megoldasa soran.

Az 1j, iitemezhetdséget ellendrzd algoritmus ezek alapjan a kovetkezd

e Valasszunk egy grafmegfeleltetési mddszert az ismertetettek koziil

e Mikdzben az Osszes matrixnak megfeleltetett fat inorder modon jarjuk be, az aktué-
lis uton fentrdl lefele minden csucsnal tartsuk nyilvan a neki megfeleld matrix azon
csucsait, melyekbe vezet 1t az origébdl és a koordinatak koziil legaldbb m — 1 darab
n

e Amikor a faban a kovetkez6 szintre 1€piink, akkor az adott csucs sziiljénél nyilvan-
tartott csucsokat kiterjesztjiik az aktudlis csicsnak megfelelden €s az uj csucsokat
felvessziik az adott cstics nyilvantartdsaba

e Az algoritmust az elsd szinten kezdjiik €s a képzeletbeli 0. szinten a rendelkezésre
all6 nyilvantartott cstcs az origd

e Ha a k-ik szinten nem tudunk kiterjeszteni egy k — 1 szinten tdrolt csicsot sem,
akkor a matrix nem k-prefix-iitemezhetd, igy nem sziikséges a faban a levelek felé
tovidbbhaladni a vizsgélattal
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e Ha a vizsgalat megszakitasara keriilt sor, akkor a fdban torténd visszalépéskor a
csucs altal tarolt adatokra mér nincs sziikség, igy azokat toroljiik

e Ha az n-ik szinten egy csucs iitemezhetd, akkor a neki megfeleld matrix iitemezhetd
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10.7. Szamitasi igény vizsgalata

A futési id6t a vizsgalt csicsok szaménak ismeretében fogjuk értelmezni. Legrosszabb
esetben egy matrix litemezhetdségének vizsgédlatdhoz a megfeleltett grafot teljes egészé-
ben be kellett jarnunk, amely ®(n™) csticsot jelentett, vagyis az Osszes matrix esetében ez
O(n™ x 2™™M). Nevezziik ezt a mddszert Brute-Force-nak.

Ha feltessziik, hogy nem alkalmazzuk a faban a visszavagasi lehetGséget, akkor a
kovetkez&ket mondhatjuk el most, a prefix tulajdonsdgok esetében.

o A k-ik szinten egy adott facsticsndl m = (k — 1) + 1 grafcsicsot kell megvizsgalni

o A k-ik szinten 2" métrix talalhat6
Ezek alapjan a k-ik szinten megvizsgalt grafcsucsok szdma

(ms (k—1)+ 1) %2k
Tehat Osszesen
é(m s (k= 1)+ 1) % 2mk,
Ezt egyszerlibb alakra hozva kapjuk, hogy

S mx (k= 1) + 1) % 2mk =

k=1

mEn __

n
Y/ k _
= 2w tmx Bk - Dx @) =
mER_ n—1
= m + D k om k
* T m * * kg‘o % (2™)
omEn _ ] 2m(n+1) M _ 1) 4 2™
= 2" % ( +m * (n n—1) )
1 (2m — 1)
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Rogzitett m paraméter mellett — elhagyva a konstans szorzdkat —, a kovetkezd aszompto-
tikus értéket kapjuk

O(n 2" % 2™) = O(n = 2™").

Amikor kiilon-kiilon vizsgaltuk az 0sszes matrixot, akkor az alabbi aszimptotikus értéket
kaptuk

@(l’lm " 2mn)'

Vizsgélataink soran olyan matrixokkal foglalkozunk, ahol 2 < m, ezért a két érték hanya-
dosanak hatérértéke
n sk 2™ n

=lim — =0.

h—oo pit % Qmn n—co P

Misképpen megfogalmazva, a futdsi id6kre a kovetkezd 6sszefiiggés adodik

Th‘ruze—Force(n) = @(nm * TPre fix(n))-
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11. Javasolt implementacios modszerek és eszkozok

Ebben a fejezetben ismertetjiik azokat a fontosabb meggondolasokat, melyeket célszerli
az implementécio sordn figyelembe venni, illetve implementacids (programozasi) eszkdzo-
ket javasolunk egy konkrét szimulacids program elkészitéséhez.

1. Mivel a legtdbb programozasi nyelvben a szamok abrdzoladsa egy n bites egészként
realizalddik, ezért sokszor 2™ értéke nem abrazolhatd. Ezen korlatok kikiiszobolé-
sére sajat magunknak kell megvaldsitanunk a “nagy szdmok™ tipust.

e A szimulacioban kiszdmoland6 valdszintiségek szamolasa végett a "nagy sza-
mok” tipusnak el kell késziteni a lebegGpontos valtozatat is.

o Kiilon val6sitsuk meg az egész €s a lebegbpontos tipust.

e A gyors szamitdsokhoz implementaljuk Ggy az egész tipust, hogy az eggyel
novelés (inkrementélés), hatékony mivelet legyen.

2. A ”fa” bejarasdhoz valaszthatunk a rekurzio €s annak iterativva transzformalt valto-
zata kozott.

e Rekurzié haszndlata mellett szdmolnunk kell a programozasi nyelveknél a
fordit6-programok 4ltal 1étrehozott plusz miiveletekkel: fliggvényhivasoknal
verem felépitése, aktivacids rekordok elkészitése, karbantartasa...

e [terdcid esetében megsporolhatjuk a fiiggvényhivasok idejét, viszont szamol-
nunk kell azzal, hogy a rekurzio esetében megirt fliggvényeink lokdlis valtozo-
it elmentsiik. Mivel a szimulaci6é indulasakor n értéke ismert, ezért ennek egy
egyszeri modszere az, ha a lokdlis valtozdkat n dimenzids tombokként hoz-
zuk létre.

3. A feladat jellegébdl adéddan a bindris matrixok egy oszlopa felfoghat6 egy binari-
san abrazolt szamként. Ez azért elény0s, mert a programozasi nyelvekben rendelke-
z€sre all6 egész szam tipus helyettiink ’csoportositja” azokat.

Amennyiben m “nagy”, 4gy egy oszlop dbrdzoldsdhoz k bites szdmit6gép archi-
tektura esetén [m/k| méretil egészeket tartalmazo6 tomb sziikséges.
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12. Osszefoglalas

Az m > 2 sort tartalmaz6 matrixokra megadtuk az iitemezhetdségi fliggvény explicit
alakjat és meghataroztuk az s.,;(m) kritikus valészintiségeket. s..;,(2) értéke a tobb per-
koléaciés modellre jellemzd 1, a tovabbi kritikus valdszinliségek értéke m novekedtével
csokken.

A szimulécids vizsgalatok szerint a kritikus litemezhet8ségi valdszintiségek kozel
vannak a kapott felso korlatokhoz: az 9.1.2. tablazat a p = 0.5, az 9.1.3. tablazata p = 0.4,
az 9.1.4. tdblazat pedig a p = 0.35 valdsziniiséghez tartoz6 adatokat mutatja.

A téblazatok adatai alapjan azt sejtjiik, hogy a [7] cikkben szerepld korlatndl jobb is
adhaté: ha p < 0.4, akkor w(2, p) > 0.

A w(m, p)/s(m, p) hanyadosok viselkedése még tovabbi elemzést kivan.

A cikkben szerepl6 also korlatnal nagyobbakat is meg tudunk adni, de azokbdl is csak
a természetes nulla alsé korlat adoédik. A kritikus valdszintiségek pontosabb jellemzéséhez
a j6 matrixoknal hasznosabb matrixokra van sziikség.
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Jelolési konvenciok

Fejezetek, szamozas, abrak

A fejezetek, abrak €s képletek szamozasi stilusa, valamint az abrdk és tablazatok el-
rendezése, a hozzdjuk kapcsolodd megjegyzésekkel egyiitt az Informatikai algoritmusok
cimii konyv konvencidit kovetik.

Pszeudokodok

A pszeudokddok jelolésrendszere ugy kertilt kialakitdsra, hogy az ne csak absztrakt
programkddként legyen értelmezhetd, hanem a konkrét implementédlashoz segitséget nyjt-
son.

A C nyelv szabalyait koveti az értékadasi jel és a vezérlési szerkezetek nevei, vala-
mint a vezérlési szerkezetekhez tartozé kédblokkok beljebb kezdéssel valo jelolése. Az
emlitett kodblokk jelolési technika alkalmazasa miatt a then, do kifejezések elhagyasra
keriiltek.

Az alacsonyszintli miiveleteket, — mint a biteltolas, dsszeadas, stb. — a C nyelv miive-
letei jelolik. Azok a miveletek, amelyek pedig mind egy programozasi nyelv, mind pe-
dig egy pszeudokdd szamdéra absztraktak (lasd halmazmiiveletek), azok a matematikai
jelolésrendszer segitségével keriiltek leirasra. Ez a jel6lésmadd nagyban eldsegiti azt, hogy
a kéd olvasasakor szembetiinden latszodjék az, hogy melyek azok a programrészek, ame-
lyek a futdsid6t nagyban befolyasoljak (gépkozeli hatékony leirds), €s melyek azok, ame-
lyek ezen szempontbol kevésbé fontosak.
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