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1. Alapfogalmak

Egy mxn méretii bindris matrix r-jo, ha minden oszlopaban legfeljebb » egyes van;
r-titemezheto, ha nulla elemek torlésével j6 matrixsza alakithato; r-biztos, ha tetszéleges k-ra igaz,
hogy a matrix elsO k oszlopaban legfeljebb kr darab egyes van.

Legyen Z olyan mxn méreti matrix, melynek elemei egymastol fiiggetlen valdsziniliségi
valtozok, és mindegyik valosziniiségi valtozod p valoszintiséggel az 1 és 1 - p valdszinliséggel a 0
értéket veszi fel. Az m > 1 esetben a jO matrixok segitségével also, a biztos matrixok segitségével
fels6 korlatokat adunk annak aszimptotikus valosziniiségére, hogy a Z matrix egy konkrét
realizacidja 2-litemezhetd, ¢s megadjuk azt a kritikus valdsziniiséget, amelynél kisebb p-re a Z
matrix pozitiv valoszintiséggel 2-biztos.

2. Bevezetés

A kombinatorikusok [3, 6, 7, 18, 19] és a fizikusok [1, 4, 13, 15] egyik népszert kutatasi témaja a
kiilonb6z6 grafokon vald bolyongas.

Ebben a dolgozatban egy olyan — a perkolécio [6, 7, 13, 15] vizsgalatabol szdrmazo feladatot
elemziink, amely a kdolcsonds kizarast igénylé erdforrasokat hasznalé péarhuzamos folyamatok
itemezésénél is érdekes.

A folyamatok {itemezhetdségi valosziniségének becslését egyenes mentén torténd
aszimmetrikus bolyongas vizsgalatara vezetjiik vissza.

3. A feladat megfogalmazasa

Legyenek m és n pozitiv egészek, legyen r (0 < r < m) valds szdm és

Zy 2 Zyy
Z=|%1 Zn Zon (3.1)
Zm] Zm2 Zmn

legyen olyan z;; fiiggetlen valoszintiségi valtozokat tartalmazd matrix, melyek kozos eloszlasa

P(zi]:k)Z _p, hakil eisl <l:<m, 1 <]:<n, (3.2)
g=1—-p, hak=0ésl<i<m,l1<j<n



Legyen

a;; a4y a,
A=|%1 4» az, (3.3)
aml amZ amn

a Z matrix egy konkrét megvaldsitésa.

A j0, biztos és litemezhetd matrixok definicidja a kdvetkezo.

Az A matrixot r-jonak nevezziik, ha minden oszlopa legfeljebb r darab egyest tartalmaz. A
kiilonb6z6 mx n méretli r-j6 matrixok szdmat G,(m, n)-nel, a Z matrix josdganak valoszinliségét
gAm, n, p)-vel jeloljik.

Az A matrixot r-biztosnak nevezziik, ha

m

a; <kr (k=1,2,...,n). (3.4)

i=1 j=1

A kiilonb6z6 mx n méretl r-biztos matrixok szdmat S,(m, n)-nel, a Z matrix biztossdganak
valoszinliségét pedig s,(m, n, p)-vel jeldljiik.

Ha a; = 0, akkor az a; elem torolhetd az 4 matrixbdl. a; torlése azt jelenti, hogy az
Qigj+1,...,Aim €lemek masodik indexét eggyel csokkentjiik és az a;» = 0 elemet hozzairjuk az 4 matrix
i-edik sordnak végéhez.

Az A matrixot Winkler r-iitemezhetének (roviden r-iitemezhetének vagy r-
kompatibilisnek) nevezziik, ha torlésekkel atalakithatoé r-j6 matrixsza. A kiillonb6z6é mx n méreti,
r-litemezhetd matrixok szamat W,(m, n)-nel, a Z matrix r-litemezhetdségének valdszinliségét w,.(m,
n, p)-vel jeloljik. A w.(m, n, p) fiiggvényt r-iitemezhetoségi fiiggvénynek nevezziik.

A g(m, n, r), w(m, n, r) és s{m, n, r) figgvényeket siriiségfiiggvényeknek nevezzik. A jo,
biztos ¢és litemezhetd matrixok aszimptotikus stirtiségét a

g, (m,p)=limg,(m,n,p), (3.)

n—0o0

s,(m, p)=lims.(m,n, p), (3.6)

n—oo

w.(m, p)=limw, (m,n,p), (3.7)

n—o

hatarértékekként definialjuk.
A kovetkezO, kritikus valosziniiségeknek nevezett szuprémumok tobb alkalmazasban
jelentds szerepet jatszanak:

i (m)=sup(p|w,(m, p)>0},  (3.8)
o (m)=sup{p|g,.(m,p)>0},  (3.9)
Senr(m)=sup{p|s.(m, p)>0},  (3.10)

w



Ennek a dolgozatnak a célja az litemezhetd matrixok kiilonb6zd tulajdonsagainak elemzése
— elsdsorban szamitogépes szimulacio segitségével.

Vizsgalataink kiinduld pontja Gacs Péter [7] cikke, amely szerint elég kis p értékre
wi(2, p) > 0. A tétel bizonyitasabol adodik, hogy we1(2) > 10*”. Ebben a cikkben Gécs
polinomialis algoritmust javasol annak eldontésére, hogy adott 4 matrix litemezheto-e.

Mig a két dimenzids perkolacionak gazdag irodalma van, kevés eredmény ismert tobb
dimenzidban. A [10] cikkben szerepel a Winkler-modell kiterjesztése tetszoleges m > 2 dimenzidra.

Gécs algoritmusanal gyorsabb algoritmust javaslunk a két dimenzids esetre, és ezt az
algoritmust kiterjesztjiik tetszéleges dimenzids matrixok vizsgélatara.

Megjegyezziik, hogy ezen dolgozat tartalméaval szoros kapcsolatban vannak a kovetkezd
dolgozatok: a vizsgalt probléma a [10] cikkbdl szdrmazik, [9] kiillonb6zd, r-matrixokra vonatkozo
leszamlalasi eredményeket tartalmaz, [10] pedig bizonyos 2- és (m / 2)-biztos matrixok
tulajdonsagait foglalja 6ssze.

4. A feladat értelmezése

Bar a Winkler-modellt a perkolacidé leirdsira javasoltdk, a problémak egy-egy lehetséges
informatikai értelmezését mutatjuk be. m folyamatnak idénként ugyanarra az erdforrdsra van
sziiksége, amelybdl »/2 egység van.Az i-edik folyamat erdforrasigényét az aa, an, ain sorozattal
adjuk meg. Ha ennek a sorozatnak az a; eleme egyes, akkor az i-edik folyamat [j — 1, j)
intervallumban igényli az eréforrast. Ha a; = 0, akkor ugyanabban az intervallumban a folyamat
nem igényli az eréforrast, mert késObbre halaszthaté hattérmunkat végez — ez magyardzza, hogy az
iitemezhetdség érdekében a nulldk tordlhetok.

Az m =1 és r = 1 specidlis eset az ismert jegyvaltasi probléma [14, 18] és szavazasi
probléma [5], az m = 2 és r = 2 specialis eset pedig a Winkler-féle perkolacios modell [7, 19].

A jo matrixok torlés nélkiil iitemezhetdk. A nem jO matrixok egy része torlés(ek)
segitségével jova alakithato, azaz litemezhetd. A biztossag az iitemezhetdség sziikséges feltétele.
Ezért a j6 matrixok szdma alsé korlat, a biztos matrixok szdma pedig fels6 korlat az iitemezhetd
matrixok szamadra.

Mivel a problémat informatikai problémaként kezeljiik, ezért a tovabbiakban els@sorban
Feller [5] informatikai (tomegkiszolgalasi) terminologidjat hasznaljuk.



5. Algoritmusok

Ha m = 2, akkor egyszertien ellendrizhetd, hogy egy matrix jo-e és hogy biztos-e.

5.1. Jo matrixok

Csak azt kell megvizsgalnunk, hogy az oszlopok elemeinek 6sszege kisebb-e kettdnél — és csak az
els6 olyan oszlopig kell elmenniink, amelyre a feltétel nem teljestil.

for j =1 tom
s = s + ali, 7]
if s > 1
then return ,the jth column is black”
return ,the matrix is good”

~N oUW

Rogzitett m esetén ez az algoritmus legrosszabb esetben ®(n) ideig fut, legjobb és varhato
esetben pedig O(1) ideig.

5.2. Biztos matrixok

Itt oszlopfolytonosan szdmoljuk az egyeseket és szamukat oszloponként Osszehasonlitjuk az adott
oszlop indexével.

BIZTOS(n)

1 s :=0

2 for 1 = 1 to n

3 for j =1 tom

4 s := s + ali, 7]

5 if s > 7

6 then return ,there are too many 1's in the first j columns”
7 return ,the matrix safe”

Ez az algoritmus legrosszabb esetben ®(n) idében fut, legjobb esetben pedig O(1) a futasi
1do.



5.3. Utemezhetéség

Adott A matrix javithatésagat nyers erdvel példaul ugy vizsgalhatjuk, hogy a benne 1évd nullak
halmazdnak minden részhalmazat (kiilon-kiilon) tordljiik, és az igy kapott matrixok josagat
vizsgaljuk. Ebbdl a legrosszabb esetre nézve @(n2”") ellenérzési id6 adodik.

Ennél ismert sokkal jobb modszer is [7]. Rendeljiik hozza A-hoz azt a G(A) iranyitott grafot,
melynek (n + 1)? csticsa van: a koordinatarendszer (i, j) koordinataju pontjai, ahol 0 <i,j <n. A graf
éleit a kovetkezOképpen definidljuk:

1. hax.; =y = 1, akkor az (i, j) csticsbol nem indul ki €I,

2. ha x.1 = y.1 = 0, akkor az (i, j) csucsbdl két €l indul ki: az egyik az (i + 1, j), a masik pedig az
(i,j + 1) csucsban végzodik;

3. hax. =0¢sy. =1, akkor az (i, j) csticsbdl két ¢l indul ki: az egyik az (i + 1, j), a masik pedig az
(i+ 1,7+ 1) csticsban végzddik;

4. hax.; =1 ésy. =0, akkor az (i, j) csticsbol két ¢l indul ki: az egyik az (7, j + 1), a mésik pedig az
(i+1,j+ 1) cstcsban végzddik.

Gdcs Péter cikkében [7] szerepel a kovetkezo allitas:

Lemma. Az A matrix akkor és csak akkor iitemezheto, ha a G(A) grdfban van az origobol
indulo és vagy egy (n, i) vagy pedig egy (i, n) pontban végzodo iranyitott ut.

A lemma alapjan megvalositottuk az alabbi TERMESZETES algoritmust, és
n=1,2, ..., 17 értékekre meghataroztuk a j6 Gi(2, n), a biztos Si(2, n) és az ilitemezhetd matrixok
Wi(2, n) szdmat, valamint —a p = 0.5, p = 0.3 és p = 0.25 értékek mellett a G.(2, n, p), Si(2, n, p) és
Wi(2, n, p) valdsziniiségeket.

TERMESZETES(m, 1, p)

1 OszZLOPOSAN-ELLENORIZ( m, n )

2 G (2, n) := jo matrix

3 S1(2, n) := biztos matrix

4 W, (2, n) = komp matrix

5 G(2, n, p) :=0

6 S;(2, n, p) := 0

7 WJ(ZI n, p) = O

8 for i = 0 to n*m

9 G (2, n, p) := G (2, n, p) + (p-+ (l-p)™*) * jo szam[i]
10 Si(2, n, p) = S (2, n, p) + (p*+ (l-p)"™*%) * biztos szam[1i]
11 w (2, n, p) := W(2, n, p) + (p"+ (1-p)™™") * komp szam[i]

jo_matrix, biztos matrix és komp matrix véltozok taroljadk a jo, biztos, illetve kompatibilis
matrixok értékét. jo szam(i], biztos szam(i] és komp szam[i] értéke megegyezik azon matrixok
szamaval, amelyben pontosan i darab egyes taldlhatd és jo, biztos, illetve kompatibilis. Ezek
kiszamitasdhoz az OszLOPOSAN-ELLENOR{Z algoritmust készitettikk el, amely a kovetkezéképpen
adodik:



OSZLOPOSAN-ELLENORIZ( m, n)

QO J oy U1l W

QO OO OO D DMDDSDDDNWWWWWWWWwWwwwNhNdDNhNdNdNdDNMdDNMdNNMNRERFRRRRRRRRRE
GO WNEPFP O WO JOUEd WNEFE O WOJOUDd WNRFEF OWOJdJOYUd WNEFEF OWOJoUd WM O

Jjo matrix =0
biztos matrix := 0
komp matrix =0

for i
do

for 1
do

STOP
for 1
do
while
do

:= 0 to n*m

Jjo szam[1] =0
bizt szam[1i]
komp szaml[1i]
=0 ton-1
oszlopok[i] := 0
egyesek az oszlopban[i] := 0
egyesek idaig[i] := 0

(@]

=0

=0 tom-1
STOP := (STOP << 1) + 1
oszlopok[0] < STOP

biztos matrix := biztos matrix + 1
] := bizt szaml[egyesek idaig[n-1]]

bizt szam[egyesek idaig[n-1]
JO := igaz
i:=20
while i < n és JO
do if 1 < egyesek az oszl
then JO ~ hamis

opban|1i]

+

i:=1+1
if Jo
then jo matrix := jo matrix + 1
komp matrix := komp matrix + 1
jo szamlegyesek idaigln-1]] := jo szam|[egyesek idaig[n-1]] + 1
kdﬁpﬁszam[egyeégkiidaig[n—lJ] := ;ompiszam[egyésekiidaig[n—l]J
else if Utemezhetd( oszlopok, m, n )
then komp matrix := komp matrix + 1
komp szam[egyesek idaig[n-1]] := komp szam|[egyesek idaig[n-1]]
for i = n - 1 downto 0 a a -
do BIZTOS := hamis
while oszlopok[i] < STOP
do egyesek := 0
oszlopok[i] := oszlopok[i] + 1
oszlop := oszlopok[i]
while oszlop # 0
do if oszlop & 1
then egyesek := egyesek + 1
oszlop = oszlop >> 1
if egyesek idaigl[i] + egyesek - egyesek az oszlopban[i] <=
then BIZTOS := igaz
egyesek idaig[i] := egyesek idaigli] + egyesek -
egyesek az oszlopban[i]
egyesek az oszlopban[i] := egyesek
for j =i+1ton-1
do egyesek idaig[j] := egyesek idaigl[i]
if i < n -1
then for j = i + 1 to n
do oszlopok[j] := 0

exit do
if BIZTOS
then exit for

egyesek az oszlopban[j]

0

+

+

1

1

1

+



A valtozok értelmezése:

oszlopok|[1i]
egyesek az oszlopban[i]
egyesek idaig[i]

STOP

JO

BIZTOS

Az 0871.0POSAN-ELLENORIZ

a matrix i. oszlopa, 2-es szamrendszerben felirt szamként abrazolva
az i. oszlopban 1év6 egyesek szama

egyesek szama a matrix els6 i+1 oszlopaban

csupa egyest tartalmazo oszlopot reprezentald szam

értéke igaz, ha az aktualis matrix jo, kiilonben pedig hamis

értéke igaz, ha az aktualis matrix biztos, kiilonben pedig hamis

algoritmus Iényege, hogy eloallitja azokat a matrixokat, amelyek

biztosak, és csak ezek koziil vizsgalja meg az UTEMEZHETO algoritmussal azt, hogy melyek azok,
amelyek valoban Winkler-litemezhetdk.

UTEMEZHETO(oszlopok, m, n)
1 if m< 2
2 then return igaz
3if n < 2
4 then return igaz
5 koordl := (0,...,0)
6 H := {}
7 H := HU koordl
8 while H # {}
9 do koordl := min (H)
10 H := H \ koordl
11 iranyok szama := 0
12 hataron := 0
13 for i = 0 tom -1
14 do lIeptetes = koord[i]
15 egyes = (oszlopok|[leptetes] >> 1) & 1
16 if leptetes >= n
17 then hataron = hataron + 1
18 if egyes # 0
19 then iranyok szama = iranyok szama + 1
20 if hataron > m - 2
21 then return igaz
22 if iranyok szama = 0O
23 then for i = 0 tom - 1
24 do if koordl[i] < n
25 then koord2 := koordl
26 koord2[i] := koord2[i] + 1
27 H := H U koord2
28 else if iranyok szama = 1
29 then koord2 := koordl
30 for i = 0 tom -1
31 do if koord2[i] + 1 < n
32 then koord2[i] = koord2[1i] + 1
33 else koord2[i] := n
34 H := H U koord2

35 return hamis



A valtozok értelmezése:

koordl, koord2 m dimenzids koordinatak

H halmaz, mely m dimenzios koordinatakat tartalmaz,
a halmazon a rendezés koordinatak szerint lexikografikus

iranyok szama  az adott koordinatapontbdl hany 1-es cimkéjii él vezet ki

hataron koordl pontnak hany koordinataja n
leptetes hany bit lett feldolgozva az aktualis iranyban
egyes koordl pontbdl az i. koordinatatengely mentén vezet6-e ki él

1, ha nem ¢és 0, ha igen

min visszaadott értéke a megadott halmazban 1évé legkisebb elem

A lemma szerint a G(A4) graf bels6 csucsaibol atlagosan masfél ¢l indul ki. Amikor azonban
X1 €s y kiillonb6zo, nincs szlikség a tengelyekkel parhuzamos élre, elegendd csak az (i, j) pontba
vezetd €l. Az igy kapott H(A) graf csticsaibol masfél helyett csak 4/3 ¢l indul ki.

Vizsgaltuk a két dimenziés Winkler-modellnek a [10] cikkben javasolt m-dimenzids
altalanositasat is. Az m soros matrixok iitemezhetdségének vizsgalatat igy mar a fentebb bemutatott
algoritmusban megvalositottuk.

Mivel az algoritmus az (n + 2)" térfogatu térrész racspontjait legfeljebb egyszer terjeszti (és
akkor legfeljebb m kimend élet vizsgal), igy futasi ideje legrosszabb esetben O(mn™). Ha a vizsgalt
matrix minden eleme nulla, akkor példaul harom dimenziéban a (0, 0, 0), (n + 1, 0, 0), (0, n + 1, 0)
¢s (0, 0, n + 1) pontok altal hatarolt hasabban 1évé racspontokat kell kiterjeszteni — ebbdl adodik,
hogy legrosszabb esetben a futasi id6 @(mn™).

6. Matematikai eredmények

Ebben a részben elsdsorban azt vizsgaljuk — kiilonb6zd modszerekkel — hogyan fiigg a biztos
matrixok aszimptotikus slirlisége az egyesek el6fordulasanak p valdszinliségétél és a sorok m
szamatol.

A vizsgélt g,(m, n, p), w(m, n, p) és s,(m, n, p) figgvények tulajdonséagai:

1. neN",reR és rel0, m|, peER és pelo,1];
2. n szerint monoton csokkendk;

3. p szerint monoton csokkendk;

4. m szerint csokkenok,

5. r szerint monoton novekvok.

A tovabbiakban mindeniitt feltessziik, hogy » = 1, azaz a j6 matrixok oszlopaiban legfeljebb
egy egyes, a biztos matrixok k£ hosszusagu prefixeiben pedig legfeljebb k egyes lehet. Mivel r értéke
mindeniitt ugyanaz, a tovadbbiakban elhagyjuk az » indexet.



6.1. Elozetes eredmények

A késObbiekben felhasznaljuk az alabbi allitasokat.

Jeloljiik C,-nel (n€IN") azon ai, a, ... , az, binaris sorozatok szamat, amelyekben 7 darab
egyes ¢és n darab nulla van ugy, hogy minden a,, a, ... ar (1 < k < 2n) kezddsorozatban legfeljebb
annyi egyes van, mint nulla.

6.2. lemma. Ha n > 0, akkor
1

__ 1 [2n
n

" n+1

Megjegyezziik, hogy C, az n-edik Catalan-szdm, melynek explicit alakja szamos
tankonyvben ¢€s cikkben [2, 12, 14, 18] megtalalhato.

6.3. lemma. Ha 0 <x < 1, akkor

Bizonyitas.

Ha m > 2, akkor a csupa nullat tartalmazé oszlopot fehérnek nevezziik, a pontosan egy
egyeset tartalmazot sziirkének az ettdl tobbel rendelkezdket pedig feketének hivjuk.

Ha m > 2, akkor az A matrix minden oszlopa ¢” + mq valoszinliséggel lehet fehér vagy
sziirke, ezért g(m, n, p) = ((¢" + mq))". Ha p > 0, akkor

g(m, p)=Ilim (¢"+mgq)"=0, (6.2)

n— o0

tehat az oszlopok szdmanak novekedtével a j6 matrixok striisége tart a nulldhoz.

Ha az m = 2 esetben egy jO matrixbdl toroljik a fehér oszlopokat, akkor csak sziirke
oszlopok maradnak, azaz a matrix két sora egyméasnak a komplementere.

Vizsgélataink szempontjabol fontos szerepet jatszik a kovetkez6 egyszerii allitas.

6.4. lemma. Ha m > 2, akkor a jo matrixok iitemezhetok, az titemezheté matrixok pedig biztosak.

Bizonyitas. Ha az A matrix minden oszlopaban legfeljebb egy egyes van, akkor a matrix elsé &
oszlopaban Osszesen legfeljebb k egyes van.

Ha van olyan & (1 < k < n), amelyre A matrix elsd k oszlopaban tobb egyes van, mint £,
akkor a skatulyaelv szerint az els6 k oszlop kozott van olyan, amelyikben legalabb két egyes van. Ha
az A matrixbdl torliink egy nullat, ezzel az elsé k oszlopban 1évd egyesek szdma nem csokken —

tehat A nem titemezhetd.
[ |
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Az allitdsnak hasznos kovetkezménye az alabbi.

6.5. kovetkezmény. Ha m > 2, akkor

g(m, n, p) <w(m, n, p) <s(m, n, p), (6.3)
g(m, p) <w(m, p) <s(m, p), (6.4)
Zerim) < Werim) < Seri(m), (6.5)

Az mxn méretll biztos matrixok elemzését az m > 4 esetben az m = 3 esethez hasonld
modon végezhetjiik el.

A bolyong6 pont a legalabb b > 2 egyest tartalmazo oszlop esetén (b-2)-t ugrik balra, két
egyest tartalmazo oszlop esetén egyet 1ép balra, egy egyest tartalmazé oszlop esetén helyben marad
¢s az m nullat tartalmazoé oszlop esetén egyet 1ép jobbra.

b—2 n—b+2

A (b — 2)-vel balra ugras valosziniisége ’Z JZ} , a balra 1épésé (’;)Pm_zqz ,a

m

I)qu_l és a jobbra lépésé (’g)qm , ezért a kovetkezd egyenleteket

helyben maradasé (

irhatjuk fel.
Az m = 2 és m = 3-ra kapott korabbi eredményeket is figyelembe véve ezzel a kovetkezd
eredményt kaptuk.

6.6. tétel. Ham > 2 és 0 <p < 1, akkor

stm =1 -3 [7)[ 2 im0 o)

és

7. Szimulacios eredmények
7.1. Kétsoros matrixok

Az egyszerliség kedvéért az s(2, n, p) fiiggvény helyett az u(2, n, p) = 1 — s(2, n, p) fliggvényt
elemezzik. El6szor megadunk egy zart képletet u(2, n, p) meghatarozasara.

7.2. lemma. Ha n > 1, akkor

n [(i—1)/2] . ‘
w2, n,p)=> > 2’lzfcj(l‘?)4”’. (7.1)
i=1  j=0 2]

Az u(2, n, p)-re kapott (7.1) képlet nehezen kezelhetonek latszik. Ezért bemutatunk egy
kombinatorikus és két bolyongasos modszert s(2, p) explicit alakjanak levezetésére.
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7.3. lemma. Ha 0 <p < I, akkor

2}
u(2, p)= 4
1

Matrixaink vizsgalatdnak hasznos mddszere, ha minden matrixhoz hozzéarendeliink egy — az
x-tengelyen val6 — bolyongast.

A bolyong6 pont a k-adik idépontban a Pi(bi, 0) pontban van, ahol b, a matrix elsé k
oszlopaban el6fordult nullék és egyesek szdmanak kiilonbsegét jellemzi.

Ha a bolyongés az origdbo6l indul, akkor

k
A -1, ha3kigy, hogy k<Y (a,+a,),
= i=1

k
k=2 (a,+a,)  egyébként

i=1

Bemutatunk egy olyan modszert, amelyet az » = 1 esetben tetszéleges m > 2 értékre
alkalmazni tudunk.

Bizonyitas. Jeloljik xi-val (k= -1, 0, 1, 2, ... ) annak a valoszinliségét, hogy a k pontbdl induld
bolyongé pont elnyelddik az x = -1 helyen. A két egyest tartalmazd, p* valoszinliséggel eléforduld
oszlopnak feleltessiink meg balra 1épést, a 2pg valosziniiséggel eléforduld vegyes oszlopokhoz
tartozzon helybenmaradas és a két nullat tartalmazo, q* valosziniiséggel eléforduld oszlopoknak
feleljen meg jobbra Iépés.
Ekkor a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fel.
2

Xo = q*x1 + 2gpxo + p,

X1 = q*x: + 2gpx; + p*xo,

2

X2 = q*x; + 2gpx> + p*x,, (7.3)

X3 = qx + 2qpx; + p’xe,

Legyen
G(z)zz x,z (7.4)
i=1

az xo, X1, X2, ... sorozat generatorfiiggvénye. Az (7.3) egyenletrendszer xi-vel kezd6do egyenleteit
rendre zi-vel beszorozva €s az egyenleteket dsszeadva a

G(z)zq@—i—quG(z)—l—pz(l +2zG(z)). (7.5)
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Innen G(z) kifejezhetd

alakban, ahol
P(z)=¢’-p’z  (7.7)
és
O(z)=p’ 2’ +2pg+p—= (7.8)

A QO(z) polinom legfeljebb egy abszolut értékli zérushelyeina Cauchy-Hadamard-tétel [17] szerint a
P(z) polinomnak a nulla értéket kell felvennie. A Q(z) = 0 egyenletet

(pz+q)=1 (7.9)

alakban felirva kozvetleniil adodik, hogy z =1 gydke a O(z) polinomnak. A P(1) = 0 egyenletbdl az

2
x=2 (710
q
megoldast kapjuk.

A 7.1 adbra mutatja a [0, 1] intervallumban értelmezett s(2, p) fiiggvény gorbéjének a
[0, 72] intervallumhoz tartozé részét.

0.6+
0.4 4

0.2

sl e

0.1 0.2 0.3 0.4 0.3
X

7.1. abra. Az s(2, p) litemezhetdségi fiiggvény gorbéje.
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A g(2, p) és s(2, p) figgvények alapjan az m = 2 értékhez tartozo kritikus valosziniiségekre fennall

0 =2, (2) W (D)5, (2= (711)
n G(2, n) G(2, n) w(2, n) W(2, n) S(2, n) S(2, n) W(2, n)
T(2, n) T(2, n) T(2, n) S(2, n)

1 3 0.750 3 0.750 3 0.750 1

2 9 0.562 10 0.625 10 0.625 1

3 27 0.452 35 0.547 35 0.547 1

4 81 0.316 124 0.484 126 0.492 0.984

5 243 0.237 444 0.434 462 0.451 0.961

6 729 0.178 1592 0.389 1716 0.419 0.927

7 2187 0.133 5731 0.350 6435 0.393 0.890

8 6561 0.100 20671 0.315 24310 0.371 0.850

9 19683 0.075 74722 0.285 92378 0.352 0.808

10 59049 0.056 270521 0.258 352716 0.336 0.767

11 177147 0.042 980751 0.234 1352078 0.322 0.725

12 531441 0.032 3559538 0.212 5200300 0.310 0.684

13 1594323 0.022 12931155 0.193 20058300 0.299 0.646

14 4782969 0.018 47013033 0.175 77558760 0.289 0.606

15 14348907 0.013 171036244 0.159 300540195 0.280 0.568

7.2. abra. A p =2 valosziniiséghez tartozo kerekitett adatok.
Emlékeztetiink Gacs eredményére, amely szerint wei(2) > 1074,
A 7.2. tdblazatban megadjuk a jo, litemezhetd és biztos matrixok szdmat és részaranyat —

ami megfelel a p = 0.5 értéknek. A tablazatban jellemzett matrixok oszlopainak szdma 1, 2, ..., 15.

Jeloljiik a m xn méretl bindris matrixok szdmat 7(m, n)-nel. Ekkor T(m, n) = 2™.

Az eddigi eredmények alapjan mind a G(m, n) / T(m, n), mind pedig a W(m, n) / T(m, n) és
S(m, n) / T(m, n) értékeknek nullahoz kell tartani n ndvekedtével.
Nyitott kérdés a W(2, n) / S(2, n) hdnyados viselkedése.

Az 7.3. tablazat s(2, n, 0.4) oszlopaban a szamoknak az 5/9 hatarértékhez kell tartaniuk —

ami még messze van.

Az 7.4. tdblazatban az s(2, n, 0.35) oszlop szamainak a 120/169 ~ 0.7101 hatarértékhez kell

tartaniuk.
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n 72, n) g2, n, 0.4) w(2, n, 0.4) s(2, n, 0.4) W(2, n, (),4)

s(2,n,0.4)

1 4 0.8400 0.8400 0.8400 1
2 16 0.7056 0.7632 0.7632 1
3 64 0.5927 0.7171 0.7171 1
4 256 0.4979 0.6795 0.6862 0.9902
5 1024 0.4182 0.6487 0.6639 0.9771
6 4096 0.3513 0.6206 0.6470 0.9592
7 16384 0.2951 0.5957 0.6339 0.9397
8 65536 0.2479 0.5731 0.6234 0.9193
9 262144 0.2082 0.5524 0.6149 0.8984
10 1048576 0.1749 0.5332 0.6078 0.8773
11 4194304 0.1469 0.5155 0.6019 0.8565
12 16777216 0.1234 0.4988 0.5967 0.8359
13 67108864 0.1037 0.4832 0.5924 0.8157
14 268435456 0.0871 0.4685 0.5886 0.7960
15 1073741824 0.0731 0.4545 0.5854 0.7764
16 4294967296 0.0644 0.4412 0.5825 0.7574
17 17179869184 0.0516 0.4286 0.5800 0.7390

7.3. abra. A p = 0.4 valdsziniiséghez tartozo kerekitett adatok

n 172, n) g2, n, 035 w2, n 035 | s(2 n 0.35) w(2, n,0.35)
s(2, n,0.35)
1 4 0.8775 0.8775 0.8775 1
2 16 0.7700 0.8218 0.8218 1
3 64 0.6757 0.7901 0.7901 1
4 256 0.5929 0.7645 0.7699 0.9930
5 1024 0.5203 0.7441 0.7561 0.9841
6 4096 0.4565 0.7255 0.7462 0.9723
7 16384 0.4006 0.7094 0.7389 0.9601
8 65536 0.3515 0.6949 0.7334 0.9475
9 262144 0.3085 0.6817 0.7291 0.9350
10 1048576 0.2707 0.6696 0.7258 0.9226
11 4194304 0.2375 0.6585 0.7231 0.9107
12 16777216 0.2084 0.6481 0.7210 0.8989
13 67108864 0.1839 0.6383 0.7192 0.8875
14 268435456 0.1605 0.6291 0.7178 0.8764
15 1073741824 0.1401 0.6204 0.7166 0.8658
16 4294967296 0.1236 0.6122 0.7156 0.8555

7.4. abra. A p = 0.35 valoszinliséghez tartozo kerekitett adatok
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n 73, n) G3,n) | g3 n05 W3 n w3nod | S3n s n0.5) w(3, n,0.5)
s(3,n,0.5)
1 8 4 0.5000 4 0.5000 4 0.5000 1
2 64 16 0.2500 19 0.2969 19 0.2969 1
3 512 64 0.1250 98 0.1914 98 0.1914 1
4 4096 256 0.0625 525 0.1282 531 0.1296 0.9892
5 32768 1024 0.0312 2884 0.0880 2974 0.0907 0.9702
6 262144 4096 0.0156 16043 0.0612 17060 0.0651 0.9401
7 2097152 16384 0.0078 90091 0.0429 99658 0.0475 0.9032
8 16777216 65536 0.0039 507520 0.0303 590563 0.0352 0.8594
7.5. abra. Az m =3 és p = 0.5 paraméterekhez tartoz6 kerekitett adatok.
n 1(3, m) 23, n, 0.3) w(3, n, 0.3) s(3, n, 0.3) W(3, n, 0_3)
s(3,n,0.3)
1 8 0.7840 0.7840 0.7840 1
2 64 0.6147 0.6795 0.6795 1
3 512 0.4819 0.6153 0.6153 1
4 4096 0.3778 0.5682 0.5710 0.9951
5 32768 0.2962 0.5313 0.5380 0.9875
6 262144 0.2322 0.5004 0.5125 0.9764
7 2097152 0.1821 0.4739 0.4919 0.9634
7.6. abra. Az m =3 és p = 0.3 értekekhez tartozo kerekitett adatok.
n 1(3, m) g(3, n, 0.25) w(3, n, 0.25) s(3, n, 0.25) W(3, n, 0,25)
s(3, n,0.25)
1 8 0.8437 0.8437 0.8437 1
2 64 0.7119 0.7712 0.7712 1
3 512 0.6007 0.7286 0.7286 1
4 4096 0.5068 0.6981 0.7004 0.9967
5 32768 0.4276 0.6748 0.6804 0.9917

7.7. abra. Az m =3 és p = 0.25 értékekhez tartozé kerekitett adatok
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7.4. Haromsoros matrixok

Az m = 3 esetben 3:0, 2:1, 1:2 és 0:3 lehet a nulldk és egyesek ardnya. A vizsgalt matrixhoz olyan
bolyongast rendeliink, amelyikben a csupa egyes oszlop p* valosziniiségével ugrunk balra kettével, a
két egyest tartalmazo oszlop 3p?g valdszinliségével 1épiink balra, az egy egyest tartalmazo oszlopok
3p* valdsziniiségével maradunk helyben és a harom nullat tartalmazé oszlop ¢° valoszinliségével
1épiink jobbra.

8. Altalanos eset

Ha r =1 és m > 2, akkor a biztos matrixok vizsgélata olyan aszimmetrikus bolyongésra
vezet, amely az origobol indul, az x = -1 pontban van egy nyeld, €s a mozgas a matrix oszlopainak
m

I)qu_] — akkor a pont

felel meg: ha az oszlopban egy egyes van — ennek valdszinlisége (

m
k
helyet ugrunk jobbra; ha pedig az oszlopban csupa nulla van — ennek valoszinlisége ¢ — akkor
egyet léplink balra.

helyben marad; ha az oszlopban k£ > 1 egyes van — ennek valdsziniisége ( )qu " _akkor k-1

A [10] cikkben (amely az interneten is elérhetd) megtalalhato a kovetkezd tétel.

TETEL. Ham>2és 0 < p <1, akkor

s(m,p>=1—i("?)(l%)i<i—1> (8.1)

i=2 p

9. Osszefoglalas

Az m > 2 sort tartalmaz6 matrixokra megadtuk az iitemezhetdségi fiiggvény explicit alakjat
¢s meghataroztuk az s..(m) kritikus valoszinliségeket. s..(2) értéke a tobb perkolacidés modellre
jellemzd Y2, a tovabbi kritikus valoszinliségek értéke m novekedtével csokken.

A szimulécios vizsgalatok szerint a kritikus litemezhetdségi valdszintiségek kozel vannak a
kapott fels6 korlatokhoz: az 7.2. tablazat a p = 0.5, az 1.3. tdblazat a p = 0.4, az 7.4. tablazat pedig a
p = 0.35 valészintiséghez tartozé adatokat mutatja.

A tablazatok adatai alapjan azt sejtjiilk, hogy a [7] cikkben szerepld korlatnal jobb is
adhatd: ha p < 0.4, akkor w(2, p) > 0.

A w(m, p) / s(m, p) hanyadosok viselkedése még tovabbi elemzést kivan.

A cikkben szerepld als6 korlatnal nagyobbakat is meg tudunk adni, de azokbdl is csak a
természetes nulla als6 korlat adédik. A kritikus valoszinliségek pontosabb jellemzéséhez a jo
matrixoknal hasznosabb matrixokra van sziikség.

Koszonetnyilvanitas. Koszonom Gacs Péternek (Bostoni Egyetem) a probléma felvetését,

Laszl6 Lajosnak (ELTE IK Numerikus analizis Tanszék) és Mori Tamasnak (ELTE TTK
Valo6szintiségszamitasi Tanszék) pedig a hasznos tanacsait.
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