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Egy m x n méretli bindris métrix r-jd, ha minden oszlopaban legfeljebb r egyes
van; r-titemezhetd, ha nulla elemek torlésével j6 matrixsza alakithato; r-biztos, ha
tetszOleges k-ra igaz, hogy a matrix els6 k oszlopaban legfeljebb kr darab egyes
van.

Legyen Z olyan m X m méretli matrix, melynek elemei egymastdl fliggetlen
val6sziniiségi valtozok, és mindegyik valdsziniiségi valtozd p valdszinliséggel az 1
és 1 — p valészintiséggel a 0 értéket veszi fel. Az m > 1 esetben a jé matrixok
segitségével alsd, a biztos matrixok segitségével fels6 korlatokat adunk annak aszimp-
totikus valoszinliségére, hogy a Z matrix egy konkrét realizacidja 2-iitemezhetd, és
megadjuk azt a kritikus valdszintiséget, amelynél kisebb p-re a Z matrix pozitiv
val6szintiséggel 2-biztos.

Megadjuk a hasznalt algoritmusok pszeudokdédjat és jellemezziik futdsi idejiiket.

1. Bevezetés

A kombinatorikusok [?, 6, 7, 17, 18] és a fizikusok [?, 4, 7, 7, 14] egyik
népszeri kutatasi témaja a kilonbozo grafokon valé bolyongas. Ebben a
cikkben egy olyan — a perkolacié [?, 7, 7, 7, 7, 13] vizsgalatdbol szdrmazé —
feladatot elemziink, amely a kolcsonos kizarast igényld er6forrasokat hasznald
parhuzamos folyamatok litemezésénél is érdekes. A folyamatok titemezhet&ségi
valoszintiségének becslését egyenes mentén torténo aszimmetrikus bolyongas
vizsgélatara vezetjiik vissza.

2. A feladat megfogalmazasa

Legyenek m és n pozitiv egészek, r(0 < r < m) és p (0 < p < 1) valds
szam és Z olyan z;; fliggetlen valdszinliségi valtozokat tartalmazé métrix,
melyek kozos eloszlasa P(zjj =1) =p és P(z; =0)=1—p

Legyen A a Z maétrix egy konkrét megvaldsitasa.

A jo, biztos és litemezhetd matrixok definicidja a kovetkezd.

Az A méatrixot r-jénak nevezziik, ha minden oszlopa legfeljebb r darab
egyest tartalmaz. A kiilonb6z6 m x n méretli r-jé métrixok szdméat G, (m,n)-
nel, a Z matrix jésdgdnak val6szintiségét pedig g,.(m,n, p)-vel jeldljik.

Az A matrixot r-biztosnak nevezziik, ha

m k
Zz%gkr (1<k<n).

i=1 j=1



A kiilénb6z6 m x n méretii r-biztos matrixok szamat S, (m,n)-nel, a Z
métrix biztossdganak valészinliségét pedig s,.(m,n,p)-vel jeloljik.

Ha a;; = 0, akkor az a;; elem toérolhetd az A matrixbdl. a;; torlése azt
jelenti, hogy az a; j41, ..., a;ym elemek masodik indexét eggyel csokkentjiik és
az a;y, = 0 elemet hozzairjuk az A matrix i-edik sordnak végéhez.

Az A métrixot Winkler r-iitemezhetének (réviden r-titemezhetének
vagy r-kompatibilisnek) nevezziik, ha torlésekkel dtalakithaté r-jé matrixsza.
A kiilonb6z6 m x n méretii, r-iitemezheté métrixok szamat W, (m,n)-nel,
a Z matrix r-litemezhet6ségének valdszintiségét w,(m,n,p)-vel jeloljik. A
wy(m, n, p) fliggvényt r-iitemezhetdségi fliggvénynek nevezziik. A g.(m,n,r),
wy(m,n,r) és s.(m,n,r) figgvényeket siriségfiggvényeknek nevezziik. A jo,
biztos és litemezhetd matrixok aszimptotikus siirliségét a

gr(m,p) = lim_g,(m,n,p),

sr(m,p) = lim s.(m,n,p),

w’f‘(m7p) = TLLI{.IO w'f‘(m7 n7p)'

hatarértékekként definialjuk.
A kovetkez, kritikus valdszintiségeknek nevezett szuprémumok tobb al-
kalmazéasban jelentOs szerepet jatszanak:

wcm’t,r(m) = Sup{p | wr(mvp) > O}

gcrit,r(m) = SuP{p ‘ gT(m7p) > O}
Scrit,r(m) = Sup{p | ST(mvp) > 0}

Ennek a cikknek a célja az titemezhetd matrixok kiilonb6z6 tulajdonsagainak
elemzése — elsOsorban szamitogépes szimulacio segitségével.

Vizsgdlataink kiindulé pontja Gécs Péter [7] cikke, amely szerint elég
kis p értékre wi(2,p) > 0. A tétel bizonyitasabdl adédik, hogy werir1(2) >
107490 Ebben a cikkben Géacs polinomislis algoritmust javasol annak eldéntésére,
hogy adott A matrix titemezhetd-e.

Mig a két dimenzids perkolaciénak gazdag irodalma van, kevés eredmény
ismert tobb dimenziéban. A [10] cikkben szerepel a Winkler-modell kiter-
jesztése tetszdleges m > 2 dimenzidra.

Gaécs algoritmusandl gyorsabb algoritmust javasolunk a két dimenzids
esetre, és ezt az algoritmust kiterjesztjiik tetszéleges dimenzids matrixok
vizsgélatara.

Megjegyezziik, hogy ezen cikk tartalmaval szoros kapcsolatban vannak a
kévetkezé dolgozatok: a vizsgélt probléma a [7] cikkbdl szarmazik, [9777]
kiilonb6z6, r-matrixokra vonatkozo leszamlalasi eredményeket tartalmaz,
[10777] pedig bizonyos 2- és (m/2)-biztos métrixok tulajdonsdgait foglalja
Ossze.



3. A feladat értelmezése

Bar a Winkler-modellt a perkolacié leirasara javasoltak, a problémak
egy-egy lehetséges informatikai értelmezését mutatjuk be. m folyamatnak
idénként ugyanarra az eréforrasra van sziiksége, amelybdl r egység van.Az
i-edik folyamat eroforrasigényét az a;1, a;o, - . . , aim sorozattal adjuk meg. Ha
ennek a sorozatnak az a;; eleme egyes, akkor az i-edik folyamat [j — 1, )
intervallumban igényli az eréforrast. Ha a;; = 0, akkor ugyanabban az inter-
vallumban a folyamat nem igényli az erdforrast, mert késébbre halaszthaté
hattérmunkat végez - ez magyarizza, hogy az iitemezhetéség érdekében a
nullak torolhetok.

Az m =1 és r = 1 specidlis eset az ismert jegyvaltdsi probléma [15] és
szavazési probléma [5], az m = 2 és r = 2 specidlis eset pedig a Winkler-féle
perkolaciés modell [7, 13, 18].

A jé métrixok torlés nélkiil iitemezhetSk. A nem jé maétrixok egy része
torlés(ek) segitségével jova alakithatd, azaz titemezhetd. A biztossdg az litemezhetdség
szlikséges feltétele. Ezért a jé matrixok szdma alsé korlat, a biztos matrixok
szama pedig fels6 korlat az titemezhet6 matrixok szamara.

Mivel a problémat informatikai problémaként kezeljiik, ezért a tovabbiakban
elsésorban Feller [5] informatikai (tomegkiszolgélédsi) terminoldgidjat hasznaljuk.

4. Algoritmusok

Konnyen ellenérizhetd, hogy tetszéleges m, n és r mellett egy méatrix jé-e
és hogy biztos-e.

4.1. J6 matrixok. Csak azt kell megvizsgalnunk, hogy az oszlopok eleme-
inek Osszege kisebb-e r-nél — és csak az elsé olyan oszlopig kell elmenniink,
amelyre a feltétel nem teljesiil.

JO-E(m,n,r, A)

Olfori=1ton

02 50

03 for j=1tom

04 s < s+ ali, j]

05 if s>1

06 then return the jth column is black

07 return "the matrix is good”

Rogzitett m és r esetén ez az algoritmus legrosszabb esetben ©(n) ideig
fut, legjobb és varhaté esetben pedig ©(1) ideig.
4.2. Biztos matrixok. Itt oszlopfolytonosan szamoljuk az egyeseket és
szamukat oszloponként 0sszehasonlitjuk az adott oszlop indexének r-szeresével.



Rogzitett m és r esetén ennek az algoritmusnak legrosszabb esetben
O(mn), legjobb esetben pedig csak ©(1) ideig. A varhato futdsi idé rogzitett
r >0 és p > 0, valamint névekvé m és n mellett szintén O(1).

A tovabbi vizsgalatokat az r = 1 specidlis esetben tessziik.

5.3. Utemezhet8ség Adott A matrix javithatésagat nyers erével példaul

ugy vizsgalhatjuk, hogy a benne 1év6 nullak halmazédnak minden részhalmazat
(kiilon-kiilon) toroljiik, és az igy kapott matrixok josdgat vizsgaljuk. Ebbdl a

legrosszabb esetre nézve (n x22™") ellenérzési id6 adédik. Ennél ismert sok-

kal jobb mddszer is [7]. Rendeljitk hozzd A-hoz azt a G(A) irdnyitott grafot,

melynek (n + 1)? csticsa van: a koordinatarendszer (i,5) koordinat4ji pont-

jai, ahol 0 <i,j < n. A graf éleit a kovetkez6képpen definidljuk:

1. ha z; = y; = 1, akkor az (4, j) csicsbél nem indul ki él;

2. ha z; = y; = 0, akkor az (7,7) cstcsbdl két él indul ki: az egyik az
(i4+1,7), a masik pedig az (i,j + 1) csicsban végzodik;

3. ha z; = 0 és y; = 1, akkor az (i,j) csicsbdl két él indul ki: az egyik
az (i +1,7), a masik pedig az (i + 1,7 + 1) csicsban végzodik;

4. ha z; =1 és y; = 0, akkor az (7,7) csicsbdl két él indul ki: az egyik
az (i,j + 1), a masik pedig az (i + 1,7 + 1) csicsban végzddik.

Gécs Péter cikkében [7] szerepel a kovetkez§ &llitds:

4.1. lemma. Az A mdtriz akkor és csak akkor itemezhetd, ha a G(A)
grdfban van az origébdl induld és vagy egy (n,i) vagy pedig egy (i,n) pontban
végz0dd irdnyitott it.

Ahhoz, hogy egy fent emlitett utat megtalaljunk, hasznalhatjuk azt az
algoritmust, ahol az origét betessziik egy sorba és egy halmazba. (A halmaz
segit nekiink abban, hogy egy pontot legfeljebb egyszer terjessziink ki, a sor
pedig abban, hogy a pontokat atlésan terjessziik ki a futds sordn.)
Ismételjiik a kovetkezd 1épést, amig a sor ki nem {iriil, vagy olyan ponttal
nem talalkozunk, amelynek van legaldbb egy koordinataja, amely n.

Vegyiik ki a sor els6 elemét. Vizsgédljuk meg, hogy a csicsbdl hova ve-
zet €l és az esetleges csiicsok szerepelnek-e mar a halmazban. Ha még nem
szerepelnek, akkor tegyiik bele a halmazba és a sorba is.

Ha a sor kiiiriil anélkiil, hogy taldlkoztunk volna olyan csticcsal, amely-
nek legalabb egyik koordinataja n, akkor nem létezik ut. Ha futas kozben
talalkozunk ilyen csiccesal, akkor kész vagyunk, talaltunk utat.

Korabban emlitettiik, hogy ennél az algoritmusndl jobbat fogunk mu-
tatni. Ezt gy tehetjiikk meg, hogy a fenti bijektiv megfeleltetésnél behizott
koordindtatengellyel parhuzamos éleket nem hiizzuk be, amikor atlés élek in-



dulnak ki egy cstcsbdl. Mig az eredeti megfeleltetésnél atlagosan 6/4 él indul
ki egy csticsbdl, addig jelen esetben csak 4/4. Az, hogy ezeknek az éleknek az
elhagyasa jogos, — azaz megtehet6 anélkiil, hogy az titemezhet6ség eldontését
befolyasolnéd — bizonyitanunk kell.

TETEL. Az eredetileg definidlt grdfos megfeleltetésbél elhagyott élek az it
létezését mem befolydsoljik.

Bizonyitds. Az eldontés ekvivalencidjat négy kisebb allitasként irhatjuk fel,
melyeket egyenként bizonyitunk.

1. segédallitas: Ha az wj grdafban létezik it, akkor az eredetiben is, amely
az origo csucsbol indul és olyan csicsba vezet melynek a koordindtdja (i,n)
vagy (n,i). Az allitas trividlis médon adédik, hiszen az 4j grafot az erede-
tibdl élelhagyassal hoztuk létre.

2. segédallitds: Ha az eredeti grafban nincs az origé csicsot (i,n) vagy
(n,1) koordindtdju csiccsal osszekdtd it, akkor az ij részgrdifban sincs. Ez
trividlisan adddik a részgraf tulajdonsagbol.

3. segédallitas: Ha az eredeti grdfban létezik az origd csucsbdl indulo
(i,n) vagy (n,i) csicsba vezetd 1ut, akkor az uj grafban is.

Bizonyitds. A bizonyitashoz élhalmazok egymasba skatulyazasanak kozrefogdsi
elvét fogjuk alkalmazni. Ehhez a kovetkezd indukcids eljarast hajtsuk végre:

1. Vegylink egy tetsz6leges két soros, n oszlopos bindris matrixot és allitsuk
el Gécs javaslata alapjan a neki megfeleltetett grafot

2. Vegyiik a graf azon csucsait, amelyeknek legalabb egyik koordinataja
n

3. Vilasszuk ki koziilitk azokat, melyekbe vagy atlés él vezet, vagy olyan
él, amelynek forrascsiucsabdl nem indul ki 4tlés él. Ez a csicsra vonat-
kozdan nem kizard vagyot jelent!

4. Most valasszuk ki ezeknek a csiicsoknak a sziil6it és szinezziik kékre
az Oket Osszekotd éleket. Ekkor minden olyan csicsot kivalasztunk,
melyeknek legalabb egyik koordinataja n — 1 és beldliik el lehet jutni
olyan pontba, melynek legaldbb egyik koordinatdja n. Ez nyilvanvald,
hiszen ha egy csticsbdl merdleges élek indulnak ki, akkor ra kovetkezo
csucsuk kivélasztasra keriilt a 3. pontban. Ha pedig atlés €l is indulna
ki, akkor trivialis, hogy az 4tlés él visz jobbra és felfele is. Azokat a pon-
tokat, amelyeknek egyik koordinatdja n — 1 és a maésik pedig legfeljebb
n — 1, azok koziil csak azokat hagyjuk meg, amelyeket a hatarpontok
sziil6csucsainak véalasztottunk, a tobbit toroljlik a hozzajuk vezetd éllel
egyltt.



5. Csokkentsiik n értékét egyel és ha még pozitiv, akkor ugorjunk a 2.
pontra.

A fent definidlt eljaras jol lathaté moédon visszavagja az eredeti grafot
ugy, hogy eltavolitja azokat a pontokat, melyekbdl zsakutcdba futnank, tovabba
ha egy pontbdl indul ki atlds él, akkor csak ezt hagyja meg. Ez az eljaras
tehat az 0j graf éleinek csak egy részhalmazat hagyja meg a Géacs szerinti
grafon. Mivel az altalunk kékkel szinezett Uit egyben egy lehetséges litemezése
is a matrixnak, ezért az Uj grafban is létezik legalabb egy litemezés, ha az
eredetiben is létezett.

4. segédallitas: Ha az 1j grdf szerint nem ttemezhetd a mdatriz, akkor
az eredeti szerint sem.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy az 1j graf alapjan nem titemezhetd
a matrix, de az eredeti szerint igen. Végezziik el a 3. allitas bizonyitasdhoz
adott eljarast. Ekkor a visszavagott grafban kellene lennie egy olyan kék
éleket tartalmazé élsorozatnak, amely egy helyes titemezés. Ugyanakkor az
4j grafnak ezt az élsorozatot sziikségszeriien tartalmaznia kellene, igy ellent-
mondasra jutottunk.

A négy segédallitassal lefedtiik az ekvivalencidra adott &llitas Osszes le-
hetséges esetét. Ezek bizonyitasaval pedig megadtuk az eredeti allitds bi-
zonyitasat is.

A Gacs altal adott lemma és az el6bbiekben bizonyitott allitas alapjan meg-
valésitottuk azt a TERMESZETES algoritmust, amely csokkentett élszammal
dolgozik és n = 1,2,...,17 értékekre meghatéroztuk a j6 G1(2,n), a biztos
S1(2,n) és az litemezheté matrixok Wi (2,n) szdmat, valamint — a p = 0.5,
p = 0.3 és p = 0.25 értékek mellett — a G1(2,n,p), S1(2,n,p) és W1(2,n,p)
valoszintiségeket.

TERMESZETES(m, n, p)

01 OszLopros(m,n)

02 G1(m,n) «— jo_matriz

03 S1(m,n) « biztos-matriz

04 Wy (m,n) «— utem_matrix

05 G1(m,n,p) < 0

06 Si(m,n,p) < 0

07 Wi(m,n,p) <0

08 for i — 0 tonx*m

09 G1(m,n,p) «— Gi(m,n,p) + (p* + (1 — p)™*™~ %) * jo_szamli
10 S1(m,n,p) «— S1(m,n,p) + (p' + (1 — p)™*™=) % biztos_szamli]
11 Wi(m,n,p) — Wi(m,n,p) + (p" + (1 — p)™™ %) x utem_szam|i]

jo_matrix, biztos_matrix és utem_matrix valtozok taroljak a jé, biztos, illetve



iitemezhetd matrixok értékét. jo_szami], biztos_szamli] és utem_szamli] értéke meg-
egyezik azon matrixok szdmaval, amelyben pontosan ¢ darab egyes talalhaté és jo,
biztos, illetve litemezheto.

Ezeket a kovetkez6 OSzLOPOS algoritmussal szamitjuk ki.

OszLopros(m, n)

01 jo.matriz :=0

02 biztos-matrix := 0

03 utem_matrix :=0

04 for i +— 0 to n * m do

05 do jo_szaml[i]«— 0
06 bizt_szamli]— 0
07 utem_szaml[i]« 0

08 for i —— 0 ton—1do

09 do oszlopok[i]«— 0

10 egyoszlopban[il«— 0

11 egy.ddigli]«— 0

12 STOP «—0

13 fori«—0tom—1

14 do STOP « (STOPjj1) +1
15 while oszlopok[0]< STOP

16 do biztos_matriz « biztos-matriz + 1

17 bizt_szamlegy_eddigin — 1]]« bizt_szam[egy_eddig[n — 1]]+1

18 Jo «— igaz

19 70

20 while i < n and jo do

21 if 1 < egy,szlopbanli]

22 then jo «— hamis

23 1—1+1

24 if jo

25 then utem_matrix «— utem_matric + 1

26 utem_matriz < utem_matriz + 1

27 jo-szamlegy_eddig[n — 1]« jo_szam[egyesek_idaig[n — 1]]+1
28 utem_szamlegy_-eddig[n — 1]« utem_szam[egy_eddig[n — 1]]+1
29 else if UTEMEZHETO (0szlopok, m, n)

30 then utem_matrix «— utem_matriz + 1

31 utem_szamlegy-eddig[n — 1]]<— utem_szamlegy_eddig[n — 1]]+1
32 for i — n — 1 downto 0 do

33 do BIZTOS «— hamis

34 while oszlopok[i|< STOP

35 egyesek — 0

36 oszlopok|[i|« oszlopokli]+1

37 0szlop «— oszlopok]i

38 while oszlop > 0

39 if oszlop & 1

40 then egyesek — egyesek + 1

41 oszlop «— oszlop + 1

42 if egy_eddigli|+egyesek — egy_oszlopban[i|< i + 1



43 then BIZTOS « igaz

44 egy-eddig[i]— egy_eddigli]+egyesek — egy_-oszlopbanli]
45 egy-oszlopban[i]«— egyesek

46 for j=i+1ton—1do

47 do egy_eddig|j]« egy_eddigli]
48 ifi<n-1

49 then for j =i+ 1 ton do
50 oszlopok[j]— 0

51 egy-oszlopban|j]— 0
52 return

53 if BIZTOS

54 then return

A véltozdk értelmezése:

oszlopok[i]: a métrix i. oszlopa, 2-es szdmrendszerben felirt szamként dbrazolva;

egy-oszlopban[i]: az i. oszlopban 1évé egyesek szdma;

egy-eddig|i]: egyesek szdma a métrix elsé ¢ + 1 oszlopdban;

STOP: csupa egyest tartalmazo6 oszlopot reprezentdlé szam;

jo: értéke igaz, ha az aktudlis matrix jo, kiilonben pedig hamis;

BIZTOS: értéke igaz, ha az aktudlis matrix biztos, kiilénben pedig hamis.
Az OSZLOPOS algoritmus lényege, hogy eldallitja azokat a métrixokat, amelyek
biztosak, és csak ezek kozil vizsgdlja meg az UTEMEZHETO algoritmussal azt,
hogy melyek azok, amelyek valoban Winkler-iitemezhetok.

UTEMEZHETO (0szlopok, m,n)

01if m<2

02 then return Icaz
03if n <2

04 then return IGAz
05 koord1l «— (0,...,0)
06 H — {}

07 H — H U koordl

08 while H # {}

09 do koordl < min(H)

10 H «— H - koordl

11 iranyok_szama «— 0

12 hataron «— 0

13 fort—0tom—1

14 do leptetes = koord|i]

15 egyes = (oszlopok|leptetes] 77 i) & 1
16 if leptetes > n

17 then hataron = hataron + 1

18 if egyes #0

19 then iranyok_szama «— iranyok_szama + 1
20 if hataron > m — 2

21 then return 1GAZ

22 if iranyok_szama = 0

23 then for i — 0tom —1



24 do if koord1[i] <n

25 then koord2 < koordl

26 koord2[i] «— koord2[i] + 1

27 H «— HU koord2

28 else if iranyok_szama «— 1

29 then koord2 < koord1

30 fort—0tom—1

31 do if koord2[i]+1 <n

32 then koord2[i] — koord2[i] + 1
33 else koord2[i] — n

34 H — HU koord2

35 return HAMIS

A véltozdk értelmezése:

koordl1, koord2: m dimenziés koordinatak;

H: halmaz, mely m dimenziés koordinatakat tartalmaz;

iranyok_szama: az adott koordinatapontbdl hdny 1-es cimkéji él vezet ki;

hataron: koordl pontnak hany koordindtaja n;

leptetes: hany bit lett feldolgozva az aktudlis irdnyban;

egyes: ha a koordl pontbdl az i. koordinatatengely mentén vezet ki él, akkor 1,
egyébként 0;

min: visszaadott értéke a megadott halmazban 1évé legkisebb elem.

A lemma szerint a G(A) graf bels6 csicsaibdl dtlagosan 1.5 él indul ki. Amikor
azonban x;_; és y;_; kiilonb6zd, nincs sziikség a tengelyekkel parhuzamos élre, ele-
gendd csak az (7, j) pontba vezetd él. Az igy kapott H(A) graf csicsaibdl mésfél he-
lyett csak 1 él indul ki. Vizsgéltuk a két dimenziés Winkler-modellnek a [10] cikkben
javasolt m-dimenzids altalanositasat is. Az m soros matrixok titemezhet&ségének
vizsgalatat igy mar a fentebb bemutatott algoritmusban megvaldsitottuk. Mivel az
algoritmus az (n + 2)™ térfogati térrész racspontjait legfeljebb egyszer terjeszti
(és akkor legfeljebb m kimend élet vizsgdl), {gy futési ideje legrosszabb esetben
O(m x n™). Ha a vizsgdlt matrix minden eleme nulla, akkor példdul harom di-
menziéban a (0,0,0), (n+ 1,0,0),(0,n 4+ 1,0) és (0,0,n + 1) pontok altal hatérolt
hasabban 1év6 rdcspontokat kell kiterjeszteni - ebbél adédik, hogy legrosszabb eset-
ben a futdsi id6 6(m x n™).

5. Matematikai eredmények

Ebben a részben elsésorban azt vizsgaljuk - kiillonb6z6 modszerekkel - hogyan fiigg a
biztos matrixok aszimptotikus slirtisége az egyesek eléforduldsanak p valdszinliségétol
és a sorok m szadmatol.

A vizsgalt g.(m,n,p), w,.(m,n,p) és s.(m,n,p) fiiggvények tulajdonsigai:

l.neN,reRésrel0,m],peRé pec|0,1];
2. n szerint monoton csokkenck

3. p szerint monoton csokkendk



4. m szerint monoton csokkendok

5. r szerint monoton névekvok

A tovabbiakban mindeniitt feltessziik, hogy r = 1, azaz a jé matrixok oszlopai-
ban legfeljebb egy egyes, a biztos matrixok k hosszisagu prefixeiben pedig legfeljebb
k egyes lehet. Mivel r értéke mindeniitt ugyanaz, a tovabbiakban elhagyjuk az r
indexet.

5.1. El6zetes eredmények. A késébbiekben felhasznéljuk az alabbi allitdsokat.

Jeloljitk Cy,-nel (n € IN) azon ay, ag, . . ., a2y, bindris sorozatok szamat, amelyek-
ben n darab egyes és n darab nulla van Ugy, hogy minden ay, as, ..., ar(l < k < 2n)
kezd6sorozatban legfeljebb annyi egyes van, mint nulla.

5.1. LEMMA. Ha n > 0, akkor

. — 1 (2n>
n+1l\n
Megjegyezzik, hogy C), az n-edik Catalan-szam, melynek explicit alakja szdmos
tankonyvben és cikkben [2, 12, 14, 18] megtaldlhato.

5.2. LEMMA. Ha 0 <z <1, akkor

Bizonyitds.

Ha m > 2, akkor a csupa nullat tartalmazé oszlopot fehérnek nevezziik, a
pontosan egy egyeset tartalmazot sziirkének az ettdél tobbel rendelkezdket pedig
feketének hivjuk.

Ha m > 2, akkor az A matrix minden oszlopa ¢ + mgq valdsziniiséggel lehet
fehér vagy sziirke, ezért g(m,n,p) = ((¢™ + mq))".

Ha p > 0, akkor

(1) g(m,p) = lim (¢"™ +mq)" =0,
n—oo
tehat az oszlopok szaméanak novekedtével a jé6 matrixok stirtisége tart a nullahoz.
Ha az m = 2 esetben egy j6 matrixbdl toroljik a fehér oszlopokat, akkor csak

sziirke oszlopok maradnak, azaz a matrix két sora egymésnak a komplementere.
Vizsgalataink szempontjabol fontos szerepet jatszik a kovetkezo egyszeru allités.
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5.4. LEMMA. Ha m > 2, akkor a jo mdtrixok tutemezhetdok, az itemezhetd mdtrizok
pedig biztosak.

Bizonyitds. Ha az A matrix minden oszlopaban legfeljebb egy egyes van, akkor a
matrix elsé k oszlopaban Gsszesen legfeljebb k egyes van.

Ha van olyan k(1 < k < n), amelyre A mdtrix elsé k oszlopdban tobb egyes
van, mint k, akkor a skatulyaelv szerint az els6 k oszlop kozott van olyan, amelyik-
ben legalabb két egyes van. Ha az A métrixbdl torlink egy nullat, ezzel az elsd k
oszlopban 1évé egyesek szama nem csokken - tehat A nem iitemezheto.

Az allitasnak hasznos kévetkezménye az aldbbi.

5.5. KOVETKEZMENY. Ha m > 2, akkor

g(m,n,p) < w(m,n,p) < s(m,n,p),
g(m,p) < w(m,p) < s(m,p),
gcrit(m) S wcrit(m) S Scrit(mp)'

Az m x n méreti biztos matrixok elemzését az m > 4 esetben az m = 3 esethez
hasonlé médon végezhetjiik el.

A bolyongé pont a legaldbb b > 2 egyest tartalmazé oszlop esetén (b—2)-t ugrik
balra, két egyest tartalmazd oszlop esetén egyet 1ép balra, egy egyest tartalmazo
oszlop esetén helyben marad és az m nullat tartalmazé oszlop esetén egyet 1ép
jobbra.

A (b—2)-vel balra ugrds valészintisége <TZ> pP~2¢"*2 | a balra lépésé (?) P22

, a helyben maradasé T) pg™ ! és a jobbra 1épésé (?) q™ , ezért a kovetkezd
egyenleteket irhatjuk fel.

Az m = 2 és m = 3-ra kapott korabbi eredményeket is figyelembe véve ezzel a
kovetkezd eredményt kaptuk.

5.6. TETEL. Ham > 2 és 0 < p <1, akkor

(2) s(m,p) =1-— é (?) (lfp)l(z —1)

és

3 crit —
(3) Serit = —

11



6. Szimulaciés eredmények
6.1. Kétsoros matrixok

Az egyszerliség kedvéért az s(2,n,p) fliggvény helyett az u(2,n,p) =1 — s(2,n,p)
fiiggvényt elemezziik. Elészor megadunk egy zart képletet (2, n, p) meghatarozdsira.

6.2. LEMMA. Ha n > 1, akkor

n_ [(i-1)/2]

(4) wznp) =% Y 2¥ g (22—]1) i

i=1  j=0

Az u(2,n,p)-re kapott (7.1) képlet nehezen kezelhetének latszik. Ezért bemu-
tatunk egy kombinatorikus és két bolyongdsos mdédszert s(2,p) explicit alakjanak
levezetésére.

6.3. LEMMA. Ha 0 < p < 1, akkor

p_ 1
(5) wp)={ @ ISPy
1 3,5 1.

Matrixaink vizsgalatdnak hasznos médszere, ha minden matrixhoz hozzarendeltink
egy — az x-tengelyen valé — bolyongast.

A bolyongé pont a k-adik idépontban a Py (b, 0) pontban van, ahol b, a matrix
els6 k oszlopaban el6fordult nulldk és egyesek szamanak kiilonbségét jellemzi.

Ha a bolyongés az origébdl indul, akkor

b — -1, ha 3k ugy, hogy k < Zle(a“ + aiz),
* k— Ef:l(ail +a;2) egyébként.

Bemutatunk egy olyan modszert, amelyet az r = 1 esetben tetszoleges m > 2
értékre alkalmazni tudunk.

Bizonyitds. Jeloljik xp-val (k = —1,0,1,2,...) annak a valdszinliségét, hogy a k
pontbdl indulé bolyongd pont elnyelédik az z = —1 helyen. A két egyest tartal-
mazé, p? valészintiséggel eléfordulé oszlopnak feleltessiink meg balra 1épést, a 2pq
valdszintiséggel el6forduld vegyes oszlopokhoz tartozzon helyben maradas és a két
nullét tartalmazé, g2 valdészintiséggel eléfordulé oszlopoknak feleljen meg jobbra
1épés.

Ekkor a kovetkezé egyenleteket irhatjuk fel.

zo = ¢*x1 + 2qpzo + p?
(6) T = qsz + 2gpx1 "H?zﬂfo

T2 = q“r3 + 2qpra + p A1

x3 = ¢*wq + 2qpxs + pPas

Legyen
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(7) G(z) = le 2t
i=1

az xg, T1, Ta, ... sorozat generatorfiiggvénye. Az (7.4) egyenletrendszer x;-vel kezdéd6
egyenleteit rendre z — i-vel beszorozva és az egyenleteket Gsszeadva a

foo + 2pqG(2) + p* (1 + 2z G(2)).

Innen G(z) kifejezhetd

_ P(2)
alakban, ahol
(10) P(2) = ¢ — p2
(11) Q(z) =p?2% + 2pq + p* — 2

A Q(2) polinom legfeljebb egy abszoliit értékii zérushelyein a Cauchy-Hadamard-
tétel [17] szerint a P(z) polinomnak a nulla értéket kell felvennie. A Q(z) = 0
egyenletet

(12) (pz + ¢)*=1

alakban felirva kozvetleniil adddik, hogy z = 1 gyoke a Q(z) polinomnak. A P(1) =
0 egyenletbdl az

3

(13) ro = —&

[V

megoldast kapjuk.
Az 1. dbra mutatja a [0, 1] intervallumban értelmezett s(2, p) fliggvény gorbéjének

1
a [0, =] intervallumhoz tartozé részét. A g(2,p) és s(2,p) figgvények alapjin az

m = 2 értékhez tartozé kritikus valészintiségekre fennéll

(14) O:gcrit(2) < ’LUcm‘t(Q) < sCTit(z):

- N

Emlékeztetiink Gécs eredményére, amely szerint we,;¢(2) > 10—400,

A 2. dbréan megadjuk a jé, iitemezhetd és biztos matrixok szamat és részaranyéat
— ami megfelel a p = 0.5 értéknek. A tabldzatban jellemzett métrixok oszlopainak
széma 1,2,...,15. Jeloljik a m x n méretil bindris matrixok szdmét T'(m,n)-nel.
Ekkor T'(m,n) = 2™".

Az eddigi eredmények alapjan mind a G(m, n)/T(m,n), mind pedig a W (m, n)/T(m,n)
és S(m,n)/T(m,n) értékeknek nulldhoz kell tartani n novekedtével.
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1. dbra. Az s(2, p) iitemezhetdségi fliggvény gorbéje.

G(2,n) W(2,n) S(2,n) | W(2,n)
n| G oy | VR Ta0 SE) | Tew | S
T 51 0.750 51 0.750 57 0.750 | LO00
2 9 0562 0 062 10 0625 | 1000
3 27 0.452 35 0.547 35 0.547 1.000
4 81 0.316 124 0.484 126 0.492 0.984
5 243 0.237 444 0.434 462 0.451 0.961
6 729 0.178 1 592 0.389 1716 0.419 0.927
7 2 187 0.133 5 731 0.350 6 435 0.393 0.890
8 6 561 0.100 20 671 0.315 24 310 0.371 0.850
9 19 683 0.075 74 722 0.285 92 378 0.352 0.808
10 59 049 0.056 270 521 0.258 352 716 0.336 0.767
11 177 147 0.042 980 751 0.234 1 352 078 0.322 0.725
12 531 441 0.032 3 559 538 0.212 5 200 300 0.310 0.684
13 1 594 323 0.022 12 931 155 0.193 20 058 300 0.299 0.646
14 4 782 969 0.018 47 013 033 0.175 77 558 760 0.289 0.606
15 | 14 348 907 0.013 | 171 036 244 0.159 | 300 540 195 0.280 0.568

2. dbra. A p = 1/2 val6szintiiséghez tartozé kerekitett adatok.

Nyitott kérdés a W(2,n)/5(2,n) hanyados viselkedése.

A 3. tablazat s(2,n,0.4) oszlopdban a szdmoknak az 5/9 hatarértékhez kell tar-

taniuk — ami még messze van.

A 4. tdblazatban az s(2,n, 0.35) oszlop szamainak a 120/169 ~ 0.7101 hatérértékhez

kell tartaniuk.
6.4. Haromsoros matrixok

14




w(2,n,0.4)
n T(2,n) | 9(2,n,04) | w(2,n,04) | s(2,n,0.4) $(2,n,04)
1 4 0.8400 0.8400 0.8400 1.0000
2 16 0.7056 0.7632 0.7632 1.0000
3 64 0.5927 0.7171 0.7171 1.0000
4 256 0.4979 0.6795 0.6862 0.9902
) 1024 0.4182 0.6487 0.6639 0.9771
6 4 096 0.3513 0.6206 0.6470 0.9592
7 16 384 0.2951 0.5957 0.6339 0.9397
8 65 536 0.2479 0.5731 0.6234 0.9193
9 262 144 0.2082 0.5524 0.6149 0.8984
10 1 048 576 0.1749 0.5332 0.6078 0.8773
11 4 194 304 0.1469 0.5155 0.6019 0.8565
12 16 777 216 0.1234 0.4988 0.5967 0.8359
13 67 108 864 0.1037 0.4832 0.5924 0.8157
14 268 435 456 0.0871 0.4685 0.5886 0.7960
15| 1073 741 824 0.0731 0.4545 0.5854 0.7764
16 | 4 294 967 296 0.0644 0.4412 0.5825 0.7574
17 | 17 179 869 184 0.0516 0.4286 0.5800 0.7390

3. dbra. A p = 0.4 val6sziniiséghez tartozé kerekitett adatok.

Az m = 3 esetben 3 : 0,2 : 1,1 : 2 és 0 : 3 lehet a nulldk és egyesek ardnya.

A vizsgalt matrixhoz olyan bolyongast rendeliink, amelyikben a csupa egyes osz-

lop p? valészintiségével ugrunk balra kettSvel, a két egyest tartalmazé oszlop 3p2q

valészintiségével 1épiink balra, az egy egyest tartalmazé oszlopok 3p? valészintiségével
maradunk helyben és a hdrom nulldt tartalmazé oszlop ¢ valészintiségével lépiink

jobbra.

7. Altalanos eset

Ha r = 1 és m > 2, akkor a biztos matrixok vizsgalata olyan aszimmetrikus
bolyongésra vezet, amely az origébdl indul, az x = —1 pontban van egy nyeld, és
a mozgds a matrix oszlopainak felel meg: ha az oszlopban egy egyes van — ennek

m pg™ ! — akkor a pont helyben marad; ha az oszlopban k > 1

valészintisége 1

egyes van — ennek valdszintisége (Z?) p*q™ 7 — akkor k — 1 helyet ugrunk jobbra;

ha pedig az oszlopban csupa nulla van — ennek valdsziniisége ¢ — akkor egyet
lépiink balra.

A [10] cikkben (amely az interneten is elérhet) megtaldlhaté a kovetkezd tétel.
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w(2,n,0.35)
n T(2,n) | 9(2,n,0.35) | w(2,n,0.35) | s(2,n,0.35) S(%.1.035)
1 4 0.8775 0.8775 0.8775 1.0000
2 16 0.7700 0.8218 0.8218 1.0000
3 64 0.6757 0.7901 0.7901 1.0000
4 256 0.5929 0.7645 0.7699 0.9930
5 1024 0.5203 0.7441 0.7561 0.9841
6 4 096 0.4565 0.7255 0.7462 0.9723
7 16 384 0.4006 0.7094 0.7389 0.9601
8 65 536 0.3515 0.6949 0.7334 0.9475
9 262 144 0.3085 0.6817 0.7291 0.9350
10 1 048 576 0.2707 0.6696 0.7258 0.9226
11 4 194 304 0.2375 0.6585 0.7231 0.9107
12 16 777 216 0.2084 0.6481 0.7210 0.8989
13 67 108 864 0.1839 0.6383 0.7192 0.8875
14 268 435 456 0.1605 0.6291 0.7178 0.8764
15 | 1 073 741 824 0.1401 0.6204 0.7166 0.8658
16 | 4 294 967 296 0.1236 0.6122 0.7156 0.8555
4. abra. A p = 0.35 valdszintliséghez tartozo kerekitett adatok.
n T(3,n) | GG3,n) | 9(3,1,05) | WE3,n) | w(3,n,05) | $B,n) | s(3,n,05) | 250
1 8 4 0.5000 4 0.5000 4 0.5000 1.0000
2 64 16 0.2500 19 0.2969 19 0.2969 1.0000
3 512 64 0.1250 98 0.1914 98 0.1914 1.0000
4 4 096 256 0.0625 525 0.1282 531 0.1296 0.9892
5 32 768 1024 0.0312 2 884 0.0880 2974 0.0907 0.9702
6 262 144 4 096 0.0156 | 16 043 0.0612 | 17 060 0.0651 0.9401
71 2097152 | 16 384 0.0078 | 90 091 0.0429 | 99 658 0.0475 0.9032
8 | 16 777 216 | 65 536 0.0039 | 507 520 0.0303 | 590 563 0.0352 0.8594

5. dbra. Az m = 3 és p = 0.5 paraméterekhez tartozé kerekitett adatok.

TETEL. Ha m > 2 és 0 < p < 1, akkor

m

s(m,p)=1- <T

=2

Scrit =
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w(3,n,0.3)
n T(3,m) | g(3,n,0.3) | w(3,n,0.3) | s(3,n,0.3) $(3.7.0.3)
1 8 0.7840 0.7840 0.7840 1.0000
2 64 0.6147 0.6795 0.6795 1.0000
3 512 0.4819 0.6153 0.6153 1.0000
4 4 096 0.3778 0.5682 0.5710 0.9951
) 32 768 0.2962 0.5313 0.5380 0.9875
6 262 144 0.2322 0.5004 0.5125 0.9764
7| 2097 152 0.1821 0.4739 0.4919 0.9634
6. dbra. Az m = 3 és p = 0.3 értékekhez tartozé kerekitett adatok.
w(3,n,0.25)
n | T(3,m) | g(3,n,0.25) | w(3,n,0.25) | s(3,n,0.25) W
1 8 0.8437 0.8437 0.8437 1.0000
2 64 0.7119 0.7712 0.7712 1.0000
3 512 0.6007 0.7286 0.7286 1.0000
4 4 096 0.5068 0.6981 0.7004 0.9967
5| 32768 0.4276 0.6748 0.6804 0.9917

7. dbra. Az m = 3 és p = 0.25 értékekhez tartozé kerekitett adatok.

8. ésszefoglalés

Az m > 2 sort tartalmazé métrixokra megadtuk az litemezhetOségi fliggvény
explicit alakjdt és meghatdroztuk az sc.;;(m) kritikus valdszinfiségeket. scpi(2)
értéke a tobb perkolaciés modellre jellemzo 1, a tovabbi kritikus valdsziniiségek
értéke m novekedtével csokken.

A szimuldciés vizsgalatok szerint a kritikus iitemezhet6ségi valdszintiségek kozel
vannak a kapott fels6 korldtokhoz: az 7.2. tdblazat a p = 0.5, az 7.3. tablazat a
p = 0.4, az 7.4. tablazat pedig a p = 0.35 valészinliséghez tartozé adatokat mutatja.

A tébldzatok adatai alapjén azt sejtjiik, hogy a [7] cikkben szerepld korlatnal
jobb is adhaté: ha p < 0.4, akkor w(2,p) > 0.

A w(m,p)/s(m, p) hdnyadosok viselkedése még tovdbbi elemzést kivén.

A cikkben szereplé alsé korldtnal nagyobbakat is meg tudunk adni, de azokbdl
is csak a természetes nulla alsé korlat adédik. A kritikus valdszinliségek pontosabb
jellemzéséhez a j6 matrixoknal hasznosabb matrixokra van sziikség.
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