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LINEARIS ERDOS-GALLAI TESZT

IVANYT ANTAL, LUCZ LORAND, MORI F. TAMAS

Havel 1955-ben [29], Erdds és Gallai 1960-ban [21], Hakimi 1962-ben [26],
Ruskey, Cohen, Eades és Scott 1994-ben [75], Barnes and Savage 1997-ben [6],
Tripathi, Venugopalan és West 2010-ben [91] javasoltak modszert annak el-
dontésére, hogy nemnegativ egészek sorozata lehet-e egy egyszerid graf foksoro-
zata. Ezeknek az algoritmusoknak a futasi ideje legrosszabb esetben négyzetes.
Cikkiinkben bemutatjuk az ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmust, amely-
nek legrosszabb futési ideje linearis. Mivel példaul jo sorozat esetén a sorozat
minden elemét tesztelni kell, RAM szamitasi modell esetén EGL aszimptotiku-
san optimalis. Az 4j algoritmus segitségével 24, 25, 26, 27,28 és 29 cstcs esetén
meghataroztuk egyszerd grafok kiilonbozs foksorozatainak a szaméat [81].

1. Bevezetés

A gyakorlatban kiilonb6zé teriileteken sziikség van objektumok rangsorolidsara. En-
nek egyik elterjedt modszere, hogy az objektumokat paronként Gsszehasonlitjuk, és
az Osszehasonlitas eredményeképpen pontokat adunk az objektumoknak, végiil pedig
az objektumokat a kapott pontszadmok alapjan rangsoroljuk.

Példaul Landau biologiai [55], Hakimi kémiai [26], Kim, Toroczkai, Miklos, Erdés
és Székely [48] és Newman és Barabéasi [66] halozati, Bozoki, Fulop, Poesz és Ronyai
gazdasagi [1), 110, 11} 45] 88| Liljeros et al. emberi kapcsolatokra vonatkozo [56], Ivanyi
et al. pedig sportbeli [32, 33] 36} 39, 43, [71, [73] alkalmazasokra hivatkoztak.

A szamos lehetséges terminologia koziil Erdgs Pal és Gallai Tibor [21] cikkének
szohasznalatat és jeloléseit kovetjiik.

A pontozas modjatol filggden sokféle feladat és eredmény van. Ebben a cikkben
grafon olyan véges, iranyitas nélkiili grafot értiink, amelyben nem fordulnak el hu-
rokélek és barmely két csucsot legfeljebb egy él kot Ossze, azaz eqyszerd grifokrol lesz
sz0. Ez a graf annak a pontozasnak felel meg, amikor az Gsszehasonlitdsoknak két
lehetséges eredménye van: vagy mindkét objektum egy, vagy pedig mindkettd nulla
pontot kap. Az Osszehasonlitdsok eredményét dbrazold grafban két cstcs pontosan
akkor van 6sszekotve, amikor a nekik megfelel6 objektumok Osszehasonlitdsa sordn
mindkét objektum egy pontot kapott.

A sok népszerd feladat koziil azt vizsgaljuk, hogyan dénthets el gyorsan, hogy
nemnegativ egészek n > 1 hossziasaga b = (by,...,b,) sorozatahoz létezik-e olyan
egyszeri graf, amelynek b a foksorozata.

A hasonld feladatokkal kapcsolatban megjegyezziik, hogy mind az iranyitatlan,
mind pedig az irdnyitott grafokkal kapcsolatban az utébbi néhény évben is szamos
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cikk és konyvfejezet jelent meg (példaul [8, 12, 19, 30, [43] K9, 74, 89, 91], 92 93],
illetve |7, [11], 14} 22] 24| [32], 33, [35], 39, 140}, 48, [51), 54, [62] 68, [71], [72]).

Legyenek I, m és u egész szamok, tovabba 1 < m és 0 < [ < u. Egész szamok
b= (bi,...,bn) sorozatat (I,u, m)-korlatosnak (réviden: korlatosnak) nevezziik, ha
I <b; <uminden 1 <i<m indexre. A b= (b1,...,bn) (I,u,m)-korlatos sorozatot
(I, u, m)-szabdlyosnak (réviden: szabalyosnak) mondjuk, ha w > by > -+ > by, > L.
Egy (I,u,m)-szabalyos sorozatot megvaldsithatonak vagy grafikusnak (réviden: jo-
nak) neveziink, ha létezik olyan G egyszeri graf, hogy G foksorozata (b1, ba, ..., by).
Vizsgélatainkban kitiintetett szerepet jatszanak a (0, m — 1, m)-szabalyos sorozatok,
ahol m egy egyszerd graf csicsainak szdma, 0 és m —1 pedig a foksorozat also, illetve
fels6 korlatja.

Jelent6s szamu cikk (példaul [13] 23] 52, 60]) foglalkozik péaros szamok grafikus
felbontdsaival: elallitjak a 2k paros szam pozitiv egész dszeadandokra valé monoton
csokkend felbontasait, és az igy kapott ¢ = (q1,. .., ¢m) sorozatok koziil — amelyekre
G+ gm =2k és gn > gm-1 > -+ > q1 — szirik ki a grafikus sorozatokat, vagy
pedig rekurzidval eleve csak a grafikus sorozatokat allitjak eld.

A tovabbiakban féleg szabalyos sorozatokkal foglalkozunk. A definiciokban az als6
és felsg korlatok azért szerepelnek, hogy ellenérzg algoritmusainkat megkimeéljiik a
nyilvanvaléan nem j6 sorozatok ellenérzésétsl, ezért ezek a megszoritasok nem jelentik
az altalanossag megszoritasat.

Cikkiink f6 célkitiizése, hogy minél kisebb varhato futasi ideji algoritmust talal-
junk annak eldéntésére, hogy elsirt b szabalyos sorozathoz taladlhaté-e olyan G egy-
szerd graf, melynek foksorozata b. A probléma 6nmagaban is érdekes és fontos, hiszen
a grafelmélet tobb mint 6tven éve intenziven foglalkozik vele. Szdmunkra kiilon moti-
vaciot jelent, hogy a feladat részfeladatként jelentkezik, amikor minél kisebb varhaté
futasi idejd algoritmust keresiink annak eldéntésére, hogy el6irt sorozat lehet-e egy
labdarigé bajnoksag pontsorozata [24, 31), 34, 38| 40, 53, ?|. A labdarugas is olyan
sport, amelyben a dontetlen megengedett eredmény. Vizsgalatainkban mind a tesz-
telés, mind pedig a megvalésitas soran kulcsszerepet jatszik a déntetlenek parositasa
— ez pedig pontosan az egyszerd grafok fokainak péarositasaval ekvivalens feladat.

Az egyszerd iranyitatlan grafok foksorozataival kapcsolatos eredmények és maod-
szerek hasznosak az irdnyitott grafokra, multigrafokra [27, 32, 33, 44} [54], tobbrészes
grafokra [69), 7] és a foksorozatokhoz hasonld sorozatokra [69, 72, [73] vonatkozo ha-
sonl6 feladatok megoldésanal.

Erdemes megemliteni, hogy a fokszamsorozatok szamanak meghatéarozasaval kap-
csolatos nehézségek miatt annak is van irodalma (lasd példaul [19, 43| 62]), hogy
véletlen mintavétellel becsiiljiik ezeket a szamokat.

Melléktermeékkent javitottuk és bévitettiik az EIS [80)] adatbazist: egyrészt a benne
lévs ismert sorozatok 14j elemeivel, méasrészt a cikkben definidlt Gj sorozatok ele-
meinek megadésaval. Moédszeriink az Osszes j6 sorozat gazdasiagos elGallitasara is
alkalmas (vesd Ossze Ruskey |75] 1994-es, valamint Barnes and Savage [6] 1997-es
cikkével).
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A cikk felépitése a kovetkezs. A bevezet§ elsé rész utan a témakor klasszikus algo-
ritmusait foglaljuk 6ssze. A harmadik részben 1j pontos algoritmusokat, a negyedik
részben leszamlédlasi eredményeket, az 6t0dik részben pedig 1] teszteld algoritmuso-
kat ismertetiink. A hatodik részben a kézelits algoritmusok hibajat, mig a hetedikben
a pontos algoritmusok futasi idejét elemezziik. Végiil a nyolcadik részben a grafikus
sorozatok szaménak nagysigrendjét jellemezziik.

2. Klasszikus pontos algoritmusok

2.1. Havel-Hakimi algoritmus

A feladat megoldasara az els6 modszert Vaclav Havel cseh matematikus javasolta
1955-ben [29,57], majd 1962-ben Louis Hakimi [26] t6le fiiggetleniil publikalta ugyan-
ezt az eredményt, innen adédik a Havel-Hakimi elnevezés.

1. TETEL. (Havel [29]) Han > 1, a (b1,...,by) n-szabdlyos sorozat akkor és csak
akkor n-jé, ha a (ba—1,bs—1,... by, —1,bp, 41 —1,bp, 42, .., byn) sorozat (n—1,n—1)-
jo.

Bizonyitas.: Lasd [29]. O

Az eredeti tétel n > 3 korlatozo feltételt tartalmaz, de konnyii ezt az n > 1
feltételre modositani.

Ha ezen tétel alapjan irunk egy rekurziv algoritmust, akkor annak futasi ideje a
RAM szamitasi modell [17] szerint legjobb esetben — példaul az (n—1,0,...,0) = (n—
1,0" 1) bemenetre — O(1), legrosszabb esetben pedig — példaul a homogén (n — 1)"
vagy a tranzitiv (n — 1,n — 2,...,1,0) bemenetre — O(n?). Erdemes megjegyezni,
hogy a tétel bizonyitasa konstruktiv, és a bizonyitason alapulé algoritmus négyzetes
id6 alatt nem csak ellendriz, hanem egy megfelels grafot is elgallit (feltéve persze,
hogy létezik megfelels egyszert graf).

Mivel a teljes grafnak (%) = ©(n?) éle van, bérmely — a megvalositast is biztosit6
— RAM algoritmus legrosszabb futasi ideje nem lehet kisebb, mint négyzetes.

1962-ben Louis Hakimi [26] Haveltdl fiiggetlentil publikilta ugyanezt az eredményt,
ezért ma a tételt rendszerint Havel-Hakimi tételnek, a modszert pedig Havel-Hakims
algoritmusnak nevezik.

Az algoritmust késébb iranyitott grafokra [22, 32, [33] 49] is kiterjesztették.

2.2. Erddés-Gallai algoritmus

Idérendben a kiévetkez§ eredmény Erdss Pél és Gallai Tibor aldbbi sziikséges és
elégséges feltétele [21] volt.

Nemnegativ egészek adott b = (by, ..., by,) sorozata esetén a sorozat elss i elemét
a sorozat ¢ elemhez tartozo fejének, mig a tobbi elemét a i elemhez tartozé farkdnak
nevezziik. A fejelemek osszegét H;, mig a farokelemek 6sszegét T; jeloli (i = 1,...,n).
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A i min(i, by) 6sszeget pedig Cy-vel jeldljiik és a farok kapacitdsanak nevezziik.
Ha egy b sorozatra H, péaros, akkor a sorozatot pdrosnak, egyébként pdratlannak
nevezziik.

2. TETEL. (Erd6s, Gallai, [21]) Ha n > 1, az n-szabdlyos (b1 ...,b,) sorozat akkor
és csak akkor 30, ha

H,, pdros (1)

és
Hi—i(i—1)<C; (i=1,...,n—1). 2)
Bizonyitas. Lasd [15, 21] [76, 91]. O

Bar ez a tétel csak ellenériz, futési ideje a RAM szamitasi modell szerint a leg-
jobb esetben ©(n) és a legrosszabb esetben ©(n?) kozott valtozik. A kézelmultban
Tripathi et al. [91] publikdltak a tételre konstruktiv bizonyitast, amely jo bemenet
esetén O(n?) id6 alatt egy megoldast is elsallit. Az (1. abran lathatjuk az n-szabélyos
(R(n)) és n-paros (E(n)) sorozatok szamat és ezek egymashoz viszonyitott aranyat
(E(n)/R(n)) n=1,...,38. Ha n tart a végtelenbe, akkor ez a hanyados az 1/2-hez tart
(26).

3. Uj pontos algoritmusok

Ebben a részben a nullamentes algoritmusok, az eltolé Havel-Hakimi, a paritdsos
Havel-Hakimi, a réviditett Frdds-Gallai, ugré Erdds-Gallai, linearis Erdds-Gallai és
a gyors Erdds-Gallai algoritmusokat mutatjuk be.

3.1. Nullamentes algoritmusok

Mivel a sorozatok végén 1évs nulldk izolalt csicsokat jelentenek, igy azok nem be-
folyasoljak, hogy az adott sorozat jo-e. Fzt a megfigyelést hasznositja a kovetkezd
allitas, amelyben p a b sorozat pozitiv elemeinek a szamét jeldli.

3. KOVETKEZMENY. Han > 1, a (b1,...,by) (n,n)-szabdlyos sorozat akkor és csak

akkor n-jé, ha a (by,...,b,) sorozat (p,p)-jo.

Bizonyitas. Ha a sorozatnak van pozitiv eleme, akkor az allitds a Havel-Hakimi,
illetve az Erdds-Gallai kévetkezménye, de kozvetleniil is adddik: a nulldk ugyanis
nem segitenek a pozitiv fokszamok parositasanal, ugyanakkor nem okoznak 6nalld
igényt sem. U

Az ezen a tulajdonsagon alapulo megvalositést nullamentes Havel-Hakimi (HHN),
illetve nullamentes Erdgs-Gallai (EGN) algoritmusnak nevezziik.
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n R(n) | E(n) | E(n)/R(n) |
1 1 1 | 1.0000000000000
2 3 2 | 0.6666666666667
3 10 6 | 0.6000000000000
4 35 19 | 0.5428571428571
5 126 66 | 0.5238095238095
6 462 236 | 0.5108225108225
7 1716 868 | 0.5058275058275
8 6435 3235 | 0.5027195027195
9 24310 12190 | 0.5014397367339
10 92378 46252 | 0.5006819805581
11 352716 176484 | 0.5003572279114
12 1352078 676270 | 0.5001708481315
13 5200300 2600612 | 0.5000888410284
14 20058300 10030008 | 0.5000427753100
15 77558760 38781096 | 0.5000221251603
16 300540195 150273315 | 0.5000107057227
17 1166803110 583407990 | 0.5000055150693
18 4537567650 2268795980 | 0.5000026787479
19 17672631900 8836340260 | 0.5000013755733
20 68923264410 34461678394 | 0.5000006701511
21 269128937220 134564560988 | 0.5000003432481
22 1052049481860 526024917288 | 0.5000001676328
23 4116715363800 2058358034616 | 0.5000000856790
24 16123801841550 8061901596814 | 0.5000000419280
25 63205303218876 31602652961516 | 0.5000000213918
26 247959266474052 123979635837176 | 0.5000000104862
27 973469712824056 486734861612328 | 0.5000000053420
28 3824345300380220 1912172660219260 | 0.5000000026224
29 15033633249770520 7516816644943560 | 0.5000000013342
30 59132290782430712 29566145429994736 | 0.5000000006558
31 232714176627630544 116357088391374032 | 0.5000000003333
32 916312070471295267 458156035385917731 | 0.5000000001640
33 3609714217008132870 1804857108804606630 | 0.5000000000833
34 14226520737620288370 7113260369393545740 | 0.5000000000410
35 56093138908331422716 28046569455332514468 | 0.5000000000208
36 221256270138418389602 110628135071477978626 | 0.5000000000103
37 873065282167813104916 436532641088444120108 | 0.5000000000052
38 | 3446310324346630677300 | 1723155162182151654600 | 0.5000000000026

1. abra. Péaros és szabalyos sorozatok szama és ezen szdmok aranya.

3.2. Eltolé6 Havel-Hakimi algoritmus

Havel és Hakimi eredeti tételének természetes algoritmikus megfelelgjét HHR-nek
(Rendez6 Havel-Hakimi) nevezziik, mert a tétel természetes alkalmazasa minden me-
netben igényli a redukalt bemenet rendezését.
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A tétel alapjan olyan megvalositas is lehetséges, hogy a fokszamok redukélasat
a sorozat monotonitasit megérizve végezziik. Ekkor az Eltolé Havel-Hakimi algo-
ritmust (HHE) kapjuk. A modszer tovabb gyorsithato, ha az els6 nem kielégithetd
csiicsnél elutasitjuk a sorozatot és nem végziink el tovabbi felesleges szamitasokat.

Bemenet: n a csicsok szama (n > 1); b = (by,be, ..., by) n-szabalyos sorozat
Kimenet: L logikai valtozo
(L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jo, mig L = TRUE azt mutatja, hogy b
jo)
ErrorLo-HAavEL-HAKIMI(n, b, L)

01 FF=b > 01. sor: munkavaltozé inicializélasa
02 first=20 > 02. sor: ellendrizendd elem indexének beallitasa
03 while F'Fyje > 0 > 03-33. sor: sorozat ellenérzése
04 last = FFpig + first > 04. sor: utoljara megvizsgalandé elem
05 if FFj,g ==0 > 05-08. sor: gyors teszt
06 L = false > 06-07. sor: rossz sorozat elutasitésa
07 return

08 end

09 if FFlg == FFjas41 > 09-30. sor: ellenérzése ’eltolassal’
10 1= first+1 > 06. sor: elsd egyforma elem index
11 if FFs # FF; > 11-15. sor: els6 egyforma elem keresése
12 while FF; # FFiuq

13 1=1+1

14 end

15 end

16 for j = first+ 1 to i > 16-18. sor: eltolds mentes rész csokkentése
17 FF; =FF; -1

18 end

19 i=last—1+1 > 19. sor: lekdthetd fokszamigény
20 J=last+2 > 20. sor: j inicializdlasa
21 while FF,g = FF; 1> 21-23 sor: utolsé ugyanolyan elem megkeresése
22 j=J+1

23 end

24 forit=0to1 > 24-27. sor: fokszadmok csokkentése hatulrol haladva
25 j=7-1

26 FF; =FF; -1

27 end

28 FFripg =0 > 28. sor: a kielégitett els6 elem nulldzasa
29 first = first +1 > 29. sor: 1j els§ elem beallitasa
30 else > 30-36. sor: ellenérzés ’eltolés’ nélkiil
31 for j = first + 1 to last + 1 > 31-33. sor: fejelem igényének kielégitése

32 FFj=FF;—1
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33 end

34 FFpipse =0 D> 34. sor: a kielégitett els§ elem nullazésa
35 first = first + 1 > 35. sor: 1j els6 elem beallitasa
36 end

37 end

38 if FF,==0 D> 38. sor: ha az utolsé igényt is sikeresen kielégitettiik
39 L =true > 39. sor: elfogadé allapot beallitasa
40 else

41 L = false D> 41. sor: elutasité allapot beallitasa
42 end

43 return L > 43. sor: visszatérés az eredménnyel

3.3. Paritasos Havel-Hakimi algoritmus

Erdekes gondolat az Erdds-Gallai és a Havel-Hakimi feltételek egyiittes alkalmazésa
gy, hogy elészor b paritdsat vizsgaljuk, és csak a paros bemenetekre alkalmazzuk
a rendszerint négyzetes futédsi idejii rekurziv ellenérzést. Ezzel ugyan elveszitjiik a
nullamentes Havel-Hakimi azon jé tulajdonsagat, hogy legjobb esetben konstans idé
alatt lefut, viszont cserébe megkapjuk azt, hogy a varhato futasi id6 kézel 50 szdza-
lékkal csokken.

Bemenet: n a csicsok szama (n > 1); b = (by,be, ..., by) n-szabalyos sorozat
Kimenet: L logikai valtozo
(L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jo, mig L = TRUE azt mutatja, hogy b
jo)
Munkavdltozdk:
H = (Hy,...,Hy,): H; bels6 i elemének az 6sszege

HavEL-HAKIMI(n, b, L)

01 H =b > 01. sor: Hi szidmitasa
02fori=2ton > 02-04. sor: H értékek szamitasa
03 H,=H;, 1+b

04 end

05 if H, paratlan > 05-08. sor: paritas ellenérzés
06 L = false > 06—07. sor: hibas sorozat elutasitasa
07 return L

08 end

09 FF=b > 09. sor: munkavaltozo6 inicializalasa
10 while F'Fy >0 > 10. sor: amig nem értiink a sorozat végére
11 for j =1to FFy+1 > 11-13. sor: kielégitjiik az els6 fok igényét
12 FF; =FF; -1

13 end

14 FFy=0 > 14. sor: nullazzuk az elsé elemet
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15 sort _descending(F'F) > 15. sor: tjrarendezziik a sort
16 end

17t=0 > 09. sor: ideiglenes valtoz6 nullazésa
18 fori=0ton > 18-20. sor: munkavaltozé értékeinek Osszegzése
19 t=t+I'F;

20 end

21 if t == > 21-25. sor: helyreallithatésag eldontése
22 L =true > 22. sor: helyreéllithaté
23 else

24 L = false > 24. sor: nem helyreallithaté
25 end

26 return L

3.4. Roviditett Erdds-Gallai algoritmus

H; maximélis értéke szabalyos sorozat esetén n(n — 1), ezért a (2) egyenlStlenség
t = n esetén biztosan teljesiil, igy felesleges ellendrizni.

Ennél is hasznosabb észrevételt tartalmaz a kdvetkezs lemma.

Tripathi és Vijay 2003-as cikkében [90] szerepel az az észrevétel, hogy az Erdds-
Gallai tételben a (2) egyenlétlenséget elég csak addig ellendrizni, amig H; > i(i — 1)
teljesiil.

4. LEMMA. (Tripathi és Vijay [90]) Ha n > 1, az n-szabdlyos b = (b1 ..., by) sorozat
akkor és csak akkor n-jé, ha

H, pdros (3)
és
H; —min(H;,i(i — 1)) < i min(i,by) (i=1,2,...,9), (4)
k=i+1
ahol
g= max (k| k(k—1) < Hy). (5)

Bizonyitas. Hai(i—1) > H;, akkor (2) bal oldala nempozitiv, ezért az egyenlGtlenség
biztosan teljesiil, igy felesleges ellendrizni. O

Példaul a b = (5'90) sorozat esetén (2) jobb oldalat az Erdds-Gallai algoritmus
szerint 99-szer, mig a roviditett Erdgs-Gallai algoritmus szerint csak 6-szor kell kiszé-
mitani. A javitadsnak a varhato futasi idére gyakorolt hatasat al7. részben vizsgaljuk.

A 4l lemmén alapul6 algoritmust roviditett Erdds-Gallai algoritmusnak (EGR)
nevezziik.
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3.5. Ugr6 Erdés-Gallai algoritmus

Az ismétlodS elemeket Osszevonva egy szabélyos (bi,...,b,) sorozat (bf!,
. .,bf;’) alakban is felirhat6, ahol by, > --- > b; , e1,...,eg > 1és e+ -+ e, =n.
Legyenoj=e1+---+¢; (=1, ...,q).
A b; elemet a b sorozat ugrd elemének nevezziik, ha i = n vagy 1 <¢<n—1és
b; > biy1. Ekkor az ugr6 elemek a by, byy, - - -, bo, elemek.

5. TETEL. (Tripathi, Vijay [90]) Az n-szabdlyos b = (b ..., by) sorozat akkor és csak
akkor n-j0, ha

H, pdros (6)
és N
Hy, —oi(oi—1)< > min(i,by) (i=1,...,q). (7)
k=oi+1
Bizonyitas. Léasd [90]. O

Késébb majd az ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmusban kihasznaljuk, hogy a
(7) egyenlétlenségben o, mindig n, és ezért H, — n(n — 1) mindig teljesiil, igy elég
az egyenl6tlenséget (i = g — 1)-ig ellendrizni.

A kovetkezs program az Erdds-Gallai algoritmusnak az 3l és 4. lemma, valamint
a bl tétel alapjan gyorsitott valtozatat mutatja be.

Bemenet: n a cstcsok szama (n > 1); b = (by, be, ..., b,) n-szabalyos sorozat
Kimenet: L logikai valtozo
(L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jo, mig L = TRUE azt mutatja, hogy b
jo)
Munkavdltozok:

H = (Hi,...,Hy): H; bels6 i elemének az Gsszege

ERDGS-GALLAI-UGRO(n, b, L)

01 Hi =b > 01. sor: H; szidmitasa
02fori=2ton > 02-04. sor: H értékek szamitasa
03 H,=H, 1+

04 end

05 if mod (Hy,2) > 05-08. sor: paritas ellenérzés
06 L = false > 06—07. sor: hibas sorozat elutasitasa
07 return L

08 end

09 for j=1ton—1 > 09-23. sor: sorozat ellenérzése

10 if bj = b1 > 10-12. sor: eldéntjiik, hogy az adott pont ellenérzépont-e
11 continue
12 end



10 IVANYI ANTAL, LUCZ LORAND, SOTER PETER

13 R=0 > 13. sor: munkavaltozé nullazasa
14 fork=j+1ton > 14-16. sor: a tétel szummajanak szdmitasa
15 R = R+ min(j, by)

16 end

17 ifHj—j5-(j—-1)>R D> 17. sor: a tétel feltételének ellendrzése
18 L = false > 18-19. sor: rossz sorozat elutasitisa
19 return L

20 end

21 end

22 L = true > 22-23. sor: j6 sorozat elfogadasa
23 return L

Ennek az algoritmusnak a futési ideje a legjobb ©(1) és a legrosszabb O (n?) kozott
valtozik.

3.6. Linearis Erdé6s-Gallai algoritmus

A kovetkezd6 ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmus kihasznélja, hogy a b bemeneti
sorozat monoton. Ennek koszénhetSen a C; kapacitasokat minden i-re konstans id4-
ben meg tudja hatarozni, azaz nincs sziiksége arra, hogy a megfelel§ farok elemeit
egyenként megvizsgalja. A gyors szdmolas kulcsa a silypontokat tartalmazo w(b)
sorozat.

Adott b sorozat esetén legyen w(b) = (w1,...,wn—1), ahol w; a b sorozat legna-
gyobb indexi olyan elemére mutat, ameyik legalabb akkora, mint :.

6. TETEL. Han >1,ab= (by...,b,) n-szabdlyos sorozat akkor és csak akkor n-jo,

ha
H, pdros, (8)
és ha v > w;, akkor
H; <i(i - 1) + H, - H, (9)
kilénben ha © w;, akkor
H; <i(i—1)+i(w; —i) + H, — Hy,. (10)

Bizonyitas. A b sorozat b; elemének ellenérzésekor két eset van:

e ha i > w;, akkor a C; kapacitas egyszeriien szamithat6: H,, — H;, mivel a farok
minden b; elemének hozzdjarulasa csak b;.

e ha i < wy, akkor a farok hozzajarulasa két esetet tartalmaz: Ciyq,...,Cp,
egyenld 7, while C; = b;j for j =m; +1,...,n.
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Ezért han — 1 > 17 > w;, akkor

C;=1i(i—1)+ H, — H;, (11)

ha 1 <7 < w;, akkor
Ci=i(i—1)+i(w; — i)+ Hy, — Hy,. (12)
O

A kovetkez§ program a 6L tétel alapjan adott n-re tetszdleges n-szabélyos soro-
zatrol eldonti, hogy jé-e. A program futasi ideje minden sorozatra O(n). Erdemes
megjegyezni, hogy akir a bemend sorozat rendezettségétsl is eltekinthetiink, mivel a
sorozat elemei egész szamok és mindegyik a [0,n — 1] intervallumba esik, igy sziikség
esetén O(n) id6 alatt rendezni tudjuk a sorozatot.

Bemenet: n a csicsok szama (n > 1); b= (by,. .., by): n-szabélyos sorozat.

Kimenet: L logikai valtozé
(melynek értéke TRUE, ha a bemenet j6, és FALSE egyébként)

Munkavdltozok
H = (Hy,...,Hy,): H; az éppen tesztelt b els6 i elemének az dsszege
m = (mi,...,mp—1): m; a legnagyobb indexi olyan b; indexe, amely legalabb i

Hy = 0: segédvaltoz6 a H sorozat elemeinek kiszadmitédsahoz;

bop = n — 1: segédviltoz6 az m sorozat elemeinek kiszdmitasahoz;

w = (w1,...,wy—1): w; a b; sulypontja, a legnagyobb eleme a b-nek ami nem kisebb
mint 2
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ERDGS-GALLAI-LINEARISAN(n, b, L)

01 Hy=0 > 01. sor: értékadas
02fori=1ton > 02-03. sor: H szamitasa
03 H; =H; 1+b;

04 if H, péaratlan > 04-06. sor: paritas tesztelése

05 L = FALSE
06 return L

07bp=n-1 > 07. sor: értékadés a segédvaltozonak
08 fori=1ton > 08-12. sor: stlypont kiszdmitasa
09 if b; < b;_1

10 for j = b;_1 downto b; + 1

11 wj=1—1

12 Wy, =1

13 for j = b, downto 1 > 13-14. sor: large weights
14 wj =N

15fori=1ton > 15-23. sor: a b elemeinek tesztelése
16 if i < w; > 16-19. sor: test of indices for large w;’s
17 if H; >i(i—1)+i(w; —i)+ Hy, — Hy,

18 L = FALSE

19 return L

20 if i > w; > 20-23. sor: test of indices for small w;’s
21 if H; >i(i—1)+ H, — H;

22 L = FALSE

23 return L

24 L = TRUE > 24-25. sor: a program visszatérési értéke TRUE

25 return L

7. KOVETKEZMENY. Nemnegaliv egészek n-szabdlyos b = (by,...,,by) sorozatdrol
theta(n) idd alatt eldonthetd, hogy létezik-e olyan G egyszerd grdf, amelynek b a
foksorozata.

Bizonyitas. Az els6 sor O(1), 2-3. sor ©(n), 4-6. sor O(1), 07. sor O(1) , 08-12.
sor O(1), 13-14. sor O(n), 15-23. sor O(n) és 24-25. sor O(1) id6ben végezhets el,
ezért a sziitkséges futasi id6 O(n). O

Mivel a jo sorozatok minden elemét megvizsgaljuk a teszt soran, ezért a RAM
szamitasi modell alapjan a [17] ERDOS-GALLAI-LINEAR aszimptotikusan optimalis.

3.7. Gyors Erdés-Gallai algoritmus

A ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmus egyik lehetséges alkalmazéasa, hogy meg-
hatérozzuk a jé sorozatok szdmat olyan n értékekre, amelyekre eddig a nagy szé-
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molasigény miatt nem volt ismert: Sloane On-line Encyclopedia of Integer Sequences
cimi honlapja [80] az n = 23 értékig tartalmazza a jo sorozatok szamét.

Az alabbi ERDGOS-GALLAI-GYORSAN algoritmus a linearis legrosszabb eset mel-
lett azt is igyekszik kihaszndlni, hogy ha lexikografikus sorrendben ellenérizziik a
sz6bajove sorozatokat, akkor a szomszédos sorozatok bizonyos tulajdonsagai nagyon
hasonléak, ezért adott sorozat jellemz6i az 6t megeléz6 sorozat jellemzé adataibol
konstans id6 alatt meghatarozhatoak.

Igyeksziink az ellenérizendd sorozatok szamat is csokkenteni.

Ennek egy egyszerti megoldasa, hogy eleve csak a péros sorozatokat allitjuk eld.
Tovabbi &tlet, hogy csak a nullamentes sorozatokat vizsgéljuk. A nullat tartalmazé
n-j6 sorozatok kozott ugyanis a [14. lemma szerint pontosan G(n — 1) j6 sorozat
van. Igaz, hogy aszimptotikusan a nullat tartalmazé sorozatok a paros sorozatok
elhanyagolhato részét adjék, de az altalunk most gyakorlatilag vizsgalt n € [4, 30]
tartomanyban még jelentss a részaranyuk.

Lényeges gyorsitast jelent az is, hogy a sorozatokat csak az ellenérz6 pontokban
vizsgaljuk.

Az ERDOS-GALLAI-GYORSAN program azt is kihasznalja, hogy a szomszédos so-
rozatok ellenrz§ pontjainak a listdja atlagosan konstans id§ alatt szarmaztathaté a
megel$zd sorozat adataibol. A kiindulasi értékek szintén konnyen szamithatok: az
els6 — q = (n — 1)" — sorozatra a C lista lires (azaz egyéltalan nem kell elllenérzést
végezniink), a mutatok listaja pedig kezdetben m = ((n — 1)"~!

Az ERDOS-GALLAI-GYORSAN algoritmus elallitja és megvizsgalja az n-péros,
nullamentes sorozatokat, és kimenetként megadja a G(n) értéket. Az algoritmus ki-
hasznalja, hogy a paros sorozatok lexikografikusan csokkend sorozatdban szomszédos
sorozatok tobb lényeges paramétere hasonlo, ezért ezek a paraméterek a vizsgalt b/
sorozatot megel6z6 b sorozat adott paraméterébdl gyorsan meghatarozhatoak.

Ellendrz6 pontoknak nevezziik a n-nél kisebb ugro pontokat. Az ellen6rzd pontok
C(V') list4ja rendszerint megegyezik a C'(b) listaval, és legfeljebb a végén valtozik egy
vagy két elem.

Bemenet. n: a csucsok szama (n > 4); (azért korlatozzuk n-et alulrol, hogy a
programot mentesitsiik a révid sorozatok specidlis tulajdonsigainak figyelembe vé-
telétol).

Kimenet. G: az n-jo sorozatok szama.

Munkavdltozok. © és j: ciklusvaltozok;

b= (b1,...,bn): bj az éppen tesztelt paros, nullamentes sorozat i-edik eleme;

bop = n — 1: segédviltoz6 a H sorozat elemeinek kiszamitasihoz;

H = (Hy,...,Hy,): H; az éppen tesztelt b els6 i elemének az osszege;

Hy: segédvaltozé H elemeinek szamolasahoz;

C(b) =C = (c1,¢2,...,cq-1): ellenérz6 pontok maximalis hosszusaga listéja;

c: ellendrzé pontok szama az aktuélis C' listdban;

m = mi,...,My_1: M; a legnagyobb indext olyan b; indexe, amely legalabb ¢; g¢:

ellenérzésre eddig az indexig van sziikség; k: ellenGrzés egyszertsitéséhez hasznélt
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valtozo.

ERDOS-GALLAI-GYORSAN(n, G)
01 Ho =c=0

02G=1

03 777

04 fori=1ton

05 bz =n-—1

06 H;=H;+b;

07 while by > 2

08 777

09 777

10 fori=1toc
11 if 777

12 if 777

13 777

14 else if 777
15 go to 19
16 G=G+1

17 go to 19

18 return G

19if b, >3

20 b, =b, — 2

21 H,=H,—2

22 if b, ==b,_1 — 2
23 c=c+1

24 C.=n-—1

25 go to 07

26 else if b, == 2

27 if b,_1 >2

28 bp_1=0bp_1—1
29 H, .=H, 1—-1
30 b, = bp_1

31 H,=H,+b,—3
32 if b,—1 péaros

33 b, =b, —1

34 C.=n—-2

35 c=c+1

36 C.=n—-1

37 if b,_o>0b,_1+1
38 c=c+1

39 Co=n-—1

40 elseC.=n—-2

> 01-03. sor: kezdeti értékek beallitasa

> 04-05. sor: els6 vizsgalt sorozat elgallitasa

> 06. sor: H;-k elgallitasa
> 07. sor: van-e még vizsgalandé sorozat?

> 10-15. sor: aktuélis sorozat tesztelése

D> attérés 1j sorozatra

> 16. sor: jo sorozat esetén G novelése
D> attérés 4j sorozatra

> 18. sor: program befejezése

> 19-77. sor: G4j sorozat elGallitasa

> 19-25. sor: ha b, = 3

> 26—46. sor: ha b, = 2



Alkalmazott Matematikai Lapok

15

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
ol
52
23
54
5%)
56
o7
o8
29
60
61
62
63
64
65
66
60
61
62

63
64
65
66
67
68
69

else if b,_1 == b,

Co=n—2
elsec=c+1
C.=n—-1

go to 07
else j=n—-1
while b; ==1

if

J=J—-1
bj>2
for k=jton
b, =b; —1
Hyp = Hp — 14 (k—j)(bj — 1)
if (n —j)(bj + 1) péaros
b, =b, — 1
H,=H,—-1
if j>1
ifbj<bj_1—l
c=c—1
if b, < b,_1
c=c+1
C.=n—-1
else C.=j5—1
if b, < b,_1
c=c+1
C.=n-1

go to 07

777
77
777
77
777
277

else fork=j—-1ton
by =bj_1—1
Hy=H,—1+(k—-j+1)(bj—1 —1)

go to 07

> 46-77. sor: ha b, =1
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4. Leszamlalasi eredmények

Eddig példaul Avis és Fukuda [4], Barnes és Savage |5, 6], Burns [13], Erdds és Moser
[63], Frank, Savage and Sellers [25], Kleitman és Winston [50], Redseth, Sellers,
Tverberg [74], Ruskey et al. [75], Simion [78], Stanley [87], Winston és Kleitman
[94] publikdltak foksorozatok leszamlalasara vonatkozo eredményeket. Az éaltalunk
vizsgalt sorozatok szamaval kapcsolatos eredmények taldlhatok Sloane és Ploffe [84],
valamint Stanley [86] konyvében és az On-line Encyclopedia of Integer Sequences
cimt honlapon [81], 82, R3] is.

Koénnyen belathato, hogy ha [, m és u egész szamok, tovabba [ > w és 1 > m, és
1 < b; < w akkor az (I, u, m)-korlatos sorozatok x(l,u, m) szdma

k(lu,m) = (u—14+1)™. (13)

Tudjuk (lasd [41) 65. oldal]), hogy ha l, u és m egészek, tovabba u > 1 és m > 1,
and u > by > -+ > b, > 1, akkor a (I, u, m)-szabalyos sorozatok szama R(l,u,m).

(14)

R(l,u,m) = <m+“_l>.

m

Az el676 két specidlis eset ?7?7. nagyon hasznos a leszdmlalast végzs algoritmusok
SZAMmAara.
Ha n > 1 egész szam, akkor R(0,n — 1,n)-szabélyos sorozatok szama

n

R(0,n—1,n) = R(n) = (2” - 1). (15)

Ha n > 1 egész szam, akkor R(1,n — 1,n)-szabélyos sorozatok szama

R(1,n—1,n) = Ru(n) = <2”n_ 2). (16)

1987-ben Ascher az alabbi explicit megoldast adta a péaros sorozatok szamara vo-
natkozoéan.

8. LEMMA. (Ascher [3], Sloane and Pfoffe [84]) Ha n > 1, akkor az n-pdros sorozatok

szdma E(n)
() )

Bizonyitas. Léasd [84]. O
A 77, és al8 lemmék egybe vetése mutatja, hogy a paros és paratlan sorozatok

szamanak nagysagrendje megegyezik, azonban tobb a paros sorozat, mint a paratlan.
A 8l lemma alapjan pontosan meg tudjuk adni E(n) aszimptotikus nagysagrendjét.
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9. LEMMA. Han > 1, akkor

R(n+2) - R(n+1)

Rnt1)~  R(n) (18)
lim Ry = 4, (19)
tovdbbd n 1 e 1
1—-—) < R(n) < 1-— . 20
Vi o) <R < U gy (20)

Bizonyitas. A (47) egyenlGség alapjan

R(n+2)  (2n+3)!(n+1)n!  4n+6 4 2 (21)
Rn+1)  (n+2)!(n+1)!2n+1)! n+2 n+2’
ahonnan (18)) és (19) is koézvetleniil adodik. O

A 10/ felhasznélasaval megadhatjuk precise asymptotic order of growth of E(n).

10. LEMMA. Han > 1, akkor

En+2) En+1)

Ent1)~  E(n) (22)
lim Ep_o0 = 4, (23)
tovdbbd n n
(1= 8a() < B(n) < —=(1=31(m). (24)
ahol 63(n) és d4(n) monoton csokkenve nulldhoz tartd sorozatok.
Bizonyitas. A bizonyitds hasonlé a 9l lemma bizonyitasahoz. (Il

a , that the order of growth of numbers of even and odd sequences is the same, de tébb
paros sorozat van mint paratlan. Az (1. abra tartalmazza R(n), E(n) és E(n)/R(n)
értékeit n =1, ..., 37-ig. Amint azt a kdvetkez6 allitas és a (1l dbra is mutatja, az
E(n)/R(n) hanyadosok sorozata monoton csdkkenve 3-hez tart.

11. KOVETKEZMENY. Han > 1, akkor

E(n+1) - E(n)
R(n+1)  R(n)

¢ _E(m) 1
A Ry 2 (26)
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Bizonyitas. Az allitas a (15) és (17) kovetkezménye.
O
Bar az alapfeladatban nemnegativ elemekbdl allo sorozatok szerepelnek, algorit-
musaink — a futési id6 csokkentése érdekében — csak a sorozatok pozitiv kezdGszeletét
vizsgaljak. Ennek varhato hatasat jellemzi a kovetkezs két allitas, amelyek a nullat
tartalmazoé sorozatok szamét és a sorozatokban 1évs nulldk atlagos szamat adjak
meg.

12. LEMMA. Ha n > 1, akkor az n-szabdlyos sorozatok kozil

(2” - 2) — " _Rn). (27)

n—1 2n —1

tartalmaz legaldbb egy nulldt.

Bizonyitas. A nullat tartalmazo6 n-szabalyos sorozatok halmaza kélcsondsen egyér-
telmten leképezhets az (n — 1, n)-szabélyos sorozatok halmazara. Az ut6bbi halmaz
elemszama pedig a 77. lemma szerint

<2: - 12) - n(n(inlié)yin— 5= 1 <2nn_ 1)- (28)

O

13. LEMMA. Han > 1, akkor az n-szabdlyos sorozatokban lévd nulldk dtlagos szdma

Sroi(*d)

(2n71) (29)
n

Bizonyitas. Az n-szabalyos sorozatokban 0, 1,...,n — 1 vagy n nulla van. Az
nullat és n — 7 pozitiv elemet tartalmaz6 n-szabdlyos sorozatok szdma ugyanannyi,
mint ahény féleképpen 2n — 3 kiilénb6z8 elem koziil n — ¢ kivalaszthato. O

A pontos algoritmusokrol sz616 3.1 részben belattuk, hogy elég az n-paros soroza-
tok nullamentes prefixét megvizsgalni ahhoz, hogy eldéntsiik, j6-e a vizsgalt sorozat.
Mivel a 12| paros sorozatoknak aszimptotikusan csak nullmértékid hanyada tartal-
maz nullat (és ez a hanyad a gyakorlat szdmara legérdekesebb n-ekre sem nagy),
konkrét sorozatok vizsgalatanal nem jelentds az idémegtakaritds. Amikor viszont az
Osszes n-paros sorozatot elemezziik (az atlagos futési idé vagy G(n) meghatéarozasa
érdekében), nagyon hasznos a kovetkezs lemma.

Legyen ((n) a nullamentes jo n-péaros sorozatok széma.

14. LEMMA. Ha n > 2, akkor az n-jo sorozatok szdma

G(n)=(n+G(n—1). (30)
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Bizonyitas. Az n-j6 sorozatokban vagy b, = 0, vagy b, > 0. Az el6bbiekben vagy
by =n—1, vagy b <n;. Ha by =n —1 és b, = 0, akkor a b sorozat biztosan rossz,
mert nincs benne elég pozitiv elem. A by < n — 1 és b, = 0 tulajdonsagi sorozatok
n — 1 hosszu fejei pontosan az (n — 1)-jo sorozatok. ([l

Az ugrd elemek szamanak varhato értéke lényegesen befolyésolja a veliik kapcso-
latos algoritmusok futasi idejét. Ezért hasznos a kivetkezd két allitas.

Egy n-korlatos sorozat szivdrvdny szdma a sorozatban 1évé kiillonb6z elemek
szama.

15. LEMMmA. (Mori [64]). Han > 1, akkor az n-korldtos sorozatok dtlagos szivdrvany

szama

n2

on—1°

(31)

Bizonyitas. U

Megjegyezziik, hogy ez a lemma valaszt ad egy Katai Imre &ltal [42] az atfedéses
memoériaju szamitdgépekkel és a rejtvények megoldésait ellenérzd algoritmusokkal
kapcsolatban felvetett kérdésre.

16. LEMMA. (Mori [64]). Ha n > 1, akkor az n-szabdlyos sorozatok dtlagos szivdr-
vdny szdma

n 1 3

-+ - . 2

2 + 4 + 8n —4 (32)
Bizonyitas. Egy n-szabalyos sorozatban 1, 2, ..., n kiilonb6z6 elem lehet. n kiilén-

boz6 elem koziil k elemet (Z) féleképpen valaszthatunk ki. Ha mar kivalasztottunk

k elemet, akkor ezeket (Zj) moédon rendezhetjiik, hiszen az azonos elemekbdl allé

részsorozatokat elvilaszto k — 1 helyet a sorozat n eleme kozti n — 1 hely koziil kell
kivalasztanunk. Figyelembe véve, hogy a ?7?. lemma szerint az n-szabélyos sorozatok
szama R(n) = (2”_1) , az n-szabdlyos sorozatok atlagos szivarvinyszama

-1
S )G
(2n—1) :
n
Ezt a kifejezést atalakitva és felhasznalva a hipergeometrikus sorozat varhaté értékére
vonatkozo képletet, az adodik, hogy a keresett varhato érték

(33)

n? n 1 3

m—1_ 2 4 8n—4

(34)

O

A kovetkez§ allitas a rendezd és az eltolé Havel-Hakimi algoritmusok futasi idejének
Osszehasonlitasanal hasznosak.
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17. LEMMA. Ha n > 1, akkor egy n-szabdlyos sorozatot b = (b5',...,by") alakban
felirva az e; kitevdk (, futamhosszak”) vdrhato értéke
konstans 297

Bizonyitas. 7777 O

A jo sorozatok G(n) szdmanak jellemzésével kapcsolatos kutatasok igéretes irdnya
a péros szamok pozitiv dsszeadandokra valo felbontdsa, és annak vizsgalata, hogy az
ilyen felbontasok koziil melyek jok [5) [6 13]. Ezek segitségével sikeriilt a jo sorozatok
szaméra vonatkozo6 alabbi aszimptotikus korlatokat bizonyitani.

18. LEMMA. (Burns [13]) Léteznek olyan pozitiv ¢ és C dllanddk, hogy a jé sorozatok
G(n) szama a kovetkezd korldtok kézé esik:
4n 4n

< G(n) < Togn)Cvm (35)

5. Tesztel6 algoritmusok

A minket is érdekld focisorozatok vizsgalatakor gyakran sziikség van egy foksorozat
tesztelésére.

Lehetséges mod a tesztelési id6 csokkentésére, ha gyors (lineéris) sziirg algorit-
musokat futtatunk, amivel a nem jo sorozatok nagy része elutasithato, igy a lassii
pontos algoritmusokkal csak a visszamaradé sorozatokat kell vizsgalni.

Bemutatunk egy ,paritdsos”, majd egy ,pozitiv’, egy ,binomialis” és végil egy
Hlejfelezd” teszteld /sziirg algoritmust.

5.1. Paritas teszt

Els6 tesztiink az Erdgs-Gallai tétel elss sziikséges feltételén alapul. Nagyon hatékony
teszt, mivel szabélyos sorozatoknak koriilbeliil fele paratlan sorozat (1. abra, 26l ),
és a teszt ezekrdl lineéris id6 alatt megallapitja, hogy biztosan nem j6 sorozatok.

19. LEMMA. Han > 1 és b n-j6 sorozat, akkor
H, pdros. (36)

Bizonyitas. Egy egyszerd graf minden éle kettével noveli a fokszamok 6sszegét. [

Ezt az allitast a 2. tétel kovetkezményeként is megkaphatjuk. A [19. lemméaban
javasolt tesztet a kovetkezd algoritmus végzi.

Bemenet: n a csicsok szama (n > 1); b = (b1, be,...,b,) n-szabélyos sorozat.
Kimenet: L logikai valtozo
(L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jo, mig L = TRUE azt mutatja, hogy a
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teszt nem tudta eldonteni, hogy b jo-e);
H = (Hy,...,Hy,): H; a b sorozat els6 i elemének Osszege;

PARITAS-TESZT(n, b, L)
01 H =0
02fori=2ton

03 H; =H; 1+b;
04 if H,, paratlan

05 L =TFALSE

06 return L

07 L = TRUE

08 return L

Ennek az algoritmusnak a lépésszama minden esetben ©(n). Az [l abra mutatja
milyen hatékony a PARITAS-TESZT. A PARITAS-TESZT csak egy kozelit algoritmus
mivel csak a (1.) sziikséges feltételt ellendrzi.

5.2. Binomialis teszt

Masodik tesztiink az Erdgs-Gallai tétel masik sziikséges feltételének Gtletét terjeszti
ki. Az algoritmus nevét arrdl kapta, hogy a fej és a farok belss éleinek a szamét egy-
egy binomidlis egyiitthato segitségével becsiiljitk. Legyen T; = bjp1 + -+ + b, (1 =
1,...,n).

20. LEMMA. Han > 1 és b n-jé sorozat, akkor
H <ii—-1)+1T; (i=1,...,n—1). (37)

Bizonyitas. A (37) egyenlttlenség azt fejezi ki, hogy a fej H; igényét a legfeljebb
i(i—1) belst lehetdség és a farok legfeljebb T; kapacitasa segitségével kell kielégiteni,
ahol Tt = H,, — H;. ]

A 20. lemmaéaban javasolt tesztet végzi el a kovetkezs program.

Bemenet: n a csicsok szama (n > 1); b = (b1, be, ..., by) n-paros sorozat;
p a b sorozat pozitiv elemeinek a szama; Kimenet. L: logikai valtozo
(L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jo, mig L = TRUE azt mutatja, hogy a
teszt nem tudta eldénteni, hogy b jo-e). Munkavdltozo:
T=(T,...,Ty): T; az utols6 n — i elem Osszeg b;
H = (Hy,...,Hy,): H; a b sorozat els6 i elemének Osszege.
BINOMIALIS-TESZT(n, b, H, L)
017p=0
02fori=1ton—1
03 T,=H, — H;
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04 ifH;>i(i—1)+T,

05 L = FALSE
06 return L
07 L = TRUE

08 return L

Az algoritmus futési ideje legrosszabb esetben ©(n), mig a legjobb esetben O(1).
A tesztek alapjan BINOMIAL-TEST egy hatékony tesztels algoritmus (lasd 2. abra).
5.3. Fej felezése

A b sorozat fokparositéd lehetGségeinek az eddigieknél pontosabb becslését kaphatjuk,
ha a fejet két részre osztjuk a (37) binomialis egyiitthato alapjan. Legyen [i/2]| = h;,

p a b sorozat pozitiv elemeinek a szama. A (bi,...,bp,) sorozatot az i indexhez
tartozo fej elejének, a (bp,+1, ..., b;) sorozatot pedig az i indexhez tartozo fej végének
nevezzik.

21. LEMMA. Han > 1 és b egy n-j6 sorozat, akkor

H; < min(min(Hp,, T, — T;, hi(n — 1))
+min(H; — Hy,, T, — T, (i — hi)(n — 1)), T;)

hi — h; .
tovdbbd
min(Hy,, T, — T;, hi(n — 1)) + min(H; — Hy,,, T, — T3, (i — h;)(n — 1)) < T;.  (39)

Bizonyitas. Hasonlo gondolatmenettel adodik megkapjuk (?77?)-t is.

Ugyanakkor annak is teljesednie kell, hogy sem a fej, sem a farok nem 1épi tul a
sajat kapacitasat, azaz 2X3 < min(2(X; + X2), H;, T,, — T;). Legyen Z = min(2(X; +
Xo),H;, T, = T;).

Ehhez jon a fej elejének Xs-vel becsiilt tovabbi hozzdjarulasa és a fej végének
X3-mal becsiilt tovabbi hozzajarulas

X1 nem lehet nagyobb, mint a fej elejében (Hy,), illetve a fej végében (H; — Hp,)
lévE elemek Ssszegének kétszerese. Ugyancsak igaz, hogy a fej elejéhez tartozé h; elem
egyenként legfeljebb by, 1, mig a fej végéhez tartozé 7 — h; elem egyenként legfeljebb
b1 fokkal kapcsolodhat a fej mésik részéhez. Es az is igaz, hogy a két rész elemeib6l
legfeljebb h;(i — h;) par képezhets.

A fej elejének a kiils6t kiegészits belsé hozzajarulasat egyrészt a lehetséges belss

péarok (%) szdma, masrészt a kiilsé hozzajarulas utdn megmaradt szabad kapacitas

korlatozza. A fej végének kiegészité hozzdjarulasat hasonloképpen becsiilhetjiik a
min((¢ — h;) (¢ — h; — 1), H; — Hiy1 — X1 /2) kifejezéssel. O
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Bizonyitas. Legyen G a b sorozatot megvaldsité G graf.Ekkor az ¢ indexhez tartozd
fej H; fokszamosszegét lekots éleinek halmazéat 6t részhalmazra osztjuk: (S;1) a fej
eleje és a farok, a fej vége és a farok kozotti, (S;2) a fej eleje és vége kozotti, S;3 a
fej részein beliili élekre, S; 4 a fej eleje S5 a fej vége.

A kovetkezd halmazt kaptuk X; 1, ..., Xis.
X1 legfeljebb a fej elemeinek Hj, Osszege, legfeljebb a farok elemeinek T, — T},
Osszege, és legfeljebb a fej elejébdl és a farokbol képezhets parok hy, (n — h;) szorzata
lehet.

Xi1 legfeljebb a fej elemeinek az Osszege Hy,, legfeljebb a farok elemeinek az
Osszege T, — T, és legfeljebb a fej elejébdl és a farokbodl képezhets parok,

Xi1 < min(Hy,, T, — T;, hi(n —1)). (40)

X@Q § min(Hi—Hhi,Tn —T:L,(Z—h@)(n—l)) (41)
X 3 is at most h;(i — h;) and at most H;, implying

X 4 is at most (%) and at most Hj,, implying
. hi
X’i,4 S mll’l( 2 7Hhi)7 (43>

while X 5 is at most (’_Qh‘) and at most H; — Hy,, implying

X5 < (l _2h> (44)

A requirement is also, that the tail can overrun its capacity, that is
Xi1+ X2 <Tj. (45)
Summing of (40), (41), (42)), (43)), and (44) results
H; < Xiq+ Xig+ Xiz+2X;4 +2X;5. (46)

Substituting of (40), (41), (42), (43), and (44) into (46) results (38), while (45) is
equivalent with (39). O

A 21l lemmaéaban javasolt tesztet a kovetkezd algoritmus végzi.

Bemenet: n a csicsok szama (n > 1); b = (by,...,b,): egy n-paros sorozat,a
BiNOMIAL-TEST altal el6tesztelt;
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H = (Hy,...,Hy,), H; a bsorozat els6 i elemének dsszege;
T = (T1,...,Ty), T; a b sorozat utolsé n — i elemének Osszege.
Kimenet: L logikai valtozo
(L = FALSE azt jelzi, hogy b biztosan nem jo, mig L = TRUE azt mutatja, hogy a
teszt nem tudta eldonteni, hogy b jo-e).
Munkavdltozok:
h: a h; aktualis értéke X = (Xl,XQ,Xg,X4,X5): Xj az Xi,j értéke a fej végének

FEJFELEZO-TESZT(n, b, H,T, L)

0Olfori=2ton—1

02 h=1i/2]

03 X1 = min(Hp, T,, — T;, h(n — i)

04 Xo =min(H; — Hp, T, — T;, (i — h)(n — 1))

05 X3 =min(h(i — h)

06 Xi— ()

07 X5 =(5))

06 if Hi > X1+ Xo+X3+2X4+2X5 0r X1 +Xo>T;

07 L = FALSE
08 return L
09 L = TRUE

10 return L

Az algoritmus futasi ideje legjobb esetben ©(1), legrosszabb esetben ©(n).

Hasonl6 modon a farok felezése is tovabbi sorozatokat kisztirését tenné lehet6vé,
de a szimulacios kisérletek tantisdga szerint ez nem cstkkentené a varhaté futasi idét.

7777 A tovabbiakban a futdsi id6 és a hatékonysag egylittes optimalizdlasara to-
reksziink.

5.4. Osszetett teszt

Az OSSZETETT-TESZT algoritmus egymds utan alkalmazza az eddig ismertetett tesz-
teket a PARITAS-TESZT, BINOMIALIS-TESZT, POZITIV-TESZT, FEJFELEZO-TESZT,
FAROKFELEZO-TESZT sorrendben.

OsszeTETT-TESZT(N, b, E, B, F, L)

OlE=B=n=F=T=0
02 BINOMIALIS-TESZT(L, E, B)
03 FEJFELEZO-TESZT(L, F)

04 L = TRUE

05 return E, B, F, L
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Az érdekesség kedvéért megjegyerzziik, hogy ha k > 0, akkor egyik tesztel§ algo-
ritmus sem szdirné ki a (k) alaka sorozatokat, mivel azonban ezek nem szabélyos
sorozatok, igy bemenetként nem fordulhatnak eld.

Ennek az Osszetett algoritmusnak a futasi ideje a legjobb (1) és a legrosszabb
O(n) kozott valtozik.

6. Kozelit6é algoritmusok hatékonysaga és futasi ideje

A tesztek elemzésénél a szabalyos és paros sorozatokat vettiik alapul. A paros soro-
zatok halmaza a legkisebb olyan halmaz, melynek elemszamét explicit képlettel meg
tudjuk adni. Az n — 1 > b; > 1 feltételeknek eleget tevs n-korldtos sorozatok hal-
mazanak elemszaméat is kdnnyt megadni, de ezen halmazok elemszadma til gyorsan
né n novekedtével. A szabalyos sorozatok elemzéséhez szerencsére nem kell minden
korlatos sorozatot elgallitani: elegendd a szabélyos sorozatokat elGallitani, és a ré-
juk vonatkozd hatékonysagi jellemzéket a nekik megfelels gyakorisdgokkal stulyozni.
Példaul egy azonos elemekbdl all6 homogén szabalyos sorozatnak egyetlen korlatos
sorozat felel meg, mig a kiillonbozd elemekbdl allo (n,n — 1,...,1,0) ,szivarvany”
sorozatnak n! kiilonb6z6 korlatos sorozat felel meg.

Az alapvetd pontos algoritmusokat kétféle modon prébaljuk gyorsitani (azaz var-
hato futasi idejiiket csokkenteni). Az egyik ut, hogy csékkentjiik az altaluk elvégzends
ellendrzések szamat. A masik aut pedig az, hogy gyors (lineéris) el6tesztekkel igyek-
sziink a rossz sorozatok jelent&s részét kisziirni, hogy csak a lehetséges bemenetek
kis hanyadanal legyen sziikség a viszonylag lassd, de pontos alapalgoritmusokra. A
mésodik tipusra pedig példa, hogy

Az els6 tipusu javitasra példa az Erdés-Gallai algoritmus ugrasa. A masodik ti-
pusra pedig példa a Havel-Hakimi algoritmus kiegészitése el6zetes paritdsvizsgalattal,
valamint az Erdés-Gallai algoritmus kiegészitése nullamentesitéssel.

A futési id6k csdkkentése érdekében minden algoritmus csak a paros, nullamentes
sorozatokat vizsgalta.

Adott A algoritmusnak az n hosszusagi szabalyos sorozatokra vonatkozd haté-
konysagat az A algoritmus altal kizart n hosszusaga sorozatok és az ugyanolyan
hossztisdgl szabalyos sorozatok szaménak hényadosaval jellemezziik. Ezt a hénya-
dost Ra (n)-nel jeloljiik és az A algoritmus n hosszusaga sorozatokra vonatkozo ha-
tékonysdgdnak nevezziik (lasd a 3. abrat).

A kovetkezd kozelits algoritmusokat vizsgaljuk:

1) NULLAMENTESITO-TESZT

2) BINOMIALIS-TESZT

3) FEJFELEZO-TESZT

A szabalyos sorozatoknak aszimptotikusan a fele paros sorozat. Az 1. abra az n-
szabdlyos sorozatok szamat megadé 7?7, valamint az n-paros sorozatok szamat meg-
ado6 [§ lemmak alapjan mutatja a konvergencia gyorsasagat (ami a képletek alapjan
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[ n] B.(n) F.(n) G(n) [ Gin+1)/G(n) |
1 1 0 1 2.000000
2 2 2 2 2.000000
3 4 4 4 2.750000
4 11 11 11 2.818182
5 31 31 31 3.290323
6 103 102 102 3.352941
7 349 344 342 3.546784
8 1256 1230 1213 3.595218
9 4577 4468 4361 3.672552
10 17040 16582 16016 3.705544
11 63944 62070 59348 3.742620
12 242218 234596 222117 3.765200
13 922369 891852 836315 3.786674
14 3530534 3409109 3166852 3.802710
15 13563764 13082900 12042620 3.817067
16 52283429 50380684 45967479 3.828918
17 202075949 194550002 176005709 3.839418
18| 782879161 | 753107537 675759564 3.848517
19 3039168331 2921395019 2600672458 3.856630
20 | 11819351967 | 11353359464 10029832754 3.863844
21 38753710486 3.870343
22 149990133774 3.876212
23 581393603996 3.881553
24 2256710139346 3.886431
25 8770547818956 3.890907
26 34125389919850 3.895031
27 132919443189544 3.897978
28 518232001761434 3.898843
29 2022337118015338

2. dbra. nullamentes binomidlis,nullamentes fejfelezd és j6 sorozatok szama, valamint

a jo6 sorozatok szomszédos helyeken vett értékeinek hanyadosa.

természetes).
A2l dbra a NULLAMENTES BINOMIALIS-TESZT, NULLAMENTES FEJFELEZO-TESZT

és az ERDOS-GALLAI-GYORSAN programok futisi eredményeit tartalmazza.

A 3L dbra a nullamentes, binomiélis és fejfelezd tesztelt sorozatoknak a szabalyos

sorozatokhoz viszonyftott részardnyat mutatja be.

A 4l 4bra a binomislis és a fejfelezd kozelité algoritmusok elemenkénti atlagos
futasi idejét és miiveletszaméat tartalmazza. Az algoritmusok bemenete az &sszes pé-
ros sorozat volt. A mikromasodpercben mért id6 és a miveletszam is tartalmazza a

sorozatok elgallitasara forditott id6t és miiveletszamot is.
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| n ] E.(n) | E.(n)/R(n) | B:(n)/R(n) | F.(n)/R(n) | G(n)/R(n) |
1 0 0.000000 1.000000 1.000000 1.000000
2 1 0.333333 0.666667 0.666667 0.666667
3 2 0.300000 0.400000 0.400000 0.400000
4 9 0.257143 0.314286 0.314286 0.314286
5 28 0.230159 0.246032 0.246031 0.246032
6 110 0.238095 0.222943 0.220779 0.220779
7 396 0.231352 0.203380 0.200466 0.199301
8 1519 0.236053 0.195183 0.191142 0.188500
9 5720 0.235335 0.188276 0.183793 0.179391
10 21942 0.237524 0.184460 0.179502 0.173375
11 83980 0.238098 0.181290 0.175977 0.168260
12 323554 0.239301 0.179145 0.173508 0.164278
13 1248072 0.240000 0.177368 0.171500 0.160821
14 4829708 0.240784 0.176014 0.169960 0.157882
15 18721080 0.241379 0.174884 0.168684 0.155271
16 72714555 0.241946 0.173965 0.167634 0.152950
17 282861360 0.242424 0.173188 0.166738 0.150844
18 | 1101992870 0.242860 0.172533 0.165972 0.148926
19 | 4298748300 0.243243 0.171970 0.165306 0.147158
20 | 16789046494 0.243590 0.171486 0.164725 0.145521
21 0.143997
22 0.142569
23 0.141228
24 0.139961
25 0.138762
26 0.137625
27 0.136542
28 0.135509
29 0.134521

3. abra. A nullamentes paros sorozatok szama,nullamentes paros, binomidlis, fejfelezs
tesztek és jo sorozatok szamanak részaranya a szabélyos sorozatokhoz viszonyitva.

Ha n = 2, akkor (47) szerint R(n) = (g) = 3 szabélyos sorozat van: (1,1), (1,0)
és (0,0). Ha egy szabalyos sorozat elemeinek Gsszege paros, akkor pdros sorozatnak
neviik. Az n hosszisagi péaros sorozatok szamat m(n)-nel jeloljiik. Ezzel a jeloléssel
m(2) = 2. A BINOMIALIS-TESZT &ltal elfogadott, n hosszusagu sorozatok szamat
B(n)-nel jelolve B(2) = 2. Az n hosszisagi helyreallithat6 sorozatok szamat jeloljiik
G(n)-nel. Ekkor G(2) = 2 és a BINOMIALIS-TESZT hib4ja (hatékonységa) Rpr(2) =
2/2 = 1.

Ha n = 3, akkor a szabdlyos sorozatok szama R(3) = 10. Ezek koziil a (2,2,2),
(2,2,0), (2,1,1), (2,0,0), (1,1,0) és (0,0,0) paros, azaz E(3) = 6. Ezek koziil a BINOMIALIS-
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n | BINOMIALIS, s | BINOMIALIS, mivelet | FEJFELEZO, s | FEJFELEZO, miivelet
1 0 14 0 15
2 0 41 0 43
3 0 180 0 200
4 0 716 0 815
5 0 2 918 0 3321
6 0 11 918 0 13 675
7 0 48 952 0 56 299
8 0 201 734 0 233 182
9 0 831 374 0 964 121
10 0 3 426 742 0 3 988 542
11 0 14 107 824 0 16 469 036
12 0 58 028 152 0 67 929 342
13 0 238 379 872 0 279 722 127
14 0 978 194 400 1 1 150 355 240
15 2 4 009 507 932 3 4 724 364 716
16 6 16 417 793 698 13 19 379 236 737
17 26 67 160 771 570 51 79 402 358 497
18 106 274 490 902 862 196 324 997 910 595
19 423 1120 923 466 932 798 1 328 948 863 507
20 1627 4 573 895 421 484 3 201 5 429 385 115 097

4. dbra. Binomiélis teszt és a fejfelez6 teszt futési ideje masodpercben és mitvelet-
szama.

TESZT kizarja a (2,2,0) és (2,0,0) sorozatokat, igy B(3) = 4. A megmaradt 4 sorozat
jo, igy F(3) =T(3) = G(3) = 4.

Ha n = 4, akkor a szabélyos sorozatok szama R(4) = 35. Ezek koziil 19 a péros, és a
kovetkezs 11 jo: (3,3,3,3), (3,3,2,2), (3,2,2,1), (3,1,1,1,), (2,2,2,2), (2,2,2,0), (2,2,1,1),
(2,1,1,0), (1,1,1,1), (1,1,0,0) és (0,0,0,0). A 19 paros sorozat koziil BINOMIALIS-TESZT
is kizérja azt a nyolc sorozatot, amelyeket az ERDOS-GALLAI kizarna, igy B(4) =
G(4)=F(4) =G4) =11.

A R(5) = 126 szabalyos sorozat koziil E(5) = 66 a paros, ezek kozott pedig
B(5) = 31 a binomiélis. Ezek a sorozatok mind jok, azaz F'(5) = T'(5) = G(5) = 31.

A R(6) = 462 szabalyos sorozat koziil E(6) = 236 a paros, amelyek kozott
B(6) = 103 binomialis sorozat van. BINOMIALIS-TESZT a 102 j6 sorozat mellett
az (5,5,3,3,3,1) rossz sorozatot is elfogadja. Ezek szerint a legfeljebb 5 hosszusagu
sorozatokra nézve a BINOMIALIS-TESZT hibatlanul kisz{iri a nem j6 sorozatokat, a
6 hosszu sorozatokra azonban mar csak kozelité algoritmus. A FEJFELEZO-TESZT
ezzel a sorozattal is megbirkozik, ezért F(6) = T'(6) = G(6) = 102.
rozat kozott E(6) = 868 a paros, melyek koziil B(7) = 376 a binomialis. A bino-
midlis sorozatok kozott még 34 rossz van, melyek koéziil a POzITIV-TESZT a 27 jo
sorozat mellett a kovetkez6 7 rosszat is elfogadja: (6,6,6,4,4,4,2), (6,6,5,4,4,4,1),
(6,6,4,4,4,3,1), (6,6,4,3,3,3,1), (6,6,3,3,3,2,1), (6,5,3,3,3,1,1), (5,5,3,3,3, 1,0).
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A kovetkezs FEJFELEZO-TESZT ezek koziil a (6,6,4,3,3,3,1) kivételével mindet ki-
sziiri, igy F(7) = 343. A kovetkez§ FAROKFELEZO-TESZT ¢ = 4 mellett legfeljebb
8+ 2 fokot tud lekétni a fej eleje és a farok részei kozott, legfeljebb tovabbi 440 fokot
a fej vége és a farok részei kozott, legfeljebb tovabbi 8 fokot a fej két része kozott, és
két fokot a fej elején beliil. Ez azonban &sszesen csak 10 + 4 + 8 + 2 = 24 fok, ami
kevesebb a sorozat H; = 26 Osszfokszamanal. Tehat T'(7) = G(7) = 342.

A 2L 4bran minden sorban az elsé pontos értéket félkévéren irtuk. Eszerint n < 4
esetén B(n) = G(n), azaz a BINOMIALIS-TESZT ugyanannyi sorozatot fogad el, mint
a pontos algoritmusok. n > 5 esetén egyre né a BINOMIALIS-TESZT hibaja: n = 6
esetén még csak egyetlen paros sorozatrol nem ismeri fel, hogy rossz, n = 7 esetén
mar 6tszor hibazik.

PozITiv-TESZT n = 5-ig hibéitlan, a FEJFELEZO-TESZT n = 6-ig, a FAROKFELEZO-
TESZT pedig n = 7-ig.

A Bl abran R(n) értéke n = 24-ig az EIS A001700 sorozata [81], E(n) értéke
n = 23-ig az EIS A005654 sorozata [83], G(n) értéke pedig n = 23-ig az EIC
A0004251-es sorozata [82]. A tébbi értéket mi hataroztuk meg: sem R(25),..., R(38)
sem E(24),....E(38), sem a B,(n), m(n), G(n) és (T'(n) értékek nem szerepelnek az
EIS-ben.

Ebben a cikkben els§ sorban a soros algoritmusokkal kapott eredményekrsl szé-
moltunk be.

A témakorben vannak parhuzamos eredmények is [67, [77, 85]. Sajat parhuzamos
eredményeinket a 8. részben ismertetjiik.

7. Pontos algoritmusok futasi ideje

A pontos algoritmusok altal elvégzett miiveleteinek a szamat n fiiggvényében alabbi
bl abra tartalmazza. Az algoritmusok csak a péaros, nullamentes sorozatokat vizsgal-
tdk. A mivelet szam nem tartalmazza a sorozatok el§allitdsanak a koltségét.

A kovetkezs pontos algoritmusokat vizsgaljuk:

1) HH: Rendez6 Havel-Hakimi algoritmus (HH).

2) HHE: Eltolo Havel-Hakimi algoritmus (HHE).

3) EG: Erdgs-Gallai algoritmus (EG).

4) EGU: Erdés-Gallai algoritmus ugrasokkal (EGU).

5) EGL: Erdgs-Gallai algoritmus ugrasokkal linearisan (EGL).

A pontos algoritmusok miveletszamat n fiiggvényében a [5l abra tartalmazza.

Az EG-LINEARISAN-MIND algoritmus teljes és az elemenkénti futasi idéit tartal-
mazza a 6. abra.

A 7. dbra azt mutatja, hanyszor van az ERDOS-GALLAI-LINEARISAN algoritmus-
nak 1,...,n — 1 menetre sziiksége, hogy a rossz sorozatokat kisztirje.

Az 8 abrén az lathat6, hogy az EG-LINEARISAN ciklusmagja atlagosan (gyakori-
sagokkal siilyozva) hanyszor futott le, ha csak a rossz sorozatokat vessziik figyelembe,
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[ n] HH [ HHE EG EGU EGL l

1 10 15 87 - -
2 40 61 119 12 37
3 231 236 267 116 148
4 1170 1052 946 551 585
5 5 969 4 477 4 000 2 677 2 339
6 31121 20 153 18 206 12 068 9 539
7 157 345 88 548 82 154 54 184 38 984
8 784 341 393 361 372 363 238 813 160 126
9 3628 914 1726 484 1 666 167 1 666 167 656 575
10 17 345 700 7 564 112 7 418 447 4 552 276 2 692 240
11 80 815 538 32 895 244 32 737 155 19 680 986 11 018 710
12 385 546 527 142 460 352 143 621 072 84 608 529 45 049 862
13 1 740 003 588 613 739 913 626 050 861 362 141 061 183 917 288
14 | 8 066 861 973 2 633 446 908 2 715 026 827 | 1 543 745 902 750 029 671
15 | 36 630 285 216 | 11 254 655 388 | 11 717 017 238 | 6 557 902 712 | 3 055 289 271

5. dbra. Pontos algoritmusok elvégzett mtiveleteinek a szama.

[ n] E(m) [ T(n),s | Op(n) | T(n)/E(n)/n,s | Op(n)/E(n)/n |
2 2 0 37 0 | 9.25000000000
3 6 0 148 0 | 8.22222222222
4 19 0 585 0 | 7.69736842105
5 66 0 2 339 0 | 7.08787878788
6 236 0 9 539 0 | 6.73658192090
7 868 0 38 984 0 | 6.41606319947
8 3 235 0 160 126 0 | 6.18724884080
9 12 190 0 656 575 0 | 5.98464132714

10 46 252 0 2 692 240 0 | 5.82080774885
11 176 484 0 11 018 710 0 | 5.67587378511
12 676 270 0 45 049 862 0 | 5.55126675243
13 2 600 612 0 183 917 288 0 | 5.44005937537
14 10 030 008 1 750 029 671 | 0.000000007121487 | 5.34132654018
15 38 781 096 5 3 055 289 271 | 0.000000008595253 | 5.25219687963
16 150 273 315 23 12 434 367 770 | 0.000000009565903 | 5.17156346504
17 583 407 990 79 50 561 399 261 | 0.000000007965367 | 5.09797604337
18 | 2 268 795 980 297 | 205 439 740 365 0.00000000727258 | 5.03056202928

6. abra. Az EG-LINEARISAN algoritmus futési ideje miiveletszamban, masodpercben
kifejezve.

illetve a ha minden sorozatot figyelembe vesziink (mindkét esetben csak a péros, nul-
lamentes sorozatokat vettiik figyelembe).

A 9L dbra pedig a jé sorozatok kezdd elem szerinti megoszlasat mutatja be. Ezek
az adatok segitenek a G(n) szamitasat végz6 ERDOS-GALLAI-GYORSAN program
parhuzamos megvalositasanal (a szamitasok tobb részre osztésdban).
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n123456789101112131415

3200

48000

5332000

6122120000

74596520000

817092892400000

964211228176 400000

10 24205 4951 10136700000 0

11 91786 19603 5126 610 1100000 0

12 349502 76414 23755 4274208000000 0

13 1336491 296036 104171 25293 22772900000 0 0

14 5128246 1142470 439155 133946 18673 666 0 00 0 0 0 0 0
15 19739076 4404813 1803496 655291 127116 8603 81 00000000
Ezek az UGRO LEG adatai

7. 4bra. Az EG-LINEARISAN elutasitas elstti meneteinek szama.

n=311 /6 /3 = 0.611111

n=4 47 /19 /4 = 0.618421

n=5 192 /66 /5 = 0.581818

n=6 792 /236 /6 = 0.559322

n=7 3229 /868 /7 = 0.531435

n—8 13268 /3235 /8 = 0.512674

n=9 54244 /12190 /9 = 0.494431

n=10 222057 /46252 /10 = 0.480102

n=11 906558 /176484 /11 = 0.466979

n—12 3698529 /676270 /12 = 0.455751

n=13 15063277 /2600612 /13 = 0.445554
n—14 61286926 /10030008 /14 — 0.436454
n=15 249056158 /38781096 /15 — 0.428140
n=16 1011175412 /150273315 /16 = 0.420557
n—17 4101727713 /583407990 /17 — 0.413567
n—18 16625570580 /2268795980 /18 = 0.407107

8. abra. Az EG-LINEARISAN menetszamai silyozott atlaganak n-ed része, ha a jo

sorozatokat is figyelembe vessziik, illetve ha nem.

8. Grafikus sorozatok szama

A 2. abra 1-t6l 29 csucsig tartalmazza a grafikus sorozatok szamat. A tablazat gra-
fikus sorozatok oszlopa dgy késziilt, hogy parhuzamositottuk az ERDOS-GALLAI-
GYORSAN algoritmust. Mivel viszonylag sok processzor vett részt a szamolasban,
viszont bizonytalan volt, hogy az egyes processzorok meddig vehetnek részt a szé-
moldsban, a feladatot szeleteknek nevezett kisebb részekre bontottuk. Célszerd volt,

hogy a szeletek feldolgozasa hasonlé ideig tartson.

Mivel a futési id6 cstkkentése érdekében az ERDOS-GALLAI-GYORSAN algoritmus
csak nullamentes sorozatokat allit el és tesztel, a szeletekre bontas alapja a ?7.

lemma alabbi kévetkezménye.
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[n/or JOT1] 2] 3] 4] 5 ] 6 ] 7] 8 ] 9 ] 10 | 11
1]1
211
311 1] 2
4111 4 4
511 2] 7] 10/ 11
6|1 (3]10] 22 35 31
711314 34| 78| 110 | 102
8| 1[4 18] 54| 138 | 267 | 389 342
9 1 [4a]23] 74223 503 968 | 1352 | 1213
10 15[ 28] 104 | 333 [ 866 | 1927 | 3496 | 4895 | 4361
11 | 1| 5|34 | 134 | 479 | 1356 | 3471 | 7221 | 12892 | 17793 | 16016
12 1|6 40 | 176 | 661 | 2049 | 5591 | 13270 | 27449 | 47757 | 65769 | 59348
9. abra. A jo sorozatok by szerinti eloszlasa n =1, ..., 12.

22. KOVETKEZMENY. Ha Ham ésu pozitiv egész szamok, akkor az (1,u, m)-szabdlyos
sorozatok R(1,u,m) szdma

m+u—1
R(1 = . 47
) = (") (47)
Bizonyitas. A ?7?7. lemmaban alkalmazzuk az [ = 1 helyettesitést. ]

Feltételezziik, hogy az n-szabdlyos nullamentes sorozatok halmazinak szeletekre
valo felbontésanal az egyes szeletek futasi ideje aranyos a hozzajuk tartozoé R(1, u, m)-
szabéalyos sorozatok szaméval.

Koszonetnyilvanitas. A szerzok koszonik Mori Tamés docensnek (ELTE TTK) al15l és a
16l lemmak bizonyitasat, Kasa Zoltan egyetemi tanarnak (Sapientia Erdélyi Magyar Tudo-
méanyegyetem) a kézirat javitasara vonatkozé javaslatait, Manyoki Adamnak (TFM World
Kereskedelmi és Szolgaltato Kft.) és Sandor Antal programtervezé maetmatikusnak pedig
a programok nagy processzorigény( futtatasdhoz nyujtott segitséget. A kutatas az Eurdpai
Unio6 tamogatasaval, az Europai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valosul meg (a tamoga-
tas szdma TAMOP 4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0003).
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Havel in 1955 [29], Erdés and Gallai in 1960 [21], Hakimi in 1962 [26], Ruskey, Cohen, Eades
and Scott 1994-ben [75], Barnes and Savage in 1997 [6], Tripathi, Venugopalan and West in
2010 [91] proposed a method to decide, whether a sequence of nonnegative integers can be
the degree sequence of a simple graph (such sequences are called graphical). The running
time of their algorithms in worst case is Q(n?). In this paper we propose a new algorithm
called ERDOS-GALLAI-LINEAR, whose worst running time is linear. Since in the case of a
graphical sequence all elements of the investigated sequence are to be tested, in the case
of RAM model of computations ERDOS-GALLAI-LINEAR is asymptotically optimal. Using
this algorithm we determined the number of the degree sequences of the simple graphs for
n = 24, 25, 26, 27 and n = 28 (Online Encyclopedia of Integer Sequences [81] contains
these numbers only for n =1, ..., 23).



