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1. Bevezetés

Tegyiik fel, hogy egyméstol fiiggetlen programokat kell futtatnunk, és minden
szamitogép csak egységnyi ideig miikodik (az egység lehet példaul 8 ora).
Célunk a programok olyan szétosztisa a gépek kozott, hogy minél kevesebb
gépet hasznaljunk.

A feladat formalis megfogalmazésa a kovetkezd. Legyen n > 1 egész szam,
t = (t1,t2,...,t,) pedig valos szamokat tartalmazo6 vektor, ahol t; € (0,1],
minden ¢ =1, 2,..., n indexre. Osszuk fel a sorozatot minél kevesebb olyan
részsorozatra, melyekben az elemek Osszege legfeljebb 1.

A feladat egydimenzios ladapakolasi feladatkent is ismert |16} 17, 25] [32].
A feladat NP-teljes [16], 25] (példaul visszavezethet§ az Osszegzési feladatra
[16, 25]), ezért a gyakorlati megoldéasra kozelitG algoritmusokat |17, 22| 23]
alkalmaznak.

Ebben a cikkben a legismertebb kozelits algoritmusok (NF, FF, BF, NFD,
BFD, FFD) legrosszabb esetére vonatkozé eredményeket foglaljuk ossze [14,
26, 27, 28].

Két algoritmus (A és B) relativ hatékonysagat gyakran jellemzik a kiva-
lasztott hatékonysagi mérték értékeinek hanyadosaval, jelen esetben az A(t)/B(t)
relativ lemezszammal. Ennek a hanyadosnak a felhasznalasaval kiilonb6zs jel-
lemz6k definidlhatok. Ezeket két csoportba szokds sorolni: egyik csoportba a
legrosszabb, mig a masikba az atlagos esetet jellemz& mennyiségek keriilnek.

Itt csak a legrosszabb esettel foglalkozunk (az atlagos eset vizsgalata rend-
szerint lényegesen nehezebb).

Legyen D,, azon valos listdk halmaza, amelyek n elemet tartalmaznak, és
legyen D az 6sszes valds lista halmaza, azaz

Legyen Ajs, a lddapakold, (azaz a minden t € D listdhoz egy nemne-
gativ valés szamot hozzéarendels, és igy a D — Rar leképezést megvalosito)
algoritmusok halmaza.
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Legyen A,p; a minden listdhoz az optimélis ladaszamot rendels algorit-
musok halmaza, és OPT ennek a halmaznak egy eleme (azaz egy olyan al-
goritmus, amely minden t € D listdhoz megadja a listdhoz tartozé fajlok
elhelyezéséhez sziikséges és elégséges lemezek szamat).

Legyen Ays, azon A € Ay, algoritmusok halmaza, amelyekre A(t)
OPT(t) minden t € D listara, és van olyan t € D lista, amelyre A(t)
OPT(t). Legyen Apecs azon E € Ay, algoritmusok halmaza, amelyekre E(t)
OPT(t) minden t € D listara, és van olyan t € D lista, amelyre FE(t)
OPT(t).

Legyen F,, azon valos listak halmaza, amelyekre OPT(t) = n, azaz F,, =
{t|t € D &s OPT(t) = n} (n =1,2,...). A tovabbiakban csak A;,.-beli al-
goritmusokat fogunk vizsgalni. Az A és B algoritmusok (A, B € A) RA B
hibafiiggvényét, Ra g hibajat (abszolat hibajat) és R4 oo aszimptotikus hi-
bajat a kovetkezdképpen definidljuk:

N IN VIV

A(t)

RApBn = sup ——2 ,
ABn = 20 Bt
A(t)

Raop=sup ——2 ,
4,8 téllID)B(t)

RA,oo = lim RA,B,n .
n—00

Ezek a mennyiségek f6leg akkor érdekesek, ha B € Agpy. Ilyenkor az egy-
szertiség kedvéért a jelolésekbdl elhagyjuk a B-t, és az A € A, illetve az
E € A algoritmusok hibafiiggvényérdl, hibajarol és aszimptotikus hibdjarol
beszéliink.

2. NF algoritmus

Az NF algoritmusra vonatkozo elsé jellemzés 1972-ben jelent meg, D. S. John-
son PhD disszertacigjanak kézirataban. Ma inkdbb a megvédett értekezésére
[31] hivatkoznak.

1.1. tétel. (Johnson, 1972) Ha t € F,,, akkor
n=0OPT(t) < NF(t) <20PT(t)—1=2n—-1. (1)
Tovdbbd, ha k € Z, akkor léteznek olyan uy és vy listdk, melyekre
k= OPT(u;) = NF(uy) (2)

€s

k=OPT(vy) és NF(vi) =2k —2. (3)



Bizonyitas. Johnson a felsé korlatot ugy bizonyitotta, hogy feltette a korlat
ellenkezdjét, miszerint van olyan L = (t1,ta,...,T),) lista, amelyre OPT(L) =
n és FF(L) > 2n. Mivel NF csak akkor nyit meg 1j ladat, ha a soron kovetkezd
targy nem fér be az utolsé megnyitott 1ladaba, ezért az FF {itemezésében
a szomszédos ladakban 1év targyak silyGsszege nagyobb egynél, igy a 2n
ladaban m-nél nagyobb lenne a silybdsszeg, és OPT nem tudné a listat n
ladaba bepakolni.

A tétel masodik részét pedig olyan uy listaval bizonyitotta, amely k darab
egyest tartalmazott, és olyan vy listaval, amely 4k — 4 elemet tartalmazott
ugy, hogy a paratlan indexii elemek silya 1/2 volt, mig a péaros indextiekée
1/(2k — 2). [

1984-ben a |26] cikkben ennél pontosabb (éles) korlatot adtunk.
Legyen v azon ladapakold algoritmusok halmaza, amelyek iitemezésében
a szomszédos ladékba keriilg targyak stulyosszege mindig nagyobb egynél.

1.2. tétel. (Ivanyi, 1984) Ha t € F,, akkor minden A € v lddapakols algo-
ritmusra fenndll

n=OPT(t) < A(t) < 20PT(t) — 1 =2n—1. (4)

Tovabbd, ha k € Z, akkor létezik olyan B € v lddapakols algoritmus és [éteznek
olyan uy és vy, listdk, melyekre

k= OPT(uy) = B(uy) ()
k=O0PT(vy) és B(vp) =2k —1. (6)

Bizonyitas. Johnson bizonyitdsan csak annyit valtoztatunk, hogy a vy lista
4k — 2 elemet tartalmaz tgy, hogy a paratlan indext elemek silya 1/2, mig a
péaros indexti elemek silya 1/(4k — 2). n

Ez a tétel magyarul is megtalalhato a [30] kényv 500. oldalan, mint 11.9.
tétel.
A NF ladapakolé algoritmus jellemzé adatai ismertek.

1.3. tétel. Ha t € F,,, akkor
n=0PT(t) < NF(t) <20PT(t) —1=2n—1. (7)
Tovdbbd, ha k € Z, akkor léteznek olyan uy és vy listdk, melyekre

k = OPT(uy) = NF(uy) 8)



€s
k= OPT(Vk) és NF(Vk) =2k—1. (9)

Ebbdl az allitasbol adodik a NF fijlelhelyezs algoritmus hibafiiggvénye,
abszolat hib4ja és aszimptotikus hibaja.

1.4. kévetkezmény. Ha n € Z, akkor

1
Rypp =2 ——, (10)
n

tovdbbd
BNy = BNPoo = 2. (11)

3. FF algoritmus

M. R. Garey, R. L. Graham, J. D. Ullman [24] 1973-ban publikaltak egy olyan
L listat, amelyre OPT(L) = 10 és FF(L) = 17. Egyuttal azt sejtették, hogy
ha az optimalis ladaszadm nagyobb, mint 10, akkor fennall az

FF(L) < 1,70PT(L).

Ezt a sejteést sikeriilt a [26, 27] cikkekben megcéfolni.
A FF és BF fajlelhelyez$ algoritmus legrosszabb esetére vonatkozik a ko-
vetkez§ allitas [29]

1.5. tétel. (Ivanyil986) Ha t € F,, akkor

FF(t) < % (12)

1994-ben D. Simchi-Levi [33] egy valamivel gyengébb allitasra publikalt
bonyolultabb bizonyitast (viszont az & bizonyitasa a BF algoritmusra is jo).)
[24].

1.6. tétel. (Garey, Graham, Ullman, 1973) Ha t € F),, akkor
OPT(t) < FF(t), BF(t) < 1.7TOPT(t) + 2. (13)
Tovabbd, ha k € Z, akkor léteznek olyan uy, és vy, listdk, melyekre
k= OPT(u;) = FF(ux) = BF(ug) (14)

valamint

k= OPT(vy) és FF(vy) = BF(vi) = |1.7k] . (15)



A FF algoritmusra egy erésebb fels§ korlat is érvényes.
1.7. tétel. Ha t € I, akkor
OPT(t) <FF(t) < 1L.7TOPT(t)+ 1. (16)

Ebbdl a ket allitasbol adédik FF és BF aszimptotikus hibaja, valamint
hibafiiggvényiik jo becslése.

1.8. kovetkezmény. Ha n € Z, akkor

1. 1.
L] 17N (17)
n n
& 1.7 1.7 2
[1.7n] < Ryrn |1.7n + 2| (18)
n n
tovdbbd
RFF,oo = RBF,oo =1.7. (19)

Ha n oszthato tizzel, akkor a (17) egyenlStlenségben az also és felsé hata-
rok megegyeznek, azaz ebben az esetben 1.7 = Rpp .

Baker-Coffman [3], Ivanyi [26, 27, 28]

Korlat a legrosszabb esetre: [33].

Xia és Tan [34] 2010-ben a kovetkezs tételt bizonyitottak.

1.9. tétel. Ha t € I}, akkor

7

OPT(t) < FF(t) < LTOPT(t) + 1 - (20)

4. BF algoritmus

Korlat a legrosszabb esetre: [33]

5. NFD algoritmus
6. FFD algoritmus

Korlat a legrosszabb esetre: [33]
Legjobb korlat a legrosszabb esetre: |35]



7. BFD algoritmus

Korlat a legrosszabb esetre: [33]

8. Atlagos eset

[12]

9. Erdekességek

Parhuzamos algoritmusok: Anderson et al. [1]
Dualis probléma: [21]
QOOQAO0OOA00OOA0MC0A0A00A0AGAAQ

Az irodalomjegyzékben let6lthetd megjegyzéssel szerepld miivek letdlthe-
t6k a megadott honlaprél, a digitalisan megjegyzéssel szerepld miivek letolt-
hetéek a http://compalg.inf.elte.hu/~tony/Kutatas/BinPacking/ honlaprol,
mig a nyomtatva megjegyzéssel szerepl§ miveket nyomtatott formaban si-
keriilt megszerezni.
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B
BF = Best Fit, (1
BFD = Best Fit Decreasing, |1

F
FF = First Fit, [

FFD = First Fit Decreasing, |1

Targymutato

ladapakolé algoritmus, |1

N

NF, 1

NF = Next Fit, [

NFD = Next Fit Decreading, 1
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