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El6szd

Az operacidkutatés fejlédése a vizsgalt modellek szamanak gyors noveke-
dését, és a modellekhez kapcsolddé elméleti hattér mély és alapos megis-
merését eredményezte. FEnnek kovetkeztében az egész diszciplina nagy-
mértékben kiterjedt, és elkezd6dott bizonyos részteruletek szepardlédasa,
Oonallésodasa. FEzek egyikének tekintheté a kombinatorikus optimalizalds
témakore, melynek gyakorlati szempontbdél egyre nagyobb a jelent6sége.

A tekintett teriilet szeparalédasihoz az a felismerés vezetett, hogy bizo-
nyos egészértékili problémdk megoldisidban felhasznalhaték a feladatok kom-
binatorikus tulajdonsiagai, amelyek esetenként igen hatékony megoldasi el-
jarasok felépitését teszik lehet6vé. Szamos ilyen eljards kidolgozasa utan
megkezd6dott ezek szintetizdlasa, altaldnos kombinatorikus technikdk, maéd-
szerek kidolgozdsa. Az elért eredmények gyakorlati alkalmazdsit nagyban
elOsegitette a gyorsan fejlodd szamitastechnika. Mindezek azt eredményez-
ték, hogy az opericidkutatason beliil kialakult egy igen jelentGs részteriilet, a
kombinatorikus optimalizalds témakore. A teriilet eredményeit tartalmazo,
joé Osszefoglalé munkdk a [38], [45], [54], [102], [103], [112], [122], [147] és
[168] konyvek.

Tekintettel a témakor szdmos fontos gyakorlati alkalmazaséara, a kombi-
natorikus optimalizalds részben méas tantargyak részeként részben onallo
tantargyként bekeriilt a felsOoktatasba és varhaté a diszciplina tovabbi tér-
nyerése az oktatdsban. Ezekhez kivan segitséget adni a jelen munka, amely-
ben betekintést szeretnénk nytjtani ezen teriilet bizonyos részeibe.

Rovid grafelméleti bevezetés utdan elsoként a parositasi feladatokat vizs-
galjuk, majd ismertetjiik a halézatokra vonatkozé legrovidebb utak problé-
méjat, és néhany, a probléma megoldasara szolgald, ma mar klasszikusnak
tekinthet6 eljarast. Ezt kovetfen a héldézati folyamok problémakorét és a
megoldést biztosité Ford-Fulkerson féle cimkézési eljarast targyaljuk. A
kovetkezd rész tartalmazza a kombinatorikus optimalizdlas egyik leggyak-
rabban alkalmazott technikdjanak, a korldtozds és szétvalasztds modszeré-
nek targyalasat. Ezt a korlatozas és szétvalasztas modszerének tobb, szép al-
kalmazdsa koveti. Az elsé igen szép alkalmazds a hatizsdk feladat megolddsa-
ra szolgdld eljaras, ezt koveti a korlatos egészértékil linedris programozasi
feladatok megolddsira szolgald eljards. Ezek utdn a kombinatorikus opti-



malizdlds egy nevezetes feladatat, az utazé tugynok problémajat vizsgaljuk.
A probléma megoldisira alkalmazzuk a korlitozas és szétvialasztas modsze-
rét, majd két kiilon fejezetben az utazd tigynok problémara és az azzal rokon
feladatokra szuboptimalis megoldast szolgaltatd heurisztikikat ismertetiink.
Az utébbi két fejezet egyben betekintést nytjt az egyre nagyobb teret nyerd
heurisztikus eljarasok elméletébe is. Egy mdésik nevezetes modell, a hal-
mazlefedési probléma vizsgilatival folytatédik a tdrgyalds. A probléma
megoldasara felépitink egy, a korlatozas és szétvalasztias mddszerén alapuld
eljarast, majd megadunk egy viszonylag jé heurisztikus eljarast is. Ezek
utdn a diszkrét determinisztikus kiszolgdld telepitési problémékat érintjiik,
nevezetesen a mediian, center és a kvadratikus hozzirendelési feladatokat
targyaljuk. A kiszolgédlasi feladatok utdn az titemezési problémdk legegy-
szerlibb eseteivel foglalkozunk. Végiil az approximdcidés sémdkat érintjik.
Definidljuk a polinomidlis approximacios sémék és teljesen polinomidlis ap-
proximaciés sémdk fogalmat, majd példiakat mutatunk ilyen sémdikra az
utemezési problémak korébdl.

Miutén a tekintett témakorok szinte mindegyike igen nagy, ezért ezek
targyaldsa csak bevezet6 jellegii, és sok esetben a kapcsolédé legegyszeriibb
modellekre adunk meg megolddsi eljarasokat. Az egyes teriiletek irant érdek-
16d6k az irodalomjegyzékben irdnymutatast kaphatnak a megfelelé konyvek-
hez, cikkekhez.

A targyalds soran rendre feltételezziik bizonyos alapismeretek meglétét.
A felépitésre keriil§ eljarasok helyességének igazoldsatdl terjedelmi okokbdl
esetenként eltekintiink, de az eljardsokat rendre egyszeri numerikus példa-
kon keresztul demonstraljuk.

Végezetiil szeretnénk koszonetet mondani Blazsik Zoltannak és Hollé
Csabanak, a jelen munka szakmai lektorainak, akik igen gondos és alapos
lektori munkgjukkal, valamint hasznos észrevételeikkel segitették a kézirat
véglege forméjanak elkészitését. Mind az emlitett kollegdk, mind jémagunk
nagyon reméljiik, hogy az elkésziilt anyag jé hasznara valik valamennyi hall-
gaténak, aki kombinatorikus optimalizaldst tanul, tovidbba azoknak is akik
csak érdeklddnek a témakor irdnt. Amennyiben ezt sikeriil elérntuink, akkor
a jelen munka hozzijarulas lehet ahhoz, hogy ez a gyorsan fejlodo és fontos
diszciplina hazai korokben is ismertebbé valjon, alkalmazasaival a minden-
napi élet javulasat szolgalhassa.

Szeged, 2005. marcius 18.

Imreh Baldzs és Imreh Csanad



1. Bevezetés

A kombinatorikdban altaliban egy véges halmaz kiillonb6z6 tulajdonsa-
gait vizsgaltak, és foleg a leszdmlilas és a 1étezés probléméjival foglalkoztak.
Tipikus kombinatorikus kérdések voltak, hogy valamilyen objektumnak 1é-
tezik-e adott tulajdonsigu elrendezése vagy hany megfelel6 elrendezése van.
A kombinatorikus optimalizdlas egy 1j kérdést vizsgil, nem az elrendezések
szama érdekli, hanem azok koziil a legjobb. Az ilyen jellegli problémak
formdlisan, tobbnyire egy véges halmazon értelmezett fiiggvény szélsGérté-
kének kereséseként irhatdk le. Annak ellenére, hogy ilyen tipusu kérdések
gyakorlati szempontbdl mar régdta rendkiviil érdekesek, a tudomanyag csak
az utobbi id6ben indult igazan fejlédésnek. Tulajdonképpen a létét a modern
szamitégépek megjelenésének koszonheti, hiszen a kombinatorikus optima-
liz4lasi problémak megoldédsara kidolgozott algoritmusok igen sok szamitast
igényelnek, igy szadmitégép nélkiil gyakorlatban is eléfordulé problémdakra
nem igazan alkalmazhaték. Tovabba a szamitogépek tervezése és a szamito-
gépekkel kapcsolatos egyéb kérdések is szamos olyan tdjabb problémat vetet-
tek fel, amelyek a kombinatorikus optimalizalds témakoréhez tartoznak.

Mint mar emlitettiik egy kombinatorikus optimalizalasi probléma tobb-
nyire egy diszkrét fuggvény optimumédnak meghatirozdsa. Egy ilyen prob-
léma megolddsanak egy olyan eljardst tekintiink, amely minden feladatra
kiszamitja az optimdlis megoldast. Masrészt minden kombinatorikus opti-
malizalasi feladatnak csak véges sok megoldasa van, igy egy lehetséges eljaras
az, amely egyenként megvizsgalja a feladat lehetséges megoldasait és kiva-
lasztja azok koziil a legjobbat. Ezzel az eljarassal két probléma is van.
Egyrészt nem nyilvanvald, miként lehet sorba venni az Gsszes lehetséges
megoldast (példaul lehet a lehetséges megoldasok halmaza egy graf azon
részgrafjainak halmaza, amelyek valamilyen tulajdonsigot kielégitenek). A
masik probléma ezzel az eljarassal, hogy altaldban gyakorlatilag nem miikodik.
A lehetséges megolddsok halmaza mar viszonylag kicsi feladatokra is igen
nagy lehet, igy ezek mindegyikének megvizsgdlisa még a jelenleg ismert
leggyorsabb szamitogépeken is évezredekig tartana. Tehat gyakorlati szem-
pontbdl nem tekinthetiink minden algoritmust a probléma hatékony megol-
dasanak, csak azokat, amelyeknek nem tart sokdig a feladatok megoldasa.
Az algoritmusok gyorsasagat az algoritmus dltal végrehajtott elemi szamitési
lépések szamaval mérjiik.

Az algoritmusok gyorsasigdnak egy pontos definiciéja adhaté meg az
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algoritmusok Turing gépeken alapulé targyalasaban, ( 1d. [68], [154]). Ez a
formadlis, preciz definicié tilmutat a jelen munka keretein, és nem is célunk
ezen téma targyaldsa. Itt a tovabbiakban az algoritmusok bonyolultsigara,
gyorsasagara adott becslésekben ugyanazt az egyszerii modellt hasznéljuk,
amelyet E. L. Lawler hasznalt a [122] munkdban. A modellben lényegében
minden egyszeriti utasitast (pl. egész aritmetikdji miiveletek, numerikus
osszehasonlitdsok) egyetlen elemi szdmitdsi 1épésnek tekintiink. Nyilvdn a
valésdgban egy-egy ilyen 1épés végrehajtasi ideje fligg a hasznalt értékek
nagysagatdl, de a jegyzet céljainak megfelel ez a leegyszeriisitett modell is.

Egy konkrét feladat megoldasahoz szikséges elemi szamitasi 1épések sza-
ma nyilvanvaléan fligg a tekintett feladattdél is. (Pl. egy nagyobb graf
csucsainak megvizsgilasahoz t6bb 1épés kell, mint egy kisebb graf esetén).
Tehat azokat az algoritmusokat érdemes egy probléma hatékony megoldé
algoritmusainak tekinteniink, amelyekre teljesiil, hogy minden egyes feladat
esetén a feladat megoldasdhoz sziikséges elemi lépések szamara egy altalanos,
csak a feladat nagysigatdl figgo, jé korlat adhato. Altaldban a kombinato-
rikus optimalizdlasban egy algoritmust akkor tekintiink hatékonynak, ha
polinomidlis iddigényi, azaz ha az algoritmus 4ltal megkivant elemi lépések
szama a feladat méretének egy polinomialis fliggvényével korlatozhato.

Ez a definicié két nyilvanvald kérdést vet fel. Az els6 az, hogy miként
értelmezziik egy feladat méretét. A maésodik pedig az, hogy miért éppen
a polinomialis idéigényti eljarasokat tekintjiitk hatékonynak. KEgy feladat
méretén altaldban a lekddoldsdhoz szikséges bitek szamat értjuk. Ennek
ellenére a szakirodalomban gyakran az egyszeriiség érdekében mas kénnyeb-
ben kezelhetd paramétert vizsgilnak, és ezt a szemléletet kovetjuk a jelen
targyaldsban is. Példaként felhozhatjuk, hogy egy silyozott graf lekddoldsa-
nak mérete az élekre irt szdmok kettes alapu logaritmusainak osszege plusz
az élek kddoldsa, mégis a feladat méretén altaliban a graf csicsainak szamat
értjuk. Kzzel a feladat méretét alulrdl becsiiljuk, igy ha az eljaras poli-
nomidlis lesz a csicsok szamaban, akkor a kédoldshoz sziikséges bitek sza-
m&ban is. Fontos megjegyezniink, hogy az egyszeriiség érdekében a méretre
tett feltevéseink nem vezethetnek oda, hogy egy algoritmust polinomidlis
idGigényiinek nyilvanitsunk, amennyiben az nem az.

A kovetkezd kérdés, hogy miért éppen a polinomidlis id8igényi eljardso-
kat tekintjiikk hatékonynak. Ismert, hogy a polinomfiiggvények sokkal lassab-
ban novekszenek, mint az exponencidlis vagy faktoridlis fuggvények. Tehat
ha egy algoritmusra a sziikséges 1épések szama 100n egy masikra pedig 2™,
akkor a 17-nél kisebb n-ekre a masodik algoritmus a hatékonyabb, a 17-nél
a nagyobb n-ekre pedig az elsé. Viszont kis n-ekre mindkét algoritmus gyor-
san végrehajhaté, n = 100-ra pedig a polinomidlis algoritmus még mindig
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gyorsan megoldja a problémat, ellenben az exponencidlis algoritmussal vald
megoldasa rendkiviil hosszi ideig tartana.

Természetesen ez nem jelenti azt, hogy a polinomidlis algoritmusok a
gyakorlatban mindig jobbak az exponencialis algoritmusokndl. Példaul egy
n'0000 jdgigényii algoritmus semmivel sem hasznalhatébb gyakorlati prob-
lémak esetén egy exponencidlis idGigényli eljardasnal. Itt érdemes megje-
gyeznunk, hogy az eddigi tapasztalatok szerint a polinomidlis algoritmusok
majdnem mindig hatékonyak, és a korlatozé polinom foka altalaban 5 alatt
van. Maésrészt azt is el kell mondanunk, hogy vannak olyan exponencidlis
algoritmusok, amelyek a legtobb feladat esetén rendkivil gyorsan megad-
jak az optimalis megoldast, és a feladatok csak egy nagyon sziik osztalyan
szitkséges exponencidlisan sok 1épés. Ilyen eljards a linedris programozasi
feladatot megoldé szimplex algoritmus. Erre a problémara van polinomidlis
algoritmus is, de szamitégépen lényegesen nehezebben megvalésithaté, mint
a szimplex eljaras és csak nagyon nagy feladatok esetén hatékonyabb.

Természetesen nem egyforman jé egy n és egy n? iddigényiti algorit-
mus. Annak érdekében, hogy a polinomialis algoritmusok id&igényeit is
osszehasonlithassuk, szikségunk van a kovetkezd jelolésekre. Legyen f és
g, két a természetes szamokrdl a természetes szamokra képezé fluggvény.
Az f(n) = O(g(n)) (f(n) egyenld nagyordé g(n)) jelolés azt jelenti, hogy
léteznek olyan c és ng pozitiv egész szamok, amelyekre teljesil, hogy minden
n > ng szamra f(n) < c-g(n). Szemléletesen ez a jelolés azt jelenti, hogy f
nem n6 gyorsabban mint g. Az f(n) = Q(g(n)) jelolést akkor hasznéljuk, ha
g(n) = O(f(n)), az f(n) = O(g(n)) jelolést pedig akkor, ha f(n) = O(g(n))
és f(n) = Q(g(n)) egyarant teljesiil. Egyszertien lathat6, hogy tetszéleges
k-adfokt polinom O(n*) nagysigrendii, és az is, hogy minden ¢ > 1 és k > 1
egész esetén ¢ = Q(nk).

Fontos megjegyezniink, hogy nem minden feladat megolddsara létezik
polinomidlis algoritmus. Annak vizsgilatdval, hogy az egyes feladatok meg-
oldhatésiga miként viszonyul egymashoz egy kiilon teriilet, a bonyolultsdg-
elmélet foglalkozik. A jelen munkaban nem kivanunk ezzel a teriilettel foglal-
kozni (az olvasé részletes felépitést talalhat a [68], [150] munkakban). Annyit
azért fontos megjegyezniink, hogy van a feladatoknak egy olyan osztilya,
az NP-teljes feladatok, amelyek kozul barmelyikre polinomidlis algoritmust
taldlva, az Osszes tObbi is polinomidlisan megoldhaté lenne. Mivel ezen
feladatok egyikére sem sikerult eddig polinomidlis algoritmust taldlni, ezért
igen elterjedt (de nem bizonyitott) feltételezés, hogy ezen feladatok nem
oldhaték meg polinomiélis idében. Ilyen feladatok esetén igyeksziink expo-
nencialis, de gyakorlatban mégis hatékony eljarasokat kidolgozni.
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2. Grafok, halézatok

A jelen fejezetben felidézziik a véges iranyitott griafok fogalmét, azok
néhany alapvetd tulajdonsdgat, bizonyos reprezenticidjukat. FEzek utan
véges irdnyitatlan grafokkal foglalkozunk, majd a fejezet végén bevezetjuk
a hélézat fogalmat, és annak néhany reprezenticidjat mind az irdnyitott,
mind az irdnyitatlan grafokra.

Véges irdnyitott grafon egy G = (V,E) part értiink, ahol V véges,
nemiires halmaz, a grdf csicsainak vagy szogpontjainak a halmaza, F C
V x V' \ Iy a grdf éleinek a halmaza, ahol Iy a V halmaz feletti egyenl6ség
éleket, amiket loop éleknek nevezunk, nem engedjik meg, azaz csak olyan
grafokat tekintiink, amelyek nem tartalmaznak loop élet.

Azt mondjuk, hogy a G graf u € V csticsdbdl él vezet a v € V csticsba, ha
(u,v) € E, tovabba ez esetben a v csticsot az u csics leszdrmazottjanak, u-t
pedig a v cstics dsének nevezziik. A graf egy olyan pontjit, amelynek nincsen
egyetlen Gse sem (feltéve, hogy van ilyen cstics) forrdsnak, mig egy olyan
cstcsot, amelynek nincsen egyetlen leszdrmazottja sem, nyeldnek nevezzik.
Ha vy,...,v; (k > 2) a graf paronként kiilonbozd csicsai, és (v, vi41) € E,
i = 1,...,k — 1, akkor a (v1,v2),..., (vx_1,vx) élek sorozatat irdnyitott
dtnak nevezziik, melynek vy a kezddpontja és vy, a végpontja. Ha a (v, v1) él
is eleme az E élhalmaznak, akkor a fenti élsorozatot ezzel az éllel kiegészitve,
a kapott élsorozatot irdnyitott koritnak nevezzik, és azt modjuk, hogy G
tartalmaz irdnyitott kort. Miutan az utat dgy definidltuk, hogy a benne
szerepld csucsok paronként kiillonbozok, ezért a korutat nem tekintjik itnak,
hanem kiilon fogalomként kezeljiik. A G irdnyitott grafot kormentesnek
nevezzik, ha nem tartalmaz irdnyitott korutat.

Mivel a tovdabbiakban féként iranyitott grafokkal fogunk dolgozni, ezért
az egyszeriibb szohaszndlat érdekében az irdnyitott 1t és irdnyitott korut
esetében elhagyjuk az ”irdnyitott” jelzét, azaz uton és koruton irdnyitott
grafok esetében mindig iranyitott utat és korutat értiink. Amennyiben ettol
eltérink, azt kiilon fogjuk hangsilyozni.

Egy adott G graf tobbféle, egymassal ekvivalens formaban adhaté meg,
ezeket a graf reprezentdcidinak nevezziik. A legszemléletesebb reprezenticid,
amikor a grafot egy dbraval adjuk meg, ezt grafikus reprezentdcionak nevez-
zik.
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a
2.1. dbra. A 2.1 példa G grafjanak grafikus reprezentaciéja.

Grafikus reprezentacié

Rajzoljuk fel egy sikra a graf minden csucsat, feltiintetve a csics nevét
is, és kossiik Ossze a gréaf a,b csticsparjat egy irdnyitott vonallal, ha (a,b) €
E. Ezt hajtsuk végre a graf minden a,b csicsparjara. Nyilvanvald, hogy
G = (V, E) egyértelmiien meghatdrozza az dbrat abban az értelemben, hogy
milyen pontok szerepelnek rajta és ezek koziil melyek vannak iranyitott
vonalakkal 6sszekotve. Tovabba a megforditas is igaz. Egy ilyen dbrdhoz
egyértelmiien hozzirendelhetd egy irdnyitott G = (V, E) graf.

A fentiek illusztralasara tekintsuk az aldbbi példat.

2.1. példa. Legyen G = (V,E), ahol V = {a,b,c,d,e, f}, és az élek
halmaza, E = {(a,b), (a,c), (a,€), (b, c), (c,d), (d, D), (d€), (e, f)}. A G graf
grafikus reprezenticigjat adja meg a 2.1. 4bra.

Vegyiik észre, hogy a fenti grafban az a csics forrds, az f csics pedig
nyeld, tovabbd a graf tartalmaz korutat, nevezetesen a (b,c¢), (c,d), (d,b)
élek egy korutat alkotnak.

Egy maésik, gyakorlati szempontbdl nagyon hasznos reprezenticidja a
grafoknak, amikor bindris matrixokkal irjuk le 6ket, amit matrix-reprezen-
taciénak szokdsos nevezni.
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Grafok matrix-reprezentacidja

Tegyiik fel, hogy a graf n szamu csicspontot tartalmaz. Elséként vegyiik
a graf csicsainak egy linedris rendezését. Ezek utin képezzik a kovetkezd
(dij) n x n-es binaris matrixot. Legyen d;; = 1, ha az i-edik csicspontbdl
vezet él a j-edik csucspontba, ahol a csicsok sorszdmozasa a tekintett ren-
dezés szerint torténik; ha nincs ilyen él, akkor legyen d;; = 0. A (d;)
méatrixot a tekintett graf mdtriz-reprezentdcidjdnak nevezzik. Nyilvanvald,
hogy adott rendezés mellett a (d;;) matrix egyételmiien meghatarozott.

A 2.1. példa esetében az alfabetikus rendezés mellett az alabbi matrix-
reprezentaciot kapjuk, ahol a sorok mellett és az oszlopok felett a megfelel6
csucsokat is feltiintettiik.

- 0 Q0 o

SO OO OO
SO = OO = o
SO OO~ MO
O O O O O
SO R OO MO
O = O OO O

A reprezenticiés métrix definiciéjabdl kozvetleniil adédnak az aldbbi
észrevételek.

(1) A métrix i-edik sordban lev$ egyesek Osszege pontosan azt adja meg,
hogy az i-edik csiicsbdl hdny masik csicsba vezet él. Ezt a szdmot szokésos
az i-edik csucs kifokdnak nevezni. Specidlisan, a sortsszeg akkor és csak
akkor 0, ha az illet6 cstcsbdl nem vezet semelyik mas csicsba él, igy az
illetd csiics nyeld. (Példaul a 2.1. példanal az f cstcsra vonatkozd sordsszeg
0, igy az f csics a G graf nyel§je, amint azt mér emlitettiik.)

(2) A métrix j-edik oszlopaban 1év6 egyesek Osszege pontosan azt adja
meg, hogy hany kulonbo6z6 csicsbdl vezet él a j-edik csiicsba. Ezt a szadmot
a j-edik csics befokdanak nevezzuk. Specidlisan, az oszloposszeg akkor és
csak akkor 0, ha nem vezet él a j-edik csicsba, azaz az illeté csics forras.
(Példdul a 2.1. példdban az a csicsra vonatkozd oszloposszeg 0-val egyenld,
tehat az a csics a G graf forrasa.)

Sziikségiink lesz a tovabbiakban a részgrif fogalmara. A G' = (V' E')
grafot a G = (V,E) graf részgrdfjanak nevezziik, ha V! C V és E' C
E teljesiil. Megjegyezziik, hogy mivel G’ maga is graf, ezért V' # ) és
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E' C V' x V'\ Iy szintén teljesiilnek. Nyilvdnvald, hogy amennyiben a G
grafbdl torlink bizonyos éleket vagy bizonyos pontokat az illeté pontokba
mutaté illetve az azokbdl kivezetd élekkel egytutt, akkor egy részgrafhoz ju-
tunk. A megforditds is igaz, ugyanis G minden részgrifja el6allithaté ilyen
torlésekkel.

A fentiek alkalmazdsaként igazoljuk az alabbi allitdst, amely a kés6bbiek
soran majd felhaszndlasra kertil.

2.1.segédtétel. A G = (V,E) grdf (|[V| = n) akkor és csak akkor
kormentes, ha csicsai sorszamozhatok az 1,...,n, természetes szamokkal
tgy, hogy minden i # j € {1,...,n} pdrra (v;,vj) € E fenndlldsabol i < j
kovetkezik.

)

Bizonyitds. Elsoként tegyiik fel, hogy G csiicspontjai sorszamozhatdk
a kivant médon, azaz teljesiil a segédtétel feltétele. JelGlje a sorszamozott

cstcsokat vy, . .., vn. Allitjuk, hogy G nem tartalmaz irdnyitott korutat. Az
allitast indirekt bizonyitjuk. Ehhez tegyiik fel, hogy G tartalmaz korutat.
Jelolje ennek cstcsait v;,, ..., v;, . Akkor feltételink szerint 41 < ip < ... <

i < 11, ami ellentmondas. Kovetkezésképpen G nem tartalmazhat korutat.

Most tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz korutat. Megmutatjuk, hogy
ebben az esetben G csicsal sorszamozhatdk a kivant médon. Ezt konstrukti-
van igazoljuk gy, hogy megadunk egy olyan eljarist, mely elvégzi a csticsok
sorszamozasat.

Mivel G nem tartalmaz korutat, ezért van legalibb egy forras G-ben.
Valéban, ellenkez6 esetben minden pontnak lenne legalabb egy 6se, de akkor
barmelyik csticsbdl kiindulva tudnank képezni csiicsok egy sorozatat gy,
hogy a sorozat minden csiicspontjahoz vennénk az illet6 csiics 6seinek valame-
lyikét. Mivel minden csiicsnak van legaldbb egy Gse, ezért a sorozat tagjainak
képzése vég nélkiil folytathatd. Masrészt |V| = n, igy legfeljebb n — 1 1épés
utdn a sorozatnak egy olyan tagjiat kapnank amely mér kordbban eléfordult
a sorozatban. Nyilvdnvaléan, a sorozat két azonos tagja kozotti csicsokhoz
tartozo élek egy korutat alkotnak, ami ellentmondds. Kovetkezésképpen G
tartalmaz legaldbb egy forrést.

Most vegytk G egy forrasat, jelolje ezt v, és adjuk v-nek az 1 sorszamot.
Majd toroljiik v-t és a v-bol kiindulé éleket a G grafbdl, és az el6allé részgrafot
jelolje Gi. Mivel G; részgrafja G-nek és G kormentes irdnyitott graf, ezért
nyilvanvaléan G; is kormentes irdnyitott graf. Ekkor G; ismét tartalmaz
forrast, ezek kozul barmelyiknek adhatjuk a 2 sorszamot, majd ismét toroljuk
a forrast a beldle kivezetd élekkel egytitt, és a torlés utan el6dlld részgrafot
Go-vel jelolve, folytatjuk az eljarast. Miutdn minden 1épésben eggyel csokken
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a csucspontok szdma, G, 1 mar csak egyetlen csiucsot fog tartalmazni, ami-
nek adjuk az n sorszamot.

Mivel minden iteraciés lépésben az aktudlis részgrafbdl egy forrdast ha-
gyunk el, ezért az illeté forrdsbél csak olyan csticsokba visznek élek, ame-
lyek késObb kapnak sorszamot, igy sorszamuk nagyobb lesz, mint a forras
sorszama, amivel adédik az allitas.

Az 2.1. segédtétel bizonyitasdban megadott eljards nagyon hatékonyan
végrehajthaté matrix-reprezenticié esetén. Amint azt a (2) pont alatt emli-
tettik, a j-edik oszlopban szerepld elemek Osszege akkor és csak akkor 0,
ha a j-edik oszlophoz tartozé cstcs forrds. Jelolje a reprezenticidés matrix
oszloposszegeibdl allé vektort rg. Akkor a fentiek alapjdn a reprezentaciéhoz
tartozo rendezés szerinti j-edik cstics akkor és csak akkor forrds, ha ry j-edik
komponense 0. Ennek alapjan, rg ismeretében nagyon egyszeriien ki tudunk
vélasztani egy forrdst G-bél. Masrészt vegyik észre, hogy amennyiben a
j-edik csucs a forras, akkor ezen csics és a beldle kivezetd élek torlése a
reprezenticios matrix j-edik soranak és j-edik oszlopanak egyidejii torlésével
ekvivalens, a torléssel el6dllé matrix pontosan G; reprezenticiés maétrixa.
Az 4j matrixra vonatkozd oszlopOsszegeket pedig tgy kapjuk meg, hogy a
ro vektorbdl kivonjuk a métrix j-edik sorvektordt és a j-edik komponenst
toroljik. Az el6alld sorvektort jelolje ri. Ennek alapjan a sorszamozas
végrehajtisdhoz tulajdonképpen a rg,...,r, 1 vektorsorozatot kell el6alli-
tanunk, aminek a miiveletigénye: O(n?).

Az eljaras illusztrilasara tekintsiik a kovetkezd feladatot.

2.2. példa. Legyen G = (V, E), ahol V = {a,b,c,d,e, f,g}, és az élek
legyenek adottak a graf alabbi matrix-reprezenticidjaval.

Q -0 a o e

OO OO == O
_ -0 O O o o Cc
O R OO OO o0
_ 0 O O O = =
S OO == O =
SO OO OO O
O =R OO OO o

Akkor rp = (2,2,1,3,3,0,1), tehdt az f csics forrds a G gréafban, igy
adjuk az f csicsnak az 1 sorszamot. Véve f sorvektorat és kivonva ry-
bél, r1 = (2,1,0,3,3,—,0) adédik, ahol a hatodik komponens torlését egy
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7 —7 jellel jeloltuk. Az ry; vektor a Gy graf reprezenticiés méatrixdnak

oszlopOsszegeit tartalmazza, igy ¢ és g forrasok a G; grafban. Valasszuk
kozulik c-t, és adjuk a c¢ csticsnak a 2 sorszamot. Kivonva ¢ sorvektorat
ri-bél, ro = (1,1,—,3,2,—,0), azaz a g csucs forrds Go-ben; adjuk neki a
3 sorszdmot. Kivonva g sorvektorat ro-bél, r3 = (1,0,—,2,2, —, —), tehdt
a b csucs forrds Gs-ban, és b sorszama 4 lesz. Folytatva az eljarast, ry =
(0,—,—,1,2,—,—) igy a lesz forrds G4-ben és az 5 sorszamot kapja, majd
r5s = (—,—,—,0,1,—,—), d a forrds Gs-ben és d sorszama 6, végil rg =
(—,—,—,—,0,—,—), ekkor e a forrds Gg-ban, és e sorszama 7 lesz.

Sok esetben a pontok és a koztiik levé kapcsolatok nem irdanyitottak,
hanem kétirdnytak. Példaul, ha a tud telefondlni b-nek, akkor b is tud
telefonalni a-nak. Az ehhez hasonlé kapcsolatrendszerek leirdsara szolgalnak
az irdnyitatlan grafok.

Egy G = (V,E) pérost irdnyitatlan grdfnak neveziink, ahol V a graf
csucspontjainak véges, nemiires halmaza, és E C V x V'\ Iy a gréf éleinek a
halmaza, tovibba minden (u,v) € E élre (v,u) ¢ E teljesiil. Ha (u,v) € E,
akkor azt mondjuk, hogy u és v az (u,v) €l végpontjai, tovabba az u és v
csicsok illeszkednek az (u,v) élre. Hasznalni fogjuk az utébbi esetben az
(u,v) €l illeszkedik az u csicsra és a v csiucsra kifejezést is. Ha a v € V
cstucs j szdmu élre illeszkedik, akkor azt mondjuk, hogy a v ¢sics fokszama
j. Legyenek vy,...,v; (k> 2) az irdnyitatlan G graf paronként kiillonbozé
cstcsai, tovdbba legyen ¢, € E, (t = 1,...k — 1). Ha minden t-re e;
végpontjai vy és vyy1, akkor az eq,...,ex 1 €élsorozatot irdnyitatian dtnak
nevezzilk, melynek v; a kezddpontja és vy a végpontja. Ha van olyan, a fen-
tiektol kiilonbozd e € E €1, hogy a tekintett Ut kezd&pontja és végpontja
e végpontjai, akkor a fenti élsorozatot ezzel az éllel kiegészitve, a kapott
élsorozatot irdnyitatlan kordtnak nevezzik, és azt mondjuk, hogy G tartal-
maz irdnyitatlan kort. A G irdnyitatlan grafot kérmentesnek nevezziik, ha
nem tartalmaz irdnyitatlan korutat. Azt mondjuk, hogy a G irdnyitatlan
graf osszefiggd, ha barmely két csicsa kozott vezet irdnyitatlan at. §
egy maximalis Osszefiiggd részgrifjit G egy komponensének nevezziik. A
bevezetett fogalmakat az aldbbi példan illusztraljuk.

2.3. példa. Tekintsik a G = ({1,2,3,4},{(1,2),(1,3),(2,3),(3,4)})
irdnyitatlan grafot. A graf grafikus reprezenticiéjat, melyben az élek ira-
nyitatlan szakaszok, mutatja a 2.2. dbra. A G graf osszefiiggs, az (1,2)
él, az (1,2), (1, 3) élsorozat iranyitatlan utak, az (1,2),(2,3), (1,3) élsorozat
pedig irdnyitatlan kor.
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3

2.2. dbra. A 2.3. példa grafjanak grafikus reprezenticidja.

Az irdnyitatlan grafok altaldnositdsdnak tekinthet6k a multigrafok. Egy
G = (V, E) parost multigrifnak neveziink, ahol V a graf cstcspontjainak
véges, nemiires halmaza, E pedig V x V \ Iy-beli élek véges rendszere,
tovabbd, ha (u,v) € E, akkor (v,u) ¢ E teljesiil E-re. Tehat a multigraf
csak annyiban kiilonbozik az iranyitatlan graftél, hogy bizonyos cstcsparokat
egynél tobb éllel is 6ssze lehet koti. A multigréafokat az alabbi példdval szem-
1éltetjiik.

2.4. példa. Legyen G = ({1,2,3,4},{(1,2),(1,2),(2,3),(3,4)}. Mivel
az (1,2) él kétszer szerepel az E rendszerben, G multigraf, melynek grafikus

s s

2

2.3. dbra. A 2.4. példa multigrafjdnak grafikus reprezentécidja.

A multigrafokra ugyanigy definidlhaték az olyan fogalmak, mint egy él
végpontjai, cstucsok illeszkedése élre, €l illeszkedése csicsra, csucs fokszama,
irdnyitatlan at, irdnyitatlan kor, 6sszefuggbség, komponens, ahogy azt irdnyi-
tatlan grafokra megtettilk. Ezért a tovdbbiakban ezeket a fogalmakat sza-
badon hasznaljuk multigrafokra.
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A multigrafok vizsgdlataval kezd6dott a grafelmélet kialakuldsa. 1736-
ban L. Euler [53] a konigsbergi hidak problém4jit tanulmanyozta és oldotta
meg multigridfokkal. A probléma a kovetkezd.

Konigsbergi hidak problémaéja

Hét hid koti 6ssze a Pregel folyé két szigetét és partjat. A kérdés az,
hogy lehet-e valamelyik teriiletrdl elindulva, oda visszatérni gy, hogy a séta
soran minden hidon pontosan egyszer megyiink at.

Az alabbi dbra mutatja a szigetek és hidak elhelyezkedését.

2.4. dbra. A konigsbergi hidak probléméja.

Ha a folyénak az abran levd felsd partjat 1-gyel, az alsé partjat 4-gyel,
a baloldali szigetet 2-vel és a jobboldali szigetet 3-mal jeloljiik, és a hidakat
tekintjik az éleknek, akkor az aldbbi multigrafthoz jutunk.

1

4

2.5. dbra. A konigsbergi hidak problémajanak multigrafja.
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Ekkor a probléma a kovetkezOképpen fogalmazhaté meg. Vegyiik a fenti

multigrafban csticsok egy olyan vy, ..., vm41 sorozatat és a graf éleinek egy
olyan e€;,, ..., €;,, permutdci6jat, hogy a v;,v;1 cstcsok illeszkedjenek az e;;

élhez, tovabba legyen v| = vp,41. Az ilyen élsorozatot a graf Euler korének
nevezzik, és azt mondjuk, hogy a graf Euler-féle, ha létezik FEuler kore. igy
a konigsbergi hidak problémadja visszavezethetd annak eldontésére, hogy a
2.5. &brdn megadott multigraf Euler-féle vagy sem. A kérdésre Euler [53]
alabbi tétele adja meg a valaszt.

2.1. tétel. Egy irdnyitatlan G grdf vagy multigrdf akkor és csak akkor
Euler-féle, ha G dsszefiggd és minden csicsdnak pdros a fokszdma.

Bizonyitdas. FElstként tegyilik fel, hogy G Euler-féle. Akkor barmely
cstcsparra létezik 6ket Osszekot6 irdnyitatlan Gt G-ben, igy G oOsszefiggo.
Masrészt barmely v csticsra ahdnyszor az Euler kor befut a csticsba, tovabb
is megy a csucsbdl, igy minden csics fokszama paros, mert az Euler kor
minden élet pontosan egyszer tartalmaz.

Most tegytik fel, hogy a tekintett iranyitatlan graf vagy multigraf Gssze-
fuggd és minden csticsanak fokszama paros. Megmutatjuk, hogy ekkor G-nek
létezik Euler kore. Ezt gy tessziik, hogy megadunk egy eljarast, ami meg-
konstrudl G-ben egy Euler kort. Az eljards a kovetkezd:

(1) Induljunk egy v csiicsbdl egy illeszkedd élen és haladjunk ameddig
lehet még be nem jart éleken, kozben sorszamozzuk a bejart éleket. Csak
v-ben akadhatunk el mivel minden csics fokszama paros.

(2) Ha minden élet bejartunk, akkor vége az eljarasnak, a sorszamozott
élsorozat Euler kor. Ha nem jartunk még be minden élet, akkor (3) kovetkezik.

(3) Van olyan be nem jirt él, amely valamely bejart v ponthoz illeszkedik
mivel G Osszefiiggd. Folytassuk innen a bejiarast a be nem jart éleken wu
1jbdli eléréséig, és irjuk it a sorszamozast ugy, hogy v-t6l u-ig maradnak a
sorszamok, aztan wu-tol u-ig majd u-tol v-ig sorszamozunk. Ezutan folytas-
suk az eljardst a (2) 1épéssel.

A 2.1. tétel bizonyitdsiban megadott eljarast a kovetkez6 multigrafon
demonstraljuk, ahol az élek sorszamait az élek felett illetve mellett tiintetjik
fel.
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2.5. példa.

© ® @
]
@ @ ©)
Elsé élsorozat: (1,6),(5,6),(2,5),(1,2).
(2)
© ® @
(1) (3) ‘
@ @ €

Miésodik élsorozat: u =5, (4,5), (3,4),(2,3),(2,5).

(2) (3)
© ® @

—~

(1) (4)

@ @ : 6
Euler kér: (1,6), (5,6), (4,5), (3,4), (2,3), (2,5), (2,5), (1,2).

Az egyszeriibb széhaszndlat érdekében a tovabbakban irdnyitatlan grafok-
ra és multigrafokra az 1t és a kor esetében eltekintiink az irdnyitatlan
jelz6tol, ut és kor alatt mindig irdnyitatlan utat és kort értiink.

A jelen fejezet lezarasaként megismerkediink a halézat fogalméval, annak
kiilonboz6 reprezentacidival.

Hdlozaton egy olyan irdnyitott grafot, irdnyitatlan grafot vagy multigrafot
értiink, amelynek minden éléhez hozza van rendelve egy valds szdm. Az
élhez rendelt szam interpretilhaté kiilonbozé moédon, attdl figgden, hogy
a tekintett haldzattal kapcsolatban mi a célunk. Példaul, ha az éleket
utszakaszoknak tekintjiik, akkor az élhez rendelt szam megadhatja az il-
let6 ttszakasz hosszat vagy idGegységre vonatkozd atbocsijté képességét.
Minden esetben, amikor halézatokrdl lesz szd, egyértelmiien megadjuk az
élekhez rendelt valés szamok interpreticiéjat. Ez azért fontos, mert bizonyos
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értelemben hatdssal van a hilézat matrixreprezentacidéjara. A halézatokat
a grafokhoz hasonléan kétféle médon fogjuk reprezentalni.

A grafikus reprezenticiéban egyszeriien az élek f61é irjuk a hozzdjuk ren-
delt valés szdmokat. Ezzel nyilvdnvaléan minden, a hélézatra vonatkozod
informécié megadésra keriil.

Kicsit bonyolultabb a halézat matrix-reprezenticiéja. Kézenfekvének
rezenticids matrixba az 1 értékek helyett a megfelel6 élhez tartozé valds
szamot irjuk. Fz kielégité abban az esetben, ha egyik élhez sem rendeltiink
0 értéket. Ellenkez6 esetben viszont olyan gond adédik, hogy nem tudjuk
megkiilonboztetni a nem létez6 éleket azon élektdl, amelyekhez 0 van rendel-
ve, ami esetenként problémét okozhat. Tovabbi gond, hogy a harom eset
(irdnyitott graf, irdnyitatlan graf, multigraf) nem kezelhet$ egységesen. Ezek
kikiiszobolésére a halézat reprezenticiés matrixat a harom esetre kiilon defi-
nidljuk.

Els6ként tekintsik az iranyitott grafokat. Tegyiik fel, hogy a héldzat
grafja n szdm csiicspontot tartalmaz és vegyuk a graf csicsainak egy linearis
rendezését. Ezek utin képezziik a kovetkezd (w;;) n x n-es métrixot. Legyen
w;j = ¢;j, ha az i-edik csicspontbdl vezet él a j-edik csicspontba, ahol a
csucsok sorszamozéasa a tekintett rendezés szerint torténik, tovdbba c;; a
tekintett élhez rendelt valés szamot jeloli; ha nincs ilyen él, akkor legyen
w;j = W, ahol W egyeldre egy tetszolegesen rogzitett szimbdlum, és ilyenkor
nemlétezd €lrdl beszélink. A (w;;) métrixot a tekintett hdldzat mdtriz-
reprezentdcidjdnak nevezzik. Nyilvanvald, hogy adott rendezés mellett a
(w;j) métrix egyértelmiien meghatdrozott. A W szimb6lumot minden eset-
ben a vizsgilt problématél fiiggéen kulon definidljuk. Példaul, ha a valés
szamok tuthosszakat jelolnek és minimalis utakat akarunk meghatarozni,
akkor W-ét valaszthatjuk +oo-nek. Ha az élekhez rendelt valés szamok
atbocsajtoképességet adnak meg, akkor W lehet 0, mivel a probléma szem-
pontjabdl kozombos lesz, hogy egyaltaldn nem létezik 1t két pont kozott
vagy olyan 1t létezik, ami a 0 atbocsajtoképesség miatt nem hasznalhato.
[usztracidként tekintsiik azt a hélézatot, amelynek a 2.6 dbra egy grafikus
reprezentacidja.
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2.6. példa.

2.6. dbra. Egy irdnyitott hélézat grafikus reprezentéiciéja.

A grafikusan megadott irdnyitott hilézat méatrix-reprezentacidja a kovetkezo:

W 5 6 W
w W 3 6
W 6 W 4
1 ww W
Irdnyitatlan graf esetén tegyiik fel, hogy a cstiicspontok halmaza {1,...,n}.

Mivel minden i # j csticsparra, az (4, j) vagy (j,1) parok koziil legfeljebb csak
az egyik lehet eleme az E élhalmaznak, ezért az 4ltalanossig megszoritasa
nélkiil feltételezhetjiik, hogy minden (4, j)-re (i,j) € E-bol, i < j kovetkezik.
Ekkor a graf matrix-reprezentacidja egy fels6 trianguléris bindris matrix lesz.
Most az éleket reprezentdlé 1-esek helyébe beirhatjuk a illeté élhez ren-
delt szdmot, mig a nemlétez6 élekre alkalmazhatjuk ugyanazt a W-és tech-
nikat, mint az irdnyitott esetben. Ezt a reprezenticiét az alabbi példaval

illusztraljuk.

2.7. példa. Tekintsik azt az irdnyitatlan halézatot, amelynek grafikus
reprezenticidjat adja meg a 2.7. 4bra.
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2.7. dbra. Egy iranyitatlan hédlézat grafikus reprezenticidja.

A tekintett irdnyitatlan hdlézat matrix-reprezenticidja a kovetkezd:

3 2 W
w 5
6

Bar a multigrafos halézatok matrix-reprezenticidjat nem fogjuk hasznalni,
a teljesség kedvéért megadunk egy technikdt az ilyen hilézatok méatrix-
amelynek az elemei vagy valds szdmok, vagy a W szimbdélum vagy valés
szamokbdl 4ll6 vektorok lesznek. Konkrétan minden 7 < j indexparra,

(1) ha az (7,j) par egy példanyban szerepel a multigrafban, akkor legyen
w;; az illetd élhez rendelt szam,

(2) ha az (i,j) par egyetlen példanya sem szerepel a multigrafban, akkor
legyen w;; = W,

(3) ha az (i,7) par k példidnyban szerepel a multigrafban és az egyes
példdnyokhoz rendelt valés szamok 71, ..., i, akkor legyen w;; egyenld
az (ri,...,rg) vektorral.

Legyenek adottak a G' = (V',E') és G = (V, E) irdnyitatlan grafok
(multigriafok). Tegyiik fel, hogy az élek G’-ben ugyanazon (u,v) péarokkal
vannak reprezentdlva, mint G-ben. Ezt az 4ltalanossig megszoritdsa nélkiil
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feltehetjik. A G’ grafot (multigrafot) G részgrdfjdnak nevezzik, ha V! CV
és B! C E (E' részrendszere E-nek) teljesiil.

Egy G irdnyitatlan grafot fdnak nevezink, ha G 0sszefiigg6 és kormentes.
A fa definiciéjabdl rogton adédik, hogy barmely két csicsa kozott pontosan
egy ut létezik a faban.

Egy ¢ = (V,E) irdnyitatlan graf vagy multigraf egy G’ = (V', E')
részgrafjat feszitéfdnak nevezzik, ha G' fa és V' = V. Egyszeriien beldthato,
hogy G-nek akkor és csak akkor van feszit6faja, ha G osszefiiggs. A feszitéfak
illusztralasara tekintsiik az aldbbi példat.

2.8. példa. Legyen G = ({1,2,3,4},{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)}).
A gréf grafikus reprezentiaciéjat mutatja a 2.8. dbra. Az (1,4),(2,4),(3,4)
és (1,3),(1,2),(1,4) élekbdl &ll6 fik mindegyike feszit6fdja G-nek.

1 4

2.8. dbra. A 2.8. példa G grafjanak grafikus reprezentaciéja.

Most egy olyan alkalmazist mutatunk be, amely kapcsolddik a feszito-
fakhoz és az irdnyitatlan halézatokhoz.

CsoOvezeték tervezése

Tételezziik fel, hogy valamely régiéban adott n szdmu olajkit és egy
finomitét épitettek. Feladat egy minimalis hossziisigi olyan cs6halézat
kiépitése, amely Osszekapcsolja a kutakat a finomitéval.

A feladatot egy olyan irdnyitatlan hilézattal tudjuk modellezni, amely-
nek n + 1 csdcspontja van, nevezetesen a kutak és a finomité. Minden
csucspar kozott vezet él, ez egy esetleges csé Osszekottetés, tovabbd az
élekhez rendelt sziamok az éleknek megfelel6 csOrendszerek hosszat adjak
meg. Ekkor a hilézat grafjanak egy minimd&lis hoszusagu feszit6fija adja a
feladat egy optimdlis megoldasat, ahol a feszit6fa hosszén a benne szereplo
élek hosszainak osszegét értjiik.
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Az eléz8 alkalmazéds utdn természetesen vetédik fel a kérdés, hogy adott
Osszefliggd grafra (multigrdfra), miként lehet egy minimélis hosszisdgu fe-
szit6fat meghatdrozni. A megolddsra szolgdld eljardshoz tekintsink egy
G = (V, E) Osszefliggd irdnyitatlan grafot vagy multigrafot, amelyre |V| =n
és |E| = m. Tovabb4 tegyiik fel, hogy G minden e; € FE éléhez hozza van ren-
delve egy w,, valés szam, amit nevezziink az illet6 él hosszanak. G tetszoleges
G’ részgrafjara jelolje w(G') a G' részgrifba esd élekre az élhosszak Gsszegét.
Akkor az aldbbi, J. B. Kruskaltdl [115] szdrmaz6 eljaras szolgéltatja az op-
timalis megoldéast.

Kruskal eljardsa [115]

o 1. lépés. Legyen T = (), j = 1 és rendezziik az adott G éleit hosszaik
szerint novekvé sorrendbe. Az eredmény legyen
We; < oo S We,,

1

ahol w, jeloli az e € E él hosszat.

e 2. lépés. Ha |T| = n — 1, akkor vége az eljarasnak, T = (V,T) egy
minimalis hosszusigu feszitofa.

Ha |T| < n —1és j < m, akkor legyen 7" = T U {e;;}. Ha T' nem
tartalmaz kort, akkor legyen T'=T", j = j + 1 és ismételjiik meg a 2.
1épést.

Ha T"-ben van kor, akkor j := j + 1 és ismételjiik meg a 2. 1épést.

Az eljaras helyességének igazolasihoz vegyiik észre, hogy m > n—1 mivel
G 0Osszefiiggo. Alh’tjuk, hogy a 2. 1épésben mindig lehet élet vilasztani. Ezt
indirekt igazoljuk. Tegyiik fel, hogy valamely |T'| = k < n—1-re nem tudunk
élet vilasztani, azaz az aktudlis T' élhalmazt nem lehet boviteni. Jelolje U a
T élhalmaz éleire illeszkedd csicspontok halmazit. Akkor |[U| =k + 1 < n.
Mivel nem tudunk élet valasztani, ezért G minden olyan élére, amelynek
valamely végpontja U-beli a masik végpontja is U-beli lesz. De akkor G-ben
nem vezet U-bdl V' \ U-ba él, ami ellentmond annak, hogy G Gsszefiiggé.

Jelolje a T-be rendre bevont élek sorozatat

€ipyereyChyq-
Allitjuk, hogy a kapott 7 fa minimdlis hossztisagi. Az allitast indirekt
igazoljuk. Ehhez tegytik fel, hogy 7 nem minimélis hosszisagi. Ekkor van
olyan S feszitéfa, hogy w(S) < w(T). Mivel T # S, van olyan legkisebb k,
hogy e;, = (u,v) € T és e;, ¢ S. Akkor S-ben van pontosan egy olyan tit,
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amely u-bél v-be vezet. Ezért, ha az e;, = (u,v) élet hozzavessziik S-hez,
akkor S-ben egy C kort kapunk. Ha C-nek minden éle benne lenne 7-ben,
akkor ott is kort kapnank, igy C-nek van olyan e;, éle , hogy e; € T. S-
ben cseréljikk ki az e;, élet ej, -ra, az 0j graf legyen S'. &' is feszitéfa és
w(S) < w(S'), mivel S minim4lis hossztisdgd. EbbSl w,, < we, adédik.
Most kiilonboztessitk meg az alabbi két esetet.

(1) 4 < jg. Mivel e;, € T, e;, kort alkot az ej,,...,e;, , élekkel. Mdsrészt k
definicigjaval ezek az élek mind S-ben vannak, de akkor S tartalmaz kort.
Tehat ez az eset nem fordulhat eld, azaz jp < 4;.

(2) jx < i;. Ebbdl az élek indexezése alapjin

We;, < We;,
kovetkezik. De akkor we; = we, , amivel w(S) = w(S') adédik, azaz S’ is
minimalis hosszisigu feszitofa.
Vegyiik észre, hogy a T és az S’ feszité fak mindegyikében benne lesznek
az ej,...,ej, élek. Megismételve fentieket a T és S’ feszitéfdkkal, olyan S”
minim4lis hosszusdgu feszit6fat kapunk, hogy 7 és S” mindegyikében benne
lesznek az ej, ..., ej ,e; ., €lek.

Folytatva az eljarast, véges sok lépés utan egy olyan S* feszitéfat kapunk,
hogy 7 = §* és w(S*) = w(S), ami ellentmond annak, hogy w(S) < w(T).

Az eljarast az alabbi irdnyitatlan halézat minimélis hossztisagu feszit6fa-
janak meghatarozasiaval mutatjuk be.

2.9. példa.

@ @ ©)

wie < wie < wig < wos < wys < woz < Wiy
Az eljaras soran el6allé T halmazok:

Ty =0,

Ty = {(1,6)},

Ty = {(1,6),(5,6)},
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T5 ={(1,6),(5,6), (1,2)},

a (2,5) élet nem lehet bevonni,

Ty ={(1,6),(5,6), (1,2), (4,5)},

T5 ={(1,6,),(5,6), (1,2), (4,5), (2,3)}.

Ezzel befejeztiik a grafelméleti ismeretek felidézését. Azok szamara, akik
a grafelmélet irant érdeklédnek, ajanljuk a [3], [83], [178] munk&kat.
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3. Parositasi feladatok

A pérositasi feladatok a grafelméletbdl szdrmazé optimalizalasi felada-
tok, melyeknek szdmos érdekes alkalmazdsa van. A jelen fejezetben, bi-
zonyos el6késziletek utan, tobbféle parositasi feladattal is megismerkediink.
Az egyszeriibb széhasznilat érdekében ebben a fejezetben grafon mindig
irdnyitatlan grafot értiink.

Legyen adott egy G = (V, E) graf. G éleinek egy M(C E) halmazit G
egy pdrositdsdnak nevezzik, ha G minden cstcspontja legfeljebb egy M-beli
élnek végpontja.

3.1. példa. Legyen G = (V,E), ahol V. = {1,...,6} és az élek hal-
maza E = {(1,2),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(3,4),(4,5)}. A graf grafikus
reprezenticidjat adja meg a 3.1. dbra. Akkor az M =0, M' = {(1,2), (4,5)}
és M" = {(2,4)} élhalmazok mindegyike parositdsa G-nek.

3

Se ol of

3.1. dbra. A 3.1. példa grafjanak grafikus reprezenticidja.

A G = (V,E) grif egy M C E pérositdsat teljes pdrositisnak nevezziik,
ha a graf minden cstdcspontja végpontja valamelyik M-beli élnek.

Példaul a 3.1. példaban szereplé G graf M = {(1,6),(2,3), (4,5)} élhal-
maza G egy teljes parositisa.

Szukségiink lesz egy tovabbi 1j fogalomra.
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Egy G = (V, E) irdnyitatlan grafot pdros grdfnak neveziink, ha a cstics-
pontok V halmazanak van olyan {A, B} valddi osztalyozasa, hogy G minden
élének a két végpontja kiillonboz6 osztdlyban van. Szemléletesen, ha az A
osztaly elemeit kékre, a B osztaly elemeit pirosra szinezziik, akkor minden
élnek az egyik végpontja kék, a mdasik végpontja pedig piros. Ha {A, B}
megfeleld osztalyozas, akkor szokdsos a G paros grafot G = (AU B, E)
formadban megadni. Ha az A halmaz minden csiicsabdl vezet él a B hal-
maz minden csucsdba, azaz minden egyes kékre szinezett csiicsbdl vezet él
minden piros csiicsba, akkor azt mondjuk, hogy G teljes pdros grdf.

3.2. példa. Tekintsiik a G = ({1,...,4}, E) grafot, ahol az élek hal-
maza E = {(1,4),(2,4)}. A graf grafikus reprezenticijat adja meg a
3.2. abra. Akkor egyszeriien ellenérizhetd, hogy G péaros gréaf, két alkal-
mas osztdlyozdsa van G csucspontjainak, mégpedig az {{1,2},{3,4}} és
{{1,2,3},{4}} osztdlyozdsok. Ha kiegészitjitk a tekintett grafot a (3,4)
éllel, akkor egy teljes péaros grafot kapunk, ahol a megfeleld osztilyozas

{{1,2,3},{4}}.
4

1 2 o3

3.2. dbra. A 3.2. példa grafjanak grafikus reprezentacidja.

Most mar készek vagyunk parositasi feladatok vizsgédlatara.

Els6ként maximalis szamu élbol allé parositasokat kerestink grafokban.
A kovetkezé alfejezetben olyan paros gréafokban vizsgdlunk teljes parosita-
sokat, amelyekben a graf parossagit biztosité osztalyok elemszama azonos.
Tovabbé a graf minden élének lesz egy silya, azaz halézatokat tekintiink, és
a teljes parositasok kozott keresiink minimélis sulyut, ahol az M parositas
sulya alatt az M-bei élek silyainak osszegét értjiik.

Ezt kovetoen, a harmadik alfejezetben tetszOleges grafban vizsgaljuk a
teljes parositasokat, és ezek kozott keresiink minimdlis sulyit. Ez tech-
nikailag igen bonyolult eljarassal oldhaté meg, ezért ezt az eljarast csak
nagy vonalakban érintjuk.

A pérositasi feladatok irdnt érdekléd6k szdmara ajanljuk a [112] és [129]
konyveket.
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3.1. Maximalis élszamu parositdsi probléma

Legyen adott egy G = (V. E) graf. Hatdrozzuk meg G egy maximélis
élszam1 parositasat.
A fenti feladatban G parositasai a lehetséges megoldasok és a z célfiiggvény

minden parositdshoz hozzarendeli annak élszamat. Ezért a feladatot felirhat-
juk a kovetkez6 forméaban is:

(3.1.1.) max{|M|: M G péarositasa }

Mivel M = () parositds barmely G grafban és adott G graf parositasainak
szdma véges, ezért a (3.1.1) feladatnak mindig létezik optimdlis megoldéasa.

Nyilvanvalé, hogy a 3.1. példaban megadott G esetén barmely 3 élbol
allé péarositids maximdlis élszamu parositas. Megjegyezziik, hogy 4ltaldban
egy feladatnak tobb maximdlis élszamu parositasa is lehet.

A maximalis élszam parositdsi feladatnak szamos alkalmazasa van. Ezek
kozil most bemutatunk egyet.

Maximalis szdmu jatszma problémadja
Adott egy tirsasdg, melynek tagjai sakkozni kivannak egymdssal. Is-
mert, hogy ki kivel hajlandé sakkozni. Feladat a tarsasag tagjait ugy Ossze-

parositani, hogy a parok tagjai kolcsonosen hajlandék legyenek jatszani
egymassal és a jatszmak szdma maximalis legyen.

A probléma a kovetkez6 parositdsi feladatra vezethetd vissza. Tekintsiik
azt a grafot, amelynek csiicsai a tarsasag tagjai. Két személy akkor és csak
akkor legyen éllel osszekotve, ha kolesonosen hajlanddék jatszani egymaéssal.
Akkor nyilvanvald, hogy egy maximalis élszamu péarositas a fenti feladatnak
egy optimadlis megoldasa.

A tovabbiakban sziikségiink lesz egy 1j fogalomra. Ennek bevezetéséhez
legyen adott egy G = (V, E) graf és legyen M(C E) a G graf egy parositasa.
A G graf egy v csicsdt M-re nézve szabad csicsnak nevezzik, ha v nem
végpontja M egyetlen élének sem. A G graf egy (v, v2),..., (vg_1,v) Utjat
M-re nézve alterndldé itnak neveziink, ha az utban szerepld élek felvéltva
szerepelnek az M és E '\ M halmazokbdl. Egy (vq,v9),..., (vg—1,vr) M-re
nézve alterndlé utat M-re nézve javité iutnak neveziink, ha v; és v; nem
végpontja egyetlen M-beli élnek sem.
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Az alterndlé és javité utak szemléltetésére tekintsiik a kovetkezd példat.

3.1.1. példa. Legyen G = ({1,...,7}, E), ahol E = {(1,2),(1,3),(2,3),
(2,4), (2,5, (3,4), (3,6), (3,7), (4,5), (4,6), (5,6), (5,7), (6,7)}. A graf grafi-
kus reprezentacidjat mutatja a 3.1.1. dbra. Tovabba tekintsiik a G graf M =
{(2,4),(3,6)} parositdsit. Akkor példiul a P; = (2,4),(4,5), P2 = (5,7),
Ps = (1,2),(2,4),(4,5) utak mindegyike M-re nézve alternald tt, és Pa, P3
M-re nézve javité utak.

3

2 5
3.1.1. dbra. A 3.1.1. példa grafjanak grafikus reprezentdcidja.

A javité ut elnevezést a kovetkez6 indokolja. Legyen adott egy M parosi-
tds és egy P M-re nézve javitd ut. Hagyjuk el M-bél a P-beli éleket, jelolje a
kapott élhalmazt M. Az M élhalmazhoz hozzivéve a P 1itbél a nem M-beli
éleket, az igy eldalle M’ élhalmaz G-nek egy olyan M’ péarositdsa, melyre
|M'| = |M|+1. Az M’ pérositist M P-vel torténd javitasinak neveziik.

Szemléltetésként tekintsiik a 3.1.1. példa G grafjanak M parositdsat. M-
re nézve javité ut a Ps = (1,2),(2,4), (4,5) at. Akkor M Ps-mal torténs M’
javitasat gy kapjuk meg, hogy elhagyjuk M-bél a (2,4) élet és a megmaradd
élhalmazhoz, ami most {(3,6)}, hozzdvessziik az (1,2) és (4, 5) éleket. Tehdt
M'= {(1,2),(4,5),(3,6)}.

A javité ut fogalmdval a (3.1.1.) feladat megoldasara kezdeményezhetd
egy olyan iterdcids eljards, amelyben kiindulunk egy M parositasbol és
keresiink M-re nézve javité utat. Ha taldlunk ilyen javité utat, akkor ezzel
megvaltoztatjuk M-et, majd az Gj parositast tekintve M-nek ratériink a
kovetkezd iterdciora. KEgy ilyen eljaras felépitéséhez meg kell valaszolni a
kovetkezd kérdéseket:

(1) miként lehet egy indulé M pérositist meghatdrozni?

(2) mit allithatunk M-r6l, ha nem létezik M-re nézve javité at?
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(3) hogyan lehet egy adott M pérositashoz javité utat meghatdrozni?

Az (1) kérdés egyszertien megoldhaté. Lehet M = () az induld parositds
vagy valamilyen egyszerii eljarassal meghatarozhatjuk G egy parositasit.
(Példdul adott csticsbél kiindulva, utat képeziink G-ben, és felvesszitk M-be
ezen ut elsé, harmadik, ... élét.)

A mésodik kérdésre ad vélaszt a kovetkezd tétel, amelyet C. Berge [21]
publikalt 1957-ben.

3.1.1. tétel ([21]). G egy M pdrositisa akkor és csak akkor mazimdlis
€lszamii pdrositds, ha nem létezik M-re nézve javito it G-ben.

Bizonyitds. Elsoként tegyiik fel, hogy M G egy maximélis élszamu
parositasa. Ekkor nem létezhet javité ut M-re nézve, ugyanis a javité uttal
megvialtoztatva M-et, G-nek egy nagyobb élszadmu parositdsit kapnank,
mint |[M], ami ellentmondés.

Most tegytk fel, hogy G-ben nem létezik javité at M-re nézve. Allitjuk,
hogy M G egy maximilis élszami parositasa. Az 4llitast indirekt iga-
zoljuk. Ha M nem maximalis élszdmu parositas, akkor G-nek vannak olyan
maximalis élszamu pérositdsai, melyek élszima nagyobb, mint |M|. Legyen
ezek kozill M* G egy olyan pdrositisa, amelynek a legtobb kozos éle van
M-mel. Ekkor nyilvdnvaléan M # M*. Tekintsiikk azon élek E’ halmazdt,
amelyek az M és M* halmazok valamelyikében, de csak egyikében vannak.
E' # (), ugyanis, ha E' = (), akkor az M = M* ellentmonddshoz jutnénk.
Jelolje V' az E'-beli élek végpontjainak a halmazat és legyen G' = (V' E').
Vegytik észre, hogy G’ minden csicsa legfeljebb két E’-beli élnek végpontja.
Valéban, ellenkezé esetben az illetd csics az M és M™* parositdsok valame-
lyikében két él végpontja lenne, ami ellentmondas. Ebbdl az kovetkezik,
hogy G’ minden komponense vagy ut vagy egy kor. Most megmutatjuk,
hogy G’ egyetlen komponense sem lehet kor. Ezt indirekt igazoljuk.

Elséként tegyiik fel, hogy G’ valamely komponense paratlan szamu é1b6l
allé kor. Ekkor ezen kor valamely csticsa végpontja lenne két élnek vagy M-
ben vagy M*-ban, ami ellentmondds. Kovetkezésképpen G’ egyetlen kom-
ponense sem lehet paratlan szamu élbél 4ll6 kor.

Most tegytik fel, hogy G’ valamely komponense paros szamu élbdl 4116
kor. Mivel mind M, mind M* G parositasai, a tekintett korben alterndlva
fordulnak el6 az élek. Most vegytk ki M*-bdl a korbeli éleit és a kapott
élhalmazhoz vegyiik hozza azokat az éleket, amelyek a kornek is és M-nek is
elemei. A kapott élhalmazt jelolje M'. Akkor M' G egy parositdsa, tovabba
|M*| = |M'|, azaz M' G egy maximalis élszdmu pdrositdsa. Vegyiik észre,
hogy M'-nek legaldbb eggyel t6bb kozos éle van M-mel, mint M*-nak, ami
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ellentmond M* definiciéjdnak. Tehédt G’ egyetlen komponense sem lehet
paros szamu élbol allé kor.

A fentiek alapjan G’ minden komponense 1it. Tekintsiink most egy ilyen
utat. Ha az 1t elsé és utolsé éle M-beli, akkor ez az it javité it M*-ra
nézve, ami ellentmond annak, hogy M* maximalis élszamu pérositds. Ha
az Ut els0 és utolsé éle M*-beli, akkor az 0t javitdé ut M-re nézve, ami
ellentmond annak a feltevésunknek, hogy nem létezik M-re nézve javito
ut. Végil, ha a tekintett élek egyike M-beli a mésik pedig M*-beli, akkor
hasonléan a paros korok esetéhez konstrudlhatunk az Ut alapjan M*-bol
G-nek egy olyan M’ maximalis élszdmu parositdsat, amely legalabb eggyel
tobb kozos élet tartalmaz M-mel, mint M*-gal, ami ismét ellentmond M*
definiciéjanak. Ezzel a 3.1.1. tétel bizonyitdsat befejeztiik.

Ezek utdn mér csak a (3) kérdésre kell megadni a valaszt. Adott M
pérositashoz javité ut keresésére J. Edmonds [47] adta meg az els§ eljarast
1965-ben. Ezzel fogunk megismerkedni a kovetkezékben. Az eljarashoz
szitkségesek bizonyos el6késziiletek.

Els6ként vegyiik észre, hogy a javité ut definicigjabdl kovetkezik, hogy
annak kezdd csucsa és befejezd csicsa M-re nézve szabad. Ez az alabbi
észrevételeket eredményezi.

(i) Ha nincs M-re nézve szabad csics G-ben, akkor M maximalis élszamu
parositdsa G-nek. (Ilyenkor G minden cstcsa illeszkedik valamelyik M-beli
élre, azaz az M parositis G egy teljes parositasa lesz. Nyilvanvald, hogy ez
az eset csak akkor fordulhat el8, ha |V| péros.)

(ii) Ha G-ben csak egy M-re nézve szabad csics van, akkor M maximalis
élszamu parositdsa G-nek. Ha nem igy lenne, akkor a 3.1.1. tétel alapjan
létezne M-re nézve javito Ut G-ben. De akkor a javité ut két végpontja M-re
nézve szabad csics lenne, ami ellentmondas.

Legyen a G = (V, E) graf vagy multigraf egy paratlan szdmu élet tartal-
maz6 kore C. A G C-vel valé zsugoritisinak nevezziik azt a G' = (V' E')
grafot vagy multigrafot, melynek csidcspontjait ugy kapjuk meg, hogy az
eredeti csiicspontokbdl elhagyjuk a C' korben 16vé csiicsokat és a kapott A
halmazhoz hozzavesziink egy a* mesterséges cstucspontot, azaz V' = AU
{a*}. Az E' élhalmaz egyrészt azon E-beli élekbdl 4ll, amelyeknek mindkét
végpontja eleme A-nak, masrészt minden (u,v) € E élre felvessziik még az
(u,a*) élet E'-be, amennyiben v € A és v valamely csticsa C-nek. (Ha a
zsugoritdssal el6allé G’ multigraf, akkor egy adott él kiilonbozdé példanyait
kiillonbozé élekként kezeljik, és az egyes példanyokhoz hozzarendeljuk in-
dexként azon él végpontjait, amelybdl az illeté példany keletkezett.) A
kovetkezd példiban egy korzsugoritdst mutatunk be.
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3.1.2. példa. Legyen G = ({1,...,6}, FE), ahol E = {(1,2),(1,6), (2, 3),
(2.5), (2,6), (3,4), (3,5, (4,5), (5,6)}. Vegyiik G-ben a (2,3),(3,5),(2,5)
élekbdl all6 C kort. Akkor a G C-vel val6 G’ zsugoritasara V' = {1,4,6,a*}
és B' = {(17 6)7 (17 a*)l,Qa (6a a*)2,67 (67 a*)5,6a (4a a*)4,57 (47 a*)3,4}' A G gréfot
és C-vel vald zsugoritasat mutatja a 3.1.2. dbra.

6 5 6

2 3 a*

3.1.2. dbra. A 3.1.2. példa G gréfja és annak g zsugoritasa.

Nyilvanval6 hogy az indexezés felhasznalasaval G'bdl egyértelmiien rekon-
strudlhaté a G graf. Ilyenkor azt mondjuk, hogy G a G’ a*-ra vonatkozd
rekonstrukcidja.

Legyen adott egy G graf (multigraf) és annak egy M parositisa, valamint
legyen C G egy olyan 2k + 1 élszamu kore, amelyben k szami M-beli él van.
Tovéabba legyen G’ G-nek C-vel valé zsugoritdsa. Vegylik észre, hogy M
meghataroz G'-ben egy M’ pérositdst a kovetkezd médon. Elséként vegyiik
fel M'-be M osszes olyan élét, melyeknek egyik végpontja sem eleme a
C kornek. C struktirdja miatt legfeljebb csak egy olyan M-beli (u,v) él
lehet, amelynek egyik végpontja C-beli (legyen ez a végpont v), és a masik
végpontja (u) nem eleme a C kornek. Ha létezik ilyen él, akkor vegyiik
fel még M'-be az (u,a*),, élet. Nyilvanval6, hogy M' egy pérositisa lesz
G'-nek. Az igy képezett M' parositast az M dltal indukdlt pdrositdsnak
nevezziikk. Példaul, ha a 3.1.2. példiban szereplé G grafnak tekintjiik az
M = {(1,6),(2,5),(3,4)} parositasat, akkor az M &ltal indukalt parositas
G'-ben M' = {(1,6), (4,a*)34}. A megforditis is igaz. Nevezetesen, ha G’
G-nek egy 2k + 1 élszdmu C korrel val6 zsugoritdsa, és M' a G' graf egy
pérositsa, akkor M'-t felhasznélva, képezhetd G-nek egy |M'| + k élet tar-
talmazd M péarositdsa a kovetkez6 modon.

Elséként vegytik fel M-be mindazon M’-beli éleket, amelyek nem illeszked-
nek a*-ra.

Mivel M’ parositasa G'-nek, ezért legfeljebb egy olyan M’-beli él lehet,
amelynek valamelyik végpontja a*.

Ha nincs ilyen él, akkor egészitsiik ki M-et a C korben 1év6 k szam olyan
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éllel, amelyek paronként nem illeszkednek egymasra, példaul tekinthetjiik a
kor valamely w pontjat és vehetjik az dérajardssal megegyezd sorrendben
w-bél indulva, a C kor elsd, a harmadik, ..., 2k — 1-edik éleit.

Ha van ilyen él (legyen ez (u,a*),,), akkor vegyiik fel M-be az (u,v)
élet. Legyen az drajardssal megegyez6 sorrendben a C kor v-re illeszkedd
élének méasik végpontja w. Most egészitsiik ki az M halmazt w-bdl indulva,
az Orajardssal megegyez0 sorrendben haladva a C koron, az elsd, a harmadik,
..., 2k — 1-edik élekkel.

Egyszertien belathat6, hogy M G-nek egy |M'|+k szdm élet tartalmazé
parositasa. Az igy képezett M pdrositast az M’ dltal generdlt pdrositdsnak
nevezzilk. Példdul, ha a 3.1.2. példdban szereplé G’ grafban tekintjiik az
M' = {(1,6), (4,a* )45} pérositast, akkor az altala generdlt parositas M =

{(1,6),(4,5), (2,3)}.

Szukségiink lesz a kovetkezo eljarasra.

Az eljarashoz legyen adott egy G graf vagy multigraf és annak egy M
parositasa. Az eljaras sordn egy M-re nézve szabad s cstcsbdl kiindulva, egy
alterndlé fat épitiink fel. A faépités sordn a graf éleit valamint a fa cstcsait
megcimkézzik.

Alterndlé fa eljaras ([47])
FElokészito rész

Vilasszunk egy M-re nézve szabad s € V' csiicspontot. Legyen s a T fa
gyoOkere és lassuk el a fiban s-t az outer cimkével. (Az Gsszes tobbi csics és
E minden éle egyelére cimkézetlen.) Legyen r = 0 és folytassuk az eljarast
az iteracids eljarasrésszel.

Iterdcids rész, faépités (r-edik iteracid)

e 1. lépés. Vélasszunk E-bOl egy olyan (u,v) cimkézetlen élet, amely
illeszkedik a 7, fa valamely u outer cimkéji csicséra.

Ha nincs ilyen él, akkor folytassuk az eljarast a 3. lépéssel.

Ha (u,v) ilyen él, akkor v-t6l fliiggéen kiilonboztessiik meg a kovetkezo
harom esetet.

(a) A v cstcs cimkézetlen. Ekkor bévitsiik a 7, fat az (u,v) éllel és
E-ben cimkézziik (u,v)-t az igen cimkével.
Ha v M-re nézve szabad csics, akkor vége az eljardsnak, 7T,.-ben
az s-bol a v-be vezets Ut egy javitd ut M-re nézve.
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Ha v illeszkedik egy (v,t) € M élre, akkor bévitsiik az aktudlis 7,
fat a (v, t) éllel, és az j faban lassuk el v-t az inner és t-t az outer
cimkékkel, tovdbba lassuk el a (v, t) élet E-ben az igen cimkével.
Legyen T,41 = T, és noveljiik r értékét 1-gyel, majd térjiink rd a
kovetkezd iterdcids 1épésre.

(b) A v cstcs cimkézett és a cimkéje inner. Ekkor lassuk el az (u,v)
élet a nem cimkével, és ismételjiikk meg az 1. 1épést.

(c) A v cstics cimkézett és a cimkéje outer. Ekkor 1dssuk el E-ben az
(u,v) élet az igen cimkével és folytassuk az eljardst a 2. 1épéssel.

o 2. lIépés. (Pératlan élszami kor esete.) Ebben az esetben (u,v)
hozzavétele a T, faihoz egy paratlan szamu élbdl 4ll6 kor kialakulasét
eredményezi, ugyanis az u-bél a v-be vezetd dton az outer és inner
cimkék felvaltva kovetik egymast. Az eljaras itt befejezédik azzal,
hogy felfedezett egy paratlan kort.

e 3. [épés. (Magyar fa.) Ebben az esetben olyan fit kapunk, amelynek
minden levele az outer cimkével van elldtva, azaz a levelekre illeszkedd
élek mindegyike M-beli él. (Ilyenkor nem létezik s-bél indulé M-re
nézve javito tt.)

Nem igazoljuk, de beldthaté, hogy az eljirds véges 1épésben véget ér
és harom eredményt adhat, nevezetesen M-re nézve javitd utat, paratlan
élszamu kort, és magyar fat.

Megjegyezziik, hogy az (u,v) él 1. lépésben torténd vizsgalatakor (u,v)
hozzavétele a 7T, fahoz eredményezhetné egy pdaros szami élbSl 4ll6 kor
kialakuldsat, de ezt az 1. 1épésben az (u,v) nem cimkével torténd ellatasival
kizarjuk. (Beldthat6, hogy ebben az esetben az (u,v) él nem fordulhat el
egyetlen s-bél indul javité ttban sem.)

Az alterndlé fa eljaras végrehajtasat a 3.1.2. példa G grafjanak fel-
hasznéldsaval tobb péarositdson szemléltetjuk.

(1) Legyen M = {(2,3),(5,6)}. Akkor az 1 cstics szabad M-re nézve.

To = {1} és 1 outer cimkét kap Ty-ban.

1. 1épés. Kivalasztjuk az (1,6) élet. Az (1,6),(5,6) élekkel bévitjiik a
To fat, és mindkét él igen cimkét kap G-ben, tovdbbd a 6 cstics inner, az
5 csucs pedig outer cimkét kap To-ban. T; = {(1,6),(5,6)}. Noveljik r
értékét 1-gyel és ratériink a kovetkezo6 iterdcids 1épésre.

1. 1épés. Kivalasztjuk az (1,2) élet. Az (1,2),(2,3) élekkel bévitjitk a T;
fat, és mindkét élet ellatjuk igen cimkével G-ben, tovabba a 2 cstics inner, a
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3 csucs outer cimkét kap Ti-ben. T2 = {(1,6), (5,6), (1,2),(2,3)}. Noveljik
r értékét 1-gyel és ratériink a kovetkezo iteracids 1épésre.

1. 1épés. Kivélasztjuk a (4,5) élet. A 4 cstics szabad cstics M-re nézve,
igy vége az eljarasnak, az (1,6), (5,6),(4,5) ut javité it M-re nézve.

(2) Legyen ismét M = {(2,3),(5,6)}. Akkor az 1 cstics szabad M-re
nézve.

To = {1} és 1 outer cimkét kap Top-ban.

1. 1épés. Kivalasztjuk az (1,6) élet. Az (1,6),(5,6) élekkel bovitjik a
To fat, és mindkét él igen cimkét kap G-ben, tovabba a 6 csics inner, az
5 csucs pedig outer cimkét kap To-ban. T; = {(1,6),(5,6)}. Noveljik r
értékét 1-gyel és ratériink a kovetkezo iterdcids lépésre.

1. 1épés. Kivalasztjuk a (3,5) élet. A (3,5),(2,3) élekkel bovitjik a Tq
fat, és mindkét élet ellatjuk igen cimkével G-ben, tovabba a 3 csics inner, a
2 csucs outer cimkét kap 71-ben. Ty = {(1,6),(5,6), ((3,5), (2,3)}. Noveljik
r értékét 1-gyel és ratériink a kovetkezo iteracids 1épésre.

1. 1épés. Kivélasztjuk a (2,5) élet. Most az 5 csics cimkézett és a
cimkéje outer, igy a (c) esetet kapjuk, a 2. 1épéssel folytatjuk az algoritmust,
ami kijelzi a (2,3), (2,5), (3,5) élekbdl all6 kort és vége az eljardsnak.

J. Edmonds a G = (V, E) graf maximélis élszamu parositdsanak meghats-
rozdsdra egy olyan eljardst dolgozott ki, amelyben kiindulva az M = ()
parositasbdl, minden iteracids 1épésben az alternald fa eljaras egy vagy tobb-
szori alkalmazasival meghataroz egy javité utat, amellyel javitja az aktudlis
M parositast vagy kideriil, hogy az aktualis M-re nézve nem létezik javito
ut, azaz a 3.1.1. tétel alapjan ekkor M egy maximdlis élszdmu parositas.

Edmonds eljarasa ([47])

FElokészito rész

Legyen My =0 és r = 0.
Iterdcios rész (r. iteracid)

e 1. [épés. ( Ellen6rzés.) Ha G-ben egy csics kivételével minden M, -re
nézve szabad csics atvizsgalt, akkor vége az eljarasnak, M, maximélis
élszamu pérositas G-ben. Ellenkezd esetben legyen ¢ = 0 és folytassuk
az eljarast a 2. 1épéssel. (Az i valtozéval szdmoljuk az iterdcids lépesen
beliili zsugoritdsokat.)

e 2. lépés. Vialasszunk G-ben egy v szabad cstcsot M,-re nézve. Legyen
Gi=G, M; = M,, s = v és térjunk rd a 3. lépésre.
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e 3. lépés. Adjuk az s cstcsnak az outer cimkét és inditsuk az alternaléd
fa eljarast G;-re és M;-re az s gyokérbdl kiindulva.

Ha az alternalé fa eljards M;-re nézve egy P; javité utat eredményez
G;-ben, akkor térjunk ra a 4. lépésre.

Ha az alterndlé fa eljards magyar fat eredményez, akkor az 5. 1épés
kovetkezik.

Ha az alterndld fa eljaras paratlan élszamu kor megtaldlaséval végzodik,
akkor a 6. 1épés kovetkezik.

o /. lépés. (Javitas.) Javitsuk az M; parositast a megtaldlt P; javité
uttal, jelolje a javitds utdni j parositdst R;. Hatarozzuk meg az R;
altal generalt parositast G;_1-ben, amit jeloljon R;_1. Majd hatdrozzuk
meg az R; | altal generdlt parositist G; o-ben, amit jeloljon R; o,
és folytassuk ezt addig, amig megkapunk egy Ry parositast Gp-ban.
Legyen M, 1 = Ry. Noveljuk r értékét 1-gyel, és folytassuk az eljarast
a kovetkezd iteracids 1épéssel.

e 5. lépés. (Magyar fa.) Mindsitsiik a v csicsot atvizsgdltnak. Legyen
M,1 = M,, noveljik r értékét 1l-gyel, és folytassuk az eljardst a
kovetkez6 iteracids lépéssel.

e 6. lépés. (Pératlan élszamu kor.) Noveljiik ¢ értékét 1-gyel. A kapott
paratlan kort jelolje C;. Zsugoritsuk a G;_1 grafot C;-vel, legyen a
Ci-nek megfelel6 mesterséges csucs a;. Jelolje a zsugoritott grafot G;
és M; az M;_, parositas altal indukalt parositast G;-ben. Toroljiik a
cimkéket a G; grafbol. Legyen s = a; és folytassuk az eljardst a 3.
1épéssel.

Az algoritmus helyességét nem igazoljuk. Az eljards végrehajtisanak
bemutatisira a 3.1.2. példa G grafjit tekintjik és meghatarozzuk G-nek
egy maximalis élszamu parositasat.

El6készit6 rész. My = (), r = 0.
Iteracios rész. (0-adik iterdcio.)

1. 1épés. i = 0. -

2. 16pés. Vilasszuk az 1 cstcsot. Go =G, My =0, s = 1.

3. 1épés. Alterndld fa eljards. Az (1,6) élet valasztva, az eredmény az

(1,6) javité ut.

4. 1épés. Ry = {(1,6)}, My ={(1,6)}, r = 1.
Iterdcids rész. (1. iteracid.)

1. 1épés. i = 0.
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2. 1épés. Valasszuk a 2 csticsot. Go = G, My = {(1,6)}, s = 2.

3. 1épés. Alternald fa eljaras. A (2,3) élet valasztva, az eredmény a
(2,3) javité qt.

4. lépés. Ry = {(116)1 (213)}7 M, = {(116)1 (213)}7 r=2.

Tteracids rész. (2. iterdcio.)

1. lépés. 1 = 0.

2. 1épés. Vélasszuk az 5 csicso t Go =G, My ={(1,6),(2,3)}, s =5.

3. 1épés. Alterndld fa eljaras. A (3,5),(5,6),(1,2) dleket véalasztva, az
eredmény az (1,2),(2,3), (3,5), (5,6) (1,6) élekbdl 4ll6 Kor.

6. lépés. i =1, C; = {(1,2),(2,3),(3,5),(5,6),(1,6)}, My =0,

G = ({4 ai}, {(4,a7)as5,(4,a7)34}), toroljik G;-bél a cimkéket.

3. 1épés. Alterndlé fa eljards. A (4, ’1‘)374 élet valasztva, az eredmény a
(4, at)s,4 javité 1t.

4. 1épés. Ry = {(4,&’{)374}, Ry = {(314)1 (11 2)1 (51 6)}7 M; = {(314)1 (11 2)1
(5,6)}, r=r+1=3.

Iteracids rész. (3. iterdcid.)

1. 1épés. Nincs G-ben Mj3-ra nézve szabad cstcs, de akkor nincs atvizsga-
latlan szabad csics sem, igy vége az eljardsnak, M3 egy maxi-
malis élszamu parositasa G-nek.

A kovetkezd példaban egy olyan esetet mutatunk be, amikor kétszer kell

kort zsugoritani.

3.1.3. példa. Tekintsiik a G = (V, E) grafot, ahol V.= {1,...,9} és
E = {(15 Z)a (15 4)5 (25 3)7 (25 4)7 (27 5)5 (27 6)a (35 6)7 (45 5)7 (45 7)a (47 8)5 (57 6)a
(5,8),(6,8),(6,9),(7,8),(8,9)}. A G grif grafikus reprezenticiéjit adja meg
a 3.1.3. abra.

1 2 3

@ L J
7 8 9

3.1.8. dbra. A 3.1.3. példa G gréfjanak grafikus reprezentciéja.
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El8készitd rész. Mo =0, r = 0.
Tteracids rész. (0. iteracio.)

1. 1épés. i = 0.

2. 1épés. Valasszuk az 1 csticsot. Go =G, Mg =0, s = 1.

3. 1épés. Alterndld fa eljards. Az (1,2) élet vilasztva, az eredmény az
(1,2) javité qt.

4. 1épés. Ry ={(1,2)}, My ={(1,2)}, r =1.

Tteracids rész. (1. itericio.)

1. 1épés. i = 0.

2. 1épés. Valasszuk a 4 csticsot. Go = G, My = {(1,2)}, s = 4.

3. 1épés. Alterndld fa eljards. A (4,5) élet vélasztva, az eredmény a
(4,5) javité .

4. 1épés. Ry ={(1,2),(4,5)}, My ={(1,2),(4,5)}, r = 2.

Iterdciés rész. (2. iterdcio.)

1. 1épés. i = 0.

2. 1épés. Valasszuk a 6 csticsot. Gy = G, My = {(1,2), (4,5)}.

3. 1épés. Alterndlé fa eljards. Az (5,6),(4,5),(4,7) éleket valasztva,
az eredmény az (5,6), (4,5),(4,7) javit6 t.

4. 1épés. Ry ={(1,2),(5,6),(4,7)}, M3 ={(1,2),(5,6),(4,7)}, r =3.

Iteracids rész. (3. iteracid.)

1. 1épés. i = 0.

2. lépés. Vilasszuk a 8 csticsot. Go = G, My = {(1,2),(4,7), (5,6)},
s=28.

3. lépés. Alterndld fa eljaras. A (6,8),(5,6),(7,8),(4,7),(4,5) éleket
vélasztva az eredmény a (4,5), (5,6),(6,8),(7,8), (4,7) élekbol
allé kor.

6. lépés. C1 = {(4,5), (5,6),(6,8),(7,8),(4,7)}, My ={(1,2)},
g1 = (Vl, El), ahol ‘/1 = {1, 2, 3, 9, a’{} és E1 = {(1, 2), (1, a’{)1’4,
(ga 3)7 (27 a?)2,4a (27 a?)2,5a (2a GT)ZG, (37 a?)3,67 (97 a’{)&g, (9, aT)g}g},
My = {(1,2)}. Téréljiik G1-b6l a cimkéket.

3. 1épés. Alternalé fa eljards (Gi-re és My-re). A (2,a})94 6s (1,a})14
éleket vélasztva, az eredmény az (1,2), (1, a7 )14, (2, a})2,4 élekbél
allé kor.

6. 1épés. Co ={(1,2),(1,a7)14, (2,a])24}, M2 =0, Go = (V2, E2), ahol
Vo ={3,9,a5} és E> = {(3,03)3,6, (3,03)2,3, (9,03)6,9, (9,03)8,0}-
Toroljik Go-bol a cimkéket.

3. 16pés. Alternalé fa eljaras (Go-re és Mp-re). A (3, ay)2,3 élet vilasztva,
az eredmény a (3, a3)2 3 javito 1t.

4. lépéS. Ry = {(37(13)2,3}7 Ry = {(273)7 (17(1){)1,4}7 Ry = {(273)7 (174)7
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(5,6),(7,8)}, My =1{(2,3),(1,4),(5,6),(7,8)}, r=4.
Iterdcids rész. (4. iterdcid.)
1. 1épés. Mivel G-ben egyetlen szabad cstics van My-re nézve (a 9 cstcs),
ezért My a G graf egy maximadlis szamu élet tartalmazé parositésa.
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3.2. Minimadlis sulyu teljes parositasi feladat paros grafban

A cimben szerepld problémat a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk meg.

Legyen adott egy G = (AU B, E) paros graf, amelyre |A| = |B| teljesiil.
Tovabba legyen adott G minden (a,b) € E élére egy wy, stly. Feladat G egy
minimalis silyu teljes parositdsdnak meghatarozasa, azaz keressiik a

(3.2.1) min{}" , pen Wab : M G teljes parositdsa }

feladat egy optimadlis megolddsat, ahol a lehetséges megoldasok G teljes
parositasai, és a célfiiggvény minden teljes parositashoz hozzarendeli annak
stlyét.

Nyilvédnvaldé, hogy a (3.2.1) feladatnak nem sziikségképp létezik lehet-
séges megoldasa (egy teljes parositasa G-nek), és ekkor optimdlis megoldas
sem létezik. Mdasrészt, mivel a lehetséges megoldasok szama véges, ezért ha
(3.2.1)-nek létezik lehetséges megoldasa, akkor létezik egy optimdlis megol-
désa is. Igy, ha a (3.2.1) feladatot akarjuk megoldani, akkor

e ¢l kell donteni, hogy 1étezik-e lehetséges megoldésa,

e ha létezik lehetséges megoldasa, akkor meg kell hatirozni egy optiméalis
megoldasat.

A tovabbiakban egy olyan megoldé algoritmussal ismerkediink meg, amely
egy eljaras keretében megoldja az eldontési problémat, tovabba, ha létezik
lehetséges megoldés, akkor szolgdltatja az optimélis megoldéast is. Miel6tt
erre ratérnénk, megadjuk a probléma néhany gyakorlati alkalmazasat.

Munkak optimadlis kiosztasa

Adott bizonyos szamu dolgozé és ugyanennyi munka. Az egyes dolgozok
a munkdkat kiilonbozd koltségekkel tudjak végrehajtani. Osszuk szét a dol-
gozok kozott az Osszes munkat tgy, hogy minden dolgozé pontosan egy
munkat kapjon, és a munkavégzés osszkoltsége minimalis legyen.

Tegyiik fel, hogy dy, ..., d, jelolik a dolgozdkat és m, ..., my, a munkédkat.
Tekintsitk a G = (V, E) irdnyitatlan grafot, ahol V = {d1,...,dp, m1,...,my}
és minden d;, m; pérosra (d;, m;) € E akkor és csak akkor, ha a d; dolgozé
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képes elvégezni az m; munkat. Minden (d;, m;) € E élre legyen c¢;; annak a
munkavégzésnek a koltsége, amikor a d; dolgoz6 hajtja végre az m; munkat,
és rendeljitk c;j-t a (d;,m;) élhez silyként. Akkor G egy minimdlis stlyi
teljes parositdsa optimalis megolddsa a fenti feladatnak.

Most megadunk egy tovdbbi olyan problémét, amely a tekintett parosi-
tasi feladathoz vezet. A ”hazassagkotési jaték” néven ismert alabbi feladatot
P. R. Halmos és H. Vaughon [84] publikalta 1950-ben.

Hazassagkotési jaték

Telepesek egy 10 legényemberbdl 4116 koléonidja kiegésziil 10 potencidlis
menyasszonnyal. Rovid udvarlds utdn a fiatalemberek elhatdrozzak, hogy
haladéktalanul meghazasodnak. Minden egyes menyasszonyjelolt kap egy
névsort, amelyen a 10 fiatalember neve szerepel, és ezen kell pontoznia
a férjjelolteket, a szamdra leginkdbb megfelel6t 10 ponttal, a kovetkezd
valasztottjat 9 ponttal, és igy tovabb. Tegylk fel, hogy barmely rogzitett
parvalasztisnil az egész telep boldogsiga a menyasszonyjeloltek altal adott
pontszamok oOsszegével ardnyos. Hatarozzunk meg egy olyan parvalasztast,
amely az egész telep szdmara maximalis boldogsdgot eredményez.

A fenti probléma egy olyan parositisi feladattal oldhaté meg, melynek
G grafjdban a fitk és a lanyok a csicspontok, minden fittél vezet él minden
lanyhoz, és az i-edik fiutdl a j-edik ldnyhoz vezetd él silya —w;;, ahol w;; a
j-edik ldnynak az i-dik fiira adott pontszamat jeloli. Ekkor G egy minimalis
stulyu teljes parositasaval szolgaltatott parvalasztas az egész telep szamara
maximalis boldogsdgot eredményez.

A (3.2.1) feladat megolddsédban fontos szerepe van az aldbbi észrevétel-
nek.

Legyen W = max{|wg| : (a,b) € E}. Jelolje (3.2.2) azt a parositasi fe-
ladatot, amelynek grafja megegyezik a (3.2.1) feladat gréfjaval csak a siilyok
mésok. Minden (a,b) € E élre az él silya legyen W 4 wyy;, a (3.2.2) feladat-
ban. Jelolje (3.2.1) célfiiggvényét w; és (3.2.2) célfiggvényét wy. Akkor az
alabbi allitasok nyilvanvaléan teljesiilnek.

e a (3.2.1) és (3.2.2) feladatoknak ugyanazok a péarositasok a lehetséges
megoldésai, azaz a lehetséges megoldasok halmaza ko6zos,

e a G minden M teljes parositdsira we(M) = wi(M)+nW teljesiil, ahol
n = |A|, azaz a két célfiiggvény a lehetséges megolddsok halmazan csak
egy konstansban tér el egymastél.
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A fenti két ténybol kozvetleniil adédik az alabbi allités.

3.2.1. segédtétel. A (3.2.1) és (3.2.2) feladatoknak egyidejileg létezik
optimdlis megolddsa €s az optimdlis megolddsok megegyeznek, azaz ami op-
timdlis megolddsa az egyik feladatnak az a mdsiknak is és forditva.

s s

3.2.1. kovetkezmény. Az optimadalis megoldds létezését és meghatdrozd-
sat illetéen elegendd olyan (3.2.1) tipusi feladatok vizsgdlatdra szoritkozni,
amelyekben az élek siulyai rendre nemnegativak.

A tovébbiakban mindig feltessziik, hogy a (3.2.1) feladatban az élek
stlyai nemnegativak.

Vegyiik észre, hogy a bemutatott két alkalmazdsndl az els6ben a graf nem
sziikségképp teljes paros graf, ugyanis a d; dolgozot nem kotjiik Ossze éllel az
m; munkaval, ha azt nem képes végrehajtani, viszont a méasodikban a graf
teljes paros graf mivel minden fiu éllel 6ssze van kétve minden ldnnyal. Nyil-
vanvaléan nem teljes paros graf esetén nem sziikségképp létezik lehetséges
megoldés és igy optimalis megoldas sem, mig teljes paros graf esetén mindig
létezik optimdlis megoldas. Most megmutatjuk, hogy a lehetséges megoldés
l1étezésének eldontése nem teljes paros graf esetén visszavezethet6 egy alkal-
mas teljes paros grafot tartalmazd parositasi feladat megolddsara.

Ehhez tekintsiink egy (3.2.1) tipust parositasi feladatot, amelyben G =
(AU B, E) nem teljes paros graf és az élek wg, silyai nemnegativak. Legyen
W 2> 143 (ap)cE Wab- Konstrudljuk meg a tekintett feladathoz a kovetkezd
(3.2.3)-mal jelolt parositési feladatot. A (3.2.3) feladat gréfja legyen a G’ =
(AU B, E') teljes paros graf, és G' éleinek a silyait definidljuk a kovetkezbk
szerint. Minden (a,b) € E' élre legyen az (a, b) él silya dg;, ahol

dyp = {wab, ha (a,b) € E,
w kulonben.

A tekintett két feladat kozotti kapcsolatot adja meg az aldbbi allitas.

3.2.2. segédtétel. A (3.2.1) feladatnak akkor és csak akkor létezik
optimdalis megolddsa, ha a hozzd konstrudlt (3.2.3) feladat optimuma kisebb,
mint W, és ebben az esetben (3.2.3) optimdlis megolddsa egyben optimdlis
megolddsa a tekintett (3.2.1) feladatnak is.

Bizonyitds. Jelolje z1 a (3.2.1) feladat és z9 a (3.2.3) feladat célfiige-
vényét. Tegyiik fel, hogy a (3.2.1) feladatnak létezik optimélis megoldésa.
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Jeloljon M C E egy optimdlis megoldast. Ekkor mivel M minden éle E-beli
és a sulyok nemnegativak, azt kapjuk, hogy

ZQ(M): Z dap = Z wep < W.

(a,b)eM (a,b)eM

Mivel M lehetséges megolddsa a (3.2.3) feladatnak is, a kapott egyenlStlen-
ségbdl kovetkezik, hogy (3.2.3) optimuma kisebb, mint W.

Most tegyiik fel, hogy a (3.2.3) feladat optimuma kisebb, mint W. Jelol-
jon M C E' egy optimaélis megolddst. Akkor

ZQ(M) = Z dop < W.
(a,b)eM

Mivel a sulyok nemnegativak, ebbdl az egyenl6tlenségbdl rogton kovetkezik,
hogy minden M-beli él E-ben van. De akkor M lehetséges megoldésa (3.2.1)-
nek, és igy (3.2.1)-nek létezik optimélis megolddsa.

Még azt kell igazolnunk, hogy a masodikként targyalt esetben (3.2.3) M
optimélis megoldésa egyben (3.2.1)-nek is optimdlis megolddsa. Ha nem igy
lenne, akkor (3.2.1)-nek lenne egy olyan M’ lehetséges megolddsa, amelyre
21 (M') < z1(M) teljesiilne. Mivel M' lehetséges megolddsa (3.2.3)-nak is
és 21 (M') = z(M'"), 21(M) = 2z(M), a z(M') < 2z (M) egyenlStlenség
ellentmond annak, hogy M a (3.2.3) feladat optiméalis megolddsa.

A 3.2.2. segédtételbdl adédik az alabbi észrevétel.

3.2.2. kovetkezmény. Az optimdlis megoldds létezését és meghatdrozd-
sat illetéen elegendd olyan (3.2.1) tipusi feladatok vizsgdlatdra szoritkozni,
amelyeknek grdfja teljes pdros grdf €s az élek sulyai rendre nemnegativak.

Tekintsiink egy, a 3.2.2. kovetkezményben leirtakat teljesité parositasi
feladatot. Legyen a feladat grafja G = (AU B, E), ahol |A| = |B| =n. Az
altaldnossidg megszoritdsa nélkiil feltehetjik, hogy A = {a1,...,a,}, B =
{b1,...,bn}, ésjelolje c;; az (a;, b;) él stlyat. Most G egy M teljes parositasat
egy n X n-es binaris matrixszal irjuk le a kovetkez6 médon. Legyen

_‘_{1, ha (ai,bj)EM,
Ti5 = I
J 0 kiilénben.

Felhasznalva a bevezetett jeloléseket, a tekintett problémat a kovetkezo
bindris linedris programozasi feladattal irhatjuk le.
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(3.2.4) dayy=1(j=1,...,n)
t=1

Val6ban, minden i-re a 5 ziy = 1, z;y € {0,1} (¢t = 1,...,n) feltétel
biztositja, hogy az a; csticsbdl pontosan egy él vezet a B halmazba, és
minden j-re a Y i 2y = 1, 245 € {0,1} (¢ = 1,...,n) feltétel pedig azt
eredményezi, hogy a b; csticsba pontosan egy A-beli pontbdl vezet él. Ebbdl
mar kovetkezik, hogy minden B-beli cstcs pontosan egy élnek a végpontja,
és minden A-beli csiics pontosan egy élnek a végpontja. A megfeleld teljes
pdrositds silya c;; definicidja alapjan: 371 377 ¢ijzi;.

Miel6tt nekildtndnk a (3.2.4) feladat megolddsanak, fontosnak tartjuk
megjegyezni a kovetkezOket. A (3.2.4) optimumszdmitasi modell a szak-
irodalomban mé&s néven is ismeretes, nevezetesen hozzdrendelési feladat-
nak nevezik. Ez a modell mar az 50-es évek elején a vizsgdlatok targyat
képezte, mig a parositasi feladatok vizsgdlatdnak kezdete az 50-es évek
végére tehets, amikoris C. Berge [21] bevezette és alkalmazta a péarositdsi
feladatok megoldasaban kulcsszerepet jatszé alternalé utakat, és igazolta a
javité utakra vonatkozo tételt. Tekintettel erre a fiiggetlenségre a tovabbi-
akban a (3.2.4) feladatot mi is hozzarendelési feladatnak fogjuk nevezni.

Vizsgéljuk ezek utén a (3.2.4) feladatot. Vegyiik észre, hogy a tekintett
feladat lehetséges megoldasai olyan 0 és 1 elemekbdl all6 n x n-es matrixok,
amelyeknek minden sora és minden oszlopa pontosan egy darab 1-est tar-
talmaz. Igaz ennek a megforditdsa is, azaz minden ilyen métrix lehetséges
megoldasa (3.2.4)-nek. Masrészt konnyen belathat6, hogy az ilyen tulaj-
donsigi matrixok szama n!. Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy rogzitett
n mellett a killonboz6 célfliggvényli hozzarendelési feladatokhoz egy kozos
lehetséges megoldds halmaz tartozik, mégpedig a fenti tulajdonsiggal ren-
delkezé méatrixok halmaza. Igy a (3.2.4) feladatot egyértelmiien meghats-
rozza a (c;j) matrix, amit sulymdtriznak vagy koltségmdtriznak neveziink.
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Ez a meghatirozottsag lehetévé teszi, hogy tetszéleges D™*™ matrixra, a D
stulymatrixi hozzarendelési feladatot A(D)-vel jeloljiik az angol Assignment
Problem elnevezés utan.

A lehetséges megoldasok halmazinak az elézéekben adott leirdsédt fel-
hasznélva, megkaphatjuk a feladat optiméalis megoldasat gy, hogy valami-
lyen eljarassal el6allitjuk a fenti tulajdonsdgi métrixok mindegyikét, majd
kiszamitjuk a matrixokhoz tartozé célfiggvényértékeket és vessziik ezek mi-
nimumdat. Ennek az eljirdsnak a bemutatdsira tekintsiik az

3 4 2
Al6 5 1 hozzdrendelési feladatot.
7 4 3

A lehetséges megolddsok halmaza a kovetkezd matrixokbdl all:

1 0 0 1 00 010 01 0 0 0 1 0 0 1
01 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 010
0 0 1 010 0 0 1 1 0 0 01 0 1 00

A fenti matrixokhoz tartozd célfiiggvényértékek rendre: 11, 8, 13, 12, 12,
14. Igy a feladat optimadlis megolddsa:

1 0 0
X = (0 0 1) , az optimum értéke pedig z(X) = 8.
0 1 0

Nyilvanvalé, hogy nagyobb feladatok esetén ez az eljards gyakorlati-
lag nem hasznilhatd, ugyanis nagyon nagy lesz az el6allitandé matrixok
szama. Példaul, ha n = 6, akkor a megadott tulajdonsagi matrixok szama:
6! = 720. Ezért a (3.2.4) feladat megolddsira egy mdsik, a fenti algo-
ritmusnal 1ényegesen hatékonyabb eljardssal fogunk megismerkedni, amely
magyar modszer néven ismeretes.

Az eljardst H. W. Kuhn publikilta 1955-ben. A mddszer felfedezésérol
Kuhn a Szigma folyéiratban [118] irt egy igen érdekes és tanulsigos visszaem-
1ékezést. Az elbeszélésben Kuhn leirja a kutatis koriilményeit, annak egyes
1épéseit. A torténet 1953 nyaran kezdddik, amikor a Nemzeti Mérésiigyi Hi-
vatal és mas amerikai kormanyzati szervek osszegytijtottek egy kivald kom-
binatorikus és algebrista szakemberekbol 4116 csoportot a Kaliforniai Egyete-
men. Az intézetben volt az egyik legjobb korabeli szamitégép, a Standard
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Western Automatic Computer (SWAC), amelynek az egész memdridja 256
darab Williamson kat6dcs6bdl allt.

A nyér folyaman Kuhn egyik kollegaja, C. B. Tompkins 10 x 10-es hozza-
rendelési feladatokat prébdlt a (SWAC) segitségével megoldani az Osszes
10! = 3.628.800 permuticié leszdmlilasdval. Tompkins egyetlen probalkoza-
sa sem jart sikerrel.

Kuhn ebben az iddszakban Kénig klasszikus grafelméleti konyvét [113]
olvasta és rgjott, hogy egy graf két n szogpontu részre particiondlisa és a
két rész kozotti parositis problémaéja pontosan megegyezik egy olyan n x n-
es hozzarendelési feladattal, amelyben a koltségmétrix elemei bindrisak. De
ami még ennél is fontosabb, Kuhn észrevette, hogy Kénig megadott egy
olyan algoritmust, amellyel meghatirozhat6 volt a fenti parositasi probléma
optimélis megolddsa. Az algoritmus a kovetkez6 eredményen alapul: Legyen
C n X n-es binaris matrix. Fedjiik le C bizonyos sorait és oszlopait. Ha ezek
a fedések a C maétrixban taldlhaté 6sszes 1-est lefedik, akkor feddrendszerrél
beszéliink. A legkevesebb sor, illetve oszlop fedést hasznalé fedérendszert
minimdlis fedésnek nevezzuk. Vialasszunk C-bdl maximadlis szamu 1-est
gy, hogy egy sorbdl vagy oszlopbdl legfeljebb egy 1-est vilaszthatunk. Az
ilyen médon vélaszthaté 1-esek maximadlis szama megegyezik a C minimélis
fedésében szerepl6 sor és oszlop fedések szdmadaval. Ezek utdn mar csak a
kovetkezd probléma megolddsa maradt hatra: hogyan lehet az dltaldnos
hozzarendelési feladatot olyan hozzarendelési feladatra visszavezetni, amely-
ben a koltségmatrix bindris. Figyelmesebben olvasva Konig konyvét, Kuhn
felfigyelt egy libjegyzetre, amely Egervary [50] cikkére utalt, és réérzett,
hogy a fenti probléma megoldasanak kulcsa talan éppen Egervary cikkében
taldlhaté meg. Amikor &sszel visszatért a Bryn Mawr College-ba, kikolcso-
nozte a College-bol Egervary cikkének egy mésolatiat egy nagy magyar szotar
és nyelvtan kiséretében. Két hétig tanult magyarul és kozben leforditotta
Egervary cikkét [51]. Elképzelésének megfeleléen Egervary cikke tartal-
mazott egy mddszert, melynek alapjan az altalanos hozzarendelési feladat
visszavezethetd véges sok bindris koltségméatrixi feladatra. Felhasznalva
Egervary redukciés eljardsat és Kénig maximum-parositdsi algoritmusét,
1953 6szén szadmos 12 x 12-es hozzarendelési feladat optimélis megoldasat
szamitotta ki kézzel. Mindegyik feladatot két 6ran belill meg tudta oldani
és ez meggy6bzte arrdl, hogy ez a kombindlt algoritmus j6. A torténet ezen
részéhez, Kuhn az aldbbi kedves észrevételt tette:

Valosziniileg ez egyike volt azon lequtolsé eseteknek, amikor papirral és
tollal le lehetett gydzni a vilag legnagyobb és leggyorsabb elekironikus szamito-
gepét.
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Abbdl a célbdl, hogy teljesen nyilvanvald legyen, miszerint az altala java-
solt algoritmust két magyar matematikus, Kénig és Egervary munkgja in-
spirdlta, Kuhn az eljarast ”magyar mdédszer”-nek nevezte el és ezen a néven
is publikélta (1d. [116], [117]).

Az 1955-6s publikicié utdn a magyar médszer igen ismertté valt, és
kiillonboz6 formakban keriilt targyalasra. Mi a tovdbbiakban D. Yudin, és
E. G. Gol’shtein 1969-es konyvére [181] épitve targyaljuk az eljardst. Miel6tt
erre ratérnénk, sziikségesek bizonyos el6késziiletek.

Legyenek C™*™ és D™ *™ tetszbleges valés matrixok. Azt mondjuk, hogy
C ckvivalens D-vel, ha vannak olyan aq,...,ay; Bi,-..,Bn valds szamok,
hogy barmely 1 <i <n, 1 < j <m indexparra ¢;; = d;; + o; + f; teljesiil.

A bevezetett reldcidra a tovabbiakban a C ~ D jelolést fogjuk hasznalni.
Nyilvanvalé, hogy az azonos tipusit valés matrixok halmazdn ez a relacié
reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus, azaz ekvivalenciarelacid.

A hozzérendelési feladat és a fenti relacié kapcsolatat mutatja a kovetke-
76 allitas.

3.2.3. segédtétel. Ha C, D nxn-es valos mdtrizok és C ~ D, akkor az
A(C) és A(D) hozzdrendelési feladatok optimdlis megolddsai megegyeznek.

Bizonyitds. Mivel a lehetséges megolddsok halmaza ko6zos, és mindkét
feladatnak 1étezik optimadlis megoldédsa, ezért az allitas korrekt. Ezek utdn
jelolje A(C) és A(D) célfiiggvényét rendre zc és zp. Megmutatjuk, hogy van
olyan 7 konstans, amelyre z¢(X) = zp(X) + 7 teljesiil minden X lehetséges
megoldasra. Valéban, mivel C ~ D, igy vannak olyan a,...,ay; B1,...,0Bn
konstansok, hogy c;; = d;; + a; + 8 teljesil barmely 1 <i <n,1<j5<mn
indexparra. De akkor

n n n. n
=22 ey =)D (dij+ i+ BTy =

i=1j=1 i= 1j 1
ZdemU+ZaZZx”+ZﬁJZx”
i=1j=1 i=1 j=1

Mivel X lehetséges megoldas, ezért ijl Zij =16és 31 Z;; = 1. De akkor

2c(X) = 2p(X +Za1+2,6]

=1

Most legyen v = 370y o +3°7_ Bj. Akkor a 2c(X) = zp(X) 4+ egyen-
lethez jutunk, amely teljesul barmely X lehetséges megoldésra. Ez pontosan
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azt jelenti, hogy a lehetséges megolddsok halmazin a két célfiiggvény csak
egy additiv konstansban tér el egymastol, amibdl nyilvanvaléan kévetkezik
az allitas.

A tovabbiakban alapvetd szerepe lesz a kovetkezé definicidnak:

Adott métrix 0 elemeinek egy rendszerét figgetlen 0-rendszernek nevez-
ziik, ha a matrix minden sora és minden oszlopa legfeljebb egy elemét tar-
talmazza a rendszernek. Egy fiiggetlen O-rendszer elemeit a tovabbiakban
0*-gal fogjuk jelolni.

Tekintsiik a kovetkezd fiiggetlen O-rendszereket:

0 1 2 3 01 2 3 o 1 2 3 01 2 3
4 2 0 0 4 2 0° 0 4 2 0 0 4 2 0 0
3 4 0 0 3 4 0 0 3 4 0 0 3 4 0 0
0 0 1 2 00 1 2 0 0 1 2 0 0 1 2

A fenti példdk mutatjik, hogy adott matrixban tébb kilonboz6 fliggetlen
O-rendszer is kijelolhetd, és maximalis elemszdmu fliggetlen O-rendszerbdl
lehet tobb is.

A 0*-okon kiviil hasznalni fogjuk még a kovetkez6 elnevezéseket, illetve
jeloléseket. Egy matrix valamely sordt (oszlopét) kotott sornak (oszlopnak)
nevezziik, ha mellette (felette) egy "+ jel all. A matrix valamely elemét
szabad elemnek nevezziik, ha nincs semmiféle jellel ellitva, és sem a sora, sem
az oszlopa nincsen lekotve. Specidlisan, ha az illet6 elem 0, akkor szabad (-
rol beszéliink. Végiil hasznalni fogjuk a C > 0 jelolést, ha a C matrix
minden eleme nemnegativ.

Most rétérhetiink az A(C™*™) hozzarendelési feladat magyar médszerrel
torténd megoldédsira. Az eljarassal eléallitunk egy olyan C(©, ¢, ... Ck¥)
(k < n) métrixsorozatot, amelyre teljestilnek a kovetkezok:

(1) ©~CO,

(2) C) ~ CltHY (t=0,...,k—1),

3) C) >0 (t=0,...,k),

(4) C¥)-ban ki van jelolve egy n-elemfi fiiggetlen O-rendszer.

Tegyiik fel, hogy rendelkeziink egy, a fentieket kielégitd cO, . c, . .. ,cw
matrixsorozattal. Definidljuk az X métrixot a kovetkez6képpen:
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Ty = { 1, hacl =0,
0 kiilonben.
Igazoljuk, hogy X optimélis megolddsa A(C)-nek. Valéban, X lehetséges
megoldas, mivel C*)-ban minden sor és minden oszlop legfeljebb egy 0*-
ot tartalmaz, tovdbba a 0*-ok szdma n. Masrészt jelolje z, az A(CH))
feladat célfiiggvényét. Akkor (3) alapjan z,(X) > 0 teljesiil tetszOleges X
lehetséges megoldasra. Most vegyiik észre, hogy X definiciéjabél z;(X) =
0 kovetkezik. De ekkor z,(X) > 2,(X) teljesiil tetszéleges X lehetséges
megoldésra, azaz X optimélis megolddsa A(C¥)-nak. Végiil (1) és (2),
valamint az ekvivalencia tranzitivitdsa alapjan C ~ C®*). Ebb&l viszont
mar a 3.2.3. segédtétellel azt kapjuk, hogy X optimalis megoldasa A(C)-

nek, amivel az X-ra vonatkozé 4llitast igazoltuk.

A kérdés ezek utdn az, hogy miként lehet egy, a fenti tulajdonsigokat
kielégité C©, ..., C*) matrixsorozatot eldallitani. Erre szolgal a kovetkezé
iteracids eljaras.

Magyar médszer [116]

FElokészitd rész

A C matrix i-edik sorabol rendre vonjuk ki az i-edik sor elemeinek a mi-
nimumét (i = 1,...,n), az el3allé matrixot jeldlje C. A C métrix j-edik osz-
lopdnak elemeib6l rendre vonjuk ki az illet6 oszlop elemeinek a minimumat
(j =1,...,n), és a kapott métrixot jelolje C(©). Jelsljiink ki C(9)-ban egy
fliggetlen O-rendszert oszlopfolytonosan, azaz oszloponként haladva, a tekin-
tett oszlopbdl valaszthaté 0-k koziil mindig a legkisebb sorindexti 0-t vegyiik
fel a fliggetlen O-rendszerbe. Ezek utdan legyen r értéke 0, és folytassuk az
eljarast az iteracios eljardsrésszel.

Iterdcids rész (r. iteracid)
e 1. lépés. Ha a C("-ben kijeldlt fiiggetlen O-rendszer elemeinek a szdma
n, akkor vége az eljardsnak. Ellenkez& esetben kossiik le C()_ben a

0*-okat tartalmazd oszlopokat, és folytassuk az eljarast a 2. 1épéssel.

o 2. lépés. Keressiink sorfolytonosan szabad 0-t. Ha nincs szabad 0,
akkor az 5. lépés kovetkezik. Ha taldlunk szabad 0-t, akkor vizsgaljuk
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meg az illet6 0 sordt. Ha ez a sor nem tartalmaz 0*-ot, akkor a 4. 1épés
kovetkezik, ellenkez6 esetben a 3. 1épéssel folytatjuk az eljarast.

e 3. lépés. A tekintett szabad 0-t lassuk el ”,”-vel, kossiik le a sorat, és
szuntessik meg a sordban 1évé 0* oszlopanak lekotését, majd folytas-
suk az eljarast a 2. 1épéssel.

o /. lépés. A tekintett szabad 0-t lassuk el ”,”-vel, és ebbdl a (/-bél
kiindulva, képezziink ldncot a kovetkezOk szerint: minden lancbeli (/-
re az oszlopaban 1évé 0*-gal folytatédik a lanc, és minden ladncbeli 0*-
ra a soraban 1év6 0'-vel folytatédik a lanc, feltéve, hogy vannak ilyen
elemek. Ellenkez6 esetben a lancképzés véget ér. Ezek utin legyen
CU+1) g jelolések nélkiili aktudlis C) matrix, és lassuk el 7 * ”-gal
a CZ(;H) elemet, ha M = 0% s ¢ nem szerepel a lancban, vagy

iJ iJ
(ry _ o () ‘ ‘ PERTES LI
i = 0 és Cij eleme a lancnak. Ezek utdn noveljuk r értékét 1-gyel,

és folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracids 1épéssel.

C

e 5. lépés. Képezziik a szabad elemek minimumaét, majd ezt a minimu-
mot vonjuk ki az 6sszes szabad elembdl és adjuk hozza a kétszer kotott
(soruk és oszlopuk is le van kotve) elemekhez. Ezt kovetéen az dtalaki-
tott matrixot tekintve aktudlis C") métrixnak, folytassuk az eljarast
a 2. 1épéssel.

Az el6z6ek alapjan az eljards helyességének bizonyitasdhoz azt kell igazol-
nunk, hogy az eljaris révén elBallithaté egy olyan C© ... C*) mitrixso-
rozat, amely rendelkezik az (1)-(4) alatti tulajdonsdgokkal. Miel6tt erre
ratérnénk, részletesen végrehajtjuk az algoritmust egy konkrét feladaton.

3.2.1. példa Tekintsiik az A(C) hozzarendelési feladatot, ahol

4 5 3 2 3
3 2 4 3 4
C=1[3 3 4 4 3
2 4 3 2 4
21 3 4 3

A sorminimumok a kovetkezdk: 2,2,3,2,1. Ezeket rendre kivonva az elsg,...,
otodik sor elemeibdl, a kovetkezé C matrixhoz jutunk.
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2 3 1 0 1
1 0 2 1 2
C=|00110
021 0 2
1 0 2 3 2

A C mitrix oszlopaira képezve a minimumokat, a kovetkez értékeket kapjuk:
0,0,1,0,0. Rendre kivonva ezeket a megfelels oszlopok elemeibél (most csak
a harmadik oszlop elemeib8l kell kivonnunk 1-et), az aldbbi C(©) métrixot
kapjuk.

2 3 00 1
101 1 2
cO=10 0010
0200 2
1 01 3 2

Most jeldljiink ki C(9)-ban egy fiiggetlen 0-rendszert oszlopfolytonosan. Az
els6 oszlop elsé 0 eleme c:ﬁ . Vegyiik fel ezt az elemet a fiiggetlen O-rendszerbe,
azaz lassuk el ” x 7-gal, majd térjiink at a masodik oszlop 0 elemeinek a
vizsgalatara. Ebben az oszlopban az els6 0 elem cgg). Ennek a sora nem tar-
talmaz 0* elemet, igy bovithetjiik vele a rendszert, és attérink a harmadik

oszlopra. Itt az elsé 0 elem cgg), amellyel szintén bévithet6 a fiiggetlen 0-
rendszer. A negyedik oszlop elsé 0 eleme cﬁ), amelynek a sora tartalmaz
0*-ot, igy ezzel nem bdévithetd a rendszer. A negyedik oszlop masodik 0

(0)

eleme c;, , amivel ismét bovitheté a fiiggetlen O-rendszer. Végiil az utolsé
oszlop els6 0 eleme cg%). A harmadik sor mér tartalmaz 0*-ot, igy ezzel az
elemmel nem bévithetiink. Mivel az utolsé oszlop tobb 0 elemet nem tartal-
maz, ezért a fuiggetlen 0-rendszer kijelolését, és egyben az eljaras el6készito

részét is befejeztiik. A kijelolt fliggetlen O-rendszer a kovetkezd:

2 3 00 0 1
1 o 1 1 2
cO=|fo0 0 0 1 0
0 2 0 0% 2
1 0 1 3 2

Térjiink ré ezek utdn az itericids rész végrehajtisara. Mivel a fuggetlen
O-rendszer elemeinek a szama 4, ezért minden olyan oszlopot kossiink le,
amely 0*-ot tartalmaz.
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+ 4+ 4+ o+
2 3 00 0 1
1 0 1 1 2
cO=fo0r 0 0 1 0
0 2 0 0 2
1 0 1 3 2

(0)

Sorfolytonosan szabad 0-t keresve, cs; az elsé szabad 0. A harmadik sor
tartalmaz 0*-ot, igy a harmadik 1épés szerint cé%)—t ellatjuk ”,”-vel, a harma-
dik sort lekotjiik, majd a sorban 1évé 0* oszlopat (els6 oszlop) feloldjuk. A

kapott méatrix a kovetkezo:

+ + +
2 3 0 0 1
1 0 1 1 2
cO=1o0t 0 0o 1 o] +
0 2 0 0 2
1 0 1 3 2

Ezt kovetéen a 2. 1épéssel, sorfolytonos 0 kereséssel folytatjuk az eljarast.
Most cfl(i) az els§ szabad 0. A negyedik sor tartalmaz 0*-ot, ezért a 3. 16pés

alapjan cfl(i)—t ellatjuk ”,”-vel, a negyedik sort lekotjiik, és a negyedik oszlopot

feloldjuk.

+ 4
2 3 0 0 1
1 0 1 1 2
cO=1]o0- 0 0o 1 0 +
o 2 0 0 2 +
1 0 1 3 2
Ismét ratérve a 2. 1épésre, cﬁ) az els6 szabad 0. Az els§ sor tartalmaz 0*-ot,
ezért cgi)—t 7. 7-vel latjuk el, az elsé sort lekotjik, és a harmadik oszlopot
feloldjuk.
_l’_
3 0 0 1 +
1 0 1 1 2
cO=1]o0- 0 0o 1 0| +
o 2 0 0 2 +
1 0 1 3 2
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Ujra a 2. lépéssel folytatva az eljarast, azt kapjuk, hogy nincs szabad 0.
Ekkor az 5. 1épés kovetkezik. Abbdl a célbdl, hogy az 5. 1épés végrehajtasat
megkonnyitsuk, fedjik le a kotott sorokat és oszlopokat. igy a le nem fedett
elemek lesznek pontosan a szabad elemek. Ezek minimuma 1. Ezt a mini-
mumot kivonva a szabad elemekbdl és hozzdadva a kétszer fedett elemekhez,
a kovetkezé matrixhoz jutunk.

+
2 4 00 0 1 +
0 00 0 0 1

cO=1]o* 1 0 1 o +
o 3 0 0 2| +
0 0 0 2 1

(0)

Most ismét a 2. 1épéssel kell folytatnunk az eljardst. Sorfolytonosan cy, az
(0)

els6 szabad 0. Mivel cgi) sora tartalmaz 0*-ot, ezért cy, -t ellatjuk ”,”-vel, a
sorat lekotjik, a masodik oszlopot feloldjuk.

2 4 0 0 1\ +
o 0 0 0 1| +

cO=1]o0 1 0 1 0| +
o 3 0 0 2| +
0 0 0 2 1

p . 0
lesz az elsé szabad 0. Mivel cgl) sora nem

Ujra szabad 0-t keresve, cgi)

tartalmaz 0*-ot, ezért a 4. 1épéssel folytatddik az eljaras. cgi)—t ellatjuk ”,”-
vel, és ez lesz a lanc kezdo eleme. A lanc kovetkezd eleme az els6 oszlopban
1év6 0%, azaz cg(i). Ezt az elemet a ldncban a harmadik sorban elhelyezkedd
0', azaz cgg) koveti. Mivel az 6todik oszlop nem tartalmaz 0*-ot, ezért cg%)—val
a lanc véget ér. Ezek utan torolve a jeloléseket, és 7 x ”-gal elldtva a lancon

(0) (0) (0)

kiviili 0*-oknak megfelel§ elemeket (c;5 ', cs9 , a4 ), valamint ” * ”-gal elldtva
a lancbeli 0'-knek megfelel§ elemeket (cg%),cgi)), az alidbbi C(1) mitrixot
kapjuk.

2 4 0 0 1
0 0 0 0 1
ch=1l0 1 0 1 o
0 3 0 0 2
0 0 0 2 1
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Mivel C()-ben egy 5-elemii fuggetlen 0-rendszer van kijelolve, ezért az eljaras
véget ér. Az elézéek alapjan tudjuk, hogy ebben az esetben egy optimalis
megoldés az alabbi X méatrix:

00100
01 000
X=(00 0 01
000 10
1 00 0 O

A végrehajtott eljarassal kapcsolatban fontosnak tartjuk megjegyezni a
kovetkezOket.

A sziikséges iteraciok k szdama C-t0l figgden a 0,1,...,n — 1 értékek
barmelyike lehet. Példaul konstrualhaté olyan 5 x 5-0s C matrix, amelyre
alkalmazva az eljarast, C0), ¢V, ¢@ cB®), €™ az el4llé matrixsorozat.

A lancképzés soran eléfordulhat, hogy a ldnc egyetlen 0 elembdl, a kezdd
elembdl all. Ilyenkor elfajuld ldncrol beszéliink, amely dgy interpretdlhato,
hogy a benne szerepl 0'-vel kozvetleniil bévithetd az elézdekben eléallitott
figgetlen 0-rendszer.

Az algoritmus fenti végrehajtiasaban az egyes lépéseket szandékosan tul-
részleteztiik. A C©) ismételt kifrdsa nélkiil kijelolheté C(9-ban a fiiggetlen
0-rendszer, lekbthetOk az oszlopok, és végrehajthatok a sorkotések valamint
az oszlopfelolddsok. Ez utébbit a "+ jel bekarikdzdsaval jeloljiik. A métrix
ismételt kiirdsa csak az 5. 1épés végrehajtasa utdn szitkséges. Az elmondot-
taknak megfelel6en végrehajtva az eljarast, az alabbi matrixokhoz jutunk:

@+ D D

4 5 3 2 3 23101 2 3 0 0 1\ +
3 2 4 3 4 1 0 2 1 2 1 0t 1 1 2
3 3 4 4 3 0 01 10 0 0 0 1 0]+
2 4 3 2 4 0 21 0 2 o 2 0 0 2|+
21 3 4 3 1 0 2 3 2 1 0 1 3 2
@

2 4 00 1Y\ + 2 4 00 0 1

o 0 0 0 1]+ 0o 0 0 0 1

o 1 0 1 0]+ 0o 1 0 1 0

o 3 0 0 2|+ 0o 3 0 0 2

o 0 0 2 1 o 0 0 2 1

Ezek utin ratérhetiink az eljaras helyességének az igazolasara. Megmu-
tatjuk, hogy az algoritmus egy olyan C(¥), ... C®) (k < n) matrixsorozatot
allit el6, amely rendelkezik az (1) — (4) alatti tulajdonsdgokkal.
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Vizsgaljuk elséként az eljaras el6készité részét. Ha az i-edik sor ele-
meinek a minimumat «o;-vel jeloljiik (i = 1,...,n), akkor nyilvanvald, hogy
¢ij = Cij + «; teljesiil barmely (4, j) indexpédrra. Hasonléan, a C métrix j-

edik oszlopanak minimuméat g;-vel jelolve (j = 1,...,n), ¢; = cl(-;-]) + ;. De
akkor ¢;; = cz(?) + a; + f; teljesiil barmely (4, j) indexpérra, és igy C ~ c©,

Masrészt vegyuk észre, hogy mivel a sorokbdl és oszlopokbdél mindig az illet6
sorok és oszlopok elemeinek minimumét vonjuk ki, ezért C(®) > 0. Szintén a
minimumok kivonisa miatt C(®) minden sora és minden oszlopa tartalmaz
legalabb egy 0-t. EbbOl kovetkezik, hogy az oszlopfolytonosan kijelolhetd
fuggetlen O-rendszer legaldbb egy elemet tartalmaz. Ezzel az el6készité rész
helyességét igazoltuk.

Tekintsiik ezek utan az iteraciés eljarasrészt. Tegytk fel, hogy adott egy
olyan C(") métrix, amelyre C ~ C(), C(") > 0, és C(M-ben ki van tiintetve
egy m-elemi fiiggetlen O-rendszer, ahol 1 < m < n.

Els6ként megmutatjuk, hogy a tekintett eljarasrész véges lépésben véget
ér. Valéban, vegyiik észre, hogy a 2 — 3 lépéskombindcié legfeljebb m-
szer hajtodik végre, ugyanis minden egyes végrehajtasndl lekotiink egy sort
és feloldunk egy oszlopot. Mivel a kotott oszlopok szdma m, ezért ezt a
lépéskombindciot m-szer végrehajtva, minden egyes 0* kotott sorban lesz,
igy az eljirds vagy a 4. 1épéssel, vagy az 5. 1épéssel folytatédik. Az 5. 1épés
szintén legfeljebb m-szer keriil végrehajtdsra. Erre a lépésre akkor keriil sor,
ha nem taldlunk szabad 0-t. Mivel a kotott sorok szama legfeljebb m(< n),
ezért az aktuilis C(")-ben van kétetlen sor. Egy ilyen sor 0/-t nem tartal-
mazhat, és 0*-bol is legfeljebb egyet, ami kotott oszlopban van. Mésrészt
a kotott oszlopok szdma legfeljebb m, igy a sor tartalmaz legaldbb n —m
szabad elemet, azaz 1éteznek szabad elemek. Mivel nincs szabad 0, és C(")
elemei nemnegativak, ezért a szabad elemek rendre pozitivak. Ezek mini-
mumat kivonva minden szabad elembél, az dtalakitds utani matrix legaldbb
egy szabad 0-t tartalmaz, mégpedig ott, ahol a szabad elemek felveszik a
minimumukat. A kapott szabad 0-val vagy a 4. 1épéssel, vagy a 3. lépéssel
folytatédik az eljards. Az utébbi esetben a szabad 0 sorit lekotjiik, és a
soraban 1évé 0" oszlopat feloldjuk, amibdl mar kovetkezik az 5. 1épésre
vonatkozo allitas, és az eljarasrész végessége is.

Most megmutatjuk, hogy az 5. 1épésre teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) az atalakitds soran a 0*, 0" elemek nem valtoznak,

(i1) az stalakitassal eldallitott C'(7) matrixra C' (") > 0 és C') ~ C()
teljesiil.

Az (i) allitas kovetkezik abbdl, hogy minden egyes 0* pontosan egyszer
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van lekotve vagy a sordban vagy az oszlopaban, tovdbba minden egyes 0
elemnek a sora kotott, az oszlopa pedig szabad.

Az (ii) sllitdsban C'(") nemnegativitésa abbél adédik, hogy az dtalakitas
soran a szabad elemek pozitiv # minimumat vonjuk ki a szabad elemekbdl és
adjuk hozz4 a kétszeresen kotott elemekhez. Végiil a C (") ~ C(") fennAlls-
sanak igazoldsdhoz vegyiik észre, hogy az 5. 1épés atalakitisa az eredményt
illetéen megegyezik a kovetkez6 miivelettel: a nem kotott sorok elemeibol
rendre vonjunk ki 6-t, a kotott oszlopok elemeihez rendre adjunk hozza
0-t. Valdban, az utébbi atalakitds sordn a kétszeresen kotott elemekhez
hozzaadddik 0, az egyszeresen kotott elemek nem valtoznak, a szabad elemek
csokkennek #-val, azaz a két dtalakitds ugyanazt a matrixot eredményezi.
Masrészt a masodik atalakitasrél nyilvanvald, hogy a végrehajtdsaval el6allo
C'(") mé4trix ekvivalens C(")-rel.

Vizsgéljuk ezek utan az eljaras 4. 16pését. Mivel minden oszlop legfeljebb
egy 0*-ot, és minden sor legfeljebb egy 0'-t tartalmaz, ezért a lancképzd
algoritmus egyértelmiien meghatirozza a lancot. Jelolje

(i1, A1), (i2, A1), (32, A2), - . -

a lancbeli elemek indexparjainak a sorozatat a lancképzésnek megfelel6 sor-
rendben. Megmutatjuk, hogy a ldnc nem metszi onmagat, azaz a fenti in-
dexparsorozat elemei paronként kiilonbozéek. Ehhez igazoljuk a kovetke-
zOket:

(a) a fenti sorozatban a lancbeli 0 elemekhez tartozé indexpédrok paron-
ként kilonbozok,

(b) a lancképzés soran minden ldncbeli 0* elemet kovet egy 0' elem a
ldncban.

Az (a) 4llitds igazoldsdhoz a métrix minden egyes 0’ eleméhez rendeljiik
hozza azt az id6pontot, amikor az illeté 0-t az eljards soran ellattuk ”,”-
vel. fgy minden 0’-hoz hozzarendeltiink egy idépontot, és kiilonbozd 0'-khoz
kiilonboz6 idépont tartozik.

Most tekintsiink a ldncban két egymast kovetd 0
0* - —0 5 elemet. Jelolje az els6 elemhez rendelt idépontot
0 o és a mdsodik 0'-hoz rendelt idépontot o’. Ve-
| gytik észre, hogy az els6 0’ oszlopdban van egy 0*,
| igy ez az oszlop az iteracids eljardsrész kezdete-
| kor le van kotve. Ezt a kotést a 3. 1épés alapjan

L0, akkor sziintetjik meg, amikor a 0" sordban

ellitunk egy szabad 0-t ”,”-vel. Mivel minden sor
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legfeljebb egy 0’ elemet tartalmaz, igy ez az idépont o’. De ez azt jelenti,
hogy a tekintett 0* oszlopaban 16v6 barmely 0 elem a ¢’ idépontban valhat
szabad 0-va, kovetkezésképp ”.”-vel torténd megjelolésére csak egy késébbi
idépontban keriilhet sor, azaz o > o’. Ezzel viszont azt kapjuk, hogy a
fenti indexparsorozatban a 0/-khoz rendelt idépontok egy szigoriian monoton

csOkkeno sorozatot alkotnak, amib&l mar kovetkezik az allitas.

A (b) allitas igazoldsidhoz tekintsiik a lanc egy tetsz6leges 0* elemét.
A lancképz6 algoritmus szerint a 0* oszlopaban egy

0* lancbeli 0’ el6zi meg a 0*-ot. Mésrészt a 0* oszlopa

T az iteraciods eljaras kezdetén le van kotve. fgy ebbe

| az oszlopba csak gy keriilhetett 0', hogy a 0* sord-
L0 ban egy szabad 0-t ellattunk ”,”-vel és a 0* oszlopat

feloldottuk. De akkor a lancképzé algoritmus
szerint ez a 0 a lanc kovetkezd eleme, amivel az 4llitast igazoltuk.

Most megmutatjuk, hogy az (i1, A1), (12, A1), - .. sorozatban a lancbeli
0*-okhoz tartozd indexek kiilonb6zék. Valdban, ha két ilyen indexpar mege-
gyezne, akkor (b) alapjén az illet§ 0*-okat koveti egy-egy 0, és a lancképzés
egyértelmiisége miatt ezen 0/-khoz tartozé indexparok is megegyeznének,
ami ellentmond (a)-nak. Kovetkezésképp, a vizsgilt indexparok is paronként
kiilonbozdk.

Mivel az eljards soran a 0-kat legfeljebb egy jellel lattuk el, ezért a fen-
tiekb8l mar kovetkezik, hogy az (i1, A1), (42, A1), ... indexparok paronként
kiillonbo6z6k, azaz a lanc nem metszi Gnmagat.

Vizsgéljuk végiil a ldncon kiviili 0*-0kbdl és a ldncbeli 0'-kbél allé 0-
rendszert. Megmutatjuk, hogy ez olyan fiiggetlen 0-rendszer, amelynek
elemszdma m + 1.

Valdban, a lancon kiviili 0*-ok fliggetlen O-rendszert alkotnak, mert a 0*-
ok fiiggetlen O-rendszert jeloltek, és egy ilyen rendszer minden részrendszere
is fliggetlen O-rendszer. Most tekintsiik a ldncbeli 0’ elemeket. Mivel min-
den sor legfeljebb egy 0'-t tartalmaz, ezért minden sorban legfeljebb egy
eleme van a tekintett rendszernek. Megmutatjuk, hogy ez az oszlopokra is
teljesiil. Tegyiik fel, hogy valamely oszlop két lancbeli 0’ elemet tartalmaz.
Akkor ezek koziil valamelyik 0’ kezd6 vagy kozbils6 eleme a lancnak, ezért a
vizsgalt oszlop tartalmaz egy lancbeli 0*-ot is. De akkor a lancképz6 algorit-
mus szerint a mdsik 0'-t is ez a 0* kovetné a ldncban, és igy a lanc metszené
onmagat, ami ellentmondés. Kovetkezésképp, minden oszlop legfeljebb egy
lancbeli 0'-t tartalmaz, és igy a lancbeli 0'-k fiiggetlen O-rendszert alkotnak.

Ezek utdn az 1j O-rendszer filiggetlenségéhez csak azt kell igazolnunk,
hogy
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(4) lancbeli 0’ sordban nincs lancon kiviili 0,

(1) lancbeli 0’ oszlopaban nincs lancon kivili 0*.

Az (i) allités igazoldsahoz tegyiik fel, hogy valamely ldncbeli 0’ elem sora
tartalmaz lancon kiviili 0*-ot. Ekkor a tekintett 0’ nem lehet a lanc kezdd
eleme, ugyanis csak akkor indithatunk 0’-bél ldncot, ha a sora nem tartalmaz
0* elemet. fgy a vizsgdlt 0’ kozbiilsd vagy befejezd eleme a lancnak. De ekkor
a lancban van egy elem el6tte, mégpedig egy 0*. A lancképzé algoritmus
alapjdn ez a 0* is a tekintett 0’ sordban helyezkedne el, és igy ez a sor két
0*-ot tartalmazna, ami ellentmondés. Kovetkezésképp, lancbeli 0 sora nem
tartalmazhat lancon kivili 0*-ot.

Hasonléan lathaté be az (1) &llitas is. Ehhez tegyiik fel, hogy valamely
lancbeli 0" oszlopa tartalmaz ldncon kiviili 0*-ot. Ekkor a tekintett 0’ elem
nem lehet a lanc befejez6 eleme, ugyanis a lancképz6 algoritmus szerint az
oszlopban 1év6 0*-gal folytatédna a lanc. fgy a tekintett 0’ a ldnc kezd6
vagy kozbiils6 eleme. De akkor a lancképzé algoritmus szerint ez az oszlop
tartalmaz egy lancbeli 0*-ot is. Ezzel azt kapjuk, hogy az oszlopban két 0*
van, ami ellentmondds. Kovetkezésképp, ldncbeli 0 oszlopa nem tartalmaz
lancon kiviili 0*-ot.

Most felhasznédlva, hogy mind a ldncon kiviili 0*-ok, mind a ldncbeli 0/-k
fiiggetlen O-rendszert alkotnak, (7) és (i) alapjan egyszeriien adédik, hogy
a ldncon kiviili 0*-ok és a ldncbeli 0’-k egyiittesen egy fliggetlen O-rendszert
alkotnak.

Hétra van még annak igazoldsa, hogy az 1j fuggetlen 0O-rendszer ele-
meinek a szdma m + 1. Tudjuk, hogy a ldnc nem metszi onmagat. Mdasrészt
a ldnc 0'-vel kezdddik és (b) alapjén 0'-vel végzédik. Ez pontosan azt jelenti,
hogy a ldncban szereplé 0'-k szdma eggyel tobb, mint a ldncbeli 0*-ok szdma,
amivel adédik az elemszdmokra vonatkozoé allitas.

Osszegezve az eddigieket, megmutattuk, hogy az iteracids eljarasrésszel
a C(M-bél kozvetlenill, vagy kozbiilsd métrixok felhasznalasaval elBallitott
C+Y) matrixra teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) c() ~ glr+),

(1) Cr+1) > 0,

(ITI) C'*tV-ben ki van jelélve egy (m+1)-elemii fiiggetlen 0-rendszer.
Ekkor C("*1).re teljesiil (2) és (3). Mdsrészt, mivel minden itericié soran
eggyel no a fliggetlen O-rendszer elemeinek a szdma, ezért az iterdcidk szama

legfeljebb n — 1. EbbOl mar kovetkezik az iterdcids eljarasrész és egyben az
egész eljaras helyessége.
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Az alfejezet befejezéseként megoldunk két olyan feladatot, amelyekben
a problémak grafja nem teljes paros graf. Az elsd példanak létezik optimalis
megoldasa, mig a masikrél kideriil majd, hogy nem létezik lehetséges megol-
désa.

3.2.2. példa. Tekintsiik azt a grafot, melyben a csicsok halmaza V =
{dl, dQ, d3, mi,ma, m3} és az élek (dt, mt), (t = 1, 2, 3), (dg, ml), (dl,mg).
Legyenek az élek sulyai: ¢,y = 1, (t =1,2,3), c13 = c31 = 3. A gréf grafikus
reprezenticidjat adja meg a 3.2.1. abra.

dl l/Ill
d m
3 3
d e e m
2 2

3.2.1. dbra. A 3.2.2. példa grafjanak grafikus reprezentdcidja.

Most a 3.2.2. segédtétel elokészitésének megfeleléen legyen W az élek stilyai-
nak Osszege plusz 1. Akkor W = 10. Ezek utdn kiegészitve a grafot a
(d1,ma), (d2,m1) és (d3, ma), (d2, m3) élekkel, egy teljes paros grafot kapunk,
amelyben az 1j élekhez rendeljik a W silyt és a régi élek sulyait tartsuk
meg. Akkor az 0j pérositasi feladat (3.2.4) alakban irhaté fel, amit meg
tudunk oldani a magyar mddszerrel. A megolddst az aldbbi matrixsorozat

szolgaltatja:
1 10 3 0 9 2 0 9 2
10 1 10 9 0 9 9 0 9
3 10 1 2 90 2 9 0

Most egy minimalis sily teljes parositas az M = {(dy, m1), (d2,m2), (d3, m3)}
élhalmaz, amelynek a silya 3. Mdésrészt 3 < 10 = W, igy a 3.2.2. segédtétel
alapjdn M optimdlis megolddsa (minimdlis silyu teljes parositdsa) a 3.2.2.
példiaban megadott parositasi feladatnak.

3.2.3. példa. Legyen G = (V, E), ahol V' = {dy,da,ds, m1,ma, m3}
és az élek (dy,my), (t = 1,2,3), (d2,m2), (d3,ms). A felsorolt élek minde-
gyikének legyen a silya 1. A graf grafikus reprezenticidja a 3.2.2. dbran
lathato.
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dl ® m
1

d e m
2 2
(;‘[3 n’13

3.2.2. dbra. A 3.2.3. példa grafjanak grafikus reprezentéiciéja.

Legyen W az élek stlyainak az 0sszege plusz 1, azaz W = 6. Egészitsuk ki G-
t a (da,my), (do,m3) és (ds,m1), (ds, m3) élekkel. Akkor az 1ij graf mar tel-
jes péros graf lesz. A felvett 4 4j él mindegyikének legyen a silya W. Ekkor
az 1j parositasi feladat (3.2.4) alakban irhat6 fel, amelynek megolddsit a
kovetkezd métrixsorozat szolgaltatja.

@ + @

1 1 1 0* 0 0\ + 0* 5 0"\ + 0 0 O
6 1 6 5 0 5 0 0 0]+ 0 0 O
6 1 6 5 0 5 0o o0 o o 0 o

Azt kapjuk, hogy az M = {(d;,my) : t = 1,2,3} egy minimélis sulyu teljes
parositis az 1j feladatban. Mésrészt M silya 8, ami nagyobb, mint W, igy
a 3.2.2. segédtételbdl kovetkezik, hogy nincs optimdlis megoldésa, és igy
lehetséges megolddsa sem a tekintett 3.2.3. példidban megadott feladatnak.

Az alfejezet lezdrasaként megemlitjiik, hogy 1957-ben J. Munkres [144]
igazolta, hogy az ismertetett eljards miiveletigénye O(n3). Késébb A(C)
megoldasara kidolgozésra keriiltek hatékonyabb algoritmusok is, 1d. példdul
a [62] és [65] dolgozatokat.
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3.3. Minimadlis sulyu teljes parositasi feladat tetszéleges grafban

Ebben az alfejezetben az el6z6ekben targyalt péarositdsi probléméanak
azt az altalanositasat fogjuk vizsgdlni, amelyben nem tételezziik fel, hogy a
tekintett graf paros graf. A probléma megfogalmazisdhoz legyen adott egy
G = (V, E) graf és legyen G minden (u,v) € E éléhez hozzarendelve egy wy,
sily. Feladat G egy minimdlis stlyt teljes parositdsanak meghatirozésa,
azaz keressiik a

(3.3.1) min{}", e Wuw : M G teljes péarositdsa }

feladat egy optimélis megoldasat. Nyilvanvald, hogy G-nek csak akkor létez-
het teljes parositisa, ha csucspontjainak szama paros. Ezért a tovabbiakban
minden hivatkozas nélkiil feltételezziik, hogy a (3.3.1) problémaban |V| =
2n, ahol n pozitiv egész. Vegyiik észre, hogy a (3.3.1) probléma esetében is az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehet6, hogy a w,, silyok nemnegativak.
Ez ugyanugy igazolhaté, mint ahogy azt a 3.2.1. segédtételnél tettiik. fgy
a tovabbiakban azt is feltételezziik, hogy a (3.3.1) feladatban a wy, silyok
mindegyike nemnegativ.

A (3.3.1) feladat vizsgdlata el6tt tekintsiitk annak egy gyakorlati alkal-
mazasat.

Raktarfelszamolasi feladat

Adott egy raktar, amely 2n paronként kiilonbo6zd tartalmi konténert tar-
talmaz. A szillitéjarmiivek olyanok, hogy pontosan két konténer szallitdsara
alkalmasak, és csak bizonyos parosokat képesek elszallitani. Minden szallit-
haté konténerparra ismert az elszallitds koltsége, amely fiigghet az illet6
konténerektél, a fogadd allomastdl, a fogadbhelynek a raktartél vald tavol-
sagatol és szamos tovabbi dologtél. Feladat a raktir egy olyan kitiritése,
amely minim4lis szallitasi koltséggel jar.

Tekintsiitk azt a grafot, amelynek csicspontjai a kiillonb6zd tartalmu
konténerek, és az 7, j konténereket akkor koti ossze él, ha egyutt szallithatok.
Az i,j csucsokat Osszekoto él silya legyen az 4,5 konténerpar szallitasi
koltsége. Ha az 4,5 cstcsokat tobb él is Osszekoti, akkor ezek kozul csak
egy minimalis sulyut tartsunk meg. Akkor a tekintett hdlézat egy minimélis
sulyn teljes parositdsa a kiuritési feladat egy optimdlis megoldésa.
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A (3.3.1) probléma megoldédsa visszavezethet$ egy mésfajta pérositési
probléma megoldédsdra. Ebbél a célb6l megkonstrudlunk a (3.3.1) problé-
méhoz egy tovabbi parositasi feladatot.

Legyen W = 1+ 37, y)e g Wup és minden (u,v) € E élre wy,, = W —wy,.
Tekintsuk most az aldbbi parositasi feladatot:

(3.3.2) max{}", ,yenm Wy © M G parositasa }
azaz G egy maximalis stlyd parositasat keressiik a w],, silyok mellett.

A tekintett két feladat kozott szoros kapcsolat van, amint azt a kovetkezd
allitas is mutatja.

3.3.1. segédtétel. A (3.5.1) feladatnak akkor és csak akkor létezik
optimdlis megolddsa, ha (3.3.2) optimuma nem kisebb, mint (n—1)W +1 és

ez esetben (3.3.2) optimdlis megolddsa egyben (3.3.1) feladatnak is optimdlis
megolddsa.

Bizonyitds. Az allitas korrekt, mivel a (3.3.2) feladatnak mindig létezik
optimalis megoldasa. Jelolje rendre wy és wo a (3.3.1) és (3.3.2) feladatok
célfiiggvényeit.

Els6ként tegyiik fel, hogy a (3.3.1) feladatnak 1étezik egy M optimélis
teljes parositasa. Akkor ez lehetséges megolddsa a (3.3.2) feladatnak és

wy(M) = Z wh, = Z (W —wyy) =nW — Z Wyy > (n—1)W+1
(u,w)EM (u,w)EM (u,v)eM

ugyanis M n szamu élet tartalmaz, tovabba

Z(u,y)eM Wyy < Z(u,v)eE Wyy =W — 1.

A fentiek alapjan M olyan lehetséges megoldasa a (3.3.2) feladatnak, amely-
re wa(M) > (n — 1)W + 1 teljesiil. EbbSl mar kozvetleniil adédik, hogy
(3.3.2) optimuma nem kisebb, mint (n — 1)W + 1.

Most tegyiik fel, hogy (3.3.2) optimuma nem kisebb, mint (n —1)W + 1.
Legyen az M pérositas (3.3.2) egy optimélis megolddsa. Akkor wo(M) >
(n —1)W + 1. Most vegyiik észre, hogy ebbél az egyenlétlenségbél [M| =n
kovetkezik. Valéban |M| =k, k < n esetén,

wa(M) =kW — Y wyy <EW < (n—1)W +1,
(u,w)eM

ami ellentmondas. Kovetkezésképpen M n szami élet tartalmazd parositasa
G-nek, de akkor M egy teljes parositdsa G-nek. KEzzel azt kapjuk, hogy a
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vizsgélt esetben létezik (3.3.1)-nek lehetséges megolddsa, de akkor létezik
optimalis megoldasa is.

Ezek utan azt kell még igazolnunk, hogy a vizsgalt esetben (3.3.2) min-
den optimalis megoldasa optimdlis megolddsa (3.3.1)-nek is. Ehhez legyen
M (3.3.2)-nek egy olyan optimalis megolddsa, amelyre wo (M) > (n—1)W+1
teljesil. Az el6z6ek alapjan tudjuk, hogy ekkor M teljes parositasa G-
nek, azaz lehetséges megolddsa (3.3.1)-nek. Allitjuk, hogy M optimélis
megoldasa (3.3.1)-nek. Ezt indirekt igazoljuk. Tegyiik fel, hogy M nem op-
timdalis megoldédsa (3.3.1)-nek. Akkor van olyan M’ teljes parositdsa G-nek,
hogy 0 < wi(M') < wi(M). Mivel M' pérositdsa G-nek, ezért lehetséges
megolddsa (3.3.2)-nek is. De akkor

wa (M) =nW =3, yem Wuw = nW —wi (M) <
nW —wi(M') =nW — 3, pyemr Wuo = w2(M'),

azaz wa(M) < wo(M'), ami ellentmond annak, hogy M a (3.3.2) feladat
optimélis megolddsa. Kovetkezésképpen M optimalis megoldasa (3.3.1)-
nek, amivel a 3.3.1. segédtételt igazoltuk.

Nem hasznéljuk, de megemlitjiik, hogy erdsebb kapcsolat van a tekin-
tett két feladattipus kozott, mint amit a 3.3.1. segédtételben megfogal-
maztunk. Nevezetesen a (3.3.2) feladat megolddsa is visszavezethetd egy
alkalmas (3.3.1) tipusi feladat megolddsira. A visszavezetés megtaldlhatéd
példaul a [112] konyvben.

Vegyiik észre, hogy a (3.3.1) feladathoz rendelt (3.3.2) feladatban sze-
repld silyok mindegyike pozitiv, ha a (3.3.1) feladat silyai nemnegativak.
Mivel ez utébbi tulajdonsig az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil felteheto,
ezért a tovabbbiakban olyan (3.3.2) tipusi feladatok megoldasaval foglal-
kozunk, amelyekben a silyok mindegyike pozitiv.

Nyilvanvalé médon a (3.3.2) feladat megoldésa soran kézombos, hogy a
graf csicsainak szdma paros vagy paratlan. Ezért a tovabbiakban feltételez-
ziik, hogy a tekintett G = (V, E) grafra V= {1,...,n} és az (i,j) € E élhez
rendelt pozitiv silyt w;; jeloli.

A (3.3.2) feladat megoldasa visszavezethetd egy alkalmas linedris prog-
ramozasi feladat megoldasara a kovetkez6 moédon. Ehhez elséként indexez-
ziik az éleket, azaz legyen E = {ey,...,en}. Ekkor E tetsz6leges A részhal-
mazat leirhatjuk egy m-dimenzids binéris X vektorral, amit a kovetkez6kép-
pen definidlunk. Minden 1 < 5 < m egészre legyen

o { 1, hae;€ A4,
Zj = e
0 kulonben.
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Az x vektort az A halmaz karakterisztikus vektorinak nevezzik. Egyszeriien
belathaté, hogyha E minden részhalmazdhoz hozzarendeljiik annak karak-
terisztikus vektorat, akkor F részhalmazainak egy kolcsonosen egyértelmii
leképezését kapjuk az m-dimenziés bindris vektorok halmazara. Tekintsiik
most a V halmaz Osszes lehetséges 1-nél nagyobb paratlan elemszamu rész-
halmazat. Jelolje ezen részhalmazokat Ui,...,U; és elemszdmaikat rendre
2n1 +1,...,2n; 4+ 1. Minden j € {1,...,1} egészre jelolje S; azon E-beli
élek halmazat, amelyeknek mindkét végpontja eleme Uj-nek. Végiil minden
e; € E élre legyen w; = wyy, ha e, = (u,v). Most tekintsiik a kovetkezd
linedris programozasi feladatot:

Z{t:iilleszkedik er—re} Tt <1, (1=1,...,n)
(333) Z{t5 etESj} Tt S nj7 (.7 = 13 e 7l)
.ft 6 {0,1}’ (t: 1’___’m)

Z{t: e;cp} WiTt — max

A fenti linedris programozasi feladatban G parositdsait karakterisztikus
vektoraikkal irjuk le. Az els6 feltételcsoport azt biztositja, hogy minden
1 € V csucsra, az 1 csucs legfeljebb egy M-beli élnek végpontja. A méasodik
feltételcsoport azt garantalja, hogy minden U; 2n; + 1 elemszdmu cstcs-
halmazra legfeljebb n; szdmu olyan M-beli él van, amelyeknek végpontjai
Uj-beli csticsok. Ezek utan egyszertien beldthatd, hogy (3.3.3) lehetséges
megoldasai pontosan a G parositasai. Mivel egy M péarositas silya megegye-
zik a karakterisztikus vektoran felvett célfiigvényértékkel, ezért a (3.3.3) fela-
dat optimélis megolddsahoz tartozé parositds optimdlis megolddsa a (3.3.2)
feladatnak és forditva.

A (3.3.3) feladat megolddsiat nagyban megneheziti annak nagy mérete,
tovabba az, hogy egészértékii (specidlisan bindris) linedris programozasi fela-
dat. Szerencsére az utébbi problémat nem kell kezelni, mivel (3.3.3) speciélis
struktiraja biztositja, hogy linedris programozasi relaxiciéjanak (az z; €
{0,1}, (¢t = 1,...,m) feltételeket kicseréljik a 0 < x4, (t = 1,...,m)
feltételekre) optimélis megolddsa egyben a (3.3.3) feladatnak is optimdlis
megoldasa. Kovetkezésképpen, (3.3.2) megolddsihoz elegendd a kovetkezd
linedris programozasi feladatot megoldani.

2 {t: i illeszkedik e —re} Tt < 1, (1 =1,...,n)

(334) Z{t: etESj}:I:t < nj, (] =1,... 7l)
0<umy, (t=1,...,m)

Z{t: ercE} Wt — max
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Az eddigiek illusztrildsara tekintsiink egy kicsi és trividlis parositdsi fe-
ladatot.

3.3.1. példa. Legyen G = ({1,...,4}, FE), ahol E = {(1,2),(1,4), (2, 3),
(2,4),(3,4)}, az élek az adott felsorolds szerint vannak sorszdmozva, és
wy = 2,we = 3,ws = 3,wy = l,ws = 5. A tekintett hilézat grafikus

s s

1 2 2

4 3
3.3.1. dbra. A 3.3.1. példa hélézatanak grafikus reprezentacidja.

A feladat optimdlis megolddsa nyilvanvaléan az M = {(1,2),(3,4)}
parositds. Legyen U; = {1,2,3}, Uy, = {1,2,4}, Us = {1,3,4}, Uy =
{2,3,4}. Akkor a megfelel$ linedris programozasi feladat szimplex tédblazata
a kovetkezo:

| 1 T2 T3 T4 T |
yi|1 1T 0 0 0 |1
w1 0 1 1 0 |1
ys/ 0 0 1 0 1 |1
wl 0o 1 0 1 1 |1
n| 1 0 1 0 0 |1 Uy
»| 1 1 0 1 0 |1 U,
| 0 1 0 0 1 |1 Us
220 0 1 1 1 |1 (Uy)
2 3 3 1 5 |

Szimplex algoritmussal megoldva a linearis programozasi feladatot, azt
kapjuk, hogy az optimdlis megoldés, az x = (1,0,0,0, 1) vektor, az optimum
értéke pedig 7.

A tovabbiakban az [54] konyvre alapozva egy, a (3.3.2) feladat megolddséra
szolgald eljarast korvonalazunk. Ehhez sziikségiink lesz néhany, korabbrol
mar ismert fogalom és Osszefuggés felidézésére.

A kovetkezd linearis programozési feladatot szokasos primdl feladatnak
nevezni.
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APy <b, x>0

cx = 2z(x) — max
A fenti feladat dudlis feladatdn a kovetkezd feladatot értjiik.

yA>c,y>0

yb = w(y) — min

Most legyen x a primél feladat és y a dudl feladat egy lehetséges megoldésa.
Azt mondjuk, hogy az x és y megoldaspar teljesiti a komplementaritdsi
feltételeket, ha teljesiilnek a kovetkezdk:

gl(bz - Zaitﬁit) =0, (’L =1,... ,n)
t=1

7j(Y aygi—¢;) =0, (j=1,...,m)
t=1

A primdl és dudl feladatpar valamint a komplementaritasi feltételek
kozotti kapcsolatra a kovetkezo allitas érvényes.

3.3.1. tétel. (Komplementaritasi tétel.) Legyen X a primdl feladat ésy
a dudl feladat lehetséges megolddsa. Az x, y akkor és csak akkor optimdlis
megolddsok, ha kielégitik a komplementaritdsi feltételeket.

A tételt nem igazoljuk, annak bizonyitisa megtalalhaté példdul a [7],
[54], [168] munkakban.

Vegyiik észre, hogy a (3.3.4) feladat egy primal feladat. Egyszeriien
ellenérizhetd, hogy a (3.3.4) feladat dudlis feladata a kovetkez6 linedris prog-
ramozasi feladat:

Yi +Yj + Xqe: (g)esi) A 2 Wi, ((4,9) € E)
(3.3.5) yi >0,(i=1,....,n) z>0,(t=1,...,1)

n 4 :
P Ui+ D op—y Mz = w — min

A (3.3.5) dudlis feladat illusztraldsara megkonstrudljuk a 3.3.1. példdhoz
tartozé primadl feladat dudlisat. A dudlis feladat szimplex tablazatat adjuk
meg, ahol az egyenlGtlenségek —1-szerese szerepel, és az egyes feltételek
mellett megadjuk, hogy az illet6 feltétel melyik élhez tartozik.
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| vy1 Y2 Y3 ya 21 22 23z |
zn|-1 -1 0 0 -1 -1 0 O -2 1,2
Zo|-1 0 0 -1 0 -1 -1 0 |-3 14
zz| 0 -1 -1 O -1 0 0 -1 -3 2,3
4| 0 -1 0 -1 0o -1 0 -1 -1 2,4
zs| 0 0 -1 -1 o 0 -1 -1 -5 3,4

1T 1 1 1 1 1 1 1 |

Mivel az Uy, Us, Uz és Uy csticshalmazok mindegyike haromelemii, ezért
a z; valtozdék célfuggvényegyiitthatéi a fenti feladatban n; = ng = ng =
ng = 1.

Most felirjuk a komplementaritési feltételeket a (3.3.4) és (3.3.5) fela-
datpérra kicsit modositott alakban. A feltételeket harom csoportban adjuk
meg.

(i) (Ver = (4,) € E-re) (z¢ > 0= (yi +Yj + DXqu: (5,)es:} 2t = Wig))-

Mivel minden élre van egy ilyen feltétel, ezért ezen csoportban a feltételek
szama m.

(i) (Vyi) (yi >0 = D {t: i illeszkedik e¢—re} Tt = 1).

Mivel ebben a feltételcsoportban minden ¢ csicsra képeziink egy feltételt,
ezért az (ii) tipusu feltételek szdma megegyezik a csicspontok n szamdval.

(ili) (Vz5) (27 > 0= (s epes;) T = 150)

Az (iii) feltételcsoportban minden péaratlan szamu cstcsbdl all6 U; hal-
mazra képeziink egy feltételt, ezért az ilyen feltételek szdma .

A 3.3.1. példihoz tartozé primdl-dudl feladatpar komplementaritisi
feltételei a kovetkezok:

(i) z1>0= (y1+y2+21+2=2)
T9>0= (y1 +ys+22+23=23)
z3>0= (y2+ys+ 21+ 24 =3)
4 >0= (y2+y+2z+zu=1)
x5 >0= (ys+ys+ 23+ 24 =5)
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(ii) Yy > 0= ($1+$2:1)
Yy >0= (r1+ 23+ 24=1)
y3 > 0= (r3+ 25 =1)
ys > 0= (9 +ax4+z5=1)

(iii) 721> 0= ($1+$3:1)
29>0= (1 +22+24=1)
z3>0:>(x2+x5:1)
24> 0= (3 + x4 +25=1)

A (3.3.2) feladat megoldéséra szolgdlé eljaras alapgondolata a kovetkezd.
Az eljaras soran meghatirozunk egy

(X(U)a (y((]) ’ Z(U)))a (x(l)a (y(l) ’ Z(l)))a R (x(k)a (y(k)a Z(k)))

sorozatot gy, hogy

(1) x® lehetséges megoldasa a (3.3.4) feladatnak, (t =0,...,k),
(2) (y®,z®) lehetséges megoldasa a (3.3.5) feladatnak, (t =0,..., k),

(3) az x és (y®,z")) megoldaspar kielégiti az (i) és (iii) feltételeket,
(t=1,...,k),

(4) az x®) és (y*), 2(F)) megoldaspar kielégit az (ii) feltételcsoport Gsszes
feltételét.

Ha meg tudunk hatarozni egy ilyen megoldaspar sorozatot, akkor x (k)
(3.3.4) lehetséges megoldasa, (y*), z(*) (3.3.5) lehetséges megolddsa, és ezen
két megoldas kielégiti az Osszes komplementaritasi feltételt. Ekkor a 3.3.1.
tétel alapjan x*®) optimélis megoldésa a (3.3.4) feladatnak. Ezek utén véve
az x(®) karakterisztikus vektor 4ltal meghatarozott M(C E) élhalmazt, M
optimalis megolddsa lesz a (3.3.2) feladatnak.

Ezek utdn méar csak az a kérdés, hogy miként tudunk ilyen sorozatot
el6allitani. Erre adott meg egy eljarast 1970-ben J. Edmonds és E. Johnson
[48]. Az Altaluk kidolgozott eljards alkalmazza az alterndlé fa eljardst és az
abbdl kapott eredmények alapjan allitja el6 az egymast koveté megoldaspa-
rokat.

Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy az x®, y(), z(®) vektorokat igy
elkiilonitve sem az eljardsban, sem a tovdbbi példdkban nem hatdrozzuk
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meg. Fzek a vektorok az eljaras soran el6dllnak az x, y, és z vektorvaltozok
aktudlis értékeként. A példakban megadjuk ezen értékeket tablazatokban.

Edmonds és Johnson eljardsa ([48])

Elbkészitd rész

Legyen x = 0 (azaz induljunk az My = () parositassal). Legyen ¢ =

max{wy, : (u,v) € E}, y;=¢/2(i=1,...,n),2=0,(t=1,...,1), r=0,

g.

Iterdcids rész (r. iteracid)

e 1. lépés. (Ellenérzés.) Valasszunk G,-ben egy olyan v nem mesterséges
és M,-re nézve szabad csicsot , amelyre 1, > 0. Ha nincs ilyen csics
Gr-ben, akkor a 7. 1épés kovetkezik. Ellenkezd esetben legyen s = v,
adjuk az s cstucsnak az outer cimkét, és legyen s az aktudlis alterndléd
fa gyokere, majd folytassuk az eljarast a 2. 1épéssel.

2. lépés. Legyen E* mindazon Gy-beli (i,7) élek halmaza, amelyekre
Yi + Y5+ 24 (,5)es) 2t = wij teljesil. (Ha egy e; € E* élet bevonunk
egy parositisba, akkor az (i) feltételcsoport megfeleld feltétele teljesiil.)
Térjiink rd a 3. 1épésre.

3. lépés. Folytassuk az alternald fa eljardst gy, hogy a faépités soran
az E*-beli éleket és az M, parositast hasznaljuk.

Ha az alterndlé fa eljaras M,-re nézve egy P javité utat eredményez,
akkor a 4. 1épés kovetkezik.

Ha az alterndlé fa eljaras magyar fat eredményez, akkor az eljards az
5. lépéssel folytatddik.

Ha az alterndld fa eljaras paratlan élszamu kor megtalaldsaval végzodik,
akkor a 6. 1épés kovetkezik.

4. lépés. (Javité ut.) Javitsuk az M, pérositist a megtalalt P
javitd uttal. A javitott parositdst jelolje M, ;. Ha az M, 1-beli élek
csucspontjai kozott nincs mesterséges csics, akkor legyen x az M, 4
parositas karakterisztikus vektora, G,,1 = G,. Noveljuk r értékét 1-
gyel és térjiink ra a kovetkezd iteracids lépésre.
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e 5. lépés. (Magyar fa.) Legyen

L ={(i,7): (i,4) € E & i egy outer cimkéjii csicsa az alternild
fanak, j pedig cimkétlen },
01 = min {y; +y; — w;;
1 (i,j)611{y1 Y; zg}a
I, ={(i,j) : (i,7) € E & i és j outer cimkéjii csicsai az alterndld
fanak, és egyikdjitk sincs zsugoritott korben },
09 =1/2 min {y; +y,; — w;;
2 / (iJ)eIz{y1 Yj zy}a
Is={k: 1<k <[ & az Uy cstcsait tartalmazé kor zsugoritva lett

egy a* mesterséges csuccsd és a* cimkéje inner },
03 = 1/2min 2,
/ kels ’
Iy ={i: ieV & icimkéje outer },
04 = miny;

€1y

Ha valamelyik minimum a fentiekbdl nem létezik, akkor legyen a meg-
felel6 §; értéke oo. Végiil legyen

0= min{él, (52, 53, 54}
Most valtoztassuk meg az y és z vektorokat a kovetkezOk szerint:

(a) csokkentsiik az y; értékét d-val, ha a ¢ cstcs cimkéje outer,
(b) noveljiik y; értékét d-val, ha a t csics cimkéje inner,

(c) noveljiikk a z; értékét 20-val, ha G.-ben van olyan a* mesterséges
csucs, amely az Uy csiicshalmaz cstcsait tartalmazé kor zsugoritasaval
keletkezett és az alterndlé fa eljardsban outer cimkét kapott.

(d) csokkentsiik z; értékét 24-val, ha G,-ben van olyan a* mesterséges
csucs, amely az Uy csicshalmaz cstcsait tartalmazé kor zsugoritasaval
keletkezett és az alterndlé fa eljardsban inner cimkét kapott.

Ha 6 = 01, akkor az az (i,7) él, amelyik meghatarozta a &1 értékét
bekeriil E*-ba. Igy majd ezt az élet fel lehet hasznélni az alternélé fa
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eljarasban. (Lehet tobb ilyen él is.) Ebben az esetben menjiink a 2.
lépésre, (ahol folytatjuk az aktudlis alterndlé fa épitését).

Ha § = 9, akkor az az (i,j) él, amelyik meghatirozta a &9 értéket
bekeriill E*-ba, és igy fel lehet hasznalni az alternalé fa eljardsban,
ahol majd egy paratlan szamu élbol 4llé kort eredményez. Ebben
az esetben is folytassuk az eljarast a 2. 1épéssel, ahol folytatédik az
alternalo fa épitése.

Ha 6 = 0J3, akkor valamely z; valtozdé 0-va vélik. Kz akkor for-
dul el6, ha az iteraciés 1épés soran, valamikor kordbban egy, az U
csicshalmaz csiucsait tartalmazd kort egy a* mesterséges valtozéva
zsugoritottunk. Vegylk G, a*-ra vonatkozé rekonstrukciéjat, amit
jeloljon G,y 1, tovabba jelolje az M, altal generalt parositast G, i-ben
M, . Ezek utan noveljik r értékét 1-gyel és folytassuk az eljarast a
kovetkez6 iterdcids lépéssel.

Ha § = 44, akkor van olyan outer cimkéjii ¢ csics, hogy y; 0-va
valik. Ekkor az aktudlis alterndlé fa gyokérbdl az i csicsba vezet egy
olyan alterndlé ut, amelyben megegyezik az M,-beli és nem M,-beli
élek szama. M,-b6l hagyjuk el a tekintett itban szerepld éleket és a
maradék élhalmazhoz vegyiik hozzd a javitd dtban szereplé nem M,.-
beli éleket. Az 1j élhalmaz legyen M, 1, tovdbba legyen G,,1 = G,.

Noveljiik r értékét 1-gyel, majd térjink ra a kovetkezd iteraciés lépésre.

6. lépés. (Paratlan élszamu kor.) Noveljitk r értékét 1-gyel. Legyen
C, az alterndlé fa eljarassal taldlt kor. Zsugoritsuk a G,_1 grafot a
C, korrel, legyen a C,-nek megfeleld mesterséges valtozé a*. Jelolje a
zsugoritott grafot G, és legyen M, az M,_; parositas altal indukalt
parositas Gr-ben. Vegyiik az aktudlis alterndlé fa s gyokerének G,-beli
képét, ami s, ha az s csics nem csiucsa a C, kornek, és a* kiillonben.
Jelolje ezt a csicsot s. Adjuk az s csiicsnak az outer cimkét és legyen
s az aktudlis alterndlé fa gyokere, majd folytassuk az eljarist a 2.
lépéssel.

7. lépés. Ha nincs mesterséges csics G.-ben, akkor vége az eljardasnak,
M, maximadlis stulyd parositdsa G-nek. Ellenkez6 esetben vegyiik G,-
ben azt az a* mesterséges csicsot, amely az eljards sordn utolsdként
lett zsugoritassal kialakitva. Jelolje G._1 G, a*-ra vonatkoz6 rekon-
strukcigjat. Legyen M, | az M, &ltal generdlt parositds G, i-ben.
Csokkentsiik r értékét 1-gyel és ismételjitk a 7. 1épést.
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Az eljaras demonstralasira tekintsiik a kovetkezé feladatot.

3.3.2. példa. ([54]) Legyen G = ({1,...,6}, E), ahol E = {(1,4),(2,3),
(2,4),(2,5),(4,5),(5,6)}, az élek az adott felsorolds szerint vannak sorszi-
mozva, és wy = 5,we = 4,w3 = 6,wy = 5, w5 = 5, wg = 3. A tekintett
halézat grafikus reprezentacidjat mutatja a 3.3.2. dbra.

le

2

4

e3

®6

3.3.2. dbra. A 3.3.2. példa hilézatdnak grafikus reprezentacidja.

A 3.3.2. feladatot leiré primél feladat szimplex tdblazata a kovetkezd:

1 T2 T3 T4 T5 T

| 1 0 O 0 0 0 |1
ya| O 1 1 1 0 0 |1
ys| O 1 0 0 0 0 |1
ye | 1 0 1 0 1 0 |1
ys | 0 0 0 1 1 1 |1
ye | O 0 0 0 0 1 |1
Al | | ni
o | :
z14] O 0 1 1 1 0 |ny
E| | :
226 | nge

| 5 4 6 5 5 3 |

Osszesen 26 darab z valtozénk van. Egy kivételével ezek mindegyike 0
értékil lesz az eljards soran. Az egy kivétel a zy4 valtozd, amely az Uy =

{2,4,5} cstucshalmazhoz tartozik.
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Mivel az eljards sordan az x vektorvaltozo aktudlis értéke mindig egy
parositas karakterisztikus vektora, ezért ez a vektor lehetséges megoldasa a
primal feladatnak. Tehat nem kell a primdl feladat feltételeinek tejesiilését
vizsgalni.

A dudlis feladat feltételei a kovetkezbk:

Yi +Yj + Xie: g)esi 2 = Wig, ((4,9) € E)
yi>0,(i=1,....n) z>0,(t=1,...,1)
Az=06sy;=c/2,(j =1,...,n) értékaddssal a z és y vektorvaltozdk
kezdé értéke a dudlis feladat egy lehetséges megoldasa. Az eljaras sordn z és
y értékét ugy valtoztatjuk, hogy az 1j vektorpar is lehetséges megoldasa
legyen a dudlis feladatnak. Kovetkezésképpen, nem kell a dudl feladat
feltételeinek tejesiilését vizsgalni.

A komplementaritasi feltételek az alabbiak.

(i) (Vet = (Z,j) € E—re) (ZBt >0= y; + Y; + Z{t: (4,5)E€Ss} At = wm).
(11) (Vyi) (i > 0= Z{t: i illeszkedik e;—re} Tt = 1).
(i) (Vz;) (25 > 0 = X g1 ees,) Tt = 1j-)

Vegyiik észre, hogy az eljirdsban mindig az E* halmazbdl valasztunk
élet, igy ha egy x4t 1-nek valasztunk, akkor e; sziikségképpen E*-beli él, de
akkor teljesiti az (i) csoport megfelel$ feltételét. Kovetkezésképpen az (i)
alatti feltételeket kielégitik az eljarassal eldallitott vektorok.

Mivel az eljaras sordn csak egyetlen z valtozonak, a z14-nek lesz 0-t6l
kiilonboz6 értéke, ezért az (iii) csoport minden feltétele teljesiil egyetlen
kivétellel, a z14-re vonatkozé feltétellel.

A fentiekbdl az kovetkezik, hogy a tekintett példiban az eljarassal el64lli-
tott vektorokra csak az alabbi feltételek teljesiilését kell ellenérizni:

214 >0= 23+ x4+ 25 =1,
y1 > 0=z =1,
Yo > 0= 9+ 13+ x4 = 1,
ys > 0= 29 =1,
ys > 0= z1 + 3+ 25 = 1,
ys > 0= x4+ 5 + 26 = 1,
yg > 0= g = 1.

Az el6késziiletek utdn oldjuk meg Edmonds és Johnson eljardsaval a
3.3.2. példdban megadott feladatot. Az x,y,z vektorvaltozoknak az eljaras
soran kapott értékeit a 3.3.1. tablazatban adjuk meg.
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Eljarés.

El6készit6 rész. x =0, My =0, 9, =3, (1=1,...,6),2=0, Gy =G, r =0.

Iteracids rész. (0-adik iteracid.)

1. 1épés. A 4 csicsot vialasztjuk. Az alterndlé fa egyetlen csicsbol, a 4

csucsbdl all, amely outer cimkét kapott.

2. lépés. E* = {(2,4)}.
3. 1épés. A 4 gyokérbél inditva a faépitd eljardst, az a (2,4) javité utat

eredményezi.

4. 1épés. (Javité ut.) My ={(2,4)}, 23=1,G1 =Gy, r=r+1=1, és

a kovetkezd iteracids 1épés kovetkezik.

Iterdcids rész. (1. iterdcid.)

1.

Iépés.

lépés.
. 1épés.

. 1épés.

1épés.
1épés.

16pés.

Az 5 csicsot valasztjuk. Az alterndld fa ebbdl az egyetlen
csucsbdl all, amelynek outer cimkéje van.

B = {(2,4)}.

Az 5 gyokérbdl inditva a faépitd eljarast, az magyar fat szol-
galtat.

(Magyar fa.) I; = {(2,5),(4,5),(5,6)}, 01 =1, I = 0, d9 = oo,
I3 = @, (53 = 00, I4 = {5}, (54 = 3, o= min{51,52,53,64} =1.
Most az (a) szabdly szerint kell megvaltoztatni y-t, konkrétan
Y5 értékét kell csokkenteni 1-gyel. (A valtozok 1j értékeit a
3.3.1. tablazat harmadik sordban adtuk meg.)

E* ={(2,4),(2,5),(4,5)}.

Az indul6 fa az 5 csicsbdl all, amelynek outer cimkéje van. A
faépités soran E*-bdl a (2,5) élet valasztva, a 2 cstics inner
cimkét és a 4 csics outer cimkét kap, és a (2,5), (2,4) élek igen
cimkét kapnak E*-ban. Ezek utdn a (4, 5) él kot ossze két outer
cimkéjii csicsot, igy a faépités paratlan élszamu kort eredményez.
(Paratlan élszdmu kor.) Legyen r = r + 1(= 2), C2 = {(2,4),
(2,5),(4,5)}. Zsugoritsuk Gi-et a Co korrel, legyen a Co kornek
megfelel6 mesterséges csics a*, és G1 zsugoritdsa Go. Tovabba
legyen az M, altal indukdlt parositds Go-ben My, most My = ().
Az aktudlis alterndlé fa gyokere legyen a* outer cimkével.

(A Gy zsugoritast mutatja a 3.3.3. dbra.)
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® 6

3.8.8. dbra. A 3.3.2. példa halézatsnak a Co korrel valé zsugoritasa.

2. lépés. E* = {(2,4),(2,5), (4,5)}.

3. 1épés. Az a* gyokérbdl inditva az alterndlé fa eljarast, az magyar fat
eredményez.

5. 1épés. (Magyar fa.) A fa egyetlen outer cimkéjii csticsbdl all, mégpedig
a*-bol. A valtozdk értékének megvaltoztatisakor a mesterséges
csucsba zsugoritott csticsokhoz ugyanazt a cimkét rendeljiik,
mint a mesterséges cstucshoz. igy esetiinkben a 2, 4, 5 csticsokhoz
outer cimkét rendeliink. Most I = {(1,4),(2,3),(5,6)}, 61 =1,
12:0, 52:OO,I3Z®, (53200, 142{2,4,5}, (54:2,és5:1.
Az (a) szabdlynak megfeleléen csokkentsiik az o, y4, y5 valtozdk
értékét 1-gyel, majd a (c) szabdly szerint noveljiik z14 értékét
26-val, azaz 2-vel. A valtozdk 1j értékei a 3.3.1. tablazat 6t0-
dik sordban taldlhatdk.

2. lépés. E* ={(1,4),(2,4),(2,5),(4,5)}.

3. 1épés. A fa gyokere az a* cstics outer cimkével. Véve az (1,a*)14 élet,
javité utat kapunk.

4. 1épés. (Javité at.) Legyen M3 = {(1,a*)14}. Gz =Go, r =1+ 1.

Iterdcids rész. (3. iteracio.)

1. 16pés. A 3 csticsot valasztjuk. Az alterndld fa a 3 csicspontbdl 4ll,
amelynek cimkéje outer.

2. lépés. B* = {(1,4),(2,4),(2,5), (4,5)}.

3. 1épés. Az alternild fa eljaras magyar fit eredményez.

5. 1épés. (Magyar fa.) A fa csak a 3 csticsot tartalmazza outer cimkével.
fgy az a* mesterséges csucsnak nincs cimkéje, ami azt eredményezi,
hogy a 2,4, 5 csiicsoknak nincs cimkéje. Ekkor I; = {(2,3)},
61:17 12207 6220071320)353:001 142{3}7 64:31
d = min{dy, d2,03,d4} = 1. Most csak az (a) szabdlyt kell alkal-
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maznunk, azaz az ys viltozd értékét kell csokkenteni 1-gyel. A
valtozdk 1j értékei a 3.3.1. tablidzat hetedik sordban talalhatdk.

2. 1épés. E* ={(1,4),(2,3),(2,4),(2,5),(4,5)}.
3. 1épés. A fa gyokere a 3 cstics. A (3,a*)93 élet valasztva, a*

inner cimkét kap, és az 1 csucs outer cimkét kap, tovibba a
(2,3) és (1,4) élek cimkét kapnak E*-ban. Ezzel a faépités
befejez6dik, magyar fat eredményez.

5. 1épés. (Magyar fa.) Mivel most a*-nak inner cimkéje van, ezért a

2,4,5 csticsok mindegyikének szintén inner cimkéje van. Ekkor
1120)51:00, IQZQ), (52200, 13:{14}, (532214/2:1,

I, ={1,3}, 04 = 2. Ekkor 6 = 1. Az (a) szabdly szerint csok-
kentjitk az y; és y3 valtozdk értékeit 1-gyel; (b) alapjin néveljitk
Y2, Y4, ys értékét 1-gyel, majd (d)-nek megfeleléen csokkentjiik
z14 értékét 2-vel. (A valtozok aktudlis értékeit a 3.3.1. tédblizat
nyolcadik sora tartalmazza.) Mivel a d = J3 esetet kaptuk, ezért
vegylk Gs a*-ra vonatkozé rekonstrukcidjat, amit jeloljon Gy.
(G4 megegyezik a 3.3.2. dbrdn megadott eredeti hilézattal.)
Tovabba képezni kell az M3 = {(1,a*)14} altal generdlt My =
{(1,4),(2,5)} parositist Gs-ben. Ezt kovetSen noveljiik r értékét
1-gyel és folytassuk az eljardst a kovtkezo iterdcios lépéssel. (A
valtozok aktualis értékeit a 3.3.1. tablazat kilencedik sora tar-
talmazza.)

Iterdcids rész. (4. iterdcid.)

1.
2.
3.

16pés

16pés.
16pés.

1épés.

1épés.
1épés.

. 1épés.

. A 6 csicsot valasztjuk.

E* =1{(1,4),(2,3),(2,4),(2,5),(4,5)}.

A 6 gyokérbdl csak az egyelemii fat tudjuk felépiteni, azaz
magyar fit kapunk.

(Magyar fa.) I = {(5,6)}, 01 =2, I =0, d2 = o0, I3 =),

d3 = 00, Iy = {6}, 04 = 3. Akkor 0 = d2 = 2, és (a) szerint
csokkentjitk yg értékét 2-vel. (Az 1ij értékek a 3.3.1. tablazat
tizedik soraban talalhatok.)

B* = {(1,4),(2,3), (2,4), (2,5, (4,5), (5,6)}.

Folytatjuk az alterndlé fa épitését a 6 gyokérbol. Az E*-bodl
az (5,6) és (2,5) éleket vilasztjuk, az 5 csics inner, a 2 csics
outer cimkét kap, a tekintett két él pedig igen cimkével lesz
ellitva E*-ban. Majd a (2, 3) élet vélasztva, a (2, 3), (2,5), (5, 6)
élekbdl 4ll6 javité utat kapjuk.

(Javité 1t.) Legyen Ms = {(1,4),(2,3),(5,6)}, véltoztassuk
T1, %9, xe értékét 1-re és x4 értékét O-ra. Legyen Gs = G4.
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Noveljik r értékét 1-gyel és térjunk ra a kovetkezd iteraciora.
Iteracios rész. (5. iterdcid.)
1. lépés. Nincs Ms-re nézve szabad csics Gs-ben.

7. 1épés. Nincs mesterséges csics Gs-ben, ezért vége az eljardsnak, Ms
egy maximdlis silyd parositisa G-nek.

T T1 T2 XT3 T4 Ty Te Y1 Y2 Y3 Ya Y5 Ys 214
inield. 0 0 O O O O O 3 3 3 3 3 3 O
javeit 1. 0 0 1 0 O O 3 3 3 3 3 3 O
magyarfa 1 0 0 1 0 0 0 3 3 3 3 2 3 0
zsugoritas 2 0 0 1 0 0 0 3 3 3 3 2 3 0
magyar fa 2 0 0 1 0 0 0 3 2 3 2 1 3 2
javeit 3 0 0 1 O O O 3 2 3 2 1 3 2
magyarfa 3 0 0 1 o o o 3 2 2 2 1 3 2
magyarfad 0 0 1 o o o0 2 3 1 3 2 3 O
rekonstr. 4 1 0 0 1 0 o0 2 3 1 3 2 3 0
magyar fa 4 1 0 0 1 0 o0 2 3 1 3 2 1 0
jav. it 5 1 i1 0o o0 o 1 2 3 1 3 2 1 O

8.3.1. tdbldzat. Az eljaras alatt a valtozdk értékei.

A fejezet befejezéseként megoldunk két olyan parositdsi feladatot, ame-
lyek az alfejezet cimében szerepelnek, azaz minimélis sulyu teljes parositast
keresiink tetszOleges grafban. A két demonstriciés példa koziil az elsérél
kideriil majd, hogy nincs lehetséges megoldasa, a masodik példara pedig
meghatdrozzuk annak egy minimalis stily1 teljes parositdsat. A tovabbiakban
csak olyan feladatokat vizsgalunk, amelyekre |V| = 2n.

3.3.3. példa Legyen G = ({1,...,6}, FE), ahol E = {(1,2),(2,3),(2,4),
(2,5),(4,5),(5,6)}. Sorszdmozzuk az éleket felsoroldsuk sorrendjében, és
legyenek az élek stlyai ebben a sorrendben 1,2,3,2,1,2. Hatarozzuk meg
a hélézat egy minimélis silyu teljes parositasat! (A halézat grafikus repre-
zentacifjat adja meg a 3.3.4. 4bra.)
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8.8.4. dbra. A 3.3.3. példa halézatdnak grafikus reprezentacidja.

A 3.3.1. segédtétel el6készitésének megfeleléen, legyen W a stlyok osszege
plusz 1, azaz W = 12, és minden (7,j) € E-re legyen wéj =W —w;. A
3.3.1. segédtétel szerint, ha tekintjik azt az 1j halézatot, amelynek grafja
G és stilyai a w;; ((4,]) € E) értékek,

(1) akkor az 1ij hélézatban kell keresni egy maximali stlyti My parositast,

(2) ha My silya nem kisebb, mint (n — 1)WW + 1 = 25, akkor Mj egy
optimélis megoldasa a 3.3.3. példiban megadott feladatnak,

(3) ha M stlya kisebb, mint 25, akkor a 3.3.3. példidban megadott fela-
datnak nincs lehetséges megolddsa (nincs G-ben teljes parositas).

Kovetkezésképpen, ha az 1j hélézatra alkalmazzuk az Edmonds és John-
son féle eljarast, akkor az azzal kapott optimadlis megoldas segitségével meg
tudjuk oldani a 3.3.3. példaban kitiizott parositasi feladatot.

Annak érdekében, hogy az eljards konnyebben kévethetd legyen, a 3.3.5.
abran megadjuk az j hilézat grafikus reprezentaciéjat, tovabba az eljaras
végrehajtasanak részletes leirdsat. Ezen kiviil a 3.3.2. tablazatban megad-
juk, hogy miként viltoznak a valtozdk értékei az eljaras végrehajtasa soran.
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3.8.5. dbra. A 3.3.3. példa hél6zatdhoz készitett 1j halézat grafikus reprezenticidja.

Eljéras.
El6készitd rész. x =0, My =0, y; =11/2,2=0,Gy =G, r = 0.
Iteracids rész. (0-adik iteracid.)
1. 1épés. Az 1 csucsot valasztjuk, ez a fa gyokere outer cimkével.
2. lépés. E* ={(1,2),(4,5)}.
3. 1épés. A faépitd eljards az (1,2) javitd utat eredményezi.
4. 1épés. (Javité ut.) My ={(1,2)}, 21 =1,G1 =Go,r=r+1=1,ésa
kovetkez6 iteraciés 1épés kovetkezik.
Iterdciés rész. (1. iterdcio.)
1. 1épés. A 4 csucsot valasztjuk, ez a fa gyokere outer cimkével.
2. 1épés. E*{(1,2),(4,5)},
3. Iépés. A faépitd eljards a (4,5) javito utat eredményezi.
4. lépéS. (Javité ﬁt) M2 = {(1,2), (4, 5)}, Iy = 1, g2 = gl,
r=r-+1=2, és a kovetkez0 itericios 1épés kovetkezik.

Tterdcios rész. (2. iteracio.)
1. 16pés. A 3 csticsot valasztjuk, ez a fa gyokere outer cimkével.
2. 1épés. E* ={(1,2),(4,5)},
3. 1épés. A faépitd eljards a {3} magyar fit eredményezi.
5. 1épés. (Magyar fa.) I = {(2,3)}, 01 =1, I, =0, d3 = o0, I3 =0,
d3 = oo, Iy = {3}, 4 = 11/2. Ekkor § = 6; = 1, y3 értékét
csokkentjitk 1-gyel.
. 1épés. E* ={(1,2),(4,5),(2,3)}.
3. Iépés. A faépitd eljards a (2,3), (1,2) élekbdl allé magyar fat adja.
9. lépéS. (Magyar fa.) Il = @, (51 = 00, IQ = 0, (52 = 00, I3 = 0, 53 = 00,
Iy ={1,3}, 04 = 9/2. Ekkor 6 = d4 = 9/2, csokkentsiik y; és y3
értékeit 9/2-vel, noveljiik y, értékét 9/2-vel. Mivel § = d4, de

N
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az alterndlé fa gyokere 3 és y3 értéke valik 0-va, ezért x-et
nem valtoztatjuk. G3 = Go, M3 = Mo, r =7+ 1 =3, és a
kovetkez6 iterdcids 1épés kovetkezik.
Iteracids rész. (3. iterdcio.)
1. 1épés. A 6 csucsot valasztjuk, ez a fa gyokere outer cimkével.
2. épés. E* ={(1,2),(2,3),(4,5)}.
3. 1épés. A faépité eljards a {6} magyar fit eredményezi.
5. 1épés. (Magyar fa.) I, = {(5,6)}, 01 =1, I =0, d9 = o0, I3 = (),
53 = 00, Iy = {6}, 64 = 11/2. § = 6, = 1. Csokkentjiik e
értékét 1-gyel.
2. lépés. B* = {(1,2),(2,3), (4,5), (5,6)}.
lépés. A faépité eljaras az (5,6),(4,5) élekbdl 4116 magyar fat adja.
5. 1épés. (Magyar fa.) Iy = {(2,4)}, 01 = 13/2, I = 0, d9 = o0, I3 = 0,
d3 = o0, Iy = {4,6}, 64 = 9/2. 6 = d4 = 9/2. Csokkentsiik y,
és yg értékeit 9/2-vel, és noveljiik ys értékét 9/2-vel. Most
bar § = d4, nem valtoztatjuk x-et. G4 = G3, My = M3,
r=r+1=4.

w

Iterdcids rész. (4. iterdcid.)
1. 1épés. Nincs olyan My-re nézve szabad 4 csics, amelyre y; > 0 teljestl.
Tehdt vége az eljardsnak az My = {(1,2), (4,5)} pdrositas egy
maximalis silyt parositiasa a tekintett parositasi feladatnak.

T T1 T2 T3 T4 Ts Te Y1 Y2 Ys Y4 Ys Ys Z
micial. 0 0 0 0 o0 o0 o 4 L1 L U L U g
javat 11 0 0 o0 o o H 2 L4 1l L 9
javate 2 10 0 o0 1 o H 2 L4 L 1 9
magyar fa 2 1 0 0 0 1 0 12—1 12—1 % 12—1 12—1 % 0
magyara3d 1 0 0 0 1 0 1 10 0 4 4 11 0
magyara3 1 0 0 0 1 0 1 10 0 4 4 2 0
magyarfad 1 0 0 O 1 0 1 10 0 1 10 0 O

3.3.2. tabldzat. A véltozdk értékei az eljdrds soran.

A fenti tablazat utolsé sordban megadott vektorokrdl egyszeriien ellend-
rizhetd, hogy olyan primél-dudl megoldaspar, amelyik kielégiti a komple-
mentaritasi feltételeket.

Most visszatérve a 3.3.3. feladat megolddsara, a feladathoz konstrualt,
maximadlis silyt parositast keres6 parositasi feladat optimuma 22, ami kisebb,
mint 25, igy a 3.3.1. segédtétel szerint a 3.3.3. feladatnak nincsen lehetséges
megoldasa (teljes parositdsa).
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Utolsé példankban minimalis silyu teljes parositast keresiink, és meg is
hatarozunk egy ilyen parositast.

3.3.4. példa. Legyen G = ({1,...,8}, E), ahol E = {(1,3),(2,3),(2,4),
(3,4),(3,5),(3,6),(4,6),(5,6),(5,7),(6,7),(6,8),(7,8)}. G élei az adott fel-
sorolas szerint vannak sorszamozva, és a sorszamozas szerint a sulyaik rend-
re: 2,1,3,2,2, 2,3, 1,4, 4, 1, 2. Hatdrozzuk meg G egy minimélis silyu
teljes parositasat! (A példa halézatanak grafikus reprezenticidjat a 3.3.6.
abran adtuk meg.)

3.3.6. dbra. A 3.3.4. példa héilézatdnak grafikus reprezenticidja.

" _on

Az el6z6ekben alkalmazott eljarast kovetve, W = 28, és az élek sulyai az
1j halézatban rendre: 26, 27, 25, 26, 26, 26, 25, 27, 24, 24, 27, 26. (A 3.3.7.
abra adja meg az \j halézat grafikus reprezentécidjat.)

26

;

26

5

24

le 7
27 26 26 27 24 26
25 25 27
e ® 8
2 4 (§

3.8.7. dbra. A 3.3.4. példa hél6zatdhoz készitett 1j halézat grafikus reprezenticidja.

Az 14j halézatban maximalis sulyu parositast kell keresniink az Edmonds

és Johnson féle eljardssal.
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Eljarés.

El6készitd rész. x =0, My =0, y; =27/2,2=0, Go =G, r = 0.

Iteracios rész. (0-adik iteracio.)

1.

2
3.
S

bad

Iépés.
. 1épés.
lépés.
. 1épés.

1épés.
1épés.
lépés.

Az 1 csucsot valasztjuk, ez a fa gyokere outer cimkével.
E*=1{(2,3),(5,6),(6,8)}.

A faépité eljards az {1} magyar fit eredményezi.

(Magyar fa.) I, = {(1,3)}, 01 =1, I, =0, d = o0, I3 = 0,

3 = o0, Iy = {1}, 6, = 27/2. Tgy 6 = 61 =1, és y, értékét
csokkentjilk 1-gyel.

E* = {(la 3):(2,3), (5,6), (6, 8)}

A faépitd eljaras az (1,3) javité utat adja.

(Javito ut.) My ={(1,3)}, z1=1,G1 =Gy, r=r+1=1,ésa
kovetkez6 iteracids 1épés kovetkezik.

Iterdcids rész. (1. iterdcid.)

1.
2.
3.
d.

b

1épés.
1épés.
1épés.
1épés.

16pés.

1épés
1épés

Viélasszuk a 2 csticsot, ez a fa gyokere outer cimkével.
E*=1{(1,3),(2,3),(5,6),(6,8)}.

A faépit6 eljards a (2, 3), (1, 3) élekbdl 4116 magyar fat eredményezi.
(Magyar fa.) Iy = {(2,4)}, 01 =2, I =0, d2 = 00, I3 =),

b3 = o0, I = {1,2}, 6, = 27/2. Igy 6 = 6, = 2, y1 és yy értékeit
csokkentjiik 2-vel, és y3 értékét noveljitk 2-vel.

E* ={(1,3),(2,3),(2,4),(5,6),(6,8)}.

. A faépit6 eljaras a (2,4) javité utat adja.

. (Javité ﬁt) M2 = {(1,3), (2,4)}, Ir3 — 1, g2 = g(),
r=r+1=2,és a kovetkezd iterdciés 1épés kovetkezik.

Iterdcids rész. (2. iterdcid.)

1.
2.
3.
4.

1épés
1épés
1épés
1épés

. Valasszuk az 5 csiicsot, ez a fa gyokere outer cimkével.

- BT =1{(1,3),(2,3),(2,4),(5,6),(6,8)}.

. A faépité eljards az (5,6) javité utat adja.

: (Ja‘Vité ﬁt) M3 = {(153)5 (254)5 (556)}5 rg = 17 g3 = gOa
r=r+1=23, és a kovetkez6 iteracids 1épés kovetkezik.

Iteracids rész. (3. iterdcio.)

1. 1épés. Valasszuk a 7 csicsot, ez a fa gyokere outer cimkével.

2. lépés. B* = {(1,3),(2,3), (2,4),(5,6), (6,8)}.

3. 1épés. A faépit eljards a {7} magyar fit adja.

5. 1épés. (Ma‘gya‘r fa‘) L = {((57 7)7 (67 7)7 (77 8)}7 =1 I = @, dg = o0,
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Iy =0, 65 =00, Iy = {7}, 04 = 27/2. Igy 6 = 6, = 1, y7 értékét
csokkentjitk 1-gyel.

2. lépés. B ={(1,3),(2,3),(2,4), (5,6), (6,8), (7,8)}.

3. Iépés. A faépito eljards a (7,8) javito utat adja.

4. 1épés. (Javité at.) My = {(1,3),(2,4),(5,6),(7,8)}, z12 = 1, G4 = Go,
r=r+1=4, és a kovetkezd iteraciés 1épés kovetkezik.

Iteracios rész. (4. iterdcio.)

1. 1épés. Nincs My-re nézve szabad cstcs G4-ben, ezért vége az eljarasnak,
az M, pérositds maximadlis silyu parositasa a tekintett feladatak.

A valtozok aktudlis értékei: z1 = 3 = g = x12 = 1, £y = 0 a t6bbi
indexre, z = 0, y; = 21/2, yo = 23/2, y3 = 31/2, y; = 25/2 és y, = 27/2 a
kimaradd indexekre.

Most a kritikus komplementaritasi feltételek ((ii) feltételcsoport) a kovet-
kezdk:

yp > 0= (£II1 = ].)
yo > 0= (z2 +x3=1)
Y3 >0 = (z1 + T2+ 24 + 25+ 26 = 1)
ys >0 = (z3+ x4+ 27 =1)
ys >0 = (£II5+£L'8+£L'9 = 1)
Y6 > 0 = (w6 + x7 + 23 + w10 + 711 = 1)
Y7 >0 = (5139+£L‘10+£L‘12 = 1)
yg > 0 = ($11+ZE12 = 1)

Egyszertien ellenérizheté, hogy az adott x-re a jobboldali egyenletek

mindegyike teljestil.

Most visszatérve a kiindulési 3.3.4. példéara, az eljarassal meghatarozott
My pérositéds silya 104. Masrészt W = 28, és igy (n — 1)W +1 = 85 kisebb,
mint a kapott 104 optimumérték. Ekkor a 3.3.1. segédtétel alapjan az My
parositas egy minimalis silyu teljes parositdsa a 3.3.4. példa halézatanak.
M, silya a kiindulési példaban: 8.

A fejezet befejezéseként megemlitjiik, hogy a kutaték a megismert két
algoritmus kiilonb6z6 véltoztatasaival, médositasaival, fejlesztéseivel, olyan
1j algoritmusokat dolgoztak ki, amelyek hatékonyabbak, mint az altalunk
bemutatott eljardsok. A teljesség igénye nélkiil ilyen jellegii eredményeket
tartalmaznak a kovetkezé munkdk: [64], [104], [122], [141], [179].
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4. Legrovidebb utak halézatokban

A jelen fejezetben feltételezziik, hogy a hilézattal egy ithalézatot adunk
meg, és az élekhez rendelt silyok rendre az illeté tutszakasz hosszat adjdk
meg. Ekkor gyakorlati szempontbdl is igen fontos probléma a halézat egy
eloirt kiinduldsi pontjabdl egy elbirt végpontba vezetd, legrévidebb utjanak
a meghatdrozasa. A fenti problémat szokasos a legrovidebb 1t problémdjanak
nevezni.

Megjegyezziik, hogy az tithdlézat nem okvetlen alkot irdnyitatlan grafot,
példéul gondoljunk arra, hogy valamely dtszakaszon féliutlezaras miatt csak
az egyik irdnyban lehet kozlekedni, vagy elterelés miatt i-b6l j-be hosszabb
az ut, mint j-bol i-be. A felsoroltak miatt a jelen fejezetben grifon mindig
irdnyitott grafot értink.

A tovabbiakban az egyszeriibb targyalds érdekében rendre feltételezziik,
hogy a tekintett halézat csicspontjai az 1,...,n természetes szamok, és a
kiinduldsi cstics 1, tovdbba a végpont n. A hilézat matrix-reprezentdcidjat
ugy definialjuk, hogy W = 400, azaz a nem létezd élekhez a +oc mennyisé-
get rendeljiikk. Ez gyakorlatilag egy nagy gépi szamnak tekinthetd, melyrol
feltételezziik, hogy valamilyen konstanst hozzdadva vagy kivonva beléle ez
a mennyiség nem valtozik.

A probléma megolddsara kiillonboz6 hatékonysigu eljardsok kertiltek ki-
dolgozésra attdl fuggden, hogy a hilézat milyen tulajdonsdgokkal rendel-
kezik. A tovabbiakban az aldbbi tulajdonsigok mellett fogunk megadni
eljarasokat.

(1) A héalézat nem tartalmaz negativ hosszusiagu kort.
(2) A hélézatban minden élhossz pozitiv.

(3) A hélézat nem tartalmaz kort.

Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy az altalunk megadasra keriil6 elja-
rasokon kiviil még szdmos tovabbi eljards is van, rdadasul mas jellegii, a
legrovidebb utakhoz kapcsol6dd problémak is a vizsgalatok targyat képezik.
A téma irdnt érdekl6déknek ajanljuk a [42], [54], [66], [122] munkékat.
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Az (1) feltétel mellett egymastdl fiiggetleniil R. E. Bellman [18] és L. R.
Ford [57] dolgozta ki az aldbbi iterdcids eljarast, amely fokozatos kizelités
mddszere néven ismeretes.

Fokozatos kozelités médszere ([18], [57])

Elbkészitd rész

Legyen ugl) = 0, ug.l) = dyj, 7 = 2,...,n, tovdbba adjuk r-nek az 1

értéket.
Iterdcios rész (r-edik iterdcid)

(n—1)

o 1. lépés. Har =n — 1, akkor vége az eljarasnak, u, az 1 csicsbdl
a j csucsba vezet6 legrovidebb 1t hossza. Ha r < n — 1, akkor térjunk
ra a 2. 1épésre.

o 2. lépés. Rendre szamitsuk ki az ugrﬂ), 7 = 1,....n értékeket a
kovetkezSk szerint:

ugr—i—l)

— i d (M) s ()
= min{w; ', min{u, ’ + dg;}}.
{ j k;é]{ k ]}}
Noveljiik r értékét 1-gyel és folytassuk az eljardst a kovetkezo iterdcids
lépéssel.

Az eljaras helyességének igazoliasdhoz m szerinti teljes indukcidval bizo-

nyitjuk, hogy ugm) az 1 cstucsbdl a j csticsba vezetd, legfeljebb m élet tartal-
maz6 utak kozil a legrovidebb 1t hossza.

(1)

Ha m = 1, akkor az &llitds nyilvanvaldan igaz az u; ' j o= 1,...,m
értékek definicigjabdl. Ezek utan legyen 1 < m < n — 1 és tegyiik fel, hogy
az allitds teljesiil m-re. Legyen j € {1,...,n} tetszileges.

Tekintsiik az 1 csiicsbdl a j csticsba vezetd, legfeljebb m+-1 élet tartalma-
z6 utakat, ahol figyelembe vessziik az olyan utakat is, amelyek nemlétezd
éleket tartalmaznak, az ilyen utak hossza +oo. Mivel véges sok ilyen 1t
l1étezik, ezért ezek kozott vannak legkisebb hosszisaguak. Legyen egy legki-
sebb hosszisagu, legfeljebb m + 1 élet tartalmazé utban a j csics Gse .
Akkor az indukcids feltevés alapjan ezen Ut hossza ul(m) + dyj. Masrészt



93

ugmﬂ) = min{ugm), I]ggl{u,(cm) +dij}} < ugm) + dy;.

Most vegylik észre, hogy a fenti egyenlGtlenségben az egyenlOségnek kell
teljesiilnie, mivel ellenkezd esetben az indukciés feltevés alapjan azt kap-
nank, hogy létezik az ul(m) + dj; hosszndl rovidebb, legfeljebb m + 1 élet
tartalmazé 1-b6l j-be vezetd 1t, ami ellentmond annak, hogy a tekintett
ut egy legrovidebb dt. Tehdt, az 1-bol j-be vezetd, legfeljebb m + 1 élet
tartalmazé utak koziil a legrovidebbek hossza ug-mH).

Mivel barmely 1-b6l j-be vezet6 1t legfeljebb n — 1 élet tartalmazhat,
ugyanis az Ut definicidjaban kikotottiik, hogy az dltala meghatarozott csics-
sorozat paronként kiillonboz6 csucsokat tartalmaz, ezért a bizonyitott allitds

alapjan ugn_l) az ilyen utak koziil a minimdlis hossztsaginak a hosszat adja
meg. (Specidlisan, ha ug-nfl) = +o00, akkor ez azt jelenti, hogy a grifban

nem létezik az 1-bol j-be vezet6 ut, vagy masképp fogalmazva minden ilyen
it tartalmaz legaldbb egy nemlétez§ élet, amihez a +oo-t rendeltiik.) Ezzel
az eljaras helyességét igazoltuk.

A legrovidebb 1t hosszdnak ismeretében konnyen meghatdrozhaté a hals-
zatban egy ilyen hosszisigi Ut a tekintett cstcsbdl visszafelé haladva, és

minden Iépésben olyan élet vélasztva, hogy az aktualis élre ul™ ) + dy; =

(m)

Uy

teljesiiljon.

Az eljarassal kapcsolatban érdemes megemliteni, hogy a kezd&pontbdl
a végpontba vezeté utak koziil a legrovidebb hossziisdgi utak hosszanak
meghatarozasahoz szitkséges a kezdOpontbdl a haldzat minden egyes pontja-
ba vezetd utakra a legrovidebb utak hosszat is meghatarozni. Ez a jelenség
altaldnos, a tovabbi eljardsokban is ezt fogjuk majd tapasztalni.

Az u{™ értékek definici6jabél nyilvanvalo, hogy amennyiben az eljdrds

soran ugm_l) = ugm), 7 = 1,...,n teljesiil, akkor ezen értékek a tovabbi

iterdcidk sordan nem valtoznak, azaz megkapjuk a legrovidebb utak hosszat.

Végiil megemlitjitk, hogy egyszeriien belathatd, miszerint a fokozatos
kozelités médszerének miiveletigénye O(n?).

Az eljarast a kovetkezé példdn illusztraljuk.

4.1. példa. Tekintsiik azt a halézatot, amelynek csucspontjai: V =
{1,2,...,7}, tovdbb4 élei és az élek hosszai a kovetkezd matrix-reprezenta-
ciéval vannak megadva, ahol a 4+oc-t egyszeriien oo-nel jeloltiik. A hédldzat
grafikus reprezentacidjat a 4.1. dbra tartalmazza.
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Az eljards manudlis végrehajtasidhoz praktikus a (d;;) mdtrixot és az

u{™ értékekbsl 416 métrixot egyméas mellett szerepeltetni, mivel u{" ")

J
kiszamitasahoz az u(™ k # j, értékekre van sziikség, amelyek a megeldzd

sorban helyezkednek el, valamint a dj;, k € {1,...,n} \ {j} értékekre, ame-
lyek a (d;;) matrix j-edik oszlopaban taldlhaték.

A fenti példaban az 1 csiicsbdl a 7 cstcsba vezetd, legrovidebb it hossza
7. Ennek alapjan egy legrovidebb utat a kovetkezdképpen hatirozhatunk
meg. Tekintsiik a 7 csics Gseit, ezek a jelen példaban az 5 és a 6 csucsok, és
az 6sok kozil kivalasztjuk azt, amelyre az 1 cstcsbdl az illeté 6sbe vezet6
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legrovidebb 1t hosszanak és az 6sbél a 7 csticsba vezetd él hosszanak Osszege
pontosan az 1 csicsbdl a 7 csicsba vezetd legrovidebb ut hosszat adja.
Formalisan, a végpont azon k 0sét keressiik, amelyre u,gn_l) + dgn, = u%"_l)
teljesiil. A legrovidebb 1t 1étezésébdl nyilvanvaldan kovetkezik, hogy le-
galabb egy ilyen &s 1étezik. Esetiinkben ez a 6 csticspont. Most a 6 csticshoz
keresve alkalmas 6st, két olyan 6s is lesz, amelyik kielégiti a feltételt, neve-
zetesen a 3 és 4 csiicsok. Kozuliik a 3 cstcsot valasztva, a 3 alkalmas 6seként
a 2 csucsot kapjuk, majd 2 alkalmas Oseként adddik az 1 kiindulasi cstcs.
Tehét egy legrovidebb ut az (1,2),(2,3),(3,6),(6,7) élek altal meghatéro-
zott ut, amit vastag vonallal emeltiink ki a halézat 4.1. dbrajan.

A tekintett példa azt is mutatja, hogy a legrovidebb 1t nem sziikségképp
egyértelmiien meghatarozott, a 6 csicsnak a masik alkalmas 6sét valasztva,
z (1,2),(2,3),(3,4),(4,6), (6,7) élekbdl all6 legrovidebb utat kapjuk.

A fokozatos kozelités médszerével kapcsolatban fontos még megjegyezni
a kovetkez&t. Tetszéleges halézatra alkalmazva a moédszert beldthatd, hogy
a hélézat akkor és csak akkor tartalmaz negativ hosszisagu kort, ha nem
teljesiilnek az ugn_l) = ugn), j = 1,...,n egyenlOségek. Ezen észrevétel
alapjan az eljards hasznalhaté annak eldontésére, hogy a tekintett hildzat

tartalmaz-e negativ hosszisigu kort.

Kovetkez6ként azt az esetet vizsgdljuk, amikor a hélézat kielégiti a (2)
feltételt, azaz a halézatban minden élhossz pozitiv.

A tekintett esetre egy E. W. Dijkstra-t6l [44] szdrmazé, O(n?) miiveletigé-
nyti iteracids eljardssal fogunk megismerkedni. Az eljards azon alapul, hogy
a csucspontok halmazat felirjuk két diszjunkt részhalmaz egyesitéseként,
ezek az r-edik iterdciés lépésben I, és J,.. Az I, halmaz tartalmazza azon
csucsokat, amelyekre mér ismerjiikk az 1 kezdOpontbdl az illeté csiicsokba
vezetO legrovidebb utak hosszat; J, pedig azon csucspontok halmaza, ame-
lyekre a kezd6pontbdl a hozzdjuk vezetd, legrovidebb 1t hossza még nem
ismeretes. Az iteracié soran J.-bdl toroliink egy pontot, a torlés utani hal-
maz lesz J,11, tovdbba a torolt ponttal bovitjiik az I, halmazt, a bévitett
halmaz lesz I,;i. Nyilvanvaléan, amennyiben minden iteraciés lépésben
tudunk dgy vélasztani pontot J,.-bol, hogy az 1j pontra meghatarozhaté
legyen a kezddpontbdl a hozza vezetd, legrovidebb Ut hossza, akkor n iteraci-
6s 1épésben mar minden pontra ismert lesz a kezd6pontbdl az illeté pontba
vezetd legrovidebb Ut hossza. A vazolt technikat a kovetkezd eljaras valdsitja
meg.
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Dijkstra médszere ([44])

Elékészitd rész
Legyen u; = 0, uj = dyj, j = 2,...,n, I} = {1} és J; = {2,...,n},
tovabba adjuk r-nek az 1 értéket.

Iterdcids rész (r-edik iterdcio)

e 1. lépés. Keressiink olyan £ € J, csucsot, amelyre uy = minje s, u;
teljesiil. Legyen I, 1 = I, U{k} és Jpp1 = J, \ {k}. Ha J,41 =0,
akkor vége az eljarasnak; kulonben folytassuk az eljardst a 2. 1épéssel.

e 2. lépés. Minden j € J, 11 egész szdmra valtoztassuk meg u; értékét
a kovetkezdk szerint. Legyen

uj = min{u;, up + di;}.

Noveljiik r értékét 1-gyel és térjink ra a kovetkezd iteraciora.

Az eljaras helyességének igazoldsdhoz r szerinti teljes indukciéval igazol-
juk az I, és J, halmazok aldbbi tulajdonsagait:

(a) minden ¢ € I, csicsra u; az 1 csicsbdl az i csicsba vezetd, legrovi-
debb 1t hosszat adja meg, és az ilyen legrovidebb utak kozott van olyan,
amelynek minden csticsa I.-beli.

(b) minden j € J, csticsra uj az 1 pontbdl a j pontba vezetd, és j
kivételével csak I.-beli cstiicsokat tartalmazoé utak koziil egy legrovidebb ilyen
1t hossza.

Ha r = 1, akkor az (a) és (b) &llitdsok mindegyike nyilvinvaléan teljesiil.
Most tegyuk fel, hogy 1 < r < n, és az I, J, halmazokra teljesiilnek a fenti
allitdsok. Legyen uj, = minj¢j, u;.

Els6ként megmutatjuk, hogy az I, = I, U{k} halmazra teljesiil az (a)
allitds. Ehhez legyen i € I, tetsz6leges. Ha i # k, akkor 7 € I, és az in-
dukcids feltevés alapjan azt kapjuk, hogy u; az 1 csticsbdl az 4 csticsba vezetd
legrovidebb 1t hossza, tovdbba van olyan az 1 csiicsbdl az 7 csticsba vezetd,
legrovidebb 1t, amely csak I,-beli csticsokat tartalmaz. Kovetkezésképp mér
csak k-ra kell igazolni az (a) allitdst. Az indukcids feltevés alapjan a (b)
allitasbdl kovetkezik, hogy 1étezik az 1 csiicsbdl a k csiicsba vezetd olyan 1t,
amely k-t6l eltekintve csak I,.-beli pontokat tartalmaz és uy egy legrévidebb
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ilyen 1t hossza. Vegyiik észre, hogy az ilyen utak minden csiicsa eleme az
I, 1 halmaznak. (Megjegyezziik hogy ez az Ut tartalmazhat nemlétezd élet
is, ilyenkor az tthossz +o00.) Megmutatjuk, hogy ekkor uj az 1 csicsbdl
a k csucsba vezetO legrévidebb Ut hossza. Ehhez elegendd beldtni, hogy
tetsz6leges, az 1 csicsbdl a k csicsba vezeté Ut hossza nem kisebb, mint
ug. Ha a tekintett ut £ kivételével csak I.-beli csiicsokat tartalmaz, akkor
az indukcids feltevés alapjan (b)-bél kovetkezik, hogy a tekintett it hossza
nem kisebb, mint u;. Ha a tekintett ut k-n kiviil tartalmaz tovabbi J,-
beli cstcsokat, akkor mivel a kezd6pont 1 és 1 € I, az 1t I,.-beli pontokkal
kezdddik és lesz egy els6 olyan csics az dton, ami mar nem eleme I,.-nek.
Jelolje ezt a pontot j. Akkor nyilvanvaléan j € J,, tovabbd a tekintett
it hossza az indukciés feltevés (b) része alapjan nem kisebb, mint u; + A,
ahol A > 0 a j pont utdn kovetkezd szakaszok hosszainak Osszegét jeloli.
Masrészt k definiciéjabol kovetkezik, hogy uy < uj. Ezzel azt kapjuk, hogy
uj + A nem kisebb, mint u;. Ennél tobb nem igaz, ugyanis, ha a tekin-
tett utak tartalmaznak nem létez6 éleket, akkor uy és u; a +oc-nel egyenld.
Ezzel igazoltuk, hogy tetszdleges az 1 csticsbdl a k csicsba vezeto Ut hossza
nem kisebb, mint wug, azaz ug az 1 cstcsbdl a k csticsba vezetd legrovidebb
it hossza. Tovabbé az is igazolast nyert, hogy az 1 cstcsbdl a k csiicsba
vezetd, uy hosszisagi utak kozott van olyan, amely csak I 1-beli pontokat
tartalmaz.

Kovetkezd 1épésként igazoljuk, hogy a médositott u; értékek, amelyeket
ug-—vel jelolink, az 1 pontbdl a 5 pontba vezet6, és j kivételével csak I, -
beli cstcsokat tartalmazé utak koziil a legrovidebb utak hosszat adjak meg
minden j € J,41 egészre. Ehhez legyen j € J,4 tetszbleges és tekintsiink
egy olyan legrovidebb utat, amely j kivételével csak I, 1-beli pontokat tar-
talmaz. Ha az illeté it nem tartalmazza a k csucsot, akkor az indukcids
feltevés (b) dllitdsa alapjan hossza pontosan u;. Ha az illetd ut tartalmazza
a k csdcsot, akkor feltehetjiik, hogy j 6se k ebben az dtban. Valéban, ha
j 6se valamely 7 # k csucs lenne, akkor az indukciés feltevés alapjan a
tekintett Ut hossza nem lenne kisebb, mint u; 4+ d;; = u;. Ha j 6se k a
tekintett itban, akkor ezen ut hossza wuy + djy ;. Kovetkezésképp, a tekintett
legrévidebb 1t hossza min{u;, uj + dj;}, ami definici6 szerint pontosan u
Ezzel a (b) allitdst is igazoltuk.

’4
-

Nyilvdnvaléan az (a) allitdsbol kovetkezik az eljaras helyessége.

Az eljaras illusztralasara megoldjuk a kovetkezo feladatot.
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4.2. példa. Tekintsik azt a halézatot, amelynek csticsai az 1,2,...,7
pozitiv egész szamok, és amelynek élei valamint az élek hosszai a kovetkezd
méatrix-reprezenticidéval adottak, ahol ismét a 4+oc-t co-nel helyettesitettiik.

s s

3

4

4.2. dbra. A 4.2. példa hélézatdnak grafikus reprezentdcidja.

Uy U U3 U4 U5 Ug U7
oo 1 3 2 o o o© 0 1 3 2 oo oo o™
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oo 3 oo oo oo oo 1 o 1 2 2 5 4 8
o 0o oo oo 1 oo 4 o 1 2 2 5 4 6
00O 00 00 00 2 00 00

A legrovidebb ithosszak ismeretében ismét visszafelé haladva, meghata-
rozhatunk egy legrovidebb utat, amely az 1 kezd6épontbdl a 7 végpontba
vezet. Azt kapjuk, hogy a legrovidebb 1t nem egyértelmii, nevezetesen
az (1,2),(2,3),(3,5),(5,7) és (1,2),(2,3), (3,6), (6,5), (5, 7) élsorozatok &ltal
meghatarozott utak mindegyike 6 hosszisiagu legrovidebb ut. Koziiliik az
els6t vastag vonallal jeloltik meg a 4.2. dbran.
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A fejezet folytatdsaként most azokat a hdlézatokat tekintjik, amelyek
kielégitik a (3) feltételt, azaz kormentesek. A legrovidebb 1t ilyen halézatok-
ban torténé meghatirozasara szolgal a kovetkezd O(n?) miiveletigényti iterdci-
0s eljaras, melyrdl nem lehet tudni, hogy kitdl szarmazik. Az eljaras feltételezi,
hogy a graf csicsai az 1,...,n természetes szamok, és minden 7 # j €
{1,...,n} szdmpérra, amennyiben (7, j) éle a grafnak, akkor i < j teljesiil.
A 2.1. segédtételbél tudjuk, hogy kormentes esetben a graf csiicsai sorsza-
mozhatdk gy, hogy a sorszamokkal helyettesitve a csiicsokat, a fenti tulaj-
donsag érvényes.

Eljaras kormentes hdlézatokra
Elbkészitd rész
Legyen u; = 0, tovdbba adjuk r-nek az 1 értéket.

Iterdcids rész (r-edik iterdcio)

e 1. lépés. Ha r = n, akkor vége az eljarasnak, u, az 1 cstcsbél az
n cstcsba vezetd legrovidebb 1t hossza. Kiilonben hajtsuk végre a 2.
lépést.

o 2. lépés. Képezzik a

min {ug + d

k<r+1{ k k,r-l—l}

mennyiséget, és adjuk u,,1-nek a minimumértéket. Noveljik r értékét
1-gyel és térjiink ra a kovetkezd iterdciora.

Az eljaras helyességének igazoliasdhoz m szerinti teljes indukcidval meg-
mutatjuk, hogy u,, az 1 csiicsbdl az m csicsba vezet6 legrovidebb 1t hossza.

Ha m = 1, akkor az 4llitds nyilvanvaldan teljesil. Most tegyiik fel, hogy
1 <m < n, és az allitas teljesiill minden m-nél nem nagyobb pozitiv egészre.
Tekintsiink egy, az 1 cstcsbdl az m + 1 csticsba vezetd legrovidebb utat.
Jelolje m + 1 6sét ebben az utban k. Most kiilonboztesstink meg két esetet
az Um+1 ertékétdl fliggden.

1. eset. uUpmq1 = +o0o. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben minden
az 1 cstucsbdl az m + 1 csticsba vezetd 1t tartalmaz legaldbb egy nemlétezd
élet. Ezt indirekt igazoljuk. Ha lenne 1-bél m + 1-be vezetd véges tit,
akkor a csticsok feltételezett tulajdonsiga miatt az at 1,41,...,%,m + 1
csticspontjaira az 1 < 41 < ... < 4 < m + 1 relacidknak kellene fennallnia.
De akkor sziikségképpen kell 1étezni legaldbb egy véges titnak 1-bol ix-ba és
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di, m+1 < +oo. De akkor u;, + d;, my1 < +oo, amivel azt kapjuk, hogy a
fenti minimum véges, ami ellentmondas.

2. eset. um41 < +oc. Ekkor van olyan k, hogy k < m+1, dj 41 # +00
és Umq1 = up + dimy1, azaz létezik egy véges ut 1-bél m + 1-be. Most
megmutatjuk, hogy barmely, az 1-b6l az m + 1-be vezetd Gt hossza nem
kisebb, mint u,, 1. Ehhez tekintsiink egy tetsz6leges 1-bdl m + 1-be vezetd
utat. Ha az 1t tartalmaz nemlétezd élet, akkor a hossza +oo, igy elegendd
csak olyan utak vizsgdlatara szoritkozni, amelyek nem tartalmaznak nemlé-
tez6 éleket. Legyenek egy ilyen 1t cstcspontjai 1,71,...,5s,m + 1. Akkor
a feltételiink szerint 1 < j; < ... < js < m + 1. Masrészt az indukcids
feltevés alapjan ezen ut hossza nem kisebb, mint u;, + dj, 1. De a jg
index szerepel a fenti minimumképzésben, igy uy + di 1 < uj, + dj, m+1,
amivel adddik, hogy a tekintett 1t hossza nem kisebb, mint wuy + dj, y1,
azaz Upm41 = Uk +di m+1 valoban egy, az 1 csticsbol az m + 1 csticsba vezetd
legrovidebb 1t hossza.

Vegyiik észre, hogy a feltételezett tulajdonsig mellett a halézat matrix-
reprezentacidjaban csak a diagondlis felett szerepelhetnek véges értékek. Ez
az észrevétel hasznos az eljaras végrehajtasi technikijat illetéen. Nevezete-
sen praktikus a kovetkez6 elrendezést haszndlni.

w| dig diz dig ... dipo1 dip
ug| doz dog ... doy-1  dop
ug| dga ... dyp—1  dsy

Un—1| dn—l,n
U |

Ezen elrendezés esetében az u; érték kiszdmitdsadhoz a toéle balra elhelyez-
kedd wy valamint az wu; oszlopdban levé dj; értékekre van sziikség, ahol
1<k<y.

Az eljaras illusztralasira tekintsiik a kovetkezd feladatot.
4.3. példa. Tekintsiik azt a hilézatot, amelynek csicspontjaiaz 1,...,7

pontok, tovabba élei és az élhosszak az alidbbi matrix diagondlisa felett
helyezkednek el. A hélézat grafikus reprezenticidjat a 4.3. dbra adja meg.
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4

4.8. dbra. A 4.3. példa hélézatdnak grafikus reprezentdcidja.

Ezen halézat nyilvanvaléan kormentes. Alkalmazva rd az eljarast, az
aldbbi métrixban szerepld u; értékeket kapjuk.

00 1 3 6 4 oo ™
I 1 oo 2 3 oo
2l 2 o0 1 o

4 oo 3 4

3| 3 4

3 2

5|

Visszafelé haladva, ismét meghatarozhatunk egy legrovidebb utat, amely
a jelen példandl egyértelmilen meghatirozott. Nevezetesen az (1,2),(2,3),
(3,6),(6,7) élekbdl all6 ut hossza a legkisebb, 5 egység. Az utat az adbran
vastag vonallal jeloltik meg.

A fejezet befejezéseként egy olyan problémédval foglalkozunk, amely szoro-
san kapcsolddik a legrovidebb utakhoz. A probléma a kovetkezd.
k-adik legrovidebb utak problémaé&ja

Legyen adott egy halézat az 1,...,n cstcsokkal és egy 1 < k < n
egész. Hatarozzuk meg az 1 csicsbdl az n csicsba vezetd utakra az els6
k legrovidebb uthosszt!
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Gyakorlati alkalmazasként példaul egy légitarsasdgnak fontos lehet, hogy
amennyiben egyik kliense lemaradt vagy lemarad a legrovidebb tton haladé
jaratrél, mi a méasodik legrovidebb tithossz.

Miel6tt tovabblépnénk pontositani kell magéat a feladatot. A 2. feje-
zetben Ugy definidltuk az irdnyitott 1t fogalmat, hogy a benne szerepl6
csticsok paronként kiilonbozok. FEzeket az utakat szokas egyszerd utak-
nak nevezni. Ha nem kotjik ki, hogy az utban levé csiicsok paronként
kiillonboz6k legyenek, akkor ez az dltalanosabb 1t fogalom megengedi, hogy
az ilyen utak irdnyitott kort, koroket tartalmazzanak. Az eddig targyalt
legrovidebb 1t problémdakndl elegend6 volt az egyszerii utakra szoritkozni.
Valéban, ha megengedtiik volna a koroket tartalmazoé utakat is, ez nem oko-
zott volna problémét, mivel a targyalt esetekben ezen korok hosszai nem-
negativak, igy elhagyva az utbdl az ilyen koéroket, az eredmény egy egyszerii
ut lenne, melynek hossza nem nagyobb, mint a tekintett té.

A k-adik legrovidebb utak problémadjanil nem ilyen egyszerii a helyzet.
Tulajdonképpen két kilonboz6 problémardl van szé attél fuggden, hogy ut
alatt az egyszerli it vagy az dltalanos 0t fogalmat értjiikk. Az egyszeri ut
esetére J. Y. Yen [180] adott egy hatékony megoldé eljarast 1971-ben. Az
altaldnos 1t esetére E. Q. V. Martins [135] adott egy éltorléseken alapuld
algoritmust, amelyet késébb munkatdsaival tovdbbfejlesztettek a [6] dolgo-
zatban. Mi most egy, az 4ltalanos esetre vonatkoz6, D. R. Shiertél szarmazo
eljarassal fogunk megismerkedni.

Iusztraciéként tekintsiik a kovetkezd példat.

4.4. példa. Tekintsiik azt a hdlézatot, amelynek csicsai 1,2,3,4, tovabba
élei (1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4). Az élek stlyai az élek fel-
sorolasdnak sorrendjében: —1,2,1,4,1,1,1. Hatdrozzuk meg az 1-b6l a 4-be
vezeto elsé, masodik, harmadik legrovidebb tthosszt.

Egyszertien leellenérizhetd, hogy

az els6 legrovidebb tdthossz 1. (Az 1,2, 3,4 cstcsokat 0sszek6td dthoz
tartozik.)

a masodik legrovidebb uthossz 2. (Az 1,2,3,1,2,3,4 csicsokat 6sszekotd
uthoz tartozik.)

a harmadik legrovidebb tthossz 3. (Az (1,3),(3,4) élekbdl 4ll6 uthoz
tartozik.)

Olyan hélézatokra fogunk altaldnos eljarast megadni, amelyek rendelkez-
nek az (1) tulajdonsdggal, azaz nem tartalmaznak negativ hosszisdgu kort.
Az ismertetésre keriil$ eljards a szakirodalomban double-sweep algorithm
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néven ismert és D. R. Shiert6l [163], [164] szarmazik. Az eljards megaddsa-
hoz sziikségiink van bizonyos el6késziiletekre.

Jelolje R* az olyan k elemii sorozatok halmazat, amelyek komponensei
vagy valds szamok vagy megegyeznek oo-nel, tovabba a valés komponensek
megel6zik a oo komponenseket és szigorian monoton nének. Példdul k =5
esetén (—2,0,6,00,00) € RF. Az egyszeriibb széhasznilat kedvéért az R*
halmaz elemeit vektoroknak fogjuk nevezni.

Legyen a = (a1,...,a;), b= (b1,...,b;) € RF.

Az a és b vektorok dltaldnositott minimalizdldsdn azt az a @ b-vel jelolt
vektort értjik, amelynek komponesei az {ai,...,ax,b1,...,b;} halmaz k
legkisebb kiilonboz6 elemébdl dllnak és szigorian monoton nének. Példaul
k = 5 mellett

(2,3, 4, 00,00) (2,4, 00, 00, 00) = (2,3,4, 00, 00).

Az a és b vektorok dltaldnositott osszeaddsdn azt az alf b-vel jelolt vek-
tort értjilk, amelynek komponensei az {a; +b; : 1 <i <k; 1 <j <k}
halmaz k legkisebb kiilonb6z6 elemébdl allnak és szigorian monoton nének.
Példaul £ = 5 esetén

(_]—7 47 87 00, OO) L-_'-J(_L 6a 00, 60, OO) = (_27 3a 57 77 10)

Tekintstink most egy n cstcsbdl allo halézatot a c;; élhosszakkal és legyen
1 <k < n. Legyen d;j = (c;j,00,...,00) minden 1 <4,j < n pdrosra, ahol
a sorozatban a 0o szimbdlum (k — 1)-szer szerepel.

Most konstrudljuk meg a D matrixbél az L és az U métrixokat a kovetke-
70k szerint.

(1) Az L-t ugy kapjuk D-b6l, hogy D minden diagondlisban vagy felette
lev$ elemét (oo, 00, ..., 00)-re cseréljiik.

(2) Az U-t ugy kapjuk D-bél, hogy D minden diagonilisban vagy alatta
lev$ elemét (oo, 00, ..., 00)-re cseréljiik.

Most mar készek vagyunk a D. R. Shier [164] altal 1976-ban kidolgo-
zott eljards megadédsira, amely alkalmas a k-adik legrovidebb tuthosszak
meghatirozisara.

Double-Sweep algoritmus ([164])

Elbkészitd rész

Legyendgq) = (0, 00,...,00) ésd(o)-:(oo,...,oo), (1=2,...,n),r=0.
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Iterdcios rész (r. iteracid)

o 1. lépés.

Hatarozzuk meg a d(QHl) vektorokat gy, hogy az alabbi egyenletek
teljesuljenek a j = n, n 1,...,1 indexekre,

2r+1 (2r41) (2r41) (2r41) 2
a7 = @7 W) @@y Yk @ @@l T W) @ df”
Hatarozzuk meg a dng_ ) vektorokat ugy, hogy az aldbbi egyenletek
teljesuljenek a 7 = 1,2,...,n indexekre,

2942 2r+2 2) (2r42) (2r41)
diy ™ = (@7 W) @@ Wuz) @ B(d1 Y W) @Y

o 2. lépés. (Ellen6rzés.) Ha valamely ¢ > 1 indexre dg? = d%ﬁ )

(t)

(j = 1,...,n), akkor vége az eljardsnak, a d;; vektor komponensei
szolgaltatjak az 1-bol a j-be vezetd legrovidebb tithosszakat, novekvo
sorrendben. Ha a feltétel nem teljesiil, akkor noveljuk r értékét 1-gyel
és folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracids 1épéssel.

bl

Az eljaras végrehajtasat a 4.4. példan k = 3-ra illusztraljuk. A 4.4.
példa hilézatdnak métrix-reprezenticidja a kovetkezo:

oo —1 2 oo

oo oo 1 4

C=l1 1 ~ 1

Ekkor

(00, 00,00) (—1,00,00) (2,00,00) (00,00,00)
D - (00,00,00) (00,00,00) (1,00,00) (4, 00,00)
(1, 00,00) (1,00,00) (00,00,00) (1,00,00)
(00,00,00) (00,00,00) (00,00,00) (00,00,00)
(00, 00,00) (00,00,00) (00,00,00) (00,00,00)
L — (00, 00,00)  (00,00,00) (00,00,00) (00,00,00)
(1,00,00) (1,00,00) (00,00,00) (00,00,00)
( ) ( )
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Vegyiik észre, hogy a definiciékbdl adédnak a kovetkezd azonossidgok:

(dl,...,dk)tlj(oo,...,oo):(oo,...,oo)

(dy,....dp) P (o0, ...,00) = (du, ... dy)
Ezeket az azonossagokat és a konkrét D, L, U marixokat felhasznalva egysze-
riisithetjik a dg) vektorokat definidlé egyenleteket.
Véve az els6 egyenletet:
dii™V = @7 L) @@V W) @ S Wh) @i

Mivel 1y = (00, 00,00), (t = 1,2,3,4), ezért az Osszes zardjelek kozti |4
miivelet eredménye a (00, 00, 00) vektor.

De akkor dﬁ”l) = (00, 00, 00) P dﬁ ") = dﬁ”, azaz az els6 egyenletiink:
(1) dﬁ”l) d(2T) Véve a méasodik egyenletet

Mivel l;3 = (oo 00 oo) (t = 1 2 3 4), ezert a masodlk egyenletiink:
(2) df{“) d(”) A harmadik egyenletnél

Itt most 112 = 122 =1y = (oo 00 oo) tovabba 132 = (l,oo,oo). Igy a
harmadik egyenlet:
241 241 2
(3) dg2r+ ) = (dg3r+ )Lﬂ(laooaoo)) @dg)

Hasonléan folytatva az egyenletek egyszeriisitését, az alibbi 8 egyen-
lethez jutunk:

(3) alZ+ (dgrﬂw(l,m,oo))@dggﬂ
(4) aly v (d%””w(l,oo,oo»eadﬁ”
11
(6) 2’!‘+2 :( 21"+2 +( ]_,oo,oo))@d 21"+1
(7) 7 = (@87 W(2, 00,00)) B (A5 T (1, 00, 00)) @ diy
(8) d% ) = (@7 (4, 00,00)) B (AT (1, 00, 00)) @ d\ ¥
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(t)
1y
vektorokat. A tekintett példara a dg? vektorok komponenseinek szdmitasait
a 4.1. tablazatban foglaltuk ossze, ahol a vektorok felett jobbra feltuntettiik,

hogy az illetd vektort mely szabdaly alkalmazasaval szamitottuk ki.

Ezek utan a kapott nyolc szabdaly alapjan ki tudjuk szdmitani a d

t df df dfj di]

0 (0, 00, 00) (00, 00, 00) (00, 00, 00) (00, 00, 00)
1 (0,oo,oo)(4) (oo,oo,oo)(3) (00, 00, 00 ) (oo,oo,oo)(l)
2 (0,00,00)® (=1, 00,00)® (0,2, 00) (1,3,00)®
3 (0,1,3)® (-1,1,3)®  (0,2,00)@ (1,3,00)M
4 (0,1,3)® (-1,0,1)®  (0,1,2)™ (1,2,3)®
5 (0,1,2)® (-1,0,1)®  (0,1,2)® (1,2,3)®
6 (0,1,2)® (-1,0,1)®  (0,1,2)™ (1,2,3)®

4.1. tdbldzat. A k-adik legrévidebb tithosszak szdmitdsa a 4.4 példéra.

Miutdn az egész fejezetben csak irdnyitott grafokkal foglalkoztunk, jo-
gosan vetheto fel a kovetkez6 kérdés. Hogyan hatarozhaték meg irdnyitatlan
grafokban a legrovidebb utak? A megoldas nagyon egyszerii. Az irdnyitatlan
hélézatbdl képeziink egy irdnyitott halézatot 1gy, hogy az w,v végponti e
élet helyettesitjiik az (u,v) és (v, u) irdnyitott élekkel, és a két élhez silyként
hozzarendeljiik az e él silyat. Egyszertien beldthaté, hogy amennyiben P
egy legrovidebb irdnyitott Ut u-bdl v-be az iranyitott halézatban, akkor el-
hagyva az élek iranyitasat P-ben, az eredmény egy legrovidebb irdnyitatlan
ut u-bél v-be a tekintett irdnyitatlan halézatban.

A legrévidebb utak elmélete fontos szerepet jatszik gyakorlati forgalom-
szervezési és forgalomtervezési feladatokban. Az alkalmazédsok irdnt érdeklé-
d6knek a teljesség igénye nélkiil ajanljuk a [9], [10], [136], [137], [138], [139],
[151] tanulmédnyokat és munkékat.
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5. Multiterminalis halozatok

Abban az esetben, ha egy hdlézat minden pontparja kozott kell a legrovi-
debb utakat meghatirozni, szokdsos multitermindlis hdlozatrol beszélni, bar
a halézat nem kiilonbozik az elézd fejezetben vizsgalt haldzatoktdl, csak a
megoldandé feladat mds, a kordbbi n—1 legrévidebb 1t helyett most n(n—1)
legrovidebb utat kell meghatarozni.

Egy megoldasi lehetdség lenne, hogy n szdmu kiilonalld kezd&pontot
vélasztanank, és az el6z6 fejezet valamelyik alkalmas mddszerével az igy
eloallo, n kilénbozo legrovidebb Ut problémakat megoldaniank egyméstol
fuggetlenul. Ennél azonban szerencsésebb és hatékonyabb is, ha egyidejiileg
kiséreljiik meg a legrovidebb utakat meghatarozni, és a menet kozben nyert
informacidékat minden sziikséges legrovidebb 1t meghatirozisahoz felhasz-
nalni. Ezt az elvet valdsitja meg az aldbbi iterdciés eljaras, amely olyan
hilézatokra alkalmazhatd, melyek nem tartalmaznak negativ hosszisagi
kort. Nem ismeretes, hogy az algoritmus kitél szarmazik. Az eljarasban
az el6z0 fejezetben alkalmazott matrix-reprezentdciét hasznéljuk azzal az
eltéréssel, hogy a (d;;) matrix diagondlis elemeit O-ra véltoztatjuk, azaz az
1j reprezentaciéban d; = 0,7 =1,...,n.

Multitermindlis eljaras

Elokészito rész
Legyen uz(?) =0,i=1,...,n,és uz(?) = +o0o minden i # j € {1,...,n}
szamparra. Tovabba adjuk r-nek a 0 értéket.

Iterdcios rész (r-edik iterdcid)

o 1. lépés. Ha r = n — 1, akkor vége az eljarasnak, ugl_l) az 1 csucsbol
a j csucsba vezetd, legrovidebb 1t hosszdt adja meg minden i # j €

{1,...,n} csucsparra. Ha r < n — 1, akkor térjink rd a 2. lépésre.

e 2. lépés. Minden i,j € {1,...,n} cstcsparra legyen

U(H—l) = min {UE,:) + dkj}-

ZJ 1<k<n

Noveljiik 7 értékét 1-gyel és térjiink rd a kovetkezd iteraciéra.
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Az eljéras helyességének igazolasihoz m szerinti teljes indukcidval bizo-
nyitjuk a kovetkezd allitast:

(m)

(i) Minden 7 # j € {1,...,n} csicspéarra u;; az i csiesbél a j csticsba

(m) =0,

vezetd, legfeljebb m élet tartalmazo legrovidebb 1t hossza, tovabbd u,,

1=1,...,n.

Ha m = 0, akkor az (i) allitds nyilvidnval6an teljesiil. Ezek utan legyen
0 <m < n—1 tetszdleges, és tegyiik fel, hogy az (i) allitas teljesiil m-re.

Elséként vizsgaljuk ("
(m+1)
(43

Z(Zn) ~+d;;, ami az indukcids feltevés és d;; megvaltoztatott definicié-
ja miatt O-val egyenlé. Mésrészt barmely i-t6l kiilonb6zo6 k csicsra uE,T) +d;
nemnegativ. Valdban, ellenkezd esetben az indukcids feltevés szerint uE,T)
az i-bdl a k-ba vezetd, legfeljebb m élet tartalmazé legrovidebb 1t hosszat
adja meg, és azt kapniank, hogy meghosszabbitva egy ilyen utat a (k,1)
éllel, egy negativ hosszisagi kor dllna eld, ami ellentmond a feltevésiinknek,
tehat uz(;cn) + di; > 0 minden k-ra. Ebb6l mar kovetkezik, hogy a tekintett
(m+1) —0.

0

értékét egy tetszbleges ¢ csicsra. Vegyik

észre, hogy u definicigjdban k felveheti az i értéket is. Ekkor a megfelel6

kifejezés u

minimum értéke 0, azaz u

Most tekintsiink egy tetszOleges i # j csicspart és vegyunk egy i-bél
j-be vezet6 legrovidebb utat, amely legfeljebb m + 1 élet tartalmaz. Ilyen Ut
biztosan lesz, legfeljebb tartalmaz nemlétez6 éleket. Legyen ebben az itban
j 6se k. Akkor, mivel az utak paronként kiillonb6z6 csiicsokat tartalmaznak,
ezért k # j. Mésrészt az indukcios feltevés szerint az ¢ csticsbol a k-ba vezetd,

legfeljebb m élet tartalmazé legrovidebb 1t hossza uE,T) (Megjegyezziik,

hogy ez © = k esetén is igaz, ekkor uglm ) = 0.) A tekintett utbol elhagyva az
utolsé élet, egy i-bol k-ba vezetd, legfeljebb m élet tartalmazd utat kapunk,
igy a tekintett it hossza nem kisebb, mint uz(;cn) + djj. Mivel a tekintett 1t
egy legrovidebb 1t és legfeljebb m 41 élet tartalmaz, ezért hossza nem lehet
nagyobb, mint uE,T) +dyj. Kovetkezésképpen, a tekintett ut hossza pontosan
uglzn) + dij. Ezek utan legyen s # k, s € {1,...,n} \ {j}, és vegylink egy
tetsz6leges i-bol j-be vezetd olyan utat, amelynek utolsé éle (s, j). Akkor
az indukciods feltevés alapjan a legfeljebb m + 1 élet tartalmazé ilyen utak
kozil a legrovidebbek hossza uz(;n) + ds;. De a kordbban tekintett it az 4
csucsbdl a j csucsba vezetd, legfeljebb m + 1 élet tartalmazé legrovidebb
ut volt, igy hossza nem nagyobb, mint ugn) + ds;. Ezzel azt kaptuk, hogy
minden s € {1,...,n}\ {j} cstcsra
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ul™ + dy; < o™ + d,;.

s
Vizsgaljuk most a minimumban szerepl6 kifejezést s = j-re. Ebben az eset-
(m)

ben a kifejezés u;; "-vel egyenld. De akkor ez az indukciés feltevés alapjan

egy, az i csucsbdl a j csiicsba vezet6 legfeljebb m élet tartalmazé legrévidebb
ut hossza, ami nem lehet kisebb, mint uE,T) + dj; mivel a tekintett utunk
legfeljebb m+1 élet tartalmazd, i-bdl j-be vezetd legrévidebb 1t volt. Tehat

W)+ dig = min () + d)

amivel az (i) allitast igazoltuk.

Az eljaras miiveletigényét illetéen vegyiik észre, hogy az eljaras sordn az
Uy, Uyq,...,U,_1 n X n-es matrixok elemeit kell kiszamitani, ami 0sszesen
n? elem kiszdmitasat jelenti. Masrészt minden egyes elem kiszdmitdsdhoz n
osszeadas és n 0sszehasonlitas sziikséges. fgy az eljaras miiveletigénye O(n*).
Ez pontosan azt jelenti, hogy a multitermindlis eljards a miiveletigényt il-
letéen érdemben nem kiilonbozik egy olyan eljarastél, amelyben a fokozatos
kozelités médszerét hajtanank végre m-szer egymastdl figgetleniil. Tehat
ugy tinik, hogy az osszes legrovidebb tthossz egyidejii szdmitisa nem ered-
ményez hatékonysignovekedést. Szerencsére nem ennyire rossz a helyzet,
amint azt az aldbbiakban latni fogjuk.

A multitermindlis eljards hatékonysiganak javitisa az eljirds egy mds
végrehajtasi technikdjan alapul. Ehhez vegyiik észre, hogy az U,, 1 méatrix
(m+1) . NP w1 .. o ,
ij elemének kiszdmitasahoz szitkséges minimumképzés miivelete nagyon
hasonlit egy szorzatméatrix (i, j) indexii elemének kiszamitasahoz. Valéban,
tetszéleges A = (a;;) és B = (b;;) valés matrixokra definidljuk a ® miiveletet
a kovetkez&k szerint:

u

A®B=C,
ahol ¢;; = minj<p<p{a;r+by;}. A definidlt miiveletrdl egyszertien beldthato,
hogy asszociativ az n x n-es valés matrixok halmazidn. Mésrészt az eljarasbol
adédik, hogy
Up®D =D,
U =0y ®D =D,

U, =U;D=D®D,
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Us;=0U,dD=D®D®D,
és hasonldéan folytatva a sorozatot, U, _1-re azt kapjuk, hogy

U,.1=U,90D=D®...QD,

ahol az utolsé kifejezésben a tényezOk szdma n — 1. Ez az asszociativitas
miatt pontosan azt jelenti, hogy minden 1 < j < n — 1 indexre U; = D/,
ahol D7 a D matrix j-edik hatvanyat jeloli a ® miiveletre vonatkozodan.

Mivel U,,_; a legfeljebb n — 1 élet tartalmazd, legrovidebb utak hosszait
adja meg, és minden 1t legfeljebb n — 1 élet tartalmazhat egy n szoégponti
grafban, ezért egyszertien beldthaté, hogy U, ;1 = U; minden t > n — 1
pozitiv egészre. Most valasszunk egy olyan ¢ pozitiv egész szamot, amelyre
2t > n — 1 teljesiil. Akkor tudjuk képezni a

D, D2, D¥, ..., D?

méatrixsorozatot gy, hogy a sorozat minden tagjat gy szdmitjuk ki, hogy
a megel6z6 tagot szorozzuk 6nmagaval a ® miivelettel. Mivel 28 > n — 1,
ezért D2 = U,_1. Maésrészt a fenti matrixsorozat eléallitasdhoz t szamu
matrixszorzast kell végrehajtanunk a ® szorzasi miivelettel. Egy ilyen szor-
zés végrehajtasanak a miiveletigénye O(n?), és igy az egész eljaras miivelet-
igénye a fentiekben vazolt végrehajtds mellett O(n?logy(n — 1)).

Az eljards demonstrilasara vegyiik a kovetkezd példat.

5.1. példa. Tekintsiik azon hilézatot, melynek csicspontjai 1,...,8, és
az éleket valamint azok hosszait az aldbbi D matrix adja meg. A moédositott
reprezentacidonak megfeleléen a diagondlis elemek rendre 0-val egyenléek az
aldbbi matrixban. A nemlétez6 élek esetében, ahogy mar korabban is, a
+oo-t egyszertien co-nel helyettesitettik és ezt a jelolést fogjuk hasznélni az

s s

0 2 2 3 oo o o0 o
1 0 4 oo 3 1 oo o™
oo oo 0 2 oo 2 o0 ™
2 o0 oo 0 o 3 -1
o 2 oo oo 0 -1 oo 3
o0 o0 0o oo oo 0 oo 1
oo oo oo oo oo 1 0 4
o 0o oo 3 oo 2 oo 0
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5.1. dbra. Az 5.1. példa hélézatdnak grafikus reprezentéiciéja.

Mivel 22 = 8 > n—1 =7, ezért a D® D = D?, D? @ D? = D*
és D* ® D* = D® hirom ® szorzasi miiveletet kell végrehajtanunk. A
miiveletek végrehajtasa soran el6allé matrixok rendre a kovetkezok:

o 2 2 3 5 3 2 o0

1 0 3 4 3 1 oo 2

4 oo 0 2 oo 2 1 3

D? — 2 4 4 0 oo 0 -1 3
3 2 6 6 0 -1 oo O

o oo 00 4 oo 0 oo 1

oo oo oo 7 oo 1 0 2

5 o0 oo 3 oo 2 2 0

0o 2 2 3 5 3 2 4

1 0 3 4 3 1 3 2

4 6 0 2 9 2 1 3

D! — 2 4 4 0 7 0 -1 1
3 2 5 3 0 -1 2 0

6 8 8 4 o 0 3 1

7 11 11 5 oo 1 0 2

5 7 7 3 10 2 2 0
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0223 5 3 2 4
103 4 3 1 3 2
46 02 9 2 1 3
ps_ |2 4407 0 11
3253 0 -1 2 0
6 8 8 4 11 0 3 1
799512 1 0 2
5 77310 2 2 0

A kitlizott probléma megoldasara ismeretes egy hatékonyabb eljaras is,
amely R. W. Floyd-t6l szarmazik [56] és alapvetGen S. Warshall [174] dol-
gozatanak egy tételére épiil. Ennek kovetkeztében az eljarisra tobb szerzo
is Floyd-Warshall médszer néven hivatkozik; mi is ezt az elnevezést fogjuk
hasznalni. Az eljards szintén olyan halézatokra alkalmazhatd, amelyek nem
tartalmaznak negativ hosszusagu kort.

Floyd-Warshall médszer ([56])

Elokészito rész
Legyen ul(?) =0,7=1,...,n, és ugg) =d;j minden i # j € {1,...,n}
szamparra. Tovabba adjuk r-nek a 0 értéket.

Iterdcios rész (r-edik iterdcid)

e [. lépés. Ha r = n, akkor vége az eljardsnak, uz(;l) az ¢ csucsbdl a
j csucsba vezetd, legrovidebb Ut hosszat adja meg minden 1 # j €
{1,...,n} csucsparra. Ha r < n, akkor térjink ra a 2. lépésre.

e 2. lépés. Minden i,j € {1,...,n} csicsparra legyen

(r+1)

) 0y,

s (r)
= min{u; /g + Uyl g Uy

Noveljiik r értékét 1-gyel és térjiink ra a kovetkezd iteraciora.

Az eljaras helyességének igazoliasdhoz m szerinti teljes indukcidval meg-
mutatjuk, hogy
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(m)

(a) minden i # j € {1,...,n} csticspdrra u;;~ az i cstcsbdl a j csicsba
vezetd, legfeljebb az 1,...,m kozbiils6 csiicsokat (nem kezdSpontja és nem
végpontja az utnak) tartalmazé legrovidebb it hossza, tovabba uz(zn) =0,

1=1,...,n.
Az m = 0 esetben uz(-?) =0, (1 = 1,...,n) definicié szerint, tovabba

(0)

i = d;; az i-bol j-be vezetd, kozbiils6 csicsot nem tartalmazé legrovidebb
ut hossza. Tehat m = O-ra teljesiil az (a) &llitas.

u

Most legyen 0 < m < n és tegyiik fel, hogy az m egészre teljesiil az (a)
allitds. Megmutatjuk, hogy ekkor (a) m + 1-re is érvényes.

Legyen 1 < 4 < n és vizsgdljuk elsként az ugzm ) értéket. Definicié
szerint
(m+1) _ s ¢ (m) (m) (m)
Uy = min{u; g+ Uy, g e Ui )
Vegyiik észre, hogy az indukcids feltevés szerint ugzm ) = 0, ésigy ugnH) <

0. Masrészt, ha ugnH) < 0 lenne, akkor a minimumban szerepld elsé két tag

osszegével lenne egyenld. Ezek kozil az elsé tag egy i-b6l m + 1-be vezetd
ut hossza, a masodik tag pedig egy, az m + 1 csiicsbdl az i csiicsba vezet6 1t
hossza, igy a két hossz Osszege egy korit hossza, ami feltételezésiink alapjan
nem lehet negativ. Kovetkezésképpen, ugnH) =0,(i=1,...,n).

Most legyen i # j € {1,...,n}. Megmutatjuk, hogy ugnH) egy, az 1
cstcsbdl a j csicsba vezetd, legfeljebb az 1,...,m + 1 kozbuls6 csicsokat
tartalmazo legrovidebb Ut hossza. Ehhez tekintsiink egy i-bél j-be vezetd,
legfeljebb az 1,...,m + 1 kozbiilsé csicsokat tartalmazé P;; legrovidebb

utat, melynek a hossza legyen w. Vizsgaljuk most u1(7+1) defnicidjat.
(m+1) _ s g, (m) (m) (m)
Uy = min{u; ;1 + Upyiq jo U5 )

Az indukciés feltevés szerint u%l) 41 egy olyan 1t hossza, amely i-bdl

m + 1-be vezet és legfeljebb az 1,...,m kozbilsO csicsokat tartalmazza.
(m)

csticsokat tartalmazé it hossza. Osszekapesolva ezt a két utat, egy olyan
utat kapunk, amely i-bol j-be vezet, és legfeljebb az 1,...,m + 1 kozbulso
csucsokat tartalmazza. Mivel P;; is ilyen tipusu ut és rdaddsul legrovidebb,

ezért w < uz(?n)_l_l + ung_Bl’j.

ull"). A két egyenlstlenséghél

Hasonléan u egy m + 1-bdl j-be vezetd, legfeljebb az 1,...,m kozbiils6

Hasonlé meggondolassal azt kapjuk, hogy w <
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kovetkezik. Most megmutatjuk, hogy az egyenléségnek kell teljestilni. Ehhez
kiillonboztessiik meg a kovetkezo két esetet.

(1) A P;; 4t nem tartalmazza az m + 1 csticsot. Akkor az indukciés

feltevés szerint uxn) < w, amibél u1(7+1) < w kovetkezik.

(2) A P;j 1t tartalmazza kozbiilsé pontként az m + 1 csticsot. Akkor az
m+1 csicsnal P;; szétvaghato egy i-bdl m+1-be vezetd P; 11 és egy m+1-
bdl j-be vezetd Pp41,; dtra és w a két részut hosszainak az osszege. Vegyiik
észre, hogy a két 1j Ut mindegyike kozbiilsé csiicspontként legfeljebb az
1,...,m csicsokat tartalmazza. Akkor viszont az indukcids feltevés alapjan

(m)

Pi m+1 hossza nem kisebb, mint uzrzl 41 €8 P15 hossza nem kisebb, mint

u(m) ‘
m+1,5°
kovetkezik.

< w, amibdl ismét u(m+1) <w

5 ATl (m) (m)
Kovetkezésképpen, u +u 3

i,m-+1 m—+1,j

Ezzel az elards helyességének igazoldsat befejeztiik.

Az eljris demonstralasira megoldjuk a kovetkezd feladatot:

5.2. példa. Tekintsik azt a halézatot, amelynek csticspontjaiaz 1,...,6
természetes szamok, tovabba éleit és azok hosszait az alabbi matrix-repre-
zentacié tartalmazza. Itt is a mddositott reprezenticiét hasznaljuk, azaz
a diagondlis elemek rendre 0-val egyenléek. A nemlétez6 élek esetében a
+oo-t egyszeriien oo-nel helyettesitettiik, és ezt a jelolést fogjuk haszndlni
az eljaras végrehajtasa sordn is. A hildézat grafikus reprezentdcidjit mutatja
az 5.2. abra.

0 2 4 3 oo o©
-1 0 1 oo 2 o
D — oo oo 0 oo 3 1
oo oo 1 0 o 2
oo o oo oo 0 2
oo o« oo —1 -1 0

A definiciékbdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy Uy = D, igy Ug-t nem
kell kiilon kiszamitani. Elvégezve a sziikséges szamitasokat, az U; és Uy,
matrixok elemeire a kovetkezé értékeket kapjuk:
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5.2. dbra. Az 5.2. példa hélézatdnak grafikus reprezentéaciéja.

U,

U,

8- o

mo 8o @7
» o~ g8
~neo 8388
>7T 8883

8- o

mo 8o @7
v =g
~No 88838
©7 8883

Az Uj és Uy métrixok elemeire a kovetkezd értékek addédnak:

Uy

U3z

— N AN O

oo X
oo X
oo X
oo X

& 888
2888



116

Végul az Uy és Ug matrixok elemeire az aldbbi értéket nyerjiik:

Us Us
0 2 3 3 4 4 o 2 3 3 3 4
-1 0 1 2 2 2 -1 0 1 1 1 2
oo oo 0 oo 3 1 oo oo 0 O 0 1
oo oo 1 0 4 2 oo oo 1 0 1 2
oo oo oo oo 0 2 oo oo 2 1 0 2
oo oo 0 -1 -1 0 oo oo 0 -1 -1 0

Az eljaras miveletigényét illetéen vegyiik észre, hogy az eljaras soran
az Uy,..., U, métrixok elemeit kell kiszdmitani, ami pontosan n3
kiszamitasat jelenti. Masrészt minden egyes elem kiszadmitdsdhoz egy osszea-
dés és egy oOsszehasonlitas sziitkséges. Kovetkezésképpen, a Floyd-Warshall
médszer miiveletigénye O(n?3).

elem

A multiterminalis hal6zatokndl is szamithatok a k-adik legrovidebb tut-
hosszak. Példaul a Floyd-Warshall médszernek létezik olyan kiterjesztése
(1d. [54]), amely alkalmas a k-adik legrévidebb tthosszak szamitasara.

Ezzel le is zarjuk a halézati legrovidebb utak meghatirozisa téméjanak
targyaldsat, azzal a kiegészitéssel, hogy a téma irdnt érdekl6déknek szives
figyelmébe ajanljuk az [54] és [122] konyveket, melyek tobbek kozott ezt a
témakort is szisztematikusan, az itt targyaltaknal részletesebben vizsgaljak.
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6. Hal6zati folyamok

A jelen fejezetben olyan specidlis irdnyitott halézatokkal foglalkozunk,
amelyekben az élekhez rendelt értékek rendre nemnegativak, tovibba az
illet6 hélézatokban van egy forrds és egy nyel6. Ennek megfeleléen ebben a
részben grafon mindig irdnyitott grafot értiink.

Egy ilyen halézat gy interpretdlhatd, mint egy csérendszer, amelyben
csak az éleknek megfelel irdnyban torténhet aramlas, és az élhez rendelt
valés szdm a tekintett él atbocsijtéképessége (pl. egységnyi idé alatt a
feltételezett anyagbdl mennyi tud az élen athaladni). Az anyag dramlasat
staciondriusnak tételezzik fel. Ezek utdn az a kérdés, hogy mennyi az egész
hilézat maximalis dtbocsajtéképessége.

A fentiekben viazolt feladathoz a kovetkez6 optimumszamitisi modell
konstrualhatdé.

Jelolje G = ({1,...,n}, E) a hilézat grafjit, legyen az 1 cstcs a forras és
az n csics a nyel6. Jelolje tovabba c;; az (i, 7) él tbocsdjtéképességét, ha
(i,j) € E, hapedig (i, j) & E, akkor legyen ¢;; = 0. Végiil legyen z;; az (i, j)
élen egységnyi id6 alatt dthaladé anyagmennyiség, ahol i # j € {1,...,n}.
Akkor a tekintett probléma az alabbi linedris programozasi feladattal irhato
le:

(6.1) 0<wij<cij, i #j€{l,...,n}

Z Ty = Z .’L‘Z’t,iE{Z,...,n—l}

(ti)eE (i,t)EE

Z z1; = 2(X) = max
(1,t)eE

A (6.1) feladatot szokasos folyamproblémdnak nevezni. A feltételeknek
az aldbbi vizudlis jelentést lehet adni. Az elsd feltétel azt irja eld, hogy a
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forrason kidramlé anyagmennyiségnek meg kell egyeznie a nyelén eltdvozo
anyagmennyiséggel, azaz minden anyag csak a forrason keresztiil keriilhet
a rendszerbe és csak a nyelén keresztiil tdvozhat a rendszerbél, rdadédsul a
rendszeren tortén6 athaladds sordn anyag nem vész el. A masodik feltétel-
csoport azt garantilja, hogy minden élen legfeljebb annyi anyag dramlik at,
amennyit az él dtbocsdjtoképessége lehetdvé tesz. Végiil az utolsd feltétel-
csoport azt irja elé, hogy minden, a forrastél és a nyel6tol kiilonbozd ¢
csucsra, az i-be befolyé anyagmennyiségnek meg kell egyeznie az i-bél kifolyo
anyagmennyiséggel.

A (6.1) feladat egy X lehetséges megoldasat lehetséges folyamnak vagy
egyszeriien folyamnak nevezzilkk. Vegyiik észre, hogy a folyam tobb, mint az
atbocsajtott anyagmennyiség, egyidejiileg tartalmazza azt is, hogy a folyam
miként halad 4t a hdlézaton. Az adott folyamhoz tartozé anyagmennyiséget
a folyam értékének nevezziik. Ez més széval a tekintett lehetséges megoldés-
hoz tartozo célfiiggvényérték.

Megvizsgalva a (6.1) feladatot, rogton adddik, hogy annak mindig létezik
optimalis megolddsa. Valdban, ismeretes az, hogy a linedris programozasi
feladatok lehetséges megoldasainak a halmaza zart, mdasrészt a tekintett
feladatnal a mésodik feltételcsoport miatt ez a halmaz korlatos. Nyilvan-
valdéan a 0-matrix is lehetséges megoldds. Tehdt a lehetséges megoldasok
L halmaza korlatos zart nemiires halmaz. Mdésrészt a célfiiggvény linedris
lévén, folytonos L-en. Az elmondottakbdl mar kovetkezik, hogy a (6.1)
feladatnak létezik optimalis megoldasa.

Annak ellenére, hogy a fentiek szerint a (6.1) folyamproblémédnak min-
dig létezik optimdlis megoldasa, érdemes még ezt a kérdést kicsit vizsgalni,
ugyanis bizonyos esetekben csak a 0-matrix lesz lehetséges megoldas, ami
valéjaban csak annyi informéciét nyjt, hogy a hédlézaton nem lehet atbo-
csajtani semmit. Ezen vizsgdlathoz szitkségiink lesz a kovetkez6 definicidkra.

A G = ({1,...,n},E) graf egy olyan iy,...,,i; paronként kiilénboz6
csticsokbdl 4116 csticssorozatit, amelyre minden 1 < ¢ < k indexre (i, 4141) €
E vagy (ig11,1) € E teljesil irdnyitatlan utnak nevezziik. Tehat itt csak az
a kikotés, hogy a tekintett csiicsokat élek kossék Ossze, melyek irdnyitasatol
most eltekintiink. A G irdnyitott grafot osszefiiggdnek nevezziik, ha minden
i,7 € {1,...,n} csucsparra létezik G-ben ezen csiicsokat 6sszekotd irdnyitat-
lan at. A G graf egy maximalis Osszefliggl részgrafjat G komponensének
nevezziik. A definiciékbdl egyszertien adédik, hogy barmely graf el6all kom-
ponenseinek diszjunkt uniéjaként.

Térjink vissza most a folyamprobléma vizsgdlatara, melynek grafjat
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jelolje G. Ha a G graf tobb komponensbdl all, akkor a folyamprobléménak
csak akkor lehet a trividlis, 0-méatrix megoldastdl kiilonb6zé megoldasa, ha
a forras és a nyel6 egy komponensben vannak, és ebben az esetben a tobbi
komponensnek nincs szerepe a tekintett folyamproblémédban. Valéban, a
komponensek kozott nem léteznek élek, igy nem lehet anyagaramlés kozot-
tik. Kovetkezésképpen, elegendd csak olyan folyamproblémak vizsgalatara
szoritkozni, amelyeknek a grafja osszefiggd. Ezt a kovetkezokben minden
hivatkozas nélkil feltételezziik.

A tovdbbiakban azt vizsgaljuk, hogy miként lehet grafelméleti eszk6zo-
ket felhaszndlni a (6.1) feladat megolddsdban. Az ismertetésre keriilé elja-
rashoz sziikséglink lesz a kovetkezd definicidra. Legyen P egy, a forrasbdl a
nyel6be vezetd irdnyitatlan Ut a tekintett halézatban, azaz olyan iq,..., 1
cstcssorozat, hogy i1 = 1, iy = n és minden 1 < ¢t < k indexre (ig,i411) € E
vagy (it+1,1¢) € E teljesiil. P valamely (i, 5) élét eldremend élnek nevezziik,
ha a forrdstol a nyel6 fele van irdnyitva, ellenkezd irdnyitas esetén pedig
hdtramend élrél beszéliink. Tovabba azt mondjuk, hogy a P 1t egy X
folyamra nézve noveld 1t, ha P valamennyi eléremené (i, j) élére Z;; < ¢;;
és P valamennyi hatramené (7, s) élére 0 < z, teljesiil.

A bevezetett definicié alkalmasnak latszik arra, hogy abban az esetben,
ha egy adott X folyamhoz létezik egy P noveld ut, akkor P mentén megval-
toztatva az Z;; értékeket, noveljitk a folyam értékét. Ez valéban igy van,

amint azt a kovetkezo tétel mutatja.

6.1. tétel. (Novels utak tétele.) Ha az X = (Z;;) folyamhoz létezik egy
noveld ut, akkor megadhatd egy olyan i X* folyam, amelynek nagyobb az
értéke, mint az X folyam értéke.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a P iranyitatlan it néveld it az X folyamra,
nézve. Jelolje a P utban szerepld csiicsokat 1 = iy,49,...,5x = n és a P
éleibol 4116 halmazt I'. Bontsuk szét a I' halmazt két diszjunkt részhalmazra;
tartalmazza I'; a P 0t eléremend éleit, mig 'y a P 1t hatramend éleit.
Képezziik a kévetkez6 minimumokat:

©1 = min{c;; — 745 : (4,5) €1}, O = min{z;; : (4,5) € I'2},

és legyen © = min{O;,O2}. Mivel P novel§ at, ezért © > 0. Ezek utin
definidljuk az X* méatrixot a kovetkezék szerint:

Tij, ha (i,7) ¢ T,
$;<j = .?31‘]‘ + ©, ha (Z,j) eIy,
Zij — 0O, ha (i,j) € 'y,
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Megmutatjuk, hogy X* folyam, azaz lehetséges megoldasa a (6.1) feladat-
nak. A definiciokbdl kovetkezik, hogy 0 < z7; < ¢;; teljesiil minden i #
j € {1,...,n} indexpdarra, azaz a (6.1) feladat masodik feltételcsoportjit
X* kielégiti. Most legyen i € {2,...,n — 1} tetsz6leges. Ha az i csticspont
nem szerepel a tekintett P atban, akkor > jep 23 = Xo(iner Ty teljesil,
mivel ezen élekre 7;; = z7; és X lehetséges megoldas. Ezek utan tegyiik fel,
hogy az ¢ cstcs szerepel a P iranyitatlan utban. Az ¢ csicshoz a P dtban
kapcsolddé élek irdnyitasat illetGen az aldbbi 6.1. Abran megadott négy eset
lehetséges:

~

1 1 ¢ 1 ) 5

+06 +06 +0 -0 -0 -0 -0 +0

6.1. dbra. Az élek lehetséges irdnyitdsai a P irdnyitatlan ttban.

A 6.1. &bra alapjidn nyilvidnvalé, hogy a tekintett i csicsra az értékek
valtoztatdsa nem rontja el azt a tulajdonsidgot, hogy az ¢ csicsba bemen6
élekhez tartozé értékek Osszege megegyezik az i csicsbol kivezetd élekhez
tartozé értékek Osszegével. Kovetkezésképpen, X* kielégiti a (6.1) feladat
harmadik feltételcsoportjat. Végiil vizsgaljuk az els6 feltétel teljesiilését.
Mivel az (1,41) és (ix—1,n) élek mindegyike eléremend éle a P irdnyitatlan
utnak, ezért

Z =0+ Z T =0+ Z Tin = Z Tins
(L,t)eE (L,t)eE (t,n)EE (t,n)EE
azaz X* kielégiti a (6.1) feladat elsd feltételét is. Ezzel igazoltuk, hogy X*
folyam, azaz kielégiti (6.1) feltételrendszerét.

A fenti egyenlet alapjdn -, yep 27, = © + X2(1 y)ep 11, amibll © > 0
miatt adédik, hogy az 1j X* folyam értéke nagyobb, mint a kordbbi X
folyamhoz tartozé érték. Ezzel a 6.1. tétel bizonyitdsat befejeztiik.

A 6.1. tétel alapjin felépithet6 egy olyan eljaras, amelynél kiindulunk
egy adott folyambdl, ez példdul lehet a 0-métrix is, majd az adott folyamhoz
kerestink noveld utat és ennek alapjan attériink egy nagyobb értékii folyam-
ra. Fzek utdn az 4j folyamot tekintve aktualis folyamnak, ehhez keresiink
novel$ utat. Az eljarast addig folytatjuk, amig az aktudlis folyamhoz nem
1étezik noveld 1t.

A vazolt eljarassal kapcsolatosan a kovetkezo kérdéseket lehet felvetni és
megvalaszolni.
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(1) Véget ér-e véges lépésben az eljaras?

(2) Adott X métrixrél miként lehet eldonteni, hogy tartozik-e hozza néveld
ut? Ha létezik noveld 1t X-ra, akkor hogyan lehet egy novel6 utat
meghatirozni?

(3) Mit &llithatunk egy olyan folyamrdl, amelyre nem létezik novels 1t?

A tovdbbiakban ezen kérdésekre fogunk vélaszt adni. Els6ként a (3)
kérdést vizsgdljuk. Ehhez sziikségiink van bizonyos fogalmakra.

Legyen G = ({1,...,n}, E) egy Osszefliggd irdnyitott graf, tovibba legyen
D#Sc{l,....n}ésT ={1,...,n}\S. Akkor az A= (EN(SxT))U
(EN(T x S)) élhalmazt vdgdsnak nevezziik. Szemléletesen az A élhalmaz az
osszes S-bél T-be vezetd és az 0sszes T-bOl S-be vezet élet tartalmazza. Az
elnevezést az indokolja, hogy torolve a G grafbdl az A-beli éleket, az el0allo
1j graf legaldbb két komponenst tartalmaz, nevezetesen barmely s € S és
t € T csucsparra s és t az 04j graf kiillonb6z0 komponenseiben lesznek.

A végast az aldbbi példaval illusztraljuk.
6.1. példa. Legyen G = ({1,...,6},E), S ={1,2,3} és az élek

E = {(1,2),(1,3),(1,6),(2,4),(2,5),(3,2),(3,5), (4,3), (4,5), (4,6), (5,6) }.
G grafikus reprezenticiéjat mutatja a 6.2. dbra.

2 4

6.2. dbra. A 6.1. példa grifjanak grafikus reprezentacidja.

A tekintett példaban T' = {4,5,6} és az A = {(1,6), (2,4),(2,5),(3,5), (4,3)}
élhalmaz a megfelel6 vagas.
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"oz

A vigas fogalma fontos szerepet jatszik a kovetkez6 allitds bizonyitdsaban.

6.2. tétel. Ha az X folyamhoz nem létezik nioveld it, akkor a hozzd-
tartozo folyamérték maximadlis, azaz X optimdlis megolddsa a (6.1) feladat-
nak.

Bizonyitds. A noveld ut fogalmét értelemszertien ki lehet terjeszteni
a forrasra és tetszOleges csiicsra vonatkozéan. Jelolje S azon cstcspontok
halmazat, amelyekbe vezet a forrasbél, azaz az 1 csiicsbdl noveld it G-ben,
tovabba vegyiik az 1 cstcsot is S-hez. A tétel feltétele szerint n & S, mivel
nem létezik 1-b8l n-be vezetd noéveld at. Legyen T = {1,...,n} \ S és
A az ezen S, T paros dltal meghatdrozott vagas, azaz az Gsszes S-bol T-be
vezetd és az Osszes T-bdl S-be vezet6 élek halmaza. Mivel G oszefiiggd, ezért
A nemiires. Akkor az egész hildzaton dtbocsijthaté anyagmennyiség nem
haladhatja meg az S halmazbdl a T" halmazba vivé élek dtbocsdjtoképessé-
geinek Osszegét, mivel az anyagmennyiségnek 4t kell mennie az EN (S x T')
élhalmazon. Tehat a hilézat dtbocsajtéképessége nem nagyobb, mint a d =

> (i,j)eA,ics jer Cij érték, azaz 2(X*) < d barmely X* folyamra.

Vizsgéljuk most az X folyam értékét. Erre z(X) = YaperTij =
>_(t,;n)eE Ttn- Ennek az anyagmennyiségnek 4t kell haladnia S és T kozott.
Tekintve az S és T kozotti éleket, az alabbi egyenléségnek kell fennallnia:

z2(X) = Z Tij — Z Typ-
(i,7)EA, (u,v)EA,
i€S,jET u€T,vES

Vizsgaljuk a fenti dsszegek tagjait. Els6ként tekintsiink egy olyan (i,7) € A
élet, amelyre 1 € § és 7 € T. Az S definicidja szerint vezet az 1 csiicsbdl
i-be noveld ut. Ekkor viszont Z;; = c¢;j-nek kell teljesiilnie, mivel ellenkezd
esetben vezetne 1-bdl j-be is noveld ut, ami ellentmondéds. Tehat minden
(i,j) € A, i € S, j € T élre T;; = c¢;;, azaz a fenti kifejezés els6 tagjaban
szerepl6 Z;;-k rendre megegyeznek a c;; értékekkel. Tekintsiink most egy
olyan (u,v) € A élet, amelyre u € T és v € S. Akkor v € S miatt ismét
létezik 1-bdl v-be vezeté novel 1ut. De akkor az z,, = 0 egyenlGségnek
kell teljesiilnie, mivel ellenkez6 esetben lenne 1-b6l u-ba vezet6 noveld tt,
ami ellentmondés. Kovetkezésképpen, a fenti kifejezés mésodik tagjdban
szerepld Z;;-k rendre megegyeznek 0-val. fgy

AX)= D Tj— Y, Tw= ), =4,

(i,j)EA, (u,v)€A, (i,j)EA,
i€S,jeT weT,veS i€S,jeT

azaz z(X) = d, amivel a 6.2. tételt igazoltuk.
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A fenti tétellel teljes mértékben megvalaszoltuk a (3) kérdést, azaz ha egy
adott X folyamhoz nem létezik noveld ut, akkor az illeté folyam optimalis
megoldés, amit szokdsos mazimdlis folyamnak nevezni.

Vizsgéljuk ezek utédn a (2) kérdést. Nyilvanval6, hogy az irdnyitatlan
utak véges szdma miatt a novel6 ut egzisztencijja eldonthetd, és amennyi-
ben 1étezik az adott folyamra novel6 1t, akkor egy ilyen Ut meg is hatiroz-
haté. Gyakorlati szempontbdl azonban a noveld utak ilyen vizsgalata nagyon
nehézkes és nagymennyiségii szamitist igényel. A kovetkezékben egy jéval
hatékonyabb eljarassal fogunk megismerkedni. Az eljarast L. R. Ford és D.
R. Fulkerson [59] dolgoztdk ki 1957-ben.

Ford és Fulkerson eljarasa ([59])

Elokészito rész
Léssuk el az 1 csicsot a (—,+00) cimkével és adjuk r-nek a 0 értéket.
Iterdcids rész (r-edik iterdcio)

(Bizonyos cstcsok el vannak latva cimkékkel, masok nem, tovibba a
cimkézett csicsokbdl bizonyosak mar atvizsgalasra kertiltek.)

e ]. lépés. Ha minden cimkézett csucsot atvizsgaltunk, akkor vége az
eljarasnak; a tekintett X folyamhoz nem létezik noveld 1t. Ellenkezd
esetben a 2. 1épés kovetkezik.

e 2. lépés. Valasszunk egy cimkézett, de nem &tvizsgilt 7 csicsot és
vizsgaljuk at a kovetkezOk szerint. Minden (i,t) € E élre, ha T < c¢;
és a t cstcs cimkézetlen, akkor adjuk a t csticsnak az (47, d;) cimkét,
ahol §; = min{d;,¢;y — Z;4}. Tovabba minden (¢,i) € E élre, ha
Zy; > 0 és a t csucs cimkézetlen, akkor lassuk el a ¢ cstcsot az (i, ;)
cimkével, ahol ¢, = min{d;, Z;;}. Amennyiben a cimkézések sordn a
nyeld, azaz az n csics cimkét kap, akkor vége az eljardsnak; a tekintett
X folyamhoz létezik noveld tit. Az atvizsgéilds befejeztével tekintsiik
az 1 csucsot atvizsgaltnak, noveljik r értékét 1-gyel, és térjiink ra a
kovetkez6 iterdciéra.

A cimkék alapjan a novels utat a kovetkezék szerint hatdrozhatjuk meg.
Tegyiik fel, hogy a nyel6, az n cstiicspont meg lett cimkézve, és legyen a
cimkéje (z,‘c", ). Akkor n 6se a novels itban iy lesz. Most véve iy cimkéjét,
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ebben is szerepel egy szogpont, ez lesz az i, Ose a keresett tutban. igy
folytatva az eljarast, a nyel6bdl visszafele haladva, megkapjuk a nével6 utat.

Az eljards helyességének igazolasa el6tt a médszert a kovetkezé példan
illusztraljuk.

6.2. példa. Legyen G = ({1,...,5}, E), ahol az E-ben levé élek: (1,
(1,3), (1,4), (2,3), (2,5), (3,5), (4,3), (4,5), tovabba Cl2 = 2, C13 =
cly =4, co3 = 3, co5 = 3, c35 = b, cy3 = 5, cy5 = 4. Tekintsiik azt az X
folyamot, amelyre T19 = 2, T13 = 4, T14 = 4, Tog = 0, Tos = 2, T35 = b,
Z43 = 1, Z45 = 3, és a fel nem sorolt indexekre legyen Z;; = 0. A tekintett
problémét mutatja a 6.3. &bra, ahol az élek atbocsijtoképessége mellett
rendre zaréjelben feltiintettiik a megfelelé Z;; értékeket.

2),
5,

6.3. dbra. A 6.2. példa hélézata az X folyammal.

Els§ 1épésként a forrast ellatjuk a (—,oc) cimkével. Ezt a 6.3. dbran
meg is tettik. Ekkor egyetlen csicspontnak, nevezetesen a forrdsnak van
atvizsgalatlan cimkéje, igy az iteracids részben ezt a csicsot kell atvizsgdlni.
Egyetlen élre, az (1,3)-ra teljesiil az eldirt feltétel, igy a 3 cstics az (17,1)
cimkét kapja. Ekkor a forras mar atvizsgalt csics lesz, és ismét egyetlen
olyan csicsunk lesz, a 3 csics, amelynek van cimkéje és nincs atvizsgalva.
A kovetkezo iterdcids 1épésben ezt a csicsot vizsgaljuk at, és ekkor a 4 cstcs
kapja a (37, 1) cimkét. Ezt kovetéen pedig a nyeld kapja a (47,1) cimkét.
Ezzel vége az eljarasnak, a noveld utban 5 6se 4, 4-et 3 el6zi meg, és 3 Ose
1. A befejezett eljards utdni helyzetet mutatja a 6.4. dbra.
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6.4. dbra. A 6.2. példa hédlézata a cimkézési eljards végén.

4%

A tekintett példaval kapcsolatban megjegyezziik még, hogy amennyi-
ben a 6.1. tétel bizonyitdsdban megadottak szerint megvéltoztatjuk az X
matrix elemeit és az 1j folyamot X*-gal jeloljiik, akkor végrehajtva X*-ra
a cimkézési eljarast, azt kapjuk, hogy X*-hoz nem létezik novel6 1ut, azaz
X* egy optimélis megoldds. Konkrétan, a forras atvizsgdlasa sordn nem
tudunk egyetlen csticspontot sem megcimkézni, igy az addodik, hogy minden
cimkézett cstcsot atvizsgdltunk.

Az eljaras helyességének igazolasa

Jelolje G = ({1,...,n}, E) a halézat grafjat. Tételezziik fel, hogy az
eljards sordn az i cstcsponthoz egy bévebb (57,6;, k;) cimkét rendeliink,
ahol a k;-t a kovetkezdképpen definidljuk:

(a) a forrds cimkéje (—,00,0),

(b) a (57,8, ki) vagy (5, d;, ki) cimkéjii 4 cstics atvizsgaldsa sordn minden
cimkézetlen ¢ csucsra k; = k; + 1, ha a ¢ csics cimkét kap ebben az
atvizsgalasban.

Most a cimkék k-val jelolt harmadik komponense szerinti teljes indukcié-
val bizonyitjuk, hogy barmely cimkével rendelkez6 cstcspontba vezet a forras-
bdl olyan novel6 1ut, amelyben az élek szama megegyezik a cimke harmadik
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komponensével, tovibba a tekintett folyam értéke a cimke mésodik kompo-
nensében megadott értékkel névelhetd ezen noveld it mentén.

Ha k = 1, akkor az allitas nyilvanvald. Most tegyiik fel, hogy k > 1, és
k — 1-re teljesiil az allitas. Legyen a tekintett csics j és jelolje a cimkéjét
(1,05, k) vagy (i7,8;, k). Akkor a j csucs az i csics dtvizsgdldsa sordn kapta
a cimkéjét, igy az 7 csics cimkéje (r*, 0;, k—1), ahol x lehet a + és — el8jelek
barmelyike, tovabba vagy (i,j) € E és z;; < ¢;j, vagy (j,1) € E és T;; > 0
teljesiil. Az indukcids feltevés alapjan a forrasbdl vezet az ¢ csicsba néveld
Ut és ezen Ut mentén a tekintett folyam értéke §;-vel novelhetd. De akkor
folytatva ezt az utat az (i, j) vagy (j,4) éllel, nyilvanvaléan egy, a forrasbdl
a j csicsba vezeté novel6 utat kapunk, tovabba a tekintett folyam értéke
d;-vel novelhetd ezen Gt mentén, azaz teljesil k-ra is az allitds.

Az ismertetett eljards megoldast ad a (2) pont alatt felvetett mindkét
kérdésre, igy csak az (1) alatt felvetett probléma megolddsa maradt nyitva.

Tulajdonképpen (1) megvalaszoldsat az élekhez rendelt valés szdmok mi-
lyensége befolyasolja. Ha ezen szdmok mindegyike egész, és kiindulunk egy
egész értékeket tartalmazé X folyambdl, akkor az ismertetett eljarasban a &
értékek is egészek lesznek. Ekkor az eljaras soran eldallé X, X0, X®@)
folyamsorozat minden tagja egész lesz. Masrészt, mivel minden & pozitiv
és egész, a folyamsorozathoz tartozd folyamértékek egészek egy szigortian
monoton névekedo sorozatat alkotjik, amely feliilrdl korldtos. Egy alkalmas
korlat példaul a E(l,t)e c1r érték. Kovetkezésképp, az eljards legfeljebb
Z(l’t)e g c1t 1épésben véget ér, és az optimalis megoldas egész, amennyiben
az indulé X egész. Ez utébbi viszont biztosithatd, példaul valaszthatjuk X-
t a O-métrixnak. A fenti észrevételekbdl adddik a folyamproblémék alabbi
fontos tulajdonsaga.

6.3. tétel. Ha a (6.1) problémdban a c¢;; (1 < i # j < n) értékek
mindegyike egész, akkor létezik a problémdnak egész szamokbdl dllé optimdlis
megoldasa.

Bizonyitds. A korabbiakban megismert eljaras a 6.3. tétel egy konstruk-
tiv bizonyitédsa.

A fentiekkel kapcsolatban vegyiik észre, hogy az elmondottak akkor is
érvényesek, ha a c;; egyiitthaték valamely alkalmas w egységelemnek a
tobbszorosei. Ugyanis ebben az esetben minden 1épésben legalabb w-vel
né a folyam értéke. Ennek egy specidlis esete, amikor minden c;; racionélis.
Ekkor egy alkalmas egység lehet a c;;-kben szerepld nevezdk legkisebb kozos
tobbszorosének a reciproka.



127

Sajnos az eljards végessége nem igaz altaldnos esetben. Ford és Fulkerson
a [60] munkaban megadott egy olyan példat, amelyre az eljards nem ér véget
véges lépésben, hanem minden hataron tul folytatédik. Szerencsére nem i-
lyen rossz a helyzet, ugyanis a megismert eljaras kis médositasdval elérhetd
annak végessége. Egy ilyen mddositast adott meg 1972-ben J. Edmonds és
R. M. Karp [49]. Ezzel fogunk megismerkedni a tovdbbiakban. A médositas
szemléletes jelentése a kovetkezd. Az iterdciés részben a cimkézett, de at
nem vizsgalt csicsok koziil nem tetszélegesen vialasztunk, hanem olyan sor-
rendben, ahogy a csticsok el lettek latva cimkével. Ennek megvaldsitasara
nagyon jél hasznalhaté a cimkézési eljaras helyességének igazolasakor beve-
zetett bévitett cimke harmadik komponense. Ezt haszndlva, egy alkalmas
modositds lesz, ha a cimkézett, de 4t nem vizsgilt csicsok kozil olyant
valasztunk, melynek bévitett cimkéjében a harmadik komponens minimélis.
Ilyen moédositdssal mar barmilyen valds c;; értékek mellett véges 1épésben
véget ér az eljaras.

A kovetkezOkben a folyamproblémak egy fontos tételét igazoljuk, amely
a mazimdlis folyam, minimdlis vdgds tétele néven ismeretes. Ehhez sziiksé-
glink lesz az alabbi definicidra.

Az S és T = {1,...,n} \ S halmazok altal meghatdrozott A vigashoz
kapacitdst tudunk rendelni a kovetkezdk szerint. Az A wvdgds kapacitdsan
az S-bOl a T-be vezetd élek atbocsajtoképességeinek az Osszegét értjiik.
Formdlisan ez a kapacitds a ) (; jyepnsxr Cij Osszeggel egyenld. Haszndlni
fogunk még egy tovdbbi fogalmat. Legyen s # ¢t € {1,...,n} két tetsz6leges
csics. A G gréf olyan vigdsait, amelyeket meghatarozé S halmazokra s € S
és t ¢ S teljesil, (s,t) vdgdsoknak nevezziik.

6.4. tétel ([58] Maximélis folyam, minimdlis vigés tétele). A mazimdlis
folyamérték megegyezik az (1,n) vdgdsok minimdlis kapacitdsdval.

Bizonyitds. Legyen X egy maximalis értékii folyam. Tekintsiink egy
tetszéleges (1,n) vagast. Jelolje S a vdgast meghatdrozé halmazt. Akkor
1€ SéngS. LegyenT = {1,...,n} \ S. Ekkor S-bél T-be csak az
S x T halmazban levd éleken torténhet dramlas, igy a hidlézaton &dthaladé
anyagmennyiség nem lehet nagyobb, mint Z(i,j)e EN(SxT) Cij, ami viszont
pontosan a tekintett vagds kapacitdsa. Tehdt z(X) < > (i.j)eEn(SxT) Cij-
Mivel tetszéleges (1,n) vigast tekintettiink, ezért mar csak azt kell igazolni,
hogy létezik olyan (1,n) vigds, amelynek a kapacitdsa pontosan z(X)-sal
egyenlé. Ez konstruktivan igazolhaté. Hajtsuk végre a Ford-Fulkerson féle
cimkézési eljarast, és jelolje S azon csucsok halmazit, amelyekbe vezet az 1

” s

forrasbol noveld ut X-ra nézve. Mivel X maximalis értékli folyam, ezért nem
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létezik hozza a forrdsbdl a nyelébe vezeté novels t, de akkor n ¢ S. Legyen
T = {1,...,n} \ S, és legyen A az S halmaz &ltal meghatarozott végds.
Ekkor A egy (1,n) vagds. Mdasrészt a 6.2. tétel bizonyitdsdbdl tudjuk, hogy
2(X) = > (i) e An(SxT) Cij: Azaz 2(X) megegyezik a tekintett (1,n) vagds
kapacitasaval. Ezzel a 6.4. tételt igazoltuk.

A 6.4. tétellel kapcsolatban megemlitjiik, hogy az interpretilhaté a du-
alitasi tétel egy szép alkalmazdsaként. Ilyen megkozelitésben a (6.1) feladat
tekinthet6 a primal feladatnak, melynek lehetséges megolddsai a folyamok.
A (6.1) feladat dudlisdban pedig az (1,n) vdgasok alkotjak a lehetséges
megoldasokat. Akkor a 6.4. tétel pontosan az er6s dualitdsi tételnek egy
specialis alkalmazdsa.

A tekintett folyamproblémanak tobb kiilonb6zé altaldnositisa van. A
tovabbiakban ezeket vazoljuk érint6legesen.

Folyamprobléma cstcs- és élkapacitdasokkal

Ebben a legegyszeriibben kezelhetd altaldnositasban a hilézatban nem-
csak az élekhez, hanem a cstcsokhoz is szamok vannak rendelve, amelyek
az illet6 cstcs dtbocsajtéképességeként interpretdlhaték. Ekkor a lehetséges
folyamoknak az élkapacitiasokra vonatkozé feltételek mellett a csicskapaci-
tasokra vonatkozo feltételeket is ki kell elégiteni, és a kibovitett feltételrend-
szer mellett keresunk egy maximélis értéki folyamot.

Az 14j probléma egyszeriien visszavezethetd a (6.1) feladatra a kovetkezd
modon. Minden c¢; kapacitadsd ¢ csicsot helyettesitsiink a halézatban egy
(i,4") éllel, amelynek legyen a kapacitdsa c¢;. Tovabba az (i,t) alakd ci
kapacitdsu éleket tordljik a halézatbdl és vegyiink fel helyettikk az (i',¢)
éleket c;; kapacitdssal. Egyszertien belathatd, hogy az igy elallé folyam-
probléma mar (6.1) alak, és ekvivalens a mésik feladattal abban az értelem-
ben, hogy a két feladat optimdlis megolddsai koézvetleniil szarmaztathatok
egymasbol.

Minimadlis koltségii folyamok

Ebben a modellben azt tételezziik fel, hogy minden élhez a kapacitas
mellett egy tovabbi mennyiség is adott, amely az illeto élen athaladd egység-
nyi anyagmennyiség dthaladdsi koltségeként interpretdlhaté. Az egyszeriibb
szohaszndlat érdekében ezt a koltséget gyakran az illet6 €l koltségének nevez-
ziik. Ha ezeket a koltségegyiitthatékat a;;-vel jeloljiik, ahol a;; = 0, ha (4, j)
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nem éle a hélézatnak, akkor egy X folyam koltsége 2ijefl,..n} @ijTij. Bzek
utan a feladat a kovetkezo:

hatdrozzunk meg az eléirt v értéki folyamok kozil eqy minimalis koltségiit.

A minimélis koltségii folyamok témakore kiterjedt vizsgalatokhoz veze-
tett, aminek oka részben abban rejlik, hogy a hozzarendelési és szallitdsi
feladatok visszavezethetOk ilyen problémékra.

A kovetkezékben vézoljuk a probléma egy megolddsi mddszerét. Ehhez
szitkségesek bizonyos fogalmak. Elsoként kiterjesztjiik a novel6 ut fogalmat.
Egy, az i csticsbdl a j csticsba vezetd irdnyitatlan utat az X folyamra nézve
noveld dtnak neveziink, ha minden eléremend (k,1) élére Ty < cg; és min-
den (u,v) hatramend élére z,, > 0 teljesil. Egy ndveld it koltségét a
kovetkezdképpen definialjuk. Az 1t el6remend élei koltségeinek Osszegébol
kivonjuk az 1t hatramend élei koltségeinek oOsszegét. Ennek a szemléletes
jelentése a kovetkezd. Ha a noveld Gt mentén egységnyi mennyiséggel novel-
juk a folyamhoz tartozé z;; értékeket, akkor az 1t koltsége pontosan a
folyamvaltozas koltségét adja meg. Azt mondjuk, hogy az X folyamra
vonatkozoéan létezik néveld kor, ha vannak olyan i # j € {1,...,n} csucsok,
hogy i-bél vezet j-be és j-bdl vezet i-be noveld tt. A noveld kor koltségén a
két novels ut koltségeinek Osszegét értjiik. Vegyiik észre, hogy a néveld kor
létezése nem eredményezi azt, hogy az X folyam értéke novelhetd, csupén azt
jelenti, hogy az X folyamban cirkuldlé kor mentén az Z;j értékek megval-
toztatdsival képezhetiink egy masik, de az X-sal azonos értékii folyamot.
Ez arra lesz j6, hogy rogzitett folyamérték mellett csokkentsiitk a folyam
koltségét. Ezek utdn egy megoldasi mddszer a kovetkezo:

Eljaras v értékii minimadlis koltségi folyam meghatdarozasara

Eldkészito rész

e ].1. lépés. Hatarozzunk meg egy X folyamot, melynek * értéke
nem nagyobb, mint v. Legyen m = 0 és térjink ra az 1.2. 1épésre.

o 1.2. lépés. Keressiink negativ koltségii novels kort X(™)-re. Ha ilyen
nincs, akkor folytassuk az eljarast az 1.4. 1épéssel. Ellenkezé esetben
az 1.3. 1épés kovetkezik.

e 1.3. lépés. Képezzik a novels kor eléremend (k,[) éleire a cp — $§CT)

értékek O1-gyel jelolt minimumdt és a hatramend (u,v) éleire az mq(];'f)
értékek Oq-vel jelolt minimumdt, majd legyen © = min{©,0,}. A

néveld kor eléremend (k, 1) éleire legyen 2\ = (™ + @ és a novels
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kor hatramend (u,v) éleire legyen mq(fﬁH) = :vq(fﬁ) — ©. A kimaradé
(,7) indexekre legyen mgnﬂ) = :vgjm)

folytassuk az eljarast az 1.2. 1épéssel.

. Noveljik m értékét 1-gyel, és

e 1.4. lépés Legyen vy = v*, XM = X(m) g r = 1, majd térjiink r4 az
iteracids eljarasrészre.

Iterdcids rész (r-edik iteracid)

e 2.1. lépés. Ha v, = v, akkor vége az eljarasnak; X(") minimalis
koltségu v értékii folyam. Ellenkezd esetben a 2.2. 1épés kovetkezik.

o 2.2. lépés. Hatdrozzunk meg egy minimalis koltségi, a forrasbdl a
nyelobe vezetd noveld utat. Ha ilyen nincs, akkor vége az eljarasnak;
a probléménak nincsen lehetséges megolddsa. Kilonben folytassuk az
eljarast a 2.3. lépéssel.

o 2.3. lépés. Jelolje © a noveld Uit mentén felvehetd plusz anyagmennyi-
séget. Legyen ©' = min{©, v — 1,.}. Véltoztassuk meg az X(") folyam
értékét ©’-vel a novels ut mentén, és az 1j folyamot jelolje X(+1).
Legyen v, 41 = v, + ©'. Noveljik r értékét 1-gyel, majd térjink ra a
kovetkez6 iterdciés lépésre.

Az eljaras helyessége az alidbbi tételeken alapul, amelyek igazolasatol
eltekintiink.

6.5. tétel. Eqy v értékii X folyam akkor és csak akkor minimdlis kolt-
ségi, ha nem létezik hozzd negativ koltségi noveld kor.

6.6. tétel ( [29], [99]). Legyen X egy v értéki minimdlis kéltségii folyam,
tovabbd P egy, a forrdsbol a nyeldbe vezetd minimdlis koltségid noveld it
amely mentén O-val novelhetd az X folyam értéke. Akkor a P 1t mentén,
barmely 0 < 6 < © értékkel névelve az X folyamot, az el6dlls uj v+ értéki
folyam szintén minimdlis koltségi lesz.

A teljességhez még hozzatartozna az, hogy megadjunk olyan eljarasokat,
amelyek lehet6vé teszik adott értékii adott folyamhoz

(1) negativ koltségii novels kor létezésének eldontését, és pozitiv esetben
egy ilyen noveld kor meghatirozasat, valamint

(2) a forrdsbol a nyelébe vezetd noveld utak koziil egy minimdlis koltségii
noveld 1t meghatarozasat.
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Itt nem térunk ki ezen eljardsok ismertetésére, ilyen eljarasok talalhaték
a [b4] és [122] munkdkban. Ezzel szemben két példan illusztraljuk, hogy
miként vezethetd vissza a hozzirendelési feladat és a zart szallitasi feladat
a tekintett folyamproblémara.

6.3. példa. Tekintsiink egy 3 x 3-as hozzarendelési feladatot, amelynek
koltségmatrixa legyen (c;j). Konstrudljuk meg a tekintett hozzdrendelési
feladathoz a 6.5. abran megadott halézatot, ahol az éleken elséként az
atbocsijtoképességet, majd masodikként az illetd él koltségét tuntettiik fel.
A forrds most 0, a nyel$ pedig 4, tovdbba minden cimkézetlen (4, 5') élre az
atbocsdjtoképesség 3 és a koltség c;;.

1 1
1,0
1,0
2 2
0 1,0 1,0 4
1,0
1,0
3 3

6.5. dbra. A 6.3. példa hozzdrendelési feladatét leiré folyamprobléma.

Nyilvanvalé, hogy a 3 értéki minimdlis koltségli egészértékli folyam
szolgéltatja a hozzarendelési feladat egy optimadlis megoldasat.

6.4. példa. Tekintsiink egy olyan szallitasi feladatot, amelyben két
feladd hely van, rendre a1 és ao kapacitdsokkal, tovabba harom felveve hely,
rendre a by, by, bg kapacitasokkal. Tovdbba az egységnyi anyagmennyiségre
vonatkozé szallitasi koltségek a (c;;) matrixszal vannak megadva. Konstru-
aljuk meg a tekintett szallitasi feladathoz a 6.6. 4bran megadott halézatot,
ahol az éleken ismét az atbocsdjtoképességet, majd az illetd él koltségét
tuntettik fel. Itt a forras 0 és a nyeld 4, tovabba minden cimkézetlen (4, j)
élre az atbocsajtoképesség aq + as és a koltség c;;.

Egyszertien meggondolhatd, hogy az a; + as értékii minimalis koltségii
folyam szolgaltatja a tekintett szallitasi feladat egy optimalis megolddsat.
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2 3

6.6. dbra. A 6.4. példa széllitési feladatét leiré folyamprobléma.

Veszteséges és nyereséges halézatok

Az ilyen modellekben a hélézat éleire nem teljesiil az a feltétel, misze-
rint az élen az anyagmennyiség mennyiségi valtozas nélkul dthalad, hanem
az athaladas sordn el6fordulhat névekedés, azaz nyereség, vagy csokkenés,
azaz veszteség. Formalisan, minden (i, j) élhez tartozik egy nemnegativ m;;
mennyiség, amely megadja, hogy amennyiben az (i,5) élbe z;; mennyiségii
anyagot visziink be az ¢ pontnal, akkor m;;z;; anyagmennyiséget nyertink
az él j végpontjanal. Ebben az esetben a rendszerbe a forrdson bemen6
anyagmennyiség 11 = 3 (1 yep L1t €s a rendszerbdl a nyel6n tavozé anyag-
mennyiség v, = E(t,n)e 5 MinTm. A kett6é killonbsége a folyam vesztesége.
Az ilyen modellekben féképp a minimalis veszteségii folyamok meghataroza-
sa a cél, azaz rogzitett v, mellett olyan folyamot keresiink amelyre v, maxi-
malis, vagy rogzitett v, mellett olyan folyamot keresiink, melyre 4 minimalis.

Toébbkimenetii és tobbtermékes folyamok

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy egyféle anyag dramlik staciondriusan
a hélézatban, amelyben kitiintettiink egy forrast és egy nyelGt, és ezen
parosra vizsgaltuk az anyag dramlasit. Abban az esetben, ha megengediink
tobb forrdst és tobb nyelot, az dgynevezett tobbkimeneti folyamproblémdhoz
jutunk. A mésik kézenfekv§ lehet8ség megengedni azt, hogy szimultin tobb-
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féle anyag is d&ramolhasson a hédlézatban. Ilyenkor tobbtermékes folyamprob-
lémdradl beszéliink.

Amint azt az eddigiekben felsorolt modellek mutatjak, a halézati folya-
mok témakore igen gazdag. A témakor kutatdi szamos szép és mély ered-
ményt értek el ezen a teriileten. A téma irdnt érdekléddknek ismételten
ajanljuk a [38], [54], és [122] konyveket.
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7. Korlatozas és szétvalasztas modszere

A cimben szerepl$ médszer egy dltaldnos kereteljarasként interpretilha-
t6, melynek kiilonboz6 konkrét alkalmazdsai igen hatékony eszkozt szolgal-
tatnak a kombinatorikus optimalizalasi feladatok megoldasdban.

A médszer alapgondolata A. H. Land és A. G. Doig [119] munkdjiban lel-
heto fel els6 izben. A szerzdk a vegyes egészértékii linedris programozasi fela-
dat megoldasira adtak meg egy olyan eljarast, amely alapvetGen erre a tech-
nikdara épilt. Maga az igen talalé angol ”Branch-and-Bound” elnevezés J. D.
C. Little és tarsai [128] dolgozatdban szerepelt elszor, amelyben ezen tech-
nika felhasznalasdval egy, az utazé iigynok probléma megolddsara szolgald
eljaras kertult publikaldsra. A kordbbi specidlis eseteket szintetizdlva, P.
Bertier és B. Roy [22] dolgozta ki a mddszer els§ altaldnos valtozatat. Azdta
a korlatozas és szétvalasztids modszere szdmos formdban, az altaldnossig
kiilonboz6 szintjein nyert publikdlast és alkalmazasdval igen sok specidlis
problémahoz hatékony megoldési eljardsok készultek.

A tovédbbiakban mi is tobb valtozaton keresztiil fogjuk felépiteni az
eljarast, az egyes valtozatokat speciilis problémamegoldasokkal fogjuk de-
monstralni.

Alapeljaras
A moédszer targyalasiahoz tekintsiik az alabbi optimalizaldsi problémét:

(7.1) min{z(x):x € L}

ahol L azonos dimenzidju, egész koordinataji, nemnegativ vektorok véges
és nemiires halmaza.

Az adott feltételek mellett a (7.1) alatti feladatnak nyilvanvaléan létezik
optimalis megolddsa, ugyanis véges sok célfiiggvényérték minimumét keres-
siik. Legegyszeriibb megoldasi mdédszernek elsé kozelitésben az tiinhetne,
hogy L elemeit végigvizsgaljuk, és vessziik egy olyan elemét, amelyen z(x)
a legkisebb értéket veszi fel. Ezzel egy optimélis megolddshoz jutunk. Az
ilyen tipusu eljarast szokdsos leszdmldldsi eljdrdsnak nevezni. A kiilénb6zo
gyakorlati problémdkndl L elemszdma igen nagy lehet. Példdul n x n-es
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koltségmatrixi hozzarendelési feladat esetén |L| = n!. Igy célszerti lehetdség
szerint a teljes leszamlalast elkeriilni, és minél kevesebb lehetséges megoldast
megvizsgalni. Ez utébbi célokat igyekszik realizdlni a korldtozas és szétva-
lasztas maddszere.

Az eljarashoz sziikséges két fiiggvény. Ezek egyike az tigynevezett szétvd-
lasztdsi fiiggvény, amely az L halmaz tetszdleges |L'| > 1 részhalmazdhoz
hozzarendeli L' egy valédi osztélyozasat. A masik fuggvény, az tigynevezett
korldtozd figgvény, amely L tetszbleges L' # () részhalmazahoz hozzdrendeli
a z(X) (x € L') fuggvényértékek egy als6 korldtjat. Specidlisan, L' = {x}
esetén a z(x) fuggvényértéket. Most tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre
allnak ilyen fliggvények, és jelolje a szétvalasztasi fliggvényt ¢, a korlatozo
fuggvényt pedig g.

Az eljaras soran egy ugynevezett leszdmldldsi fat vagy Branch-and-Bound
fat (a tovdbbiakban B& B fa) épitiink fel a kovetkezOk szerint.

Eljaras
Elékészits rész. A fa gyokere legyen L. Hatérozzuk meg g(L)-t és rendel-
jik cimkeként az L szogponthoz. Legyen r = 1.
Iterdcios rész (r-edik iterdcid)
e 1. lépés. Az aktudlis fa levelein hatdrozzuk meg a cimkék minimumaét

és valasszunk ki egy minimdlis cimkéjii L' levelet.

e 2. lépés. Ha L' = {x}, akkor vége az eljardsnak; X optimdlis megoldés.
Ellenkez6 esetben a 3. 1épés kovetkezik.

e 3. lépés. Bévitsiik az aktudlis fat ¢(L') elemeivel, mint L' leszdrmazot-
taival, majd az 4j szogpontokhoz rendre szamitsuk ki a korldtokat és
rendeljik az illetd szogpontokhoz cimkeként. Ezek utan noéveljik r
értékét 1-gyel, majd térjink rd a kovetkezd iteraciés 1épésre.

Az eljaras két iteracids lépésében felépilé B&B fit szemlélteti a 7.1.
abra, ahol

¢(L) = {L11, L12, L1z}, g(L11) < g(L1j), (5 =2,3),

@©(L11) = {La1, L2}
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7.1. dbra. B&B fa két iterdciés 1épés utan.

Az eljaras helyessége

Végesség. Vegytuk észre, hogy ¢ definiciéja alapjan minden szogpont-
nak legfeljebb |L| leszarmazottja van, tovdbbd minden itericiés lépésben
az aktudlis fa leveleihez tartozé halmazok L-nek egy osztilyozasat alkotjik.
Szintén ¢ definicidja alapjan az egymast kovetd osztdlyozdsok egymads valddi
finomitésai, igy a felépithetd fa mélysége legfeljebb |L|. De akkor a felépithe-
t6 fa véges, amivel adddik az eljards végessége.

Helyesség. Tegyiik fel, hogy valamely iterdcids 1épésben L'-hoz tar-
tozik a minimdlis korldt és L' = {x}. Jelolje R a leveleknek megfelels
halmazok halmazat. Akkor 2(X) = g(L') < ¢(S) barmely S € R-re. De
9(8) < min{z(x) : x € S}, azaz g(S) < z(x) minden x € S-re. Igy
z2(x) < z(x) barmely x € S-re és barmely S € R-re. De akkor mivel R
osztalyozdsa L-nek, ezért z(X) < z(x) barmely x € L-re, amivel igazoltuk,
hogy X optimélis megoldis. Az eljaras demonstralasira tekintsiik az alabbi
0-1 értékii programozasi feladatot:

7.1. példa.
5$1 + 2$2 + 2:133 + 2:134 S 5

zi€{0,1} (i=1,...,4)

—3z1 — 9 — 3 — x4 = 2(x1,...,24) — min

Ekkor
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L ={(1,0,0,0,),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(0,1,0,0), (0,0, 1,0),
(0,0,0,1),(0,0,0,0)}.
L-hez alsé korlatként hozzarendelhetjik a célfiggvényegyiitthatok osszegét,
azaz tegyik fel, hogy g(L) = —6. Tegyiik fel tovabba, hogy a ¢ szétvilaszta-
si fuggvény két részhalmazra bontja L-t, Li-be kertilnek azok a lehetséges
megoldasok, amelyeknek elsé koordindtdja 1, Lo-be keriilnek azok a lehet-
séges megoldasok, amelyeknek els koordindtdja 0. Akkor
L, ={(1,0,0,0,)} és g(L1) = -3,
Ly, ={(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1,),(0,1,0,0), (0,0, 1,0),
(0,0,0,1),(0,0,0,0)}.
Lo-nek csak olyan lehetséges megoldasok elemei, amelyekben z; = 0 és az
To,x3, x4 valtozdk kozil legfeljebb kettd vehet fel 0-tél kiillonbozo értéket,

ugyanis ellenkez6 esetben nem teljesiilne az 5x1+2x9 + 223+ 2z4 < 5 feltétel.
Ezért z(x) > —2 teljesiil barmely x € L vektorra.

Tegyiik fel, hogy g(L2) = —2. Akkor az aldbbi B& B fihoz jutunk.

-3 -2

7.2. dbra. A 7.1. példihoz tartozé B& B fa.

Mivel L; minimalis cimkéjii, és L1 = {(1,0,0,0)}, ezért vége az eljaras-
nak; X = (1,0,0,0) optimélis megolddsa a tekintett feladatnak.

Az eljaras ismertetett valtozatanak alkalmazdsa nehézkes. A megoldandé
problémdk tobbségénél L-r6l kevés informacié all rendelkezésre és nagyon
nehéz az eldirt tulajdonsigokkal rendelkez6 szétvilasztasi fiiggvényt taldlni.
Péld4ul, ha az eléz6ekben megoldott feladatot gy valtoztatjuk meg, hogy
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a feltételrendszerben z; egyiitthatéja 6, akkor az alkalmazott szétvalasztasi
fuggvényink mar nem lesz j6, L1 = () és Ly = L felbontast eredményez.

A probléma egy lehetséges kikiiszobolése az, hogy L-hez keresiink egy
olyan véges ) halmazt, amely egyrészt tartalmazza L-t, masrészt viszonylag
kénny (i Q-hoz szétvalasztasi fliggvényt meghatarozni. Igy a B&B ik levelei
Q osztalyozasainak egy finomodé sorozatat alkotjak, és mivel L C €, egyide-
jileg implicit médon adédik L osztdlyozdsainak is egy tdgabb értelemben
vett finomodd sorozata. Nyilvanvalé ahhoz, hogy az eljaras a kivant médon
miikodjon, a korldtozo figgvényre vonatkozé eléirdsokat alkalmasan meg kell
valtoztatni.

A vizsgalt példdban Q = {(u1,...,u4) : u; € {0,1}, i =1,...,4} tartal-
mazza L-et, és ) barmely legaldbb kételemii részhalmaza szétbonthato két
nemiires részhalmazra az x1, ..., x4 valtozdk valamelyikének értékei szerint.

Sok esetben heurisztikus eljarasokkal el6 lehet allitani viszonylag jo cél-
fliggvényértékkel rendelkezO lehetséges megoldasokat. Bizonyos feladatok-
nal a mdédszer végrehajtidsa soran részeredményként is eléallnak lehetséges
megoldasok. A rendelkezésre 4116 lehetséges megoldasok felhaszndlasiaval e-
setenként hatékonyabba tehetd az eljiras a kovetkezdk szerint. Jelolje X a
rendelkezésre 4116 lehetséges megolddsok halmazat. Legyen z = min{z(x) :
x € X} és jelolje x* az X halmaz egy olyan elemét, amelyre z(x*) = %
teljesiil. Mivel X C L, ezért Z az optimum értékének egy felsd korlatja. Most
jelolje L' az aktualis B&B fa valamely leveléhez tartozé halmazt. Ekkor
g(L') az L' halmazban lev§ lehetséges megolddsokon felvett célfiiggvényér-
tékek alsé korlatja. Ha g(L') > Zz, akkor az L' halmazba esd barmely x
lehetséges megoldasra z(x) > g(L') > z teljestil. Ez pontosan azt jelenti,
hogy a tekintett levélhez tartozé lehetséges megoldasok kozott nincs jobb,
mint x*. Viszont ez esetben az aktuilis B&B fa ezen levelének tovabbi
vizsgalata az optimum meghatirozasat illetOen felesleges, az eljards folyta-
tasa sordn az illetd levéltol el lehet tekinteni. Ilyen esetben szokasos széhasz-
nalat, hogy a B& B fa megfelel dgdt lezdrjuk. Ezt a tovabbiakban az illeto
szogpont aldhtzédsaval jeloljik. Az aktudlis fa azon leveleit amelyek nin-
csenek lezdrva élg leveleknek nevezziik.

A B& B fa felépitése igen szemléletessé teszi az eljarast, ezért a tovdbbiak-
ban mi ezt az dbrazolastechnikat fogjuk hasznalni. Szamitastechnikai szem-
pontbdl viszont nem kivénatos a felesleges informéciok (lezart d4gak) térolasa.
Ez 1gy kiiszobolhetd ki, hogy minden iterdcids lépésben csak az aktualis
B&B fa él6 leveleit és a hozzajuk tartozéd informécidkat taroljuk.

Az eljaras kiillonboz6 alkalmazdsai soran kidertlt, hogy az aktualis B& B
fa azon levelének a kivalasztasi stratégidja, amelybdl a fit tovabbépitjik
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igen jelents. Az ismertetett valtozatban alkalmazott médszer — egy mini-
malis korlattal rendelkez6 levél kivélasztisa — nem minden esetben célszeri.
Bizonyos problémacsoportokndl més stratégidk novelik az eljaras hatékony-
sagat. igy a kiilonb6z6 alkalmazdsoknal mas és mas kivalasztasi szabaly
alapjan torténhet a B& B fa kiépitése.

A fentiekben vézolt bovitéseket 6tvozi magdba a (7.1) probléma megol-
déasara szolgald, az aldbbiakban felépitésre keruld eljaras.

Tegyiik fel, hogy adott egy olyan 2 véges halmaz, amelyre L C .
Tovabba adott egy olyan ¢ szétvalasztisi fiuggvény, amely € tetszdleges
legaldbb kételemii €' részhalmazahoz hozzdrendeli Q' egy valddi osztalyoza-
sat. Végiil adott egy olyan g korlatozdé fiiggvény, hogy €2 tetszéleges nemiires
Q) részhalmazéra az aldbbiak teljesiilnek:

() <min{z(x) :x € ' NL},ha [V >1és YU NL#0D,
g(Q') tetszbleges, ha || >1és Q' NL =10,

() = {z(i), ha || =1 & Q'NL={x},
W, ha |Q|=1 & Q' NL=1,
ahol W alkalmasan nagy szamot jelol, példaul szamitégépes implementéaci-
O6ban a gépben abrazolhaté legnagyobb szdmot. Esetenként W-hez hozza-
adunk vagy levonunk konstansokat. Ezen miiveletek eredményét tigy defini-
aljuk, hogy az ismét W. A g fliggvénnyel kapcsolatban feltételezziik, hogy az
Y halmazok (esetleg implicit) leirdsa olyan, hogy az || =1, Q' NL = {x}
eset felismerhetd, és x explicit médon eléallithato.

Tegyiik fel tovdbba, hogy ismertek olyan eljirdsok, amelyekkel a g(€')
fiiggvényértékek meghatdrozhaték barmely @ # ' C Q esetén és a o(Q')
fiiggvényértékek meghatarozhaték barmely ' C Q és || > 1 részhalmazra.
Ekkor a (7.1) feladatot megoldhatjuk az aldbbi eljarassal.

B&B eljaras

Elokészitd rész. Valamilyen heurisztikus mddszerrel hatarozzunk meg
egy lehetséges megoldast, jelolje ezt x¢. Legyen a z vdltoz6 értéke z(xp)
és az x* vektorvaltozd értéke xo. Ha lehetséges megoldis meghatarozasira
nincsen lehetdség, akkor legyen z = W, és x* = (—1,...,—1).

Hatarozzuk meg a ¢(2) korlatot. Ha a ¢g(€2) korldt meghatirozisa sordn
el6all egy x lehetséges megoldas, akkor definialjuk djra z-t és x*-ot a kovet-
kez&k szerint. Ha z(X) > z, akkor z és x* nem viltoznak, mig 2(X) < z
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esetében z-nak adjuk a z(X) értéket és x*-ot valtoztassuk x-ra. Legyen
r=0¢s

F — {{Q}7 ha’ g(Q) <21
0= i
0 kulonben.

Ezt kovetden folytassuk az eljardst az iterdcids eljarasrésszel.

Iterdcios rész (r-edik iterdcid)

e 1. lépés. Ha F, = (), akkor vége az eljardsnak; x* a feladat optimdlis
megoldasa, z az optimum értéke. Kulonben folytassuk a 2. 1épéssel az
eljarast.

e 2. lépés. Ha F, # (), akkor valamilyen rogzitett stratégia szerint véa-
lasszunk ki egy elemet F, elemei koziil, jelolje ezt Q. Alkalmazzuk a
o szétvéalasztasi fuggvényt '-re. Legyen

o) = (00,0},

Hatarozzuk meg rendre az Qy), e Qg) halmazokra a g(Qy)), e ,g(Qg;))
korlatokat. Jelolje X, a korlatok meghatarozasa soran el6alld lehetséges
megolddsok halmazat, feltéve, hogy ilyen létezik. Legyen z, = min{z(x) :
x € X,} és jelolje x(") az X, halmaz egy olyan elemét, amelyre
zr = 2(x(") teljesiil. Definidljuk tijra z-t és x*-ot a kivetkezék szerint.
Ha z, > z, akkor z és x* nem viltozik, mig 2z, < Z esetén z-nak adjuk

a z, értéket és x*-ot valtoztassuk x(M)_re. (X, = 0 esetén z és x* nem
véaltoznak.). Ezek utdn legyen

Frog = {Qi: Q€ (B {2 Up() & g() < 2}

Noveljiik r értékét 1-gyel és folytassuk az eljarast a kovetkezo iterdcids
1épéssel.

Az eljaras helyességének igazolasa

Vegyiik észre, hogy az eljaras sordn implicit médon fak egy olyan soroza-
tat allitjuk eld, hogy minden egyes fa leveleihez ) egy osztdlyozdsa tar-
tozik, és az osztdlyozdsokat minden iterdciés lépésben finomitjuk. Az F;
halmazok praktikussagi okokbdl csak mindig az aktudlis fa él6 leveleihez
tartozd halmazokat tartalmazzdk. Ezek a halmazok legalibb kételemiiek,
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ugyanis || = 1 esetén g(Q') = W vagy ¢g(') = z(X) teljesiil valamely
x € L lehetséges megolddsra. Az elsd esetben az Q'-hoz tartozd levél
lezarasra keril, a méasodik esetben pedig a g-re vonatkozd feltételezéstiink
szerint X rendelkezésiinkre all, de akkor x € X, és igy Fj,; kialakitasakor
g(Q') = z2(x) > z. Viszont igy az Q'-hoz tartozé levél ismét lezdrdsra keriil.

A fenti észrevételeket felhasznélva, az eljaras helyessége hasonléan bizo-
nyithatd, mint a megel6zé verzidé.

Vegyiik még észre, hogy a ¢ szétvalasztasi és a g korlatozé fuggvényekre
sziikségtelentl erds az a kikotés, amely szerint ¢ tetszdleges 2 C Q és
|| > 1 részhalmazra, g tetszdleges ) # Q' C Q részhalmazra értelmezve
van. Ez sok esetben nagyon korulményes, vagy egyaltalan nem biztosithatd.
Lényegében elegendd, ha a ¢ szétvalasztdsi fliggvény értelmezve van az
eljaras sordn el6allé B& B fik é16 levelein. A g korldtozé fiiggvényrél pedig
elegend6 azt kikotni, hogy értelmezett az 2 halmazon és az eljaras sordn
el8alls B&B fak barmely ' é16 levelére (') elemein.

A ¢ és g fuggvényekre vonatkozé fenti kikotések is formalizalhatok.
Mivel az altalanos eset formalizmusa eléggé bonyolult, ezért ettdl eltekintiink.
Az egyes modelleknél rendre megadjuk a konkrét ¢ és g fuggvényeket és tu-
lajdonsagaikat.

A kovetkez&kben a fenti eljardst fogjuk alkalmazni konkrét problémacso-
portok megoldasara. Egy konkrét alkalmazas esetén meg kell adni

(a) az Q halmazt,

(b) a ¢ szétvdlasztdsi és a g korldtozo fiigguényt, és igazolni kell, hogy
ezek rendelkeznek a kivdnt tulajdonsdgokkal,

(¢) azt a stratégidat, amely alapjin az aktudlis B&B fa levelét kivdlasztjuk
tovdbbi faépités céljabol.

A felsoroltak megadasaval egy konkrét eljarast kapunk az illeté problé-

macsoport megoldasara, amelynek helyessége kovetkezik az altalanos eljaras
helyességébdl.

Az eljarassal kapcsolatban megjegyezziik még, hogy nyilvanvalé médon
maximum feladatok megoldaséra is alkalmas. Ez esetben W helyett minden-
hol —W szerepel, minimumok helyett maximumokkal kell dolgozni, és a
célfuggvényértékekre, valamint a korldtokra vonatkozé egyenlGtlenségekben
7<” helyett ”>" relaciét, "<” helyett ”>" relaciét kell venni, végiil a g
korlatozo fuggvénynek az egyes halmazokhoz felsé korlatokat kell rendelnie.
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8. Hatizsak feladat

A hatizsak feladatnak szamos gyakorlati alkalmazédsa van, ezek koziil az
egyik legismertebb a kovetkezo.

Hatizsak feladat

Adott egy hatizsdk és kiillonboz6 hasznalati targyak egy halmaza. Min-
den egyes targynak adott a silya és az értéke, tovibba a hatizsdkba keriil6
rakomdny stlya is korldtozva van (nem lehet barmilyen nagy silyt rakoményt
a hatizsdkban elszdllitani). Feladat a rendelkezésre &ll6 targyakbdl egy
olyan rakomdnyt sszeillitani, amely szdllithat6 (a silya nem haladja meg
a rakomdny sulykorlatjat) és emellett maximalis értékii.

Jelolje
m a hasznélati targyak szamat,
a; a j-dik targy silyat, (j =1,...,m),
¢; a j-dik targy értékét, (j =1,...,m),
b a hatizsdk rakomanyanak silykorlatjat, tovibba legyen
o { 1, ha a j-edik targy bekeriil a rakomdnyba,
7710 kiilonben.
A bevezetett jelolésekkel a hdtizsik feladat a kovetkezd optimumszamitasi
modellel irhaté le:

E;-nzl a5 < b

(8.1) z;€{0,1}, G=1,...,m)

m . .
> j=1CjTj — max

Nyilvanvaléan az els6 feltétel baloldala a rakomany sulyat adja meg, ami
nem haladhatja meg a jobboldalon 4116 b fels§ korlatot. A célfiiggvény pedig
a rakomdany értékét adja meg. A mdsodik feltételcsoport azt irja le, hogy
kiilonbozék a targyak, és minden egyes targy vagy benne lesz a rakoméanyba
vagy nem lesz benne.

A (8.1) feladatot szokés bindris hdtizsdk feladatnak vagy 0—1 hdtizsdk fe-
ladatnak nevezni abbdl a célbdl, hogy megkiilonboztessiik mas tipusi hatizsdk
feladatoktdl.
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Az egyik természetes dltaldnositdsa a bindris hitizsdk feladatnak, az a fe-
ladat, amikor a rendelkezésre all6 targyak tobb példanyban, esetleg korlatlan
mennyiségii példdnyban haszndlhatok fel. Ilyenkor az z; valtozd azt adja
meg, hogy a j-edik targybdl hany példany keriil a rakomanyba. A megfeleld
optimumszamitasi modell a kovetkezd:

Yjeraz; < b

(8.2) zj>06ésxjegész (j=1,...,m)

m . -
2 j=1 CjTj — max

A (8.2) modellt szokds egészértéki hdtizsdk feladatnak nevezni. Ezen belill
is megkiilonboztethetd két fajta, a korldtos véltozat, amikoris minden z;
valtozéra a feladatban adott egy fels6 korlat és a nemkorlatos valtozat,
amikor nincs minden z;-re fels korldt. Ha egyetlen x; véltozdra sincs felsé
korlat, akkor dltaldnos hdtizsdk feladatrol beszéliunk.

Miel6tt barmit kezdenénk a hatizsadk feladattal, tegytik fel, hogy a tovab-
biakban csak olyan (8.1) és (8.2) tipusi feladatokkal foglalkozunk, amelyekre

(1) aj egész, (j =1,...,m),
(2) ¢jegész, (j=1,...,m),

(3) b egész.
A (8.2) modell egy gyakorlati alkalmazisa a kovetkezd feladat.

Pénzvialtasi feladat

Adottak bizonyos fajta pénzérmék. Mindegyik fajtanak meghatarozott
értéke van és korlatlan mennyiségben allnak rendelkezésre. Mésrészt adott
egy pénzmennyiség, amelyet pénzérmékre akarunk atvaltani Ggy, hogy az
ellenértékiil kapott pénzérmék szdma minimaélis legyen.

Legyen a pénzérme fajtdk szdma m. Jelolje a j-edik fajta pénzérme
értékét a;. Tovabbd legyen b az a pénzmennyiség, amit érmékre akarunk
valtani. Végiil legyen z; a j-edik érmetipusbdl felhasznalt érmék szdma.
Akkor a pénzvaltasi feladat olyan (8.2) tipusi feladattal irhato le, amelyben
az els6 feltételnél egyenlSséget koveteliink meg és ¢; = —1, (5 = 1,...,m).
Nevezziik dltaldnositott pénzvdltdsi feladatnak azt a (8.2) tipusu feladatot,
amelyben a feltétel egyenlség.



145

Fontos megjegyezni, hogy a hétizsak feladat onmagaban is érdekes, de
ezen kiviil szdmos bonyolultabb tipusu feladat vizsgalataiban, megoldé el-
jardsaiban is kulcsszerepet jatszik. Tobbek kozott ez annak az oka, hogy
nagyon sok eredmény jelent meg a hétizsik feladatokrdl, melyekrdl jé is-
mertetések és Osszefoglalok talalhatdk a [132], [158], [168] munkdkban.

Az elmondottak alapjan nyilvdnvald, hogy a jelen fejezet kereteiben csak
arra van lehet6ség, hogy valogassunk a sok eredménybdl. Ezt is tettiik, és
a valogatas eredményeként elséként megmutatjuk, hogy szdmos egészértékii
linedris programozasi feladat visszavezethet6 egy alkalmas dltalanositott pénz-
valtasi feladat megolddsara. Ezt kdvetéen bindris hdtizsik feladatokra épi-
tunk fel megoldé eljardsokat, melyek kozul az elsé a dinamikus programozas
elvére épiil, a masodik pedig egy Branch-and-Bound eljaras.

Tudjuk, hogy az i-edik egyenlétlenség baloldalat bovitve egy nemnegativ
egészértékil u; eltérésvaltozéval (i = 1,...n), az Ax < b feltételcsoportrdl
attérhetiink olyan feltételrendszerre, amelyben mar csak egyenldségek sze-
repelnek. Ezért rogton ilyen egészértékii linedris programozasi feladatot
tekintiink. Nevezetesen tekintsiik az

Ay =P, x > 0 és x egész

CX =— zZ — max

egészértékil linearis programozasi feladatot, ahol A, b és ¢ rendre egészek.
Jelolje a fenti feladat lehetséges megolddsainak a halmazat L*.

Megmutatjuk, hogy bizonyos feltételek mellett a tekintett linedris prog-
ramozasi feladat visszavezethetd egy alkalmas altalanositott pénzvaltasi fe-
ladatra. A visszavezetés alapotlete az, hogy az

A"Mx = b, x > 0 és x egész
feltételrendszerhez meghatdrozunk egy olyan w = (wy,...,w,) vektort,
amelyre a

wAxX =wb, x > 0 és x egész

1j feltételrendszert (ami egyetlen egyenlet) pontosan azok az x vektorok
elégitsék ki, amelyek kielégitik az el6z6 feltételrendszert. Jelolje LY, az 1j
feltételrendszer altal meghatarozott lehetséges megoldasok halmazat. Olyan

w-re van sziikségiink, amelyre
* _ T*
L* =1L},

Nyilvdnvaléan elegend6 n = 2-re megoldést adni, akkor kettesével Ossze lehet
vonni az egyenleteket, el6szor az elsd kettét, majd az 6sszevont egyenlettel
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a harmadikat, és igy tovabb. Ezt a technikat szokds aggregdcionak nevezni.
Az els6 aggregicios eljaras G. Mathewstdl [140] szarmazik. Mi egy masik
megoldassal fogunk megismerkedni, amely F. Glovertél [75] szarmazik 1972-
bél.

8.1. tétel ([75]). Legyen a tekintett két egyenlet s;(x) = 37, a;jz; =
bi, (i = 1,2), ahol by és by valamelyike nem zérd. Ha wi,wy olyan nem 0,
relativ primek, hogy
(1) w1b1 + wabs # 0,
(2) wia1j + waag; > [byar; — biagsl, (5= 1,....m),
(3) (Vi € L:V)(EI] € {1, ... ,m})( w1015 + waag; > |bga1j — bla2j| €s r; > 0),
akkor L* = L%, feltéve, hogy L* # ().

Bizonyitas. L* C L, trivialis, ugyanis, ha egy nemnegativ egész x vek-

tor kielégiti a két egyenletet, akkor kielégiti azok barmilyen linearis kom-
binacidjat is.
Most megmutatjuk, hogy L}, C L* szintén teljesiil. Feltevésiink miatt L* #
(), tovabbd az elézéek szerint L* C L%,. Ezzel L%, # (. Legyen X € L%,
Akkor x # 0, mivel x kielégiti a wAx = wb egyenletet. Ha x = 0 lenne,
akkor az egyenlet baloldaldn 0-at kapnink, mig a jobboldal wiby + waba, és
ez utébbi érték a feltétel szerint nem nulla. Szintén a feltétel szerint

wiaij + waag; > |boai; — bragy|, (j=1,...,m),
és van olyan jy € {1,...,m}, hogy
wia1j, + waagj, > |baaij, — biag,|, Zj, > 0.
Megszorozva mindkét oldalt az 7; > 0-val és Osszegezve j-re,
Y (wiary + waag)T; > YL [brary — birag|T;

Rendezve az egyenlGtlenséget,

wy iy a1+ wa 35T agEy > by 3ojt a1y — b ik az;gl,
amit az s1(x), s2(x) jelolésekkel az aldbbi alakban irhatunk fel:

w181(X) + wase(X) > |basi(X) — bysa(X)].
Mivel x € L},, ezért a baloldalra
w181(X) + wase(X) = wiby + wabs.

Most a wi1by + wabs kifejezést behelyettesitve, azt kapjuk, hogy

() wiby + wabe > |basi(X) — bysa(x)].
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Most indirekt igazoljuk, hogy x € L*. Tegyiik fel, hogy x ¢ L*. Akkor az
s1(x) = by és s9(x) = by egyenletek valamelyikét x nem elégiti ki. Tegyiik
fel, hogy s1(X) # b1. Akkor x € L},-b6l kovetkezik, hogy

wlsl(fc) + ’LUQSQ(?C) = wib; + wabs.
Atrendezve az egyenletet, azt kapjuk, hogy wy (s1(X) — b)) = wa(by — 52(X)).
Mivel wy # 0 és wy # 0, ezért a kapott egyenloségbol az kovetkezik, hogy

51()_() 75 b1 — 82()_() 75 b2

Tehat léteznek olyan nemzéré «, B egészek, hogy

81()_() = b1 +a és 52()_() = b2 - B
Behelyettesitve x-t az 1j feladat alabbi feltételébe

’LU181(X) + ’LUQSQ(X) = wib; + wabs,
x kielégiti ezt a feltételt, igy azt kapjuk, hogy

wy (b1 + @) + wa(be — B) = wiby + webe, amibdl wya = wef.
Mivel w; és wqy relativ primek és minden tényez6 nem nulla, ezért 1étezik
olyan ¢ # 0 egész, hogy a = qws. Kifejezve f-t is: f = wia/wy =
wrqwy/wy = quy. Ekkor
51()_() = b1 + qu?9 és 52()_() = b2 — quwi.
Most az s1(X)-re és az so(X)-re kapott kifejezéseket behelyettesitve a (*)
egyenlGtlenségbe
w1by + wabg > [b2(b1 + qwa) — by (b2 — qun )|
amibdl
w1by + woby > |q(w161 + w2b2)|.

Vegyiik észre, hogy az utolsé egyenlStlenség csak akkor teljesiilhet, ha ¢ = 0,

mivel q egész és wi1by + waby # 0, amivel ellentmondédshoz jutottunk. Tehat
s1(X) = by és sa2(X) = by, azaz X € L*, amivel a 8.1. tételt igazoltuk.

A tovabbikban a bindris esetre egy példin megmutatjuk, hogy miként
lehet a megfelel6 w vektort meghatirozni, és vele az 1j feltételt el6allitani.
8.1. példa.

2:1:1 - 31‘2 +4£L‘3 S 5
—3x1 —To+2x3 < —1

ZTj € {0’1}5 (.7 = 172a3)

—2x1 — o — 3x3 = z — max
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Egyszeriien ellen6rizhetd, hogy a lehetséges megoldasok halmaza a kovetkezo:
L ={(0,1,0),(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)}.

Kiegészitve az egyenlGtlenségek baloldaldt az x5 és xg eltérésvaltozokkal,
a kapott feltételrendszer lehetséges megoldasainak L* halmaza:

L*=4{(0,1,0,8,0),(1,0,0,3,2),(1,1,0,6,3), (1,1,1,2,1) }.

A w és wy konstansok konnyebb meghatarozasahoz, ha valamely feltétel-
ben z; egyiitthatGja negativ, akkor ott z;-t helyettesitjiik (1 —x%)-vel. Most
végrehajtva a negativ egyiitthatoknal a helyettesitéseket és feltiintetve a két
egész eltérésvaltozot, a kovetkezo feladatot kapjuk:

2r1 +  +3zh+4xs3+ax4 =38
3z} + xh + 2x3 +xz5=3

—2x1 — 9 — 3x3 = z — max

Az 1j egyenletek baloldalait jelolje s} (x) és s5(x). Ekkor az egyenletek-
ben szerepld valtozékat és azok egyutthatéit adja meg az aldbbi tablazat.

|z R T3 x4 T3 b;
s | 2 3 4 1 8
s 3 1 2 1 3

8.1. tdblazat. A valtozék és egyiitthatdik.

Most olyan w; és wq értékeket kell meghataroznunk, hogy teljesiiljenek
a 8.1. tétel feltételei. Ehhez nyujt segitséget az aldbbi tdblazat, ahol min-
den véltozéra megadjuk a (2) feltétel jobboldalin szerepld értéket, valamint
w1, we-re egy olyan reldcidt, ami biztositja, hogy a (2) feltétel teljesiiljon.

J |b2a1j—b1a2j| w1015 + Waa2;
1 3:248-0=6 wip-2>6—>w >3
1 3-0+8-3=24 wo -3 >24 — wy > 8

| |
I I
2| 3-3-8-1=1 | wi3twal >1 = w; > 1
| |
| |
| |

3 3-4—8-2[=4 wy-Atwe2 >4 — wj > 2
4 3.1-8-0=23 w-1>3 > w >3
5 3-0-8-[=38 wy-1>8
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A tablazatbdl azt kapjuk, hogy wy alsé korldtjai a 3, 1,2, 3 egészek, mig
wy alsé korlatjai a 8, 1,2, 8 egészek. Ahhoz, hogy a 8.1. tétel minden feltétele
fennalljon, olyan wi,wy egészeket kell valasztani, hogy w; és wy relativ
primek legyenek, wiby + woby # 0, valamint wy; > 3, we > 8 teljesiiljenek.
Konnyen ellendrizhetd, hogy wy = 4, wo = 9 esetében a felsorolt feltételek
teljestilnek. Most nézziik rendre a 8.1. tétel feltételeit.

A tekintett egyenletrendszerre by = 8 és by = 3, azaz egyikiik nemzéro.
Masrészt wy # 0 és we # 0 olyan relativ primek, hogy

(1) w1b1 + w262 75 0.

(2) wial; +wzay; > |baay; — bras,l, (5=1,...,m),

(3) (vx € Ly,)(Fj € {1,...,m})( wia); +waay; > |baal; — biay,| és z; > 0),
(4) L* # 0.

A (2) feltétel a wy és wo vélasztdsa miatt teljesiil, rdaddsul minden
valtozéra a > reldcié érvényes. (Itt az agj jeloléssel arra utaltunk, hogy
ezek mar nem az eredeti egyiitthatdk, hanem az x; valtozék bevezetése és a
kiilonbségvaltozdk felvétele utdni egyiitthatok.

A (3) feltétel esetében vegyiik észre azt, hogy az 1ij feladat (ami egyetlen
egyenletet tartalmaz) jobboldala wib; + wsbe, ami (1) alapjan nem 0. De
akkor 0 € L,, azaz minden X € Lj,-re van olyan j, hogy z; > 0. De ezzel a
(3) feltétel mar teljesiil, mivel (2)-ben a > relacié érvényes minden valtozora,
igy a tekintett z;-re is.

L*-r6l tudjuk, hogy 4 elemet tartalmaz, igy L* # ().

Kovetkezésképpen a 8.1. tétel minden feltétele teljesiil, de akkor a 8.1.
tétel alapjan L* = Lj,.

Most az alkalmas w; és wo ismeretében hatarozzuk meg a konkrét 1j

egyenletet.

si(x) =21+  +32h+4z3+z4 =38

sh(x) = 3z + 2 + 2z3 +xz5=3

wy =4, we = 9.

Behelyettesitve a wys)(x) + wash(x) = w1by + weby egyenletbe,

81 + 272 + 212!, + 34x3 + 44 + 925 = 59.
Helyettesitve x-t (1 — z;)-vel,

8r1 — 2Tz — 21x0 + 3423 + 424 + 925 = 11, azaz

—1921 — 21z + 34x3 + 424 + 925 = 11
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Most meghatarozzuk a kapott egyenlet lehetséges megoldasait. Ezt pél-
daul a kovetkezd mddon tehetjiik meg. Rendre értéket adva az xi,r9,x3
bindris valtozdknak, egy 424+ 925 = « alakid diofantoszi egyenlethez jutunk,
amelynek nemnegativ megoldasai a bindris értékekkel kiegészitve, adjak az
L},-ben levé lehetséges megolddsokat. Ismeretes (Id. pl. [148]), hogy a
4z4 + 925 = a egyenletnek létezik megoldasa, mivel 4 és 9 relativ primek.
S6t azt is tudjuk, hogy ilyenkor végtelen sok megoldas van, amelyek (¢ +
9, yo —4t) alakiak, ahol (zg, yo) egy megoldasa a 4z4+9z5 = a egyenletnek.
Az egyszeriibb érthet0ség kedvéért djra felirjuk a vizsgdlat targyat képezd
egyenletet:

—19:131 - 21$2 + 34$3 + 4$4 + 9$5 =11.

Vizsgiljuk az 1 = 0, z9 = 0, 3 = 0 esetet. Ekkor a diofantoszi egyenlet:
4x4 + 925 = 11, amelynek nem létezik nemnegativ egész megoldisa. Tehat
L}, nem tartalmaz olyan vektort, amelynek az elsé hdrom komponense 0-val
egyenld.

Hazi1 =0, 29 =0, 3 = 1, akkor a diofantoszi egyenlet: 4z4+9x5 = —23,
amelynek nincsen nemnegativ megoldisa. Tehat L}, nem tartalmaz olyan
vektort, amelynek az elsé harom komponense 0,0, 1.

Legyen 1 = 0, o = 1, 3 = 0. Ekkor a diofantoszi egyenlet: 4x4+9z5 =
32, amelynek pontosan egy nemnegativ megoldasa van, az x4 = 8, x5 = 0.
Tehat (0,1,0,8,0) € L%, és L%,-ben nincsen mds olyan vektor, amelynek
els6 harom komponense 0, 1, 0.

Ha 21 = 0,29 = 1, z3 = 1, akkor a diofantoszi egyenlet: 4z4+ 925 = —2,
amelynek nincs nemnegativ megoldasa, igy L}, nem tartalmaz olyan vektort,
amelynek az elsé harom komponense 0, 1, 1.

Ha z; = 1, o = x3 = 0, akkor a diofantoszi egyenlet: 4x4 + 9z5 = 30,
aminek pontosan egy nemnegativ megolddsa van z4 = 3, x5 = 2. igy
(1,0,0,3,2) € L%, és L3, nem tartalmaz mds olyan vektort, amelynek az
els6 harom komponense 1,0, 0.

Hasonléan folytatva a vizsgélatokat, pontosan megkapjuk azokat a vek-
torokat, amelyek az L* halmaz elemei.

A fejezet tovabbi részeiben mar csak bindris hatizsik feladatokkal fogunk
foglalkozni, nevezetesen azt vizsgaljuk, hogy miként lehet ezeket megoldani.
Ismeretes, hogy a bindris hétizsdk probléma NP-nehéz (Id. pl. [68], [132]),
ezért nem varhaté hatékony megoldé eljaras ezekre a feladatokra. Elséként
megmutatjuk, hogy elegendd csak bizonyos tipusi feladatok megoldasara
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szoritkozni, aztdn ezt felhasznalva, megadunk két megoldé eljarast, melyek
végrehajtasat példakon fogjuk demonstralni. Tekintsiik ezek utdn a (8.1)
binaris hatizsdk feladatot.

Z;ﬂ:lajmj <b
Ty €{0,1}, G =1,...,m)

m . .
> j=1CjTj — max

8.1. segédtétel. Az optimdlis megoldds létezését és meghatdrozdsdt
illetéen elegendd olyan (8.1) tipusi feladatok vizsgdlatdira szoritkozni, ame-
lyekben minden aj, c; egyutthatd pozitiv egész.

Bizonyitas. Megadunk egy olyan eljarast, amely tetszéleges hatizsdk
feladathoz konstrudl egy olyan 1j hatizsak feladatot, hogy a két feladatnak
egyidejlileg 1étezik optimalis megoldasa, és az 1j feladat optimalis megoldéa-
sabdl kozvetleniil szarmaztathatd a kiindulasi feladat optimélis megoldasa.

e 1. lépés. Minden olyan j € {1,...,m} indexre, amelyre ¢; < 0 és

aj < 0, helyettesitsitk z;-t (1 — z})-vel.

e 2. lépés. Minden j € {1,...,m} indexre, ha ¢; > 0 és a; < 0, akkor
adjuk az z; véltozénak az 1 értéket, és rendezziik at a feladatot.

e 3. lépés. Minden j € {1,...,m}-re, ha ¢; <0 és a; > 0, akkor adjuk
az z; valtozénak a 0 értéket.

Az eljaras helyessége egyszeriien igazolhatd, ezért ezt most nem bizonyit-
juk.

Vegyik még észre, hogy amennyiben minden a;, ¢; pozitiv, akkor b-nek is
sziikségképp pozitivnak kell lennie, ugyanis ellenkez6 esetben trivialis, hogy
a feladatnak nincs lehetséges megoldasa, vagy csak egy lehetséges megoldasa
van, a 0 vektor.

Az atalakitds illusztraldsara tekintsiik a kovetkezd feladatot, amelynél a
rovidség kedvéért a binaritdsi feltételeket nem tiintettiik fel.

8.2. példa.

To + 223 +3x4 — x5 — 226 — 227 < 4

T +3z3 — x4 — 225 + 6 — T7 = Z — Max

Az 1. 1épés szerint helyettesitsiik z5-6t 1 — z5-vel és z7-et 1 — zh-vel. A
kapott j hatizsdk feladat a kovetkezo:
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$2+2$3+3$4+$’5—2$6+2$’7§7

-3+ + 323 — w4+ 225 + 16 + ThH = 2 — max

Most a 2. lépés szerint adjuk az z1 és xg valtozéknak az 1 értéket. A
helyettesités utani rendezéssel az alabbi hatizsak feladathoz jutunk.

x9 + 2x3 + 3x4 + 25 + 225 <9

—1+3z3 — x4 + 225 + 2% =z — max

Most a 3. 1épés szerint az zo és x4 valtozéknak 0 értéket adva, a
kovetkezé hatizsak feladatot kapjuk, amelyben mar minden egytitthato pozitiv.

2r3 + xf + 225 <9

—1+3z3 + 225 + 27 = z — max

A tovabbiakban olyan feladatok megolddsara adunk megoldd eljarast,
amelyekben minden egyiitthato pozitiv. Az els6 targyaldsra keriil6 eljardsunk
a dinamikus programozas elvén alapul. Ennek targyaldsdba a dinamikus
programozas moddszerét nem vessziik be, hanem direkt médon mutatjuk
meg az eljards helyességét. A dinamikus programozdst és a hatizsdk fe-
ladatot Osszekapcsolé munkak irdnt érdeléd6knek ajanljuk a [14], [15], [16],
[17], [40] attord jellegii munkékat.

Dinamikus programozdson alapulé megoldé eljaras

Legyen a tekintett feladat
Z;‘nzl a;jz; < b
zj € {0,1}, G =1,...,m)

dojLi¢jTj = z — max

amelyben minden egyutthaté pozitiv egész. Vegyuk észre, hogy ennek a
feladatnak mindig létezik optimalis megolddsa, mivel 0 € L.

Minden k € {1,...,m} és r € {0,1,...,b} parosra legyen f(k,r) az aldbbi
hatizsak feladat optimumértéke:
Z?:l ajri <T
zj€ {0,1}, G =1,...,k)

Z?:l CjT; = z — max

Akkor K = m és r = b esetében f(m,b) pontosan a tekintett fela-
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dat optimumét adja, igy az optimum meghatirozasihoz elegend6 az f(k,r)
fuggvényt kiszdmitani az adott értelmezési tartomanyra. Nyilvanvald, hogy
f(k,0)=0, (k=1,...,m)

és
haa <r
1 — C1, 1>7,
f(1,r) {0 Kiilonben. *
Most tegyiik fel, hogy ismertek az f(k — 1,7), (r = 0,1,...,b) értékek
valamely k& > 2-re. Az f(k,r)-nek megfelelé feladatot oldjuk meg gy, hogy
zr = 0 és 7, = 1 szerint szétbontjuk a lehetséges megoldasok L’ halmazat
Ly és L)-re, majd a két maximum koziil a nagyobbikat vesszitk. Az zj =0
helyettesitéssel Lj-t az aldbbi feladat hatdrozza meg;:

Y lajm; <r
z;€{0,1}, (j=1,....k—1)

r=0,1,...,b)

Z?;ll CjT; = z — max
Vegyiik észre, hogy ez pontosan az f(k — 1,7)-hez tartozé feladat, igy az
optimuma f(k —1,r).
Az z1, = 1 helyettesitéssel L-et az aldbbi feladat hatarozza meg:

k—1
i=1

xj bindris (j =1,...,k—1)

a;x; < T —ag

cr + E;C;Il ¢jTj = z — max

Ha r < ag, akkor L} = (. Ha r > aj, akkor a fenti feladat mege-
gyezik az f(k — 1,7 — ax)-hoz tartoz6 feladattal azzal az eltéréssel, hogy
a célfiiggvényben van egy ¢, additiv konstans. Tehdt ebben az esetben a
feladat optimuma ¢ + f(k — 1,7 — ay). Terjessziik ki az f(k,r) fliggvényt
ugy, hogy legyen f(k,r) = —W, ha r < 0. Akkor az eddigiek alapjan

f(k,?") = ma‘X{f(k - 1,’)"),Ck + f(k - 1,?” - ak)}a

mely Osszefiiggés alapjan mar kiszdmithatok az f(k,r) értékek az f figgvény
értelmezési tartomanyan.

8.3. példa.

201 +To+ 223+ x4 < 3
z; € {0,1}, (j =1,2,3,4)

3z + 229 + 3 + 224 = z — max
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A szidmitdsokat hajtsuk végre egy m x (b + 1)-szeres tdblazatban, ahol
a k-adik sor és r-edik oszlop metszetében levd elem legyen f(k,r). Akkor
a tablazat elsé oszlopa 0-kat tartalmaz az f(k,0) = 0, (k = 1,...,m)
Osszefiiggés alapjan és az elsO sor elemei is egyszeriien meghatirozhatdk az
_Ja, haay <r, . _
) = {0 Kiilonben, * "~ 012+ ?)
Osszefiiggés szerint. Ezek utan az

f(k,?") = max{f(k - 1,’)"),Ck + f(k - 1,?” - ak)}
egyenlettel rendre ki tudjuk szamitani a masodik oszlop, harmadik oszlop,...,
b + 1-edik oszlop elemeit. A tekintett példara az aldbbi tablizat adédik.

QO =

SO | O©
OO —
oo w [N}
TOotoTWw | W

Most f(4,3) = 5, ezért az optimum értéke 5. Ennek ismeretében visszafelé
haladva és az f(k,r) = max{f(k — 1,7),cx + f(k — 1,7 — ai)} egyenletet
hasznilva, meghatarozhatok az optimalis megoldasok is. A 8.3. példanak
két optimalis megoldédsa van, az (1,0,0,1) és az (1,1,0,0) vektorok.

A téma befejezéseként a 7. fejezetre alapozva, felépitink egy Branch-

and-Bound eljarast a hatizsak probléma megoldasara.

Branch-and-Bound eljaras a hatizsak feladat megoldasara

Tekintsiik a kovetkezd hatizsak feladatot

Z;nzlajxj Sb
513]‘6{0,1}, G=1...,m)

Z;.":l CjTj = z — mMax
amelyben minden egyiitthatoé pozitiv egész. Ha a tekintett feladatban min-
den 1 < 5 < m indexre kicseréljikk az z; € {0,1} feltételt a 0 < z; < 1
feltételre, akkor egy linearis programozasi feladatot kapunk, amelyet a te-
kintett hdtizsdk feladat linedris programozdsi relaxdcidjanak neveziink. Az
4j feladat a kovetkez6:

Z;nzlajfngb
0<z;<1,(j=1,...,m)

Y iy €jTj = z — max
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Jelolje L* a tekintett hatizsak feladat lehetséges megolddsainak a halmazat
és L a relaxicio lehetséges megolddsainak a halmazat. Akkor nyilvanvaléan
L* C L, amibél

max{z(x): x € L'} <max{z(x): x€ L}

kovetkezik. Ez pontosan azt jelenti, hogy a relaxacié optimuma fels6 korlatja
a hétizsik feladat optimuméanak. Ennél tobb is igaz, a relaxicié opti-
muménak egész része is fels6 korlatja a hatizsdk feladat optimumadanak. Ezt
az észrevételt fogjuk felhaszndlni a felépitésre keriild Branch-and-Bound
eljaras korlatozé fuggvényének meghatarozisakor.

Ezt megel6z6en megmutatjuk, hogy a relaxacié egy optimalis megoldasa
nagyon egyszeriien meghatarozhato.

A valtozdék indexezésének megviltoztatasaval elérhetd, hogy

cifar > cafas > - > cm/am

teljesiiljon. Mivel minden egyutthatd pozitiv, ezért ezek a hdnyadosok 1éteznek.
Ekkor érvényes a kovetkezd G. B. Dantzigtol [40] szdrmazé &llitas.

8.2. segédtétel ([40]). Jeldlje k a legnagyobb olyan egész szdmot,
amelyre Zle ap < b teljesil. Akkor az z; =1, (j = 0,...,k), Tpy1 =
(b—F | a;)/ars1 vektor egy optimdlis megolddsa a tekintett hdtizsik fela-
dat linedris programozdsi relaxdcicjanak.

Bizonyitas. Helyettesitsiik a relaxdcidban az z; valtozékat az y;/a;
kifejezésekkel. Akkor egyszeriien belathatd, hogy a helyettesitéssel el6alld,
alabbi feladat ekvivalens a tekintett relaxacidval.

1y <b
0<yj<aj (j=1,...,m)

E;”Zl(cj/aj)yj = z — max
Masrészt a kapott feladat optimalis megoldasa:
yj = ay, (.7 = 17"'7k)a ﬂk+1 = b_Zleat-

Ez utébbi allitast a kovetkezd, teriiletekre vonatkozé meggondoldssal
lathatjuk be. Tekintsiik a 377" (c;j/a;)y; tagjait olyan téglalapoknak, ame-

lyeknek az alapja y; és a magassdga c;/a; minden j = 1,...,m indexre.
Ekkor a célfiiggvény értéke ezen teriiletek Gsszege. Most vegyunk fel egy
horizontalis tengelyt és vegyiik fel rd rendre az aq,...,a,, hosszisigi in-

tervallumokat. Nyilvan akkor kapjuk a legnagyobb osszeget, ha a magas
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téglalapok alapja a lehetd legnagyobb. Ezt gy tudjuk elérni, hogy felvissziik
b-t erre a tengelyre és yi,1s,... felveszik a lehetd legnagyobb értékiiket
egészen addig, amig Osszegiik el nem éri b-t. A 8.1. &bra egy olyan szi-
tudciét mutat be, amikor y; feveszi a lehetd legnagyobb értékét, ami aq, és
yo a b — a1 értéket kapja, mivel a; + as > b.

cl/al

b 03/a3
| )
1=a1 Pa=b—a

8.1. dbra. A maximélis teriilet meghatdrozésa.

Az 1 feladat ; = aj, (j = 1,...,k), Grs1 = b— SF 1 a; optimalis
megolddsdbdl az y; = a;Z; helyettesitéssel megkapjuk a kiinduldsi feladat
optimadlis megolddsit. A helyettesités eredménye:

:ij =1, (j =1.. .,]{:), Tyl = (b— Zle at)/ak_H,
ami pontosan a 8.2. segédtételben megadott vektor. Ezzel a 8.2. segédtétel
igazolasit befejeztiik.

A linedris programozssi relaxacié optimalis megolddsa meghatarozasanak
bemutatasara tekintsiik a kovetkez6 példat.

8.4. példa.

Ty + 4x9 + 3x3 + 224 + 625 + 26 < 8
0<z;<1,(j=1,...,6)

3r1 + o + 4x3 + 224 + 5 + 5T = 2 — mMax

C C C C C C
G, B2 6

ag ~— a1~ a3~ a4 a2 = as

B~
(=N

5> 3> 2> 1 >2 >

w
N

A relaxicié optimélis megoldésa:
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=111 =123=1,24=1, 29 =1/4.

8.1. megjegyzés. Vegyuk észre, hogy amennyiben a hétizsik fela-

s s

ez a bindris vektor optiméalis megolddsa a hatizsak feladatnak is. Ha a re-
laxacionak a 8.2. segédtétel alapjan meghatarozott optimélis megoldasa nem
egész, akkor ezen optimélis megolddsban az egyetlen nem egész komponenst
0-ra valtoztatva, a hatizsdk feladat egy jé lehetséges megolddsahoz jutunk

Példaul a 8.4. példa esetében a hatizsak feladat egy jé lehetséges megoldasa:

g =127 =1 123=1, 23 =1, 27 =0, a tobbi indexekre.

B&B eljaras
Az eljarist a 7. fejezetben tortént targyaldsnak megfeleléen épitjiik fel.

I. Az Q) halmaz meghatarozasa

A (8.1) feladat esetében az €2 halmazt az Gsszes lehetséges bindris m-esek
halmazaként definidljuk, azaz

Q={(z1,...,zm) :z; €{0,1},5 =1,...,m}.
Nyilvanvaléan L C Q. Masrészt |Q| = 2™, igy Q véges.

I1. A p szétvalasztasi fiiggvény és a g korlatozé fiiggvény megadasa

1. Korldtozo fuggvény

A g korlitozé figgvényt (2 specidlis részhalmazaira fogjuk definidlni.
Ehhez legyen I C {1,...,m}, J C{1,...,m}, INJ = 0. Akkor

Qy={x:x€Q & z;=1, haiecl & z;=0, ha j€ J}.

Vegyiik észre, hogy €17 j definidldsakor a valtozok egy részét konstans értéken
rogzitettik. A rogzitett értékii valtozokat behelyettesitve a (8.1) feladatba,
ismételten egy hatizsdk feladathoz jutunk. Nevezziik ezt a feladatot (8.1)
(I, J)-részproblémdjinak, és jelolje ezen részprobléma lehetséges megolda-
sainak halmazat L7 ;, ahol a lehetséges megolddsokba a rogzitett értékii
véltozdkat is beleértjuk. Egyszeriien beldthatd, hogy
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To=L -

Most legyen az (I, J)-részprobléma linedris programozasi relaxaciéjanak opti-
muma zj,7. Akkor nyilvanvals, hogy zr; egész része felsé korlitja a z(x)

(x € L*(N Q) célfiiggvényértékeknek, igy ezt rendelve az Q2 ; halmazhoz,

a korlatozo fuggvényunk rendelkezik a kivant tulajdonsidgokkal. Eléfordulhat,
hogy a rogzitett értékii valtozdkkal olyan hatizsak feladathoz jutunk, amely-

nek jobboldala negativ. Ekkor az illet6 részproblémanak nincsen lehetséges

megoldésa, igy a —W konstanst kell az €17 ; halmazhoz rendelni.

A 8.1. megjegyzés alapjan tudjuk, hogy amennyiben az (I,.J)-rész-
probléma linedris programozasi relaxdcid¢janak optimédlis megoldasa egész,
gy a részprobléma optimalis megoldasahoz jutunk. Ellenkezd esetben pedig
tudunk képezni egy lehetséges megoldast.

2. Szétvdlasztdsi fugguény

Legyen € ; a fentiekben definialt tetszéleges halmaz, ahol I, J C {1,...,m},
és I J = 0. Nyilvanval6, hogy |y ;| > 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha
|I| + |J| < m. Tegyiik fel, hogy az utébbi relacié fenndll. Akkor van olyan
ke {l,...,m}, hogy k ¢ TUJ. Legyen I = I\U{k}, J1 = J, I, = I,
Jo = JU{k}. Egyszertien beldthatd, hogy {2, 1, Q1. 5} az Qr ; halmaz
egy valodi osztalyozasa. Most legyen

o) = {01,y 00}

A fentiekben formalizdlt szétvalasztas sordan egy tovabbi valtozénak, zi-nak
az értékét rogzitjiik 0 és 1 értéken, és ennek megfeleléen bontjuk fel két
osztalyra a tekintett €27 ; halmazt.

A szétvalasztasi fiiggvény definidldsdhoz egy tovabbi pontositas sziikséges.
modon, hogy legyen k azon komponens indexe, amely az illetd részprobléma
relaxaciéja optimalis megolddsdban nem egész értéket kap.

Faépitési stratégia

Alkalmazzuk a maximalis korlittal rendelkez6 szogpont kivalasztdsanak
stratégiajat.
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Ahhoz, hogy teljessé tegytik a B&B eljarast, meg kell adnunk egy heu-
risztikdt egy indulé megoldds meghatarozasihoz. Az egyszeriiség kedvé-
ért valasszuk azt a heurisztikdt, amely a kiindulési feladat relaxaciéjabél
képezhetd lehetséges megolddast szolgaltatja.

Mivel a 7. fejezetben minimum feladatok megolddsara épitettiink fel
egy eljarast, most pedig maximum feladatokat akarunk megoldani, ezért
részletesen megadjuk az eljarast.

Eljaras

Elékészitd rész. Oldjuk meg a tekintett hatizsak feladat linedris prog-
ramozasi relaxaciéjat, majd a kapott optiméalis megoldasbél hatarozzuk meg
a hétizsik feladat egy xg lehetséges megolddsat. Legyen a Z valtozd értéke

z(xg) és az x* vektorviltozd értéke xo. Legyen ¢(€) a relaxdcié opti-
mumanak egész része. Legyen r = 0 és

F — {{9}7 ha‘ g(Q) >2a
0= e
0 kulonben.

Ezt kovetden folytassuk az eljardst az iterdcids eljarasrésszel.

Iterdcids rész (r-edik iteracio)

e 1. lépés. Ha F, = (), akkor vége az eljardsnak; x* a feladat optimdlis
megoldésa, z az optimum értéke. Kiilonben folytassuk a 2. 1épéssel az
eljarast.

e 2. lépés. Ha F, # (b, akkor valasszunk ki egy, a legnagyobb korlattal
rendelkezd elemet F). elemei kozil, jelolje ezt Q7 ;. Alkalmazzuk a ¢
szétvalasztasi figgvényt €7 j-re. Legyen

o) = {01, Q00 }-

Hatarozzuk meg az €y, s, Qr, 5, halmazokra a ¢(Q, 7)), 9(Qrn.5,)
korlatokat. Jelolje x1,x9 a korldtok meghatarozasa sordn el6allé lehet-
séges megoldasokat, feltéve, hogy vannak ilyenek. Legyen z, a z(x1) és
z(x9) fuggvényértékek maximuma, és x(") az x; és x5 vektorok koziil
az, amelyen a z figgvény z, értéket vesz fel. Definidljuk tjra z-t és
x*-ot a kovetkezdk szerint. Ha z, < z, akkor z és x* nem véaltozik, mig
zp > Z esetén Z-nak adjuk a z, értéket és x*-ot valtoztassuk x(")_re.

Ezek utin legyen
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Frpn ={Qp gy Qp p € (F\{Q1 1)U, 0, U 0.} & g(Qpr 1) > 23

Noveljiik r értékét 1-gyel és folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracids

lépéssel.

Az eljaras végrehajtdsdnak demonstrilasara tekintsiik a kovetkez6 példat.

8.5. példa.
4z + 320 + Tz3 + T4 + 1225 < 20
z; € {0,1}, (1 =1,2,3,4,5)

3x1 + 2x9 + 4x3 + 324 + 525 = 2 — max

Eljarés.
El6készitd rész.

A relaxécié optimalis megoldésa: (1,1,1,6/7,0). Ekkor az ebbdl képezhetd
lehetséges megoldds xo = (1,1,1,0,0), igy z = z(x9) = 9, x* = xq,
9(Qpp) =11, r =0, Fy = {Qp}.

Iteracids rész. (0-adik iteracié.)
1. 1épés. Mivel Fy = {Qpy}, ezért a 2. 1épés kovetkezik.
2. 1épés. Fy-bol csak Qg valaszthato. Mivel a relaxacié optimdlis meg-

oldésdban az x4 valtozo kapott nem egész értéket, ezért a szét-
valasztasndl z4-nek kell értékeket adni, azaz

©(Q,9) = {Qq43,0, {43 }-
A ({4}, 0)-részfeladat relaxdciéjdnak optimdlis megoldédsa az
(1,1,6/7,1,0) vektor. Az optimum egész része 11, ezért
9(Qayp) = 11, a szarmaztathaté lehetséges megoldas
x; =(1,1,0,1,0), z(x1) =8.
Az (0, {4})-részfeladat relaxicidjanak optimélis megolddsa az
(1,1,1,0,1/2) vektor. Az optimum egész része 11, és ezért
9(Qp,14) = 11. x2 = (1,1,1,0,0), z(x2) = 9. Mivel 2o = 9,
ezért Z és x* nem valtoznak. F1 = {Q439, (a1}, r =7+ 1.

Iteracids rész. (1. iterdcid.)
1. 1épés. Mivel Fy # 0, ezért a 2. 18pés kovetkezik.
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2. lépés. Vilasszuk az (g4 ¢ halmazt Fy-bOl. Ezt az z3 véltozd érték-
adasaival kell szétvalasztani.

@(9{4},@) = {9{3,4},% Q{4},{3}}-
A ({3,4},0)-részteladat relaxaciéjanak optimélis megolddsa
az (1,2/3,1,1,0) vektor. Az optimum egész része 11, ezért
9(Q3.4y,0) = 11, a szdrmaztathaté lehetséges megoldds a
x1 = (1,0,1,1,0) vektor és z(xy) = 10.
A ({4, }, {3})-részfeladat relaxicidjanak optiméalis megolddsa az
(1,1,0,1,1/2) vektor. Az optimum egész része 10, ezért
9(Q43,431) = 10, a szdrmaztathat6 lehetséges megoldds az
x2 = (1,1,0,1,0) vektor és z(xy) = 8. Most z1 > z, ezért z-t
z1-re, azaz 10-re, és x*-ot x-re valtoztatjuk,
Fy ={Q341.0, Q3 ), r=7r+1.
Iterdciés rész. (2. iterdcio.)

1. 1épés. Fy # (), ezért a 2. 1épés kovetkezik.

2. 1épés. Vilasszuk Fy-bdl az ()3 4y ¢ halmazt. Ezt az z9 valtozonak
adott értékadassal kell szétvilasztani.

©(3.41.0) = 102,3.43,0, V3.41,42} -

s s

(3/4,1,1,1,0), az optimum értéke 11, igy g(£22,3.43,0) = 11.
Szarmaztathaté megoldas: x; = (0,1,1,1,0), z(x1) = 9.
A ({3,4},{2})-részfeladat relaxicidjanak optimalis megolddsa:
(1,0,1,1,1/6), az optimum értéke 10, igy g(£2(341,423) = 10.
Szarmaztathaté megoldas: xo = (1,0,1,1,0), z(x2) = 10.
72 < Zz, ezért z és X" nem véltoznak. F3 = {Qy2341.0, 0 (43},
r=r+41.

Iteracios rész. (3. iterdcid.)

1. 1épés. F3 # (), ezért a 2. 16pés kovetkezik.

2. lépés. Vilasszuk F3-bol az (Y 14y halmazt. Ezt az z5 valtozénak
adott értékadassal kell szétvalasztani.

0(Qp,1a3) = {Qs},{a3> 0,445} }-
Az ({5}, {4})-részfeladat relaxdcidjanak optimalis megolddsa:
(1,1,1/7,0,1), az optimum értéke 10, igy g(Qys5) 143) = 10.
Szarmaztathaté megoldas: x; = (1,1,0,0,1), z(x;) = 10.
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sl

(1,1,1,0,0), az optimum értéke 9, igy g(Qg (453) = 9.
Szarmaztathaté megoldds: x2(1,1,1,0,0), z(x2) = 9. 23 < 2,
ezért Z és x* nem valtoznak. Fy = {Q 3430}, r=71+1.

Iterdcids rész. (4. iterdcid.)
1. 16pés. Fy # (), ezért a 2. 1épés kovetkezik.
2. lépés. Vilasszuk Fy-bol az () 3 4y 9 halmazt. Ezt az z, vdltozénak
adott értékadassal kell szétvalasztani.

@(9{2,3,4},0)) = {9{1,2,3,4},07 Q{2,3,4},{1}}-
Az ({1,2,3,4},0)-részfeladat jobboldala negativ, ezért
9(9{1,2,3,4},0) =-W.
A ({2,3,4},{1})-részfeladat relaxiciéjanak optimalis megolddsaz:
(0,1,1,1,1/4), az optimum értéke 10, igy g(242,3.43,11}) = 10.
Szarmaztathaté megoldas: x2(0,1,1,1,0), z(x2) = 9. 24 < Z,
ezért 7 és x* nem valtoznak. F5 =0, r =r + 1.

Iteracids rész. (5. iterdcid.)
1. 16pés. Mivel F5 = (), ezért vége az eljardsnak. Az optimélis megoldds:
x* =(1,0,1,1,0), az optimum: 10.

A hatizsak feladat megoldaséara szémos Branch-and-Bound eljarast épitet-
tek fel. Az ilyen eljardsok irdnt érdekl6d8k szamara a teljesség igénye nélkiil
ajanljuk a kévetkez6 munkakat: [11], [55], [81], [90], [92], [110], [133], [134],
[146].
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9. Korlatos egészértékii linearis programozasi
feladat

Tekintsiik az alabbi egészértékii linearis programozasi feladatot:

Ax<b
(9.1) x > 0 és x egész

a+c¢x =z — min

A feladatot az alabbi feltételek mellett fogjuk vizsgalni:

(i) az A matrix elemei, a ¢ vektor komponensei, valamint « rendre egészek,
(ii) a b vektor komponensei nemnegativ egészek,

(iii) a lehetséges megolddsok L halmaza korlitos, és a korlatossig a felté-
telrendszerben szerepld Y /*, z; < k feltétellel van biztositva, ahol k
pozitiv egész.

Nyilvanvalé, hogy az adott feltételek mellett L véges, nemiires halmaz
és a (9.1) feladatnak létezik optimdlis megoldasa.

A fenti modellel szdmos gyakorlati probléma leirhatd, amelyek koziil az
alabbiakban ismertetiink néhanyat.

Beruhdazasi probléma

”__ 7

Adott egy iizem, amely kiilonb6z6 beruhazasokkal tudja béviteni a ter-
melését. Az egyes beruhdziasok megvaldsitdsa tobb évig tart. Az évente
rendelkezésre 4ll6 beruhdzasi téke csak korlatozott szdmi beruhdzist tesz
lehetové. A lehetGségek koziil valasszuk ki a beruhdzasok azon csoportjat,
amely a rendelkezésre 4116 beruhazasi forrasbdl megvaldsithatd, és maximalis
nyereséget eredményez.

Jelolje

m a lehetséges beruhazisok szamat,

n a beruhdzasi terv éveinek a szamat,

a;j a j-edik beruhdzds tékeigényét az i-edik évben (1 <i <mn,
b; az i-edik évben beruhdzdsra felhasznilhato t6két (i = 1,...,n),
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c¢; a j-edik beruhdzas megvaldsitdsdval keletkezd nyereséget

(j=1,...,m).
Legyen tetszbleges 1 < j < m egészre

o= { 1, ha a j-edik beruhizis megvaldsitasra keriil,
7710 kiilsnben.

Akkor az i-edik évben }77L, a;;z; téke keriil felhaszndldsra, amely nem ha-

ladhatja meg a rendelkezésre all6 b; mennyiséget. fgy a megvaldsithatésag-
hoz a

m
Zaijxj <b (i=1,...,n),
j=1

z;€{0,1} (j=1,...,m)

feltételeknek kell teljesiilnie. A beruhdzdsokkal keletkezd teljes nyereség:
E;"Zl cjz;, amelynek a maximumat keressiik a fenti feltételek mellett.

Hatizsak probléma
Ezzel a problémaval az el6z6 fejezetben részletesen foglalkoztunk.

Hajorakodasi probléma

Egy hajo rakterére siily- és térfogatkorlitozds van elGirva. A hajét kiilon-
bo6z6 tipusd baldkkal kivanjuk megrakni, az egyes tipusokra azonos a sily
és a térfogat. Hatdrozzuk meg a maximaélis értékii rakomanyt.

Jelolje

m a balatipusok szamat,

aij a j-edik balatipus egy baldjdnak silyat (j =1,...,m),

azj a j-edik balatipus egy baldjanak térfogatat (7 =1,...,m),

¢; a j-edik bélatipus egy bélajanak értékét (j =1,...,m),

b1 a hajoé sulykorlatjat,

bs a hajé térfogatkorlatozasat,

z; a j-edik balatipusbél behajézasra keril6 darabszdmot

(j=1,...,m).

Akkor a rakomdny stilya 37" a1z, a rakomdny térfogata Y 71 ag;r;, ame-
lyek rendre nem haladhatjdk meg a by és by korlatokat. fgy a kovetkezd
feltételeknek kell teljestlnie:
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m
> agz; <bi (i=1,2),
j=1

xj >0 € z; egész (j=1,...,m).

A rakomény értéke: 37, cjr;, amelynek a maximumét keressiik a fenti
feltételek mellett.

Vegyiik észre, hogy a tekintett problémék mindegyike (9.1) tipusu fela-
dathoz vezet, ha az egyitthatok egészek. Valéban, az els6 két feladatnal
az zj € {0,1} (j = 1,...,m) feltételekbdl kévetkezik, hogy >0, z; < m,
amivel teljesiil az eléirt korldtossdg. A harmadik problémaéndl feltéve, hogy
Qij >0 (i: 1,2;5 = 1,...,m),

byl
)
alj a2j

ig

fgy 200 oy < 30 M, azaz ismét teljesiil a korldtossdg.

zj < M; = min{[

Visszatérve a (9.1) feladat vizsgdlatdhoz, az ilyen tipusu feladatok megol-
déséra els6ként R. E. Gomory [78] dolgozott ki egy egzakt eljarast 1958-ban,
amely a metszd sikok mddszere néven ismeretes. Az eljarassal kapcsolatban
R. G. Jeroslow és K. O. Kortanek [98] igazoltdk, hogy rogzitett feladatméret
mellett az eljaras iterdcids 1épésszama barmilyen nagy lehet. Ezt kovetGen
D. S. Rubin [156] megadott egy olyan feladatosztalyt, amely kétviltozds és
egyetlen feltételbol allé feladatokat tartalmaz, és tetszileges n természetes
szamhoz létezik az osztalynak olyan feladata, hogy az illet6 feladatra alkal-
mazva a metsz6 stkok modszerét, az eljards iteraciés 1épésszama nem kisebb,
mint n. A késébbiek sordn Gomory alapotletét alkalmazva, szdmos tgyne-
vezett metszési eljaras keriilt kidolgozasra, amelyekrodl rendre kiderilt, hogy
bizonyos feladatokat igen nagy iteracids lépésszammal lehet ezen eljarasok
alkalmazasaval megoldani.

A (9.1) feladat megolddsara teljesen méas technikat, egy Branch-and-
Bound eljarést javasolt A. H. Land és A. G. Doig 1960-ban a mér emlitett
[119] dolgozatban. Az altaluk leirt médszert médositotta 1965-ben R. Dakin
[39]. A kovetkezékben ezt a médositott eljardst fogjuk felépiteni a (9.1)
feladat megoldasara. Miel6tt ezt megtennénk, sziikségesek bizonyos eloké-
sziiletek.

Vegyiik a (9.1) feladatot, és elhagyva a feltételrendszerbdl a valtozdk
egészértékiiségére vonatkozd kikotést, konstrudljuk meg a kovetkezd linedris
programozasi feladatot.
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Ax<b
(9.2) x>0

a+cx =2z — min

A (9.2) feladatot szokdsos a (9.1) diszkrét feladathoz tartozé folytonos fe-
ladatnak vagy a diszkrét feladat linedris programozdsi relaxzdcidjanak nevez-
ni. Jelolje a (9.2) feladat lehetséges megolddsainak a halmazat S. Akkor a
feladatpar kapcsolatat illetéen nyilvanvaldak a kovetkezOk:

(i) a folytonos feladatnak az adott feltételek mellett létezik optimaélis
megoldasa,

(i) L € S és L pontosan az S halmaz egész koordinataju pontjainak a
halmaza,
(iii) min{z(x) : x € S} < min{z(x) : x € L},

(iv) ha a folytonos feladat optimélis megoldésa egész, akkor ez optimalis
megoldasa a diszkrét feladatnak is.

Részben a fentiek, részben a tovabbiak demonstrildsira tekintsiik az
alabbi konkrét feladatot.

9.1. példa

I +3$2§ 21
T1 +xp <8
3r; 419 <15
z1,29 > 0, x1 és x9 egész

—2x1—3x9= z— min
A tekintett feladathoz tartozé folytonos feladat a kovetkezo:
I +3$2§ 21
1 +xo <8

31 +x90 <15
1,72 >0

—2x1—3x9= z— min

A 9.1. abra mutatja az S és L halmazokat. S a sokszog pontjainak
a halmaza, mig L a sokszog egész koordinadtdji pontjainak a halmaza. Az
utobbi pontokat karikdkkal jeloltiik meg.

A (9.1) feladat megoldéséra szolgald eljardst a 7. fejezetben leirtak sze-
rint fogjuk felépiteni.
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X2

X1

9.1. dbra. Az S és L halmazok dbrézoldsa.

I. Az Q halmaz meghatarozasa

A tekintett probléma esetében az {2 halmazt a kovetkezdképpen definial-
juk.
Q={(z1,...,2p) : 0<2; <k, zjegész, j=1,...,m} .

Vegyiik észre, hogy a (9.1) feladat tetsz6leges x lehetséges megoldaséra Z;
0, z; egész (j = 1,...m), valamint "7, z; < k teljesiil. De akkor 0 < 7;
k, zjegész (j =1,...,m), igy X € Q. Kovetkezésképp, L C Q. Masrészt
véges, ugyanis |Q| = (k+ 1)™.

A vizsgalt példaban Q a (0,0), (8,0), (8,8), (0,8) pontok altal meghatéro-
zott négyzet egész koordinatajt pontjainak a halmaza, és |Q| = 9%.

>
<

I1. A p szétvalasztasi fuggvény és a g korlatozé fiiggvény megadasa
1. Korlatozo fiigguény
A g fiiggvényt az ) halmaz speciilis részhalmazaira fogjuk definidlni.
Ehhez jeloljenek e és f olyan nemnegativ vektorokat, amelyeknek minden
koordinatédja egész, és 0 < e < f < (k,..., k) teljesiil. Legyen
Qer={x:xegészése <x <f}.

Ekkor Q¢ ¢ C Q és ()¢ ¢ akkor és csak akkor egyelemii, ha e = f. Specidlisan,
e=06sf=(k,...,k) esetén Qe r = Q.
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Legyen most )¢ ¢ az € halmaz tetszdleges, a fentieket kielégitd részhal-
maza. Akkor x € L N Q¢ akkor és csak akkor teljesiil, ha x lehetséges
megoldésa az aldbbi linedris programozasi feladatnak:

Ax<b
e<x<f
(9.3) X egész

a4+ c¢x = z — min
Kovetkezésképp, az L N Qe ¢ halmazt megadhatjuk, mint a (9.3) feladat
lehetséges megoldédsainak a halmazat.
Tekintsitk most a (9.3) egészértékii feladathoz tartozé folytonos linearis

programozasi feladatot. Ez a kovetkezo:

Ax<b
(9.4) e<x<f

a+cx =2z — min

A két feladat kapcsolatat illetéen, jelolje (9.3) lehetséges megolddsainak hal-
mazat L', és (9.4) lehetséges megolddsainak a halmazdt S’. Akkor nyilvan-
valé, hogy teljesiilnek a kovetkezok:

(1) L' C 8’ és L' pontosan S’ egész koordinataji pontjainak a halmaza,
(2) ha L' # 0, akkor min{z(x) : x € S’} < min{z(x) : x € L'}.

Most a (2) tulajdonsag alapjan definidlhatjuk a g korldtozo fiiggvényt a
kovetkezék szerint:

min{z(x) :x € S5'}, haS #0ése#f,
9(Qey) = {z(e), ha S"# 0 ése =1,
w kiilénben .
Egyszeri esetvizsgalattal igazolhatd, hogy g kielégiti a 7. fejezetben el6irt
feltételeket. Valéban, [Qef| > 1 esetén e # f, de akkor tetszbleges X €
LNQegre g(Qer) < 2(X). Ha |Qeg| =1, akkor e = f, és LN Qe ¢ # 0 esetén
S'={e} =LNQetés g(Qes) = z(e).

Tekintsiik ismét az el6z6 példat. Legyen e = (0,0), f = (2,8). Akkor Q¢
a (0,0), (2,0), (2,8), (0,8) pontok 4ltal meghatarozott téglalap egészértékii
pontjainak a halmaza. Az LNS) ¢ halmazt leird linedris programozasi feladat
a kovetkez6:
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I +3$2§ 21

1 +z2 <8

3$1 +To S 15
0<x <2, x1 egész
0 <29 <8, z9 egész

—2x1—3x9= z—> min
A 9.2. dbra mutatja az L' és S’ halmazokat. S’ a sokszog pontjainak a
halmaza, L' a sokszog egész koordindt4ju pontjainak a halmaza.

X2

X

9.2. dbra. Az L' és S’ halmazok 4brézolésa.

A folytonos feladat optimalis megoldasa : (3/2,13/2), az optimum értéke:
—45/2. Igy

45

9(Qes) = T 9

2. Szétvdlasztdsi fugguény

Legyen Q¢ tetszOleges, ahol 0 < e < f < (k,...,k), e # f. (A 0-
adik iteracis lépésben e = 0 és f = (k,...,k)). Most tegyiik fel, hogy a
megfeleld (9.4) folytonos linedris programozasi feladat X optimalis megoldasa
nem egész. Csak erre az esetre fogjuk a ¢ fliggvényt definidlni. Ekkor x -nak
valamelyik komponense nem egész. Jelolje az els6 ilyen komponenst z;. Ez
esetben ¢; < T; < fi. Képezzitk a kovetkezd eV, (1), @), £(2) vektorokat:

FO { [zi], haj =i,

fi kiilonben,

€j kiilonben,
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Ekkor 0 < e® < f(®) < (k,... k) (t =1,2). Most legyen

P(Qeg) = {Qe) £1), Qo) g2 }-

Mivel e # f, ezért |Qe¢| > 1. Masrészt egyszeriien beldthats, hogy
a fenti definiciéval ¢ az ¢ ¢ halmazhoz egy valédi osztdlyozasat rendeli
hozza. Kovetkezésképp, ¢ kielégiti a 7. fejezetben el6irt feltételeket abban
az esetben, ha a B&B fa barmely é16 levelére e # f és az Qe ¢-hez tartozé
(9.4) tipusi feladat x optimélis megolddsa nem egész.

Az utébbiak viszont teljesiilnek, ugyanis e = f esetén [Qe¢)| = 1, és igy
a tekintett levél az iterdciés 1épés végén lezarasra keriil, mivel g(Qe ) > Z
teljesiil. Mdsrészt, ha a megfelelé (9.4) tipusi feladat x optimélis megoldésa
egész, akkor az iteracids 1épés végén g(Qeg) = 2(X) > Z teljesiil, és igy a
tekintett levél ismét lezdrasra keriil.

Vizsgaljuk ismét az elézéekben tekintett feladatra e = (0,0) és f = (2, 8)
mellett az () ¢ szétvalasztasat. Tudjuk, hogy a megfelel6 folytonos feladat
x optimélis megolddsa : (3/2,13/2). Ekkor e = (0,0), f1) = (1,8),
e? = (2,0), f@ = (2,8). A 9.3. dbra mutatja a megfeleld halmazokat.

=
I\

Z2

o—60-—0-—0- 00000
o
o

o o

o o

o o

o T -0 Z
2(0,0),(1.8) 2(2,0),2.8)

9.8. dbra. Qe’f osztéalyozasa.
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Faépitési stratégia

A felépitésre keriil6 eljardsban ugyanazt a stratégiat fogjuk alkalmazni,
mint a 7. fejezetben targyalt els6 eljardsndl, azaz az r-edik iterdcids 1épés-
ben F, elemei koziil (ezek az aktudlis B&B fa €16 levelei) kivalasztunk egy
minimalis korlattal rendelkez6 elemet.

Ezek utdn a 7. fejezet jeloléseit és masodik eljardsat felhaszndlva, a (9.1)
feladat megoldasara fogunk felépiteni egy Branch-and-Bound eljarast. A
tekintett feladathoz nincs olyan kozismert heurisztika, melynek segitségével
lehetséges megoldast lehetne meghatarozni. Maésrészt 0 € L, igy az eljaras
el6készitd részében xg-ként a 0 vektort vessziik fel.

Eljaras
FElékészitd rész

e 1.1. lépés. Legyen x* =0, z = z(x¢) = .

e 1.2. lépés. Konstrudljuk meg a (9.1) feladathoz a (9.2) folytonos fela-
datot és oldjuk meg szimplex algoritmussal. (Az Q-hoz rendelt korlat
az optimum értéke.)

.3. lépés. Ha a kapott X optimdlis megoldas egész, akkor legyen
s z = z(x). Legyen r =0 és

Fr = { {Q}, ha Q(Q) < Z
0= I
0 kulénben.

Ezt kovetben folytassuk az eljarast az iteracids eljarasrésszel.
Iterdcios rész (r-edik iteracid)

e 2.1. lépés. Ha F, = (), akkor vége az eljarasnak; x* optimdlis megoldasa
a feladatnak, az optimum értéke pedig Z.

e 2.2. lépés. Ha F, # (), akkor vegyunk az F,-beli elemek koziil egy
minimalis korlattal rendelkezd elemet. Jelolje ezt €l¢¢. Ekkor az L N
Qe ¢ halmazt leiré (9.3) tipusi feladathoz tartozé folytonos lineéris
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programozasi feladat x optimadlis megolddsa nem egész, és e < x <
Most képezziik x els0 nem egész komponense szerint az e, £1) el
£(2) vektorokat az elézéeknek megfelelden. Ekkor

f.
2)

—~

P(Qeg) = {Qe) £1), Qo) g2 }-

Az L N Q) ¢y halmazokat leiré (9.3) tipusu feladatokhoz tartozé
folytonos feladatok megolddsaval szdmitsuk ki a g(Qe(i)’f(i)) korlatokat
(i = 1,2). Jelolje az optimalis megoldasokat rendre y(!), y(2). Legyen
X, ={u:ue {yW y?} é u egész}. Ha X, # 0, akkor legyen
z =min{z(u) :u € X,} , x") az X, halmaz egy olyan eleme, amely-
re z, = z(x("), és z, < Z esetén Z-nek adjuk a z, értéket, x*-ot pedig
véltoztassuk x("-re. Ezek utin legyen

Frp ={Q: Q€ (F\ Qo) U{Qw £, Qe s} & g(Q) < 2}

Noveljiik r értékét 1-gyel és folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracids
lépéssel.

Az eljaras helyessége kovetkezik a 7. fejezetben felépitett eljaras helyes-
ségébdl, valamint az alkalmazott €2 halmazra, g korlatozé fuggvényre és ¢
szétvalasztasi fiiggvényre igazolt tulajdonsigokbdl.

Az eljaras demonstrilasara tekintsiik ismét az el6z6ekben vizsgalt példat.
A feladathoz tartozé folytonos feladat optimdlis megoldasa: (3/2,13/2), az
optimum értéke: —45/2. Igy az el8készits rész végén Fy = {Q}, g(Q) =
—45/2, x* = 0, z = 0. Ez ugy interpretilhatd, hogy a B&B finak egyetlen
é16 levele van, az Q halmaz —45/2 korlattal. Az eddigi legjobb lehetséges
megolddsunk pedig a 0 vektor 0 célfuggvényértékkel.

Rétérve az iterdcids eljardsrészre, Fy # (. Fy egyetlen elemet tartalmaz
az (2 halmazt. A megfelel6 folytonos feladat (3/2,13/2) optimalis megold4-
sdnak els6 nem egész komponense 3/2. gy e = (0,0), £ = (1,8), e® =
(2,0), f® = (8,8). Ekkor a szétvalasztasi fiiggvényiink Q-hoz hozzarendeli
az {Q(O,O),(I,S)a9(2,0),(8,8)} osztdlyozast. Az LN Q(O,O),(I,S) és LN Q(Q,O),(S,S)
halmazokat leird linedris programozasi feladatok a kovetkezok:
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I +3$2§ 21 I +3$2§ 21

1 +zo <8 r1 19 <8

3x1 +xz9 < 15 3r1 +x9 <15

0< 21 <1,z egész 2< 1z <8, 1 egész
0< 2y <8, x9 egész 0< 29 <8, xo egész
—2x1—3x9= z— min ) —2x1—3x9= z— min )

A fenti feladatokbdl elhagyva a valtozékra vonatkozé egész kikotést, a
kovetkezd folytonos linedris programozasi feladatokat kapjuk:

1 +310< 21 1 +3x0< 21
r1 +zx9 <8 Ty +wy <8
3x1 +xzo <15 3r1 +x9 <15
0 <zo < 8 0 <zo < 8
—2x1—3x9= z— min —2x1—3T9= z— min

A 9.4. &dbra a lehetséges megolddsok halmazait mutatja. A sokszogek
a folytonos feladatok lehetséges megoldédsait irjdk le, a diszkrét feladatok
lehetséges megolddsait pedig karikak jelolik.

X1 1

9.4. dbra. A lehetséges megolddsok halmazai.
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Megoldva a folytonos feladatokat szimplex mddszerrel, az els6 feladat opti-
malis megolddsa y(1) = (1,20/3), az optimum értéke —22, a masodik feladat
optimélis megoldésa y(?) = (2,6), az optimum értéke —22. Igy

9(Qo0,08) =22 & g(Qp0)ss) = —22.

A kapott két optimalis megoldas koziil y(?) egész, igy Xo = {y?} és 2 =
—22. Mivel 7y kisebb, mint az eddigi legjobb z = 0 célfiggvényérték, ezért
x* (2,6)-ra valtozik, és z felveszi a —22 értéket. De akkor z < g(€(g,0),(1,8))
és Z < g(Q2,0),(8,8))> viszont igy Fy = ), amivel véget ér az eljards. A feladat
optimélis megoldasa (2, 6), az optimum értéke —22.

Ha a B&B fat abrazoljuk, akkor az eljards sordn az alabbi fa keriil
meghatarozasra.

-45/2

-22 -22

9.5. dbra. Az eldallitott B&B fa.

Miel6tt lezdrnank ezt a fejezetet, vizsgaljuk meg, hogy miként lehet az

Ax<b
e<x<f

CX — max
feladatokat viszonylag egyszeriien megoldani. Az e = 0 esetben a baloldalon
bevezetve nemnegativ eltérésvaltozdkat, egy lehetséges kanonikus alaku fe-
ladatot kapunk, amit szimplex algoritmussal meg tudunk oldani. Ha az
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X optimdlis megolddsban z; nem egész, akkor a szétvilasztdssal kapott
LNQga) g0y halmazt leir feladat relaxdcidja egyetlen feltétellel boviil. Az j
feltétel: 0 < z; < [z;]. Ezt hozzdvéve a szimplex algoritmus végrehajtasival
kapott utolsé lehetséges kanonikus alaku feladat feltételrendszeréhez, majd
a baloldalat b&évitve egy nemnegativ eltérésvaltozéval, majdnem lehetséges
kanonikus alaku feladatot kapunk. A probléma csupan az, hogy az x;
bazisvaltozé szerepel az 1 egyenletben is. Most kivonva az z; bazisvaltozo
egyenletét az 1j egyenletbdl, az x; valtozd mar csak egy egyenletben fog
szerepelni. A kivondssal viszont elromlik az 1j egyenlet jobboldala, ami
[Z;] — z; lesz. Igy, mivel Z; nem egész, az 1j egyenlet jobboldala negativva
valik. Most vegyiik észre, hogy az el6alld feladat pontosan olyan feladat,
amire alkalmazhaté a dudlis szimplex algoritmus.

A szétvalasztassal kapott L N Qe(z)f(:)) halmazt leiré feladat relaxacidja
szintén egyetlen feltétellel béviil. Az j feltétel: [Z;]4+1 < z;. Ezt megszorozva
—1-gyel és hozzavéve a szimplex algoritmus végrehajtasiaval kapott utolsé
lehetséges kanonikus alaki feladat feltételrendszeréhez, majd a baloldalat
bovitve egy nemnegativ eltérésvaltozdval, ismét olyan feladatot kapunk, ami
nagyon hasonlit a lehetséges kanonikus alaki feladatra. Az egyik gond,
hogy az x; baziviltozo szerepel az 1j egyenletben negativ elGjellel. Fazt
kikiiszobolhetjiik ugy, hogy az x; bazisvaltozo egyenletét hozzaadjuk az 1j
egyenlethez. Ekkor az 1ij egyenlet jobboldala: z; — [z;] — 1, ami negativ. De
ez nem probléma, mert ismét olyan feladathoz jutottunk, amely megoldhaté
dudlis szimplex algoritmussal.

Egyszeriien atgondolhatd, hogy a fentiekben leirt megolddsi technika
az eljarasban el6fordulé barmely e, f parosndl alkalmazott szétvalasztisnal
hasznalhato.

A jelen fejezetben ismertetett mddszerrel kapcsolatosan meg kell je-
gyezni, hogy az eljards nem csak (9.1) tipusi feladatok megoldasara alkal-
mas, hanem egy sokkal dltalanosabb feladatosztaly problémadira, nevezete-
sen a vegyes egészértékil linedris programozdsi feladatok megoldasira is
alkalmazhat6. Az altaldnosabb hatokori eljards magyar nyelvii targyaldsa
megtaldlhaté Kreké Béla [114] konyvében.

A fejezethez kapcsolddva megemlitjiilk még, hogy az egészértékli prog-
ramozasi feladatok megolddsara szolgdlé technikdk témakore, az egészértéki
programozas matematikai hattere igen intenziven kutatott teriilet. Szamos
bevezet6 jellegli konyv nyert publikdlast ebbol a témakorbdl, melyek kozul
a teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhanyat. Igen jo, az alapokat targyald
munkdknak szamitanak a [70], [159], [169] konyvek.
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10. Utazé6 ugynok probléma

A modellhez szdmos gyakorlati probléma kapcsolhaté. Ezek koziil a
legismertebb a cimben szerepld alidbbi feladat.

Az utazé luigynok problémaidja

Adott n szdm1 varos és a varosokat 0sszekoté utak, amelyeknek ismert a
hossza. Adott tovabba egy tigyndk, akinek adott varosbdl kiindulva, minden
varost végig kell ldtogatnia gy, hogy minden varost pontosan egyszer érint,
és az Ut befejeztével visszatér a kiindulisi varosba. Hatarozzuk meg az
ugynok legrovidebb 1tjat.

Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket.

Jelolje 1,2,...,n avarosokat és c;; az i-edik és j-edik varosokat osszekotd
ut hosszat. Ha a két varost nem koti ossze ut, akkor legyen c;; = W, ahol
W mar az el6z6ekben is alkalmazott megfeleléen nagy szam.

Legyen

- { 1, ha az iigynok az i-edik varosbdl a j-edik varosba megy,
Y710 Kkiilonben.

Végiil jeldlje tetszéleges Q@ C {1,...,n} halmazra Q az {1,...,n}\ Q hal-
mazt. Akkor a fenti feladat az aldbbi, utazd tigyndk probléma néven ismert
optimumszamitasi modellel irhaté le.

n
dau=1(i=1,...,n)
t=1

n

(10.1) Yoay=1(G=1...,n)

ZZ«'L‘UZI (@#QC{I,,TL})
1€Q jEQ
ZEi]'E{O,l}, (izl,...,n;jzl,...,n)

n n
Z Zcij:vij = 7z — min

i=1j=1
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Az elsé feltételcsoport garantilja, hogy az tigynok minden varosbél tavo-
zik. A miésodik feltételcsoport biztositja, hogy az ligynok eljut minden
varosba. Sajndlatos médon a két feltételcsoport megengedi diszjunkt rész-
korutak kialakuldsat. Fzt kiiszoboli ki a harmadik feltételcsoport, amely-
ben eléirjuk, hogy a varosok tetsz8leges O # Q C {1,...,n} részhalmazira
az ugynok valamely @-beli varosbdl egy nem @-beli varosba latogat. Ez
valéban kizarja a részkorutat, ugyanis a részkorutban szerepld varosok hal-
mazat tekintve (Q-nak, a harmadik feltételcsoport megfelel feltétele nem
teljesiil.

Megjegyezziik, hogy az utazé igynok problémadja a korabbi fejezetek ter-
minolégidjaval 6sszhangban gy interpretalhaté, hogy egy minimaélis hosszu-
sagl, minden csicspontot tartalmazé irdnyitott korutat kell meghatarozni
egy adott hilézatban.

Az utazé igynok problémaéjan kiviil szamos olyan gyakorlati feladat van,
amely a (10.1) modellre vezethet6 vissza. A tovabbiakban két ilyen gyakor-
lati alkalmazéast ismertetiink.

Miiszaki tervezés

Adott egy automata gépsor és abban egy szegecseld gép. A szegecseld
gép karjanak a szalagon jov6 termék meghatirozott pontjaiba szegecseket
kell elhelyeznie. Hatarozzuk meg a szegecsek elhelyezésének azt a sorrendjét,
amely esetén legkisebb a szegecsel6 gép karjanak teljes mozgéasa.

Sorrendi litemezés

Adott egy lzem, amely n féle kiillonb6z6 terméket gyart. Az egyes
termékféleségek gyartasa idében elkiiloniil egymastél, és a termékvaltasnal
a gépeket at kell dllitani. Ismeretes tetszoleges termékparra a gépek atallita-
sdnak a koltsége. Hatarozzuk meg a termékek termelésének egy olyan sor-
rendjét, amely mellett a gépek atallitasanak teljes koltsége minimalis.

A (10.1) modellel kapcsolatban vegyiik észre, hogy a harmadik feltételcso-
portban a feltételek szdma 2" — 2, ami méar viszonylag kicsi n mellett is
nagyon sok egyenlétlenséget eredményez. A feltételek szimédnak csokkenté-
sére a problémanak tobb ekvivalens formalizaldsa is kidolgozasra keriilt. A
kovetkez6 (10.2) valtozatot A. Tucker [171] dolgozta ki 1960-ban.
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(10.2) =1 (=1,...,n)
wi —uj+(n—1)z;; <n—-2 (2<i#j<n)
zi; =0, z;;€{0,1}, (i=1,....,mj=1,...,n)

u; >0 & egész (1=2,...,n)

n n
Z Z CijTij = 2 — min
i=1j=1

Az ekvivalencia igazolasdhoz egyrészt azt kell megmutatnunk, hogy disz-
junkt részkorutak egyesitése nem elégiti ki a (10.2) feladat feltételrendszerét.

Ezt indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a feladat valamely (X, ) lehet-
séges megoldasara

Tijig = Tigiz = « - - ‘/Eikil =1
teljestil valamely 1 < k < n egészre. Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil
feltehetjiik, hogy 1 ¢ {i1,...,ix}. Mivel (X, ) lehetséges megoldas, ezért

Uiy — Ujy + (n - 1)jz'1z'2 <n-—2

Uiy — Uiy + (n — 1)jz'2z'3 <n-—2

Ujy, — Ujy + (n - 1)jz'ki1 <n-—2

teljesiil. Osszeadva rendre az egyenlétlenségek bal- és jobboldalait, az alabbi
egyenl6tlenségnek kell fennallnia

kE(n—1)<k(n—-2),
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ami 1 < k < n esetén ellentmondas.

Maésrészt igazolnunk kell, hogy barmely korithoz 1étezik a (10.2) feladat-
nak egy olyan (X, ) lehetséges megolddsa, hogy az X altal meghatdrozott
élek pontosan a tekintett korutat szolgaltatjdk. Ehhez tekintsiink egy tet-
szbleges, az (1,19), (i2,43), ..., (in, 1) éleket tartalmazé korutat. Definidljuk
X-t és @i-t a kovetkez8k szerint:

T1ig = Tigiza = « - - Tipl = 1,

Z;j = 0 a tobbi indexpérra,

w, =1t (t=2,...,n).

Megmutatjuk, hogy (X, 1) kielégiti (10.2) feltételrendszerét. A feltételek
teljestilése a harmadik feltételcsoporttdl eltekintve nyilvanvalé. Legyen ezek
utdn 2 < 4 # j < n tetszOleges indexpar. Az u vektor definicigjabdl
kovetkezik, hogy u; — 4u; < n — 2. Masrészt 7;; = 1 akkor és csak akkor
teljesiil, ha ¢ = 4, és 7 = 1,41 valamely 2 < r < n indexre. De ebben az
esetben

ﬂi—ﬂj—l—(n—l)@j:7"—(7"—|—1)—|—(n—1)Sn—2,

azaz a harmadik feltételcsoport feltételei rendre teljesiilnek, igy (X, @) lehet-
séges megoldasa (10.2)-nek.

A vizsgalt modellel kapcsolatban fontos megjegyezni, hogy C-re vonat-
kozdan semmiféle kikGtést nem tartalmaz. Fz a legaltalanosabb modellje az
utazoé ugynok problémanak, és a jelen fejezetben ennek vizsgilatara szoritko-
zunk. A kovetkezd fejezetben speciilis valtozatokkal is megismerkediink.
Példaul vizsgaljuk azt a modellt, amelyben ¢;; = ¢j; (1 <i<n;1 <j <n)
tejesiil, azaz a koltségmdtrix szimmetrikus. A szimmetria bizonyos alkal-
mazasokban teljesiil. A fentiekben megadott alkalmazisokban, az iigynok
mozgasanal, a szegecseld gép karjanak mozgasanil feltételezhetd a szimmet-
ria, mig a sorrendi {litemezésnél mar nem feltétlentil érvényes. (Az utébbi
alkalmazasndl ez azt jelentené, hogy az i-edik termékrdl a j-edik termék
gyartasara torténd atallas ugyanannyi koltséggel jar, mint a j-edik termékrol
az i-edik termék gydrtdsira torténd atéllds, ami altaldban nem igaz.)

Sajnos az utazé ugynok probléma kiilonboz6 formalizdlasai nem eredmé-
nyeztek elérelépést a probléma megoldasaban. 1976-ban bizonyitast nyert
a [67] dolgozatban, hogy az altaldnos utazé iigynok probléma az NP-teljes
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feladatok osztalydhoz tartozik, igy P # N P esetén nem létezik hatékony (az
n polinomjaval korlatozhat6 iddigényti) eljaras a feladat megolddsara. Ezért
kiilonbozé Branch-and-Bound eljarasok kertiltek kidolgozasra az optimaélis
korat meghatarozasara, és szamos heurisztikus algoritmust készitettek koze-
litd optimumértéket biztosité lehetséges megolddsok meghatarozisara. Az
ilyen megoldésokat szokasos szuboptimdlis megolddsnak is nevezni.

A tovdbbiakban mi is felépitiink egy Branch-and-Bound eljarast, majd
ezt kovetden néhany heurisztikus eljarast ismertetunk a kovetkezé fejezetben.
Mindezekhez sziikségesek bizonyos el6késziiletek.

Vizsgéljuk ezek utéan a (10.1) feladatot. Az &ltaldnossdg megszoritasa
nélkil feltehetjik, hogy az tigynok az 1-gyel jelzett varosbdl indul. Ekkor
n — 1 szamu varosba mehet, majd n — 2-be, és igy toviabb. Ebbdl az
kovetkezik, hogy a lehetséges megoldasok szama (n—1)!. Viszont igy régton
adédik, hogy a (10.1) feladatnak mindig létezik optimdlis megoldisa. Ezzel
kapcsolatban célszerii megjegyezni, hogy amennyiben az i-edik varosbdl nem
vezetett Ut a j-edik varosba, akkor ezt a modellben egy W hosszusagu fiktiv
uttal helyettesitettiik. fgy, ha optimumértékként W adddik, akkor ez azt
jelenti, hogy a varosok kozotti ithdlézat olyan, amely nem teszi lehet6vé a
korbejarast, azaz a gyakorlati problémanak nincs lehetséges megoldasa.

Vegyiik észre, hogy a (10.1) feladat feltételrendszere csak n-t6l filigg.
fgy a C™*™ koltségmatrix egyértelmiien meghatirozza a feladatot. Ennek
alapjian a (10.1) feladatra a T'SP(C) jel6léssel fogunk hivatkozni. Itt az an-
gol Traveling Salesman Problem név roviditését hasznaljuk, mely a témakor
irodalméban igen széles korben elterjedt.

A tovabbiakban az egyszeriibb targyalas érdekében az X midtrizot korit-
nak nevezziik, ha minden Z;; = 1-re véve az (i,75) élet, az igy képezett élek
az n-szogpontu teljes grafban irdnyitott kort alkotnak.

Most ismételten haszniljuk a 3.2. fejezetben bevezetett matrixok ekvi-
valencijjat.

A tekintett relacié és a TSP kapcsolatat adja meg a kovetkezd allitds.
10.1. segédtétel. Ha C™*" ~ D"*" akkor a TSP(C) és TSP(D)
feladatok optimdlis megolddsai megegyeznek.

Bizonyitds. Mivel mindkét feladatnak létezik optimalis megoldasa, ezért
az allitas korrekt. Masrészt a tekintett két feladat feltételrendszere azonos,
ezért a lehetséges megoldasok halmaza kozos, amelyet jeloljon L. Tovabba
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jelolje a TSP(C) és TSP(D) feladatok célfiiggvényét rendre zc és zp. Meg-
mutatjuk, hogy van olyan vy konstans, amelyre zc(X) = 2p(X) + 7 teljesiil
tetszéleges X lehetséges megolddsra. Valéban, mivel C ~ D, ezért vannak
olyan ar,...,ap; Bi,...,0, konstansok, hogy c;; = d;; + a; + B; teljesiil
barmely 1 < i <n, 1 <j <n indexpérra. De akkor

=22 ey =D (dij+ i + )z =

i=1j=1 i=1j=1
ZZdUmw +Z%Z% +Zﬁj wa
i=1j=1 =1 j=1

Mivel X lehetséges megoldas, ezért ijl Zij =16és 31 Z;; = 1. De akkor

2c(X) = 2p(X +Za1+2,6]

Most legyen v = >0 a; + 35— Bj. Akkor a z¢(X) = zp(X) + v
egyenlethez jutunk, amely teljesiil barmely X lehetséges megoldasra. Ez
pontosan azt jelenti, hogy a lehetséges megoldasok halmazin a két célfiigg-
vény csak egy additiv konstansban tér el egymdéstol, amibdl nyilvanvaléan
kovetkezik az allitas.

10.1. kovetkezmény. Az optimdlis megoldds meghatdrozdsdt illetéen
elegendd olyan T'SP(C) feladatok vizsgdlatdra szoritkoznunk, amelyekre C >
0 teljesul.

A fenti kovetkezmény alapjan a tovdbbiakban minden hivatkozas nélkiil
feltételezzik, hogy a vizsgdlt feladatok célfiiggvényegytutthatdi rendre nem-
negativak.

A (10.1) feladattal kapcsolatosan azt is észrevehetjiik, hogy amennyiben
a harmadik feltételcsoporttdl eltekintiink, tgy a 3.2. fejezetben megismert
hozzarendelési feladathoz jutunk. Ebbél viszont kovetkezik, hogy (10.1)
tetsz6leges X lehetséges megoldasa egyben lehetséges megoldésa a C koltség-
matrixi A(C) hozzarendelési feladatnak is. Jelolje (10.1) lehetséges megol-
désainak halmazat L, A(C) lehetséges megolddsainak halmazat S. Akkor
L CS,ésigy

min{z(X) : X € S} <min{z(X) : X € L} .

A kapott egyenl6tlenségbdl nyilvinvaléan addédnak a kovetkezok:
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(i) ha X optimdlis megolddsa A(C)-nek és X korit, akkor X egyben op-
timdlis megolddsa T'SP(C)-nek is,

(ii) ha X optimdlis megolddsa A(C)-nek, akkor z(X) alsé korldtja a TSP(C)
feladat optimumeértékének.

A tovabbiakban olyan specidlis hozzarendelési feladatokat hasznilunk,
melyekre kikotjik, hogy bizonyos valtozdéknak 0 értéket, a valtozdk egy
masik csoportjanak 1 értéket kell felvennie. Ismét I és J jeloli azon valtozok
indexeinek a halmazat, amelyekrol kikotjiik, hogy értékik 1 illetve 0. Ezen
specidlis hozzdrendelési feladatok jelolésére az (A(C),I,.J) jelolést fogjuk
hasznalni.

A TSP(C) és A(C) feladatok kapcsolatdnak demonstraldsara tekintsiik
a kovetkezd feladatokat.

10.1. példa

Vizsgaljuk az aldbbi koltségmdtrixi 6 varosos T'SP(C) feladatot, ahol
az 1 — 1 tipusu utak kizdrasara a c;; egyiitthatokat rendre W-nek valasztot-
tuk. (W-ként példaul hasznalhatjuk az 1 4+ n-max{c;; : 1 <i<m;1 <j <
n,i # j} értéket is.)

6 11 6 16 19
w 16 13 21 9

2t W 22 15
22 11 25 W 18
10 17 30 10 W

S O i W N =
e ) %
S O O o Ot —
—_
oo

Oldjuk meg a megfelels A(C) hozzarendelési feladatot a 3.2. fejezetben
megismert magyar maédszerrel.
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A magyar médszer dltal szolgdltatott utolsé métrix a kovetkezo:

w
0*
0
6
0
10

cxwo T o

8
10
w
12
0*
10

0*
4
10
w
11
20

10 16
123
6 2
4 0
w7
0 W

Igy az A(C) hozzdrendelési feladat optimalis megolddsa az aldbbi médon

definidlt X matrix:

Ty =1,Z91 =1,T30=1,T46 =1, Ts3 = 1, Tgs = 1 és Tij = 0 a tobbi

indexpérra.

A megfelel6 élek az aldbbi korutat eredményezik:

N

10.1. dbra. A 10.1. példa optimdlis megoldasa.

Kovetkezésképp, X a T'SP(C) feladatnak is optimélis megolddsa. Az opti-

mum értéke:
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2(X) = c1a + c21 + €32 + a6 + €53 + 65 = 59 .

Sajnos a megfeleld hozzarendelési feladat optimalis megolddsa nem min-
den esetben eredményez korutat. Ez a helyzet az alabbi E. Balastdl szarmazo,
a [123] munkdban demonstraciés célokra hasznalt feladat esetén is.

10.2. példa

Tekintsiik a kovetkezd koltségmatrixu 8 varosos TSP feladatot.

w 2 1 10 8 7 6 5
6 W 1 8 8 4 6 7
5 12 W 11 8 12 3 11
1 9 10 W 1 9 8 10
1 11 9 4 W 2 10 9
12 8 5 2 11 W 11 9
10 11 12 10 9 12 W 3

7T 100 10 10 6 3 1 W

Rendre kivonva a 2, 1, 3, 1, 2, 2, 3, 1 sorminimumokat, majd az el0allo
C mitrix elsd oszlopara a 2 oszlopminimumot, a kapott C(® m4trixban
oszlopfolytonosan kijelolve a fiiggetlen O-rendszert, a kovetkez6 matrixhoz
jutunk:

w o0 9 8 6 &5 4 3
3 w o 7 7 3 5 6

o 9 W 8 5 9 0 8
8§ & 9 W 0 8 7 9
T 9 7T 2 W 0 8 7
8 6 3 00 9 W 9 7
5 8 9 7T 6 9 W o
4 9 9 9 5 2 0 W

A kapott fliggetlen O-rendszer n-elemi, és igy a hozzarendelési feladatra
a kovetkez6 optimdlis megoldast kapjuk: Zi19 = T3 = Z31 = Tys = T =
Tgs = T78 = Tg7 = 1 és T = 0 a tobbi indexpdarra.
Z(X) = C12 + C23 + C31 + C45 + Cs56 + Ce4 + C78 + Cg7 — 17

A megfelel élek a 10.2. abran megadott részkorutakat eredményezik.
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10.2. dbra. A hozzérendelési feladat megoldasdval ad6dé részkorutak.

8

Annak ellenére, hogy a hozzirendelési feladat optimalis megolddsa nem
eredményezett korutat, bizonyos informécidkat nyerhetiink A(C) optimuma-

bél. Nevezetesen, (ii) alapjan z(X) = 17 alsé korlatja az optimumértéknek.

Ezen korlat élességét illetGen igen érdekes E. Balas és P. Toth [123]
szamitogépes kisérlete. Az emlitett kutaték 400 problémat generdltak a
vizsgalathoz. Minden feladatnal egyenletes eloszlas mellett véletlenszeriien
valasztottak feladatméretet az 50 < n < 250 tartomanybdl, valamint célfiigg-
vényegyutthatékat az 1 és 100 vagy az 1 és 1000 kozé esé egészekbil. Az
ilyen médon el6allitott feladatokra rendre meghataroztdk az optimélis korit
koltségét és a megfeleld hozzarendelési feladat optimumat. A kapott érté-
kekre képezve az atlagokat, azt kaptdk, hogy a hozzdrendelési feladatok
optimumainak az dtlaga 99.2%-a az utazé tigyndk problémak optimumai
atlagdnak. A vizsgédlati adatok egy olyan tendencidt is mutattak, hogy n
novelésével egyre élesebbé valik a korlat.

A kovetkezOkben egy B& B eljarast épitiink fel az utazé iigynok probléma
megoldasara, amelyben a korlatozo figgvény definidlasara a fentiekben vazolt,
az A(C) és TSP(C) feladatok kozti kapcsolatot fogjuk kihaszndlni. Az
eljaras felépitését a 7. fejezetnek megfeleléen végezziik. Feltételezziik, hogy
a C matrixban ¢;; = W, (i = 1,...,n) teljesil.

I. Az 2 halmaz megadasa

Legyen Q a {0,1} feletti n x n-es métrixok halmaza. Nyilvinvald, hogy
L C Q, tovédbba || = 2"2, igy Q rendelkezik a kivant tulajdonsigokkal.

II. A p szétvalasztasi és a g korlatozo fiiggvények megaddasa

Els6ként a fiiggvényeket az Q halmazon definidljuk. Legyen ¢(Q2) az
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A(C) hozzérendelési feladat optimumértéke. A (2) definidldsdhoz pedig
kiillonboztessiik meg az aldbbi két esetet.

(a) Ha A(C) optimdlis megoldasa kortt, akkor ez optimdlis megoldéasa
a TSP(C) feladatnak is. Igy z felveszi az optimumértéket és Q nem lesz
é16 levél, azaz Q ¢ Fy. De akkor nem kell a ¢ fliggvényt az 2 halmazon
definidlni.

(b) Ha az A(C) feladat X optiméalis megold4sa nem kortt, akkor X disz-
junkt részkorokbol all. Legyen ezek kozil az (i1,i92),. .., (ix_1,0%), (ik,01)
éleket tartalmazé részkorut minimalis elemszamn, és tekintsuk a kovetkez6
halmazokat:

Q(O):{XXGQ & Tiyig = « o« = Tigiy :1}’
Q():{X:XGQ & iy = 0},
Q(?) :{XXGQ & Tigis =0 & Ljyin = 1}7

—_

Q) = {X : XeN & Tipiy = 0 & Tipig = « oo = Ty _q4), = 1}.
Egyszeriien belathatok a kovetkezdk:

(1) az QO QM . QK halmazok a felbontandé halmaznak (jelenleg
Q) egy valodi osztalyozasat alkotjak,

(2) barmely 1 < i < k indexre az Q) definici¢jaban 1 értékkel szereplé
véltozdéknak megfeleld élekbdl 4116 graf nem tartalmaz részkorutat,

3) QO NL=0.

Definidljuk ¢(2)-t a kovetkez&k szerint. Legyen

p(Q) = {2, 00, .. ab}.

A ¢ fluggvény definici6jat ugy fogjuk kiterjeszteni, hogy az (1),(2),(3)
tulajdonsigok érvényben maradjanak. A tovdbbiakban az osztdlyozdsok
osztalyainak leirasira azt a technikat fogjuk hasznalni, hogy az I, J halma-
zokban megadjuk azon valtozdk indexeit, amelyek értéke rogzitett. Példaul
Q@) = Qp 5, ahol I = {(i1,i2)}, J = {(i2,43)}. A rogzitett értékii valtozokat
kotott valtozoknak, a tobbi valtozdt pedig szabad vdltozoknak fogjuk nevezni
Qr,j-re vonatkozdan. Végiil specidlisan azokat az osztalyokat, amelyekrol
tudjuk, hogy nem tartalmaznak korutat (Q felbontasanal Q) lassuk el
*-gal.

Ezek utan kiterjesztjiikk a ¢ és g fuggvények értelmezését.

A g korlatozé fiiggvény definidlasahoz tekintsiik a B& B-fiban valamely
él6 levél leszarmazottjat. Ha a tekintett osztaly x-gal lett elldtva, akkor g
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rendelje ehhez a részhalmazhoz a W korliatot. Ellenkezd esetben jelolje a
tekintett osztalyt Q7 ;. Ekkor az (A(C),I,J) hozzirendelési feladat bar-
mely lehetséges megolddsa eleme €27 j-nek, tovdbba barmely olyan korut,
amelyben az I-ben szerepld indexekre a valtozok értéke 1, valamint a J-ben
szereplé indexekre a valtozok értéke 0, lehetséges megoldasa (A(C), I, J)-
nek. Viszont igy az (A(C), I, .J) feladat z optimumértékére

7 <min{z(X): X € LNQy s}

teljesiil, amennyiben L N Q7 ; # (. Ennek alapjan definidljuk ¢(Q7.s)-t a
kovetkezék szerint:

Z(X), ha Q[’J = {X} és X kérflt,

(A(C),I,J) optimuma, ha |Qr 5| > 1,
9(Qr,y) =
w kiilonben.

sl

Qs levelét. Mivel Qr ; 616 levél, ezért |I| +|J| < n? —n, (A(C), I, J) opti-
muma kisebb, mint W, tovabba (A(C), I, J) optimélis megolddsa nem kort.
(Ellenkez6 esetben a levél lezdrasra keriilne.) De akkor (A(C), I, J) optima-
lis megoldasa diszjunkt részkorutak uniéja. Valasszunk ezen részkorutak
koziil egy minimalis elemszamut. Jelolje K a valasztott részkoriathoz tar-
tozé valtozok indexeinek a halmazat. Akkor K nemiires halmaz, KN.J = (),
és a (2) tulajdonsdg miatt K ¢ I. Legyen K \ I = {(i1,71),-,(ir,Jr)}-
Mivel (K\I)NJ = 0 és (K\I)NI = (), ezért barmely z;_;, (1 < s <r) véltozé
szabad valtozé lesz €1 j-re vonatkozéan. Képezzik ezek utdn a kovetkezd
halmazokat:

Q[O’JOZ{X:XEQ[’J & mileZ...:miTjT:1},
Q[I’Jl :{X:XEQ[’J & Tiy 5y :0},
Q[%]2 = {X : X e Q[’J & Tigjy = 0 & Tij1 = 1},

Q[,”JT = {X : X e Q[’J & Ti, j, = 0 & Tipjy = oo = Tjp_1jp_q = 1}.

Mivel z;,;, (1 <t < r) szabad valtozok € j-re vonatkozéan, ezért a
fenti halmazok az €27 ; halmaznak egy valddi osztalyozdsat alkotjak. Nyil-
vanvald, hogy Qy, s, N L = 0, ugyanis Q, s, minden eleme tartalmazza a
kivalasztott minimalis elemszamu részkorutat, mint részgrafot. Most legyen
0 <t < r tetszOleges egész. Jelolje G, = (N, E;) azt a grafot, amelyre
(1,7) € Ey akkor és csak akkor teljesiil, ha (4,j) € I;, ahol N = {1,...,n}.
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Ekkor Gy tartalmazza a kivdalasztott minimalis elemszamu részkorutat és
mas részkorutat nem tartalmaz. Masrészt barmely 1 < ¢t < r indexre G;
eléallithaté Go-bdl gy, hogy Gy egyetlen részkorutjabdl elhagyunk egy vagy
tobb élet. De akkor G; nem tartalmaz részkorutat. KEz pontosan azt je-
lenti, hogy az €17, j,-ben 1 értékkel rogzitett valtozéknak megfelelé élek nem
alkotnak részkorutat barmely 1 < ¢ < r indexre. Kovetkezésképp, a definidlt
halmazok rendelkeznek az (1),(2),(3) tulajdonsigokkal. Legyen ezek utdn

©(,0) = {000, Uy ays -5 Qi -

tulajdonsigokkal.

I11. Faépitési stratégia

Azt a kordbban mér megismert stratégidt fogjuk alkalmazni, miszerint
egy minimalis korlattal rendelkez6 levelet valasztunk a faépités soran.

A B&B eljaras demonstralasara tekintsiik az el6zéekben vizsgalt felada-
tot. Készitsiink egy lehetséges megoldast az mgg) = 1,:5%%) =1,... ,m,(lol) =1
értékadasokkal. A megolddshoz tartozd célfiggvényérték 38. igy tudunk
kezdeti értéket adni X* -nak és z-nak.

A ¢(Q) korldt meghatirozasihoz a megfelel6 hozzarendelési feladatot kell
megoldanunk. Ezt mar megtettiikk. Azt kaptuk, hogy az optimdilis megol-
dés hdrom részkorit uniéja, melyek az (1,2),(2,3),(3,1), (4,5),(5,6), (6,4),
(7,8),(8,7) éleket tartalmazzak, és az optimum értéke 17. gy Fy = {Q} és
9(Q) = 17. Alkalmazzuk Q-ra a ¢ szétvilasztéasi fiiggvényt:

Q]O7JO :{X:XGQ & w78 = x87 = 1},
QII’JI :{X:XEQ & .’11‘78:0},
QIQ’JZZ{X:XEQ & 1g7=0 & ZE78:1}.
Mivel a (7,8),(8,7) élekbdl 4llé részkorutat Q. j, minden eleme tartal-

mazza, ezért Qp, 7, N L = (. Léassuk el az Qy, j, halmazt *-gal. Abrézolva
az eddig létrejott B& B-fit, a kovetkezo fat kapjuk:



190

17

10.3. dbra. Az eddig meghatérozott B&B fa.

Ezek utan a korlatok meghatarozasaval folytatédik az algoritmus. Definicié
szerint g(Qpy,7,) = W. A g(Q, s, ) korlat meghatdrozasdhoz az (A(C), I, Jp)
hozzérendelési feladatot kell megoldanunk. Mivel C ~ C(0), ezért szoritkoz-
hatunk az (A(C(©),I,.J;) feladat megoldésira. Ez azért praktikus, mert
C© _ban ki van jelélve egy n-elemi figgetlen O-rendszer, amelyb6l n — 1
darab fiiggetlen 0-t fel tudunk hasznélni (A(C("), I, J;) megoldasa soran,
mint indulé fuggetlen 0-rendszert. Ennek kovetkeztében a magyar mddszer
egyetlen lancképzéssel véget ér. Mivel I} = () és J; = {(7,8)}, ezért C(O)-ban
a 0(7%) egyiitthatot kell csak W-re valtoztatnunk. Az el6dll6 1) koltségmatrix
a meg6rzott fuggetlen 0 elemekkel, valamint a magyar mddszer befejeztével
kapott matrix a kovetkezo:

w o0 9 8 6 5 4 3 w o0 12 1 9 8 7 0

3 w o~ 7 7 3 5 6 3 w o~ 7 7 3 5 0

o 9 w 8 5 9 0 8 o 6 W 8 5 9 0 2

§ &8 9 W 0 8 7 9 8§ 5 9 W 0 8 7 3

T 9 v 2 W 0 8 7 T 6 7 2 W 0 8 1

§ 6 3 0 9 W 9 7 § 3 3 00 9 W 9 1

5 8 9 7 6 9 W W o 0o 4 2 1 4 W W
4 9 9 9 5 2 0 W 4 6 9 9 5 2 0 W
A tekintett (A(C®), I, .J;) hozzarendelési feladat optimalis megoldasa:
e e N T B

tObbi indexekre.

Az optimum értéke (X)) = 28, {gy g(Qr,.5,) = 28. Az optimalis
megoldds nem koérut, hanem az (1,8),(8,7),(7,2),(2,3),(3,1) és a (4,5),
(5,6),(6,4) éleket tartalmazé részkorutak unidja.



191

A g(Q,.1,) korlat meghatérozdsahoz az (A(C(0), Iy, J;) feladatot fogjuk
megoldani. Mivel I, = {(7,8)} és Jo = {(8,7)}, ezért ¢ és &V (t =
1L...,7), cgg) (s = 1,...,8;s8 # 7) egylitthatokat W-re véltoztatjuk. Az
el6alls feladat koltségmatrixa a megorzott fliggetlen 0-rendszerrel, valamint
a magyar médszer végén kapott matrix a kovetkezo:

w 0 9 8 6 5 4 W w o0 9 8 6 5 2 W
3 w o v 7 3 5 W T w o 7 7 3 3 W
o 9 wWw 8 5 9 0 W o 1 w 10 7 11 0* W
8§ 8 9 W 0 8 7 W 6 &8 9 W 0 8 5 W
T 9 v 2 W 0 8 W 5 9 7 2 W 0 6 W
8 6 3 0 9 W 9 W 6 6 3 0 9 W 7 W
ww w w w w W 0 ww w w w w w 0
4 9 9 9 5 2 W W o v 7 7 3 0 W W

A tekintett (A(C©), I, .J5) feladat optimalis megoldésa:

2 2 2 2 2 2 2 2 (2
xg; = »’553) = ng?) = $§15) = xés) = $§54) = $(78) = xé(Sl) =1lésa) =0a

2

tbbi véltozora, !
Az optimum értéke 2(X?)) = 21, igy g(Qp.5) = 2

megoldas nem kortt, hanem az (1,2),(2,3),(3,7),(7,8),(
(4,5),(5,6), (6,4) élekbdl allé részkorutak unidja.

1. Az optimaélis
8,1), valamint a

Az iteracids lépés végén el6illo B&B fa a kovetkezo:

17

28 21

10.4. dbra. Az iteraciés 1épés végén kapott B&B fa.
Az 816 leveleket tartalmazé halmaz: Fy = {Qy, 5, Qr,.7,}. A két osztély
kéziil Q,, 7,-hoz tartozik minimélis korlét. (A(C(), Iy, Jo) optimélis megol-
ddsa nem korit, hanem két részkoriatbdl 4ll. Ezek koziil a (4,5), (5,6), (6,4)
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éleket tartalmazé részkortut a minimadlis elemszdmiu. Alkalmazva €17, 7,-re a
 szétvalasztasi fuggvényt, az aldbbi osztdlyokhoz jutunk:

Q]3J3 = {X : X € QIQ’J;) & Tas — Tse — T4 — 1},

914’J4 = {X : X e QIQ’J;) & 145 = 0},

Qg ={X:X € 1, & 256 =0 & x45 = 1},

Q]G’Jﬁ = {X : X e QIQ’J;) & 164 =0 & 145 = x5 = 1}.
Mivel Qy, 7, N L = 0, ezért g(r,,7,) = W. A g(Q,,7,) korldt megadasdhoz
tekintsiik az (A(C(©), I ,.Jy) hozzdrendelési feladatot. Most I, = {(7,8)}
és Jy = {(8,7),(4,5)}. Képezve CO-bdl a tekintett feladatnak megfelels

koltségmatrixot, majd végrehajtva a magyar médszert, az indulé és befejezo
métrixok a kovetkezOk lesznek.

w o0 9 8 6 5 4 W w o 9 8 3 5 4 W
3 w o v 7 3 &5 W 3 w o 7 4 3 5 W
o 9 w 8 5 9 0 W o 9 wW 8 2 9 0 W
8§ 8 9 W w & 7 W 1 1 2 w W 1 0 W
T 9 v 2 W 0 8 W T 9 v 2 W 0 8 W
§ 6 3 0 9 W 9 W § 6 3 00 6 W 9 W
w w w w w w w 0 w w w w w w w 0
4 9 9 9 5 2 W W 2. 7 7v 7 00 0 W W

Az optimalis megoldés: m%) = x%) = :vgj) = :vfé) = mgé) = méi) = m%) =

mgé) =14és 551(‘4) = 0 a tobbi indexekre. Az optimdlis megoldas nem korut.
Az optimum értéke z(X®*) = 29.

9(Qr,.7,) meghatarozaséhoz tekintsitk az (A(C(®), I5, J5) hozzarendelési
feladatot. Ekkor Iy = {(7,8),(4,5)}, J5 = {(8,7),(5,6)}, és a fenticknek
megfelel méatrixok a kovetkezok:

w o 9 8 W 5 4 W w o 8 9 W 3 0 W
3 w o v w 3 5 W o w o 9 w 2 2 W
o 9 w &8 W 9 0 W 0O 13 W 13 w 11 0* W
w w w w o W w W w w w w o0 W W W
T 9 v 2 W W 8 W o6 3 0 W w 1 W
§ 6 3 O W W 9 W 3 5 1 00 W W 4 W
w w w w w w w 0 w w w w w w w 0
4 9 9 9 W 2 W W o 9 8 10 W 0 W W

Az optimadlis megoldas: mg) = xé‘? = xé‘? = xi‘? = mg‘? = mé‘z) = mg‘? =

mg%) =1és xg’) = 0 a tobbi indexekre. Ez a megoldas korut. Az optimum

értéke z(X()) = 26.
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Végiil hatérozzuk meg a g(€2y,_ j,) korlatot. Most Is = {(7,8), (4,5),(5,6)}
és Jg = {(8,7),(6,4)}. Akkor az el6zéeknek megfelelen az indulé és befejez6
matrixok a kovetkezdk:

w o0 9 8 W W 4 W w o 9 1 W W 2 W
3 wW oo 7T ww 5 W 1T w o0 o W W 3 W
o 9 w 8 wW w 0 W o 11w 3 w w 0 W
ww w w 0w w W ww w w o0 W w W
ww w w w ot w W ww w w w o w W
8 6 3 W wWw W 9 W 3 3 0w w w 4 W
w w w w w w W 0 w w w w w w W 0
4 9 9 9 w w W W o 7. 7 0 wW w W W

fgy a tekintett feladat optimélis megoldésa:
(6) (6) (6) (6) (6) (6) (6) (6)

_ _ _ _ _ _ _ 1 4a 6)
Ty = Tyy = Tyy = Ty = Tpg = Ty = Ty = Tgy = L €z’ =0 a

tobbi indexekre. A megoldés koriit, az optimum értéke z(X(6)) = 31.

A korldtok meghatdrozasa sordn két korutat is kaptunk, az X ) ¢s X (6)
korutakat rendre 26 és 31 célfiiggvényértékekkel. fgy X* és z értékeit aktu-
alizélva, X* 0j értéke X és z 0j értéke 26. Ekkor a megfelels B&B fa a
kovetkezo:

28 21

29 26 31

10.5. dbra. Az eldallitott B&B fa.
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Mivel z = 26 nem nagyobb egyik alsé korladtnal sem, ezért a fa valamennyi
levele lezardsra kertil, azaz Fy = (). Igy a tekintett utazé tigynok probléma
optimélis megoldasa X®) az optimum értéke pedig 26.

Az utazé iigynok probléma megoldasira igen sok B&B eljaras kidolgo-
zasra kertilt. FEzek alapvetOen a korlatozd fluggvényben, a szétvilasztasi
figgvényben, valamint a felbontandé levél kivalasztisanak stratégidjaban
kiilonboznek egymastol.

A hozzarendelési feladat felhaszndlasat a korlat meghatirozasara szamos
szerz6 alkalmazta, tobbek kozott a [20], [30], [46], [128], [162], [165] dol-
gozatok tartalmaznak olyan eljardsokat, amelyekben a korlatozé fuggvény
definidldsa a targyaltakhoz hasonléan torténik. A szétvilasztasi fliggvényt
illetéen azonos technikat alkalmaztak a [20], [145], [165] munkdkban kozolt
eljarasokndl. Ennek a mddszernek egy olyan mdédositasa keriilt bevezetésre
a [30] dolgozatban, amelynél nem egy minimélis elemszamu részkorutat
valasztunk, hanem a részkorutak koziil azt, amely minimadlis szamu szabad
valtozot fog eredményezni. (Ezzel csokken az aktudlis B& B-fiban az adott
szogponthoz tartozd leszarmazottak szdma.)

Mas elven miikodé B& B eljarasok is kidolgozasra kertiltek, melyeket itt
nem érintiink. A kiilonb6z6 technikik egy igen jo, Osszefoglald targyaldsa
megtaldlhaté a [123] konyvben. Egy modern Osszefoglalé munka a [82]
konyv.
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11. Utazo6 ugynok heurisztikak

A kozelitd eljardsok létjogosultsdga, hasznossiga tobbféleképp indokol-
haté. Az NP-nehéz problémak esetén nem ismeretesek polinomkorldtos
miiveletigényii megoldd eljardsok. A rendelkezésre 4116 algoritmusok miivelet-
igénye altaldban exponencidlis fuggvénye a probléma méretének. Ennek
kovetkeztében a nagyobb méretii feladatok megoldiasinak idSigénye annyira
nagy, hogy esetenként a megoldas nem realizalhaté. igy az NP-nehéz problé-
mak esetében 1étjogosultsiga van kozelito eljarasoknak. Ezek nem a tényleges
optimélis megoldast szolgdltatjdk, hanem egy lehetséges megoldast ered-
ményeznek csak. Az igy elééllitott lehetséges megoldassal szemben alapvetd
elvaras, hogy ”j6” legyen abban az értelemben, miszerint a hozzatartozo
célfiiggvényérték kozel legyen az optimumértékhez. Az ilyen tipusu elja-
rasokat szokasos heurisztikus eljdrdsoknak vagy egyszeriien heurisztikaknak
nevezni.

A korabbiakban megismerkedtiink a B& B eljarassal, amely igen sok NP-
nehéz probléma esetében egy nagy miiveletigényi algoritmus felépitését teszi
lehetévé. Ezen eljarasokban a hatékonysag javitasara felhasznalhatok a ren-
delkezésre 4ll6 lehetséges megoldasok. Minél jobb lehetséges megoldédssal
rendelkezlink, altaldban annal gyorsabb, hatékonyabb lesz a B& B eljaras.
Kovetkezésképp fontos az egyes problémacsoportokra olyan heurisztikak ki-
dolgozédsa, amelyek gyorsak (polinomkorldtos miiveletigénytiek) és olyan le-
hetséges megoldast szolgaltatnak, melynek célfiiggvényértéke kozel van az
optimumértékhez.

Az elmondottak kapcsdn régton felvetédik a kérdés, hogy egy adott
heurisztikdt miként lehet mindsiteni. Mikor mondhatjuk, hogy valamely
heurisztika j67 Az elmiilt évtizedekben a heurisztikdk vizsgdlatira az alabbi
hédrom mddszer alakult ki:

(1) legrosszabb esetek vizsgalata,
(2) valdsziniiségi analizis,
(3) empirikus analizis.

A kovetkezdkben rovid dttekintést adunk ezen mddszerekrol.
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Legrosszabb esetek vizsgalata

Tekintsiink egy C minimalizaldsi problémaosztalyt és jeloljon A egy, a
tekintett problémdk kozelité megoldasit szolgdltaté heurisztikit. A prob-
lémaosztaly tetszbleges P probléméjara jelolje A(P) a heurisztika dltal szol-
galtatott lehetséges megoldason felvett célfiiggvényértéket és OPT(P) az op-
timumértéket. Ekkor az A algoritmust egy ¢ konstansra ¢ - approzimdcios
algoritmusnak nevezziik, ha minden P probléma esetén A(P) < c-OPT(P).
A legkisebb ¢ értéket, amelyre az algoritmus c - approximdciés az algorit-
mus approrimdcios hdnyadosdnak nevezziikk. Az approximdciés hanyados
egy tovabbi valtozata az aszimptotikus approzimdcids hinyados. Az algorit-
musra minden pozitiv egész n-re definidljuk az R, (A) = sup{A(P)/OPT(P) :
P € C,OPT(P) > n} értéket, és amennyiben létezik az M = limsupR,(A)
érték, az adja meg a heurisztika aszimptotikus approximdcios hdnyadosdt.
Az aszimptotikus approximdciés hanyados és az approximdciés hanyados
kozotti 1ényeges kilonbség az, hogy az aszimptotikus hidnyados azon in-
putokra, ahol az optimalis koltség kicsi nem koveteli meg, hogy a heurisztika
altal adott megoldas az optimumhoz kozeli érték legyen.

Az approximicids hdnyados illetve az aszimptotikus approximéciés ha-
nyados nagysiga a kiilonbozé problémaosztilyokra és a kilonboz6 heurisz-
tikdkra mds és mas. Igen jo, 1 és 2 kozé esé aszimptotikus approximéacios
héanyadosok addédtak szamos ladapakolasi heurisztikara. Fzzel szemben az
altaldnos utazé tigynok problémdra 1976-ban S. Sahni és T. Gonzalez [157]
igazoltdk, hogy amennyiben létezik konstans approximaciés hdanyados vala-
mely polinomkorldtos TSP-heurisztikira, akkor P=NP.

Az emlitett negativ eredmény alapjan akar el is vethetnénk a polinom-
korlatos TSP heurisztikdk gondolatiat. Azonban mas problémaosztalyoknél
nyert tapasztalatok alapjan a legrosszabb esetek vizsgilatdnak eredménye
és az algoritmus gyakorlatban torténd viselkedése kozott lényeges eltérés
lehet. Erre szemléletes példa a szimplex algoritmus. Az igen sok megoldasra
keriilt linearis programozssi feladat alapjan az atlagos iterdcids lépésszam
kozelitoleg 3n, ahol n a feladat egyenleteinek szamét jeloli. Masrészt is-
mert olyan linedris programozasi feladat (1d. [109]), amelyre az iterdcids
1épésszam 2". Tovabbi ilyen jellegii észrevételek azt tamasztjdk ald, hogy
az approximdciés hdnyados bar lényeges informaciét ad az algoritmusrol,
de ennek alapjian nem itélhet6 meg maradéktalanul az algoritmus josdga.
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Tovabbi érv a TSP heurisztikdk vizsgdlatdhoz, hogy bizonyos specidlis TSP
feladatosztdlyokra léteznek viszonylag jé approximéciés hanyadossal ren-
delkez6 TSP heurisztikak.

Valészintiiségi analizis

Ezekben a vizsgalatokban rogzitett feladatméret mellett olyan P fela-
datot tekintenek, amelyben a paraméterek (egyiitthaték), mint fliggetlen
valésziniiségi valtozok vannak megadva. Ekkor A(P) és OPT(P), valamint
hinyadosuk is valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értékébdl egy atlagos
eltérésre lehet kovetkeztetni. Az igy elédllitott mutatdval szemben kifogasol-
haté, hogy a paramétereket megadd valdsziniiségi valtozdk eloszlisaira tett
feltételek nagyban befolyasoljak azt, ugyanakkor a feltételek nem feltétlenul
a problémaosztaly jellemz6 tulajdonsigait tikrozik. (Altaléban az egyenle-
tes eloszlast teszik fel a feladatban szerepld valdsziniiségi véltozdkra.)

Empirikus analizis

Az ilyen tipusd vizsgilatokban konkrét problémamegolddsokbdl nyert
eredmények alapjan lehet bizonyos mutatékat képezni. A szamitistechnika
fejlodése, a gyors, nagyteljesitményii szamitégépek megjelenése lehetové tette
azonos tipusu nagyszamu probléma megolddsat. Ezt kihaszndlva, rogzitett
szdmtartomanybdl valamilyen (dltaldban egyenletes) eloszlis mellett vélet-
lenszertien valasztva egyiitthatokat, majd az el6allitott konkrét problémak-
nak meghatarozva az optimalis, valamint a heurisztikus megoldasat, képezhe-
16 a két célfliggvényérték hanyadosa. Ezt elég sokszor ismételve, és atlagolva
a hdnyadosokat, egyfajta empirikus mérészamot kapunk. A vézolt vizsgédlat-
ban megkérddjelezhetd a vilasztott eloszlas és szamtartomany.

A fenti vazlatos attekintésbdl kitlinik, hogy a heurisztikdk josaganak
vizsgalata igen bonyolult és csak részben megvalésithaté feladat. Altaldban
a heurisztikus eljarasokrdl az érdeklodék tovabbi meggondolasokat és részle-
teket taldlhatnak a [68] és [149] konyvekben. Mi a tovabbiakban az egysze-
rlibb TSP heurisztikdk koziil fogunk néhdnyat ismertetni.

Az elmult idészakban szamos TSP heurisztika keriilt kidolgozasra és je-
lenleg is tobb kutaté foglalkozik tovdbbi eljardsok felépitésével, illetve a
meglévd eljarasok vizsgilatdval, javitdsaval (1d. pl. [71], [101], [131], [152]).
A kiilonbozd algoritmusok alapvetden hirom csoportba sorolhatdk:
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(1) korutépits eljarasok,

(2) korit javitdsat szolgdld algoritmusok,

(3) kombinalt eljardsok ((1) és (2) kombindciéi).

A tovabbiakban ismertetésre keriilé heurisztikdk egy eljaras kivételével
az (1) csoportba tartoznak. A tirgyalds egyszeriisitésének érdekében jelolje
N az {1,...,n} halmazt.

Nearest addition

Elékészits rész. Legyen r =1, I, = {1}, E, = {(1,1)}. (Az 1 véros lesz
az indulé részkorit.) Térjink ra az iterdcids eljardsrészre.

Iterdcios rész (r. iteracid)

Ha r = n, akkor vége az eljarasnak, az FE,-beli élekbdl all6 korut az
eljarassal szolgdltatott lehetséges megoldas. Ellenkezd esetben hatirozzunk
meg egy olyan j € I, k € N\ I, indexpért, amelyre

i, = mi i tsel}}.
Cik tele\nIr{mln{cst sel.}}
Legyen I,41 = I, U {k}. Mivel j € I,, ezért pontosan egy olyan j' € I,
index van, amelyre (4,5') € E, (r = 1 esetén j = j'). Ekkor legyen E, 1 =
(E-\{(, 7"} U{(, k), (k,7")}. Noveljuk r értékét 1-gyel, és térjiink ra a
kovetkezd iterdcios lépésre.

Az eljaras gy szemléltethetd, hogy rendelkezésiinkre &l egy részkorut
(r = 1 esetén egyelemii részkorit). Ehhez kivalasztjuk a legkozelebbi kortiton
kiviili varost. (Itt a legkozelebbi varos gy értendd, hogy vessziik a korit
pontjaibdl a koruton kivili pontokba vezet6 Gsszes élet és ezen élek stlyainak
a minimumét, ez a c;, mennyiség.) Az igy kivalasztott varossal bovitjik a
korutat 4gy, hogy a hozzi legkozelebb esd, a koritban szerepld j varosbol
ebbe a virosba latogatunk, majd innen a j véaros j' leszdarmazottjaba. Az
aldbbi dbra mutatja a beszirasi technikat. Az aktudlis részkoritbdl toroljik
a (7,7") élet és bovitjik a (4, k), (k,j') élekkel.

k

j oo i

11.1. dbra. Beszirasi technika.
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A szadmitdsokat nagyban megkonnyiti egy olyan tavolsidgvektor hasznala-
ta, amely minden iteraciés lépésben megadja az aktualis részkoriton kiviili
varosoknak a részkoruttdl vald tdvolsdgit. Az elsd iterdcids 1épésben ez
a C matrix elsé sorvektora az (1,1) indexii elem kivételével. Egyszeriien
belathaté, hogy amennyiben v, az r-edik iteracids 1épésben a tavolsdgvektor,
és ebben a lépésben a k virossal bovitjik a részkorutat, akkor v, i-et
megkapjuk gy, hogy a kortiton kiviili varosokra rendre képezzik a v, vek-
tor megfelel6 komponensének és a C matrix k-adik sordban 1évé megfelel
célfiiggvényegyiitthaténak a minimumait.

Az eljards demonstralasara alkalmazzuk a fenti heurisztikat az el6z6ekben
vizsgalt 8-varosos feladatra. Ekkor vi = (—,2,11,10,8,7,6,5). igy az
aktudlis részkoriathoz (jelenleg az 1 varost tartalmazé részkorit) legkozelebb
levé véaros a 2-vel jelzett. Bévitve 2-vel a részkorutat, az (1,2), (2, 1) élekbdl
all6 1j részkortuthoz jutunk. A tdvolsigvektort a kovetkezOképpen tudjuk
aktualizalni. A v; vektor j-edik komponensének és cpj-nek kell képezni a
minimumat, ez lesz a vy vektor j-edik komponense, ahol j = 3,...,8. A
teljes eljaras végrehajtisat az aldbbi tablizatban foglaltuk Gssze, ahol az
aktudlis részkorutat ciklikus permutacioként adjuk meg.

T vy (7. k) részkorit

1 (—,2%,11,10,8,7,6,5) (1,2) (1,2)

2 (—=,—,1*,8,8,4,6,5) (2,3) (1,2,3)

3 (-,—.—,8.8,4.3*.5) (3.7 (1,2,3,7)

4 (-,——,8,8,4,—.,3%) (7.8) (1,2.3.7.8)

5 (=, —.—.8.6.3*. —. —) (8.6) (1,2,3.7,8.6)

6 (== —.2*.6,— —,—) (6,4) (1,2,3,7,8,6,4)
7 (===, —, 1% — — =) (4,5) (1,2,3.7,8.6,4,5)

A tekintett feladatra az eljards most pontosan egy optimadlis megoldast
eredményezett. Kz egy kicsit megtévesztd. A vizsgalt heurisztika nem ilyen
jO. Az el6z6ekbdl tudjuk, hogy az altalanos TSP-re a P # NP feltétel mel-
lett nem 1étezik konstans approximéciés hanyados polinomkorlatos heurisz-
tikdk esetében. A targyalt eljirdsrol egyszeriien beldthatd, hogy polinomkor-
latos, mégpedig O(n?) miiveletigénnyel, igy altaldnos esetben nem varhaté
hozza konstans approximdaciés hanyados.
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Nearest insertion

Az eljaras ugyantdgy épiil fel, mint az eléz6. Az eltérés annyi, hogy
nem a kivalasztott éllel bévitjik a részkorutat, hanem a kivalasztott, k-
val jelolt varosra meghatdrozzuk k lehetd legjobb (legkisebb koltséggel jaro)
beszirasat a részkorutba, és ezt hajtjuk végre.

Elékészité rész. Legyen r = 1, I, = {1}, E, = {(1,1)}. Térjink ra az
iteraciods eljarasrészre.

Iterdcids rész (r. iteracid)

Ha r = n, akkor vége az eljarasnak, az F,.-beli élekbdl 4ll6 korit a

” 2

heurisztikaval el6allitott lehetséges megoldas. Ellenkez6 esetben hatirozzunk
meg egy olyan j € I, kK € N \ I, indexpért, amelyre

i = mi i s €L }}.
Cik 1tele\nIT{mm{cst se I }}

Legyen I, 11 = I, U{k}, majd vilasszunk egy olyan (u,v) € E, élet, amelyre
duv = Cuk + Chy — Cyp = min{csk + Ckt — Cst (Sa t) € Er}-

Legyen E,11 = (B, \ {(u,v)}) U{(u, k), (k,v)}. Noveljik r értékét 1-gyel,
és folytassuk az eljarast a kovetkezo iterdcids 1épéssel.

Ezen eljarasndl is haszndlhatd az el6z6ekben bevezetett tavolsagvektor.

A heurisztika bemutatdsara ismételten a 8-varosos feladatot fogjuk hasznalni.
A végrehajtds egyes 1épéseit a kovetkez6 tablizat tartalmazza.

T v, k (u,v) Ouw részkorut

1 (—,2*,11,10,8,7.6,5) 2 (1,1) - (1,2)

2 (=,—,1*,8,8.,4,6,5) 3 (2,1) 0 (1,2,3)

3 (=,—,—,8,8,4,3*5) 7 (3,1) 8 (1,2,3.7)

4 (—,—,—,8,8,4,—.,3% 8 (7,1) 0 (1,2,3,7,8)

5 (—,—,—,8,6,3*,—,—) 6 (2,3) 8 (1,2,6,3,7,8)

6 (=, ——,2%6,—,.—, —) 4 (6,3) 7 (1,2,6,4,3,7,8)
7 (=, —,—, =, 1% —,—, =) 5 (4,3) 0 (1,2,6,4,5,3,7,8)

A kapott koruthoz tartozd célfiiggvényérték 31, az optimum értéke 26,
igy a hanyados 1.19. Az eljarassal kapcsolatban megemlitjiik, hogy miivelet-
igénye O(n?), tovabb4 olyan specidlis TSP feladatokra, melyek koltségmatrixa-
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ra teljesul a haromszogegyenl6tlenség és a koltségmatrix szimmetrikus iga-
zolast nyert (1d. [155]), hogy ebben az esetben az approximéciés hanyados
2.

Farthest insertion

Az eljaras analog az el6z0hoz. Az eltérés csupdn annyi, hogy az aktudlis
részkoruttol legtavolabb levs varost valasztjuk ki, és ezt szirjuk be a lehetd
legkisebb koltséggel a részkorutba.

Itt is hasznalhaté a tavolsigvektor. A heurisztikdt ismét a 8-varosos
problémaéra alkalmazzuk, és a végrehajtas 1épéseinek eredményét az aldbbi
tablazat tartalmazza.

r v, k (u,v) Ouv részkorut

1 (—,2,11*,10,8,7,6,5) 3 (1,1) - (1,3)

2 (—,2,—,10%,8,7,3,5) 4 (1,3) 9 (1,4,3)

3 (—, —,1,7%,3,5) 6 (1,4) -1 (1,6,4,3)

4 (—, —,1,—,3,5%) 8 (1,6) 1 (1,8,6,4,3)

50 (=2,-,-.1,—-,1,-) P (4,3) 0 (1,8,6,4,2,3)
6 (=, —,—,—, 1%, —,1,-) 5 (4,2) 3 (1,8,6,4,5,2,3)
7 (=, ———,—,—,1,—) 7 (1,8) 4 (1,7,8,6,4,5,2,3)

A kapott koruthoz tartozé célfiiggvényérték 32.

Cheapest insertion

Hasonlé az el6z8ekhez. A lényeges eltérés a részkorit bévitésére szolgdld
varos kivalasztdsdban van. Minden, az aktudlis részkoruton kiviili k& (€
N\ I,) vérosra kiszamitjuk, hogy mennyi az aktudlis részkoritba torténd
beszurasanak minimélis koltsége figyelembe véve az Osszes lehetséges beszi-
rasokat. igy minden k& € N \ I, virosra adédik egy beszirasi koltség. Ezek
koziil vdlasztunk egy minimadlisat, és az ennek megfelelé véros (minimalis
koltségil) beszirasaval bévitjiik a korutat.

A heurisztika végrehajtasat a vizsgalt példan szemléltetjiik.



202

r k (u,v) Ouw részkorit

1] 2 (1,1) _ (1,2)

2| 3 (2,1) 0 (1,2,3)

3 6 (2.3) 8 (1,2,6,3)

4 5 (2.6) 6 (1,2,5,6,3)

5| 4 (2,5) 1 (1,2,4,5.6,3)
6 7 (2.4) 8 (1,2,7,4.5,6.3)
7 8 (2.7) 2 (1,2,8.7,4.5,6.3)

A kapott koruthoz tartozé célfiggvényérték 33. Az eljards miiveletigénye
O(n3). A [63] dolgozatban igazoldst nyert, hogy a mar emlitett specilis
TSP-k esetében (szimmetrikus koltségmaétrixiak, amelyekre teljestil a ha-
romszogegyenl6tlenség) az eljards approximéciés hanyadosa 2.

Tekintettel arra, hogy az ismertetett eljarasok mindegyike igen gyors,
tovdbba az el8allitott korut fiigg a kiinduld vérostél (mi ezt rendre 1-nek
vélasztottuk), lehetséges ugyanazt a heurisztikdt tobbszor is végrehajtani
mas és mas kiinduldsi varosokkal, majd az el6alld korutak kozil venni a
legjobbat. Ilyenkor az illet6 eljaras all cities vdltozatdrél beszélunk.

A targyalt heurisztikdkat illetOen egymastdl fliggetleniil A. M. Adrabin-
ski és M. Syslo [1], valamint B. Golden és tdrsai [76] végeztek empirikus
vizsgalatokat. A kapott eredmények azt mutatjik, hogy a farthest insertion
eljaras jobb értékeket szolgaltat altaldban, mint a masik harom algoritmus.
A kovetkez6 tablazatban szerepld szamsorokat a [76] munkabdl gytijtottik
ki. Az adatok 5 darab 100 x 100-as euklideszi TSP-re vonatkoznak. (A
varosok egy euklideszi tér valamely sikjadban vannak és tavolsaguk a térben
a pontok tavolsdga.) A téblazatban azt adjuk meg, hogy a kozelité megoldas
célfiiggvényértéke hany szizaléka az optimum értékének.

Nearest insertion (all cities) 118.69 117.81 122.96 114.44 120.33

Farthest insertion (all cities)  105.14 106.97 103.17 101.99 107.42
Cheapest insertion (all cities) 112.07 111.67 120.83 112.97 112.16

A kévetkezd eredményeket Adrabinski és Syslo [1] munkajabdl gytijtottitk
ki. (A feladatok méretei rendre n = 20,27,42,57,120).
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Nearest addition (one city) 186.58 113.88 111.02 114.76 121.78
Nearest insertion (one city) 138.21 106.89 110.87 109.25 117.27
Farthest insertion (one city)  128.45 100.35 101.43 101.28 103.06

Patching eljarasok

A cimben szereplé heurisztikdk a hozzdrendelési feladat és az utazd
igynok problémak kapcsolatara épiilnek, és a kovetkezd észrevételen ala-
pulnak. Oldjuk meg a megfelel6 hozzarendelési feladatot. Ha az optimélis
megoldas korit, akkor megkaptuk a TSP optimalis megoldasat. Ellenkezo
esetben az optimdlis hozzdrendelésnek megfeleld graf diszjunkt részkorutak
egyesitése. Ezen részkorutak szdmdrol bizonyitdst nyert, hogy amennyi-
ben a koltségmatrix elemeit egyenletes eloszlas alapjan generaljuk, akkor a
részkorutak szdmanak varhaté értéke log(n). Igy a részkorutak kis koltséggel
jaro osszekapcsolasa, Osszeflizése egy jo heurisztikus megoldast eredményez-
het. Attdl fliggben, hogy miként kapcsoljuk 6ssze a részkorutakat, kiillonb6zo
algoritmusok épitheték fel. A tovdbbiakban két ilyen tipust eljarast fogunk
ismertetni.

2-patching eljaras

Tekintsiink két részkorutat. Jelolje I, J az egyes részkorutakban szerepld
varosok halmazat, tovdbba tetszéleges k varosra jelolje k' a k leszdrmazottjat
a k-t tartalmazé részkortutban. Legyen i € I és j € J. Akkor torolve a
részkorutakbdl az (i,i'), (4, 5') éleket, és felvéve az (i, 5'), (4,1') éleket, olyan
részkorutat kapunk, amely az I U J-beli varosokat tartalmazza. Az aldbbi
adbra mutatja az Osszekapcsoldst.

11.2. dbra. A két részkorit Osszevonssa.
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A két kor oOsszefiizésével keletkezd koltséget egyszertien megkaphatjuk,
ez c;jr + cjir — ¢ — cjjr. Véve ezeket a koltségeket az Osszes ¢ € I és j € J
indexparra, majd képezve ezek minimumat, megkapjuk a két részkor ilyen
tipusi ”osszekapcsoldsdra” vonatkozé minimélis koltséget. Ezt 2-patching
koltségnek és a részkorutak megfelel 6sszekapcsoldasat 2-patching miveletnek
nevezzik. FEzek utan felépitheté az alabbi eljarads, amelyet R. M. Karp
publikalt 1979-ben a [106] dolgozatban.

Eljaras ([106))

Elékészité rész. Oldjuk meg az A(C) hozzirendelési feladatot. Ha A(C)
optiméalis megolddsa korit, akkor vége az eljardsnak. Ellenkez6 esetben
térjink ra az iteracids eljarasrészre.

Iterdcios rész. Valasszunk ki két legkisebb varosszamu részkorutat és
kapcsoljuk Ossze Gket egy alkalmas 2-patching miivelettel. Ha az el6allo 1j
megoldas (hozzarendelés) korit, akkor vége az eljardsnak. Ellenkez esetben

térjunk ra a kovetkezo iteracidra.

Az eljards demonstralasara tekintsiik ismét az el6z6 példat. A hozziren-
delési feladat optimélis megolddsa a kovetkezd harom részkorutbol All.

11.8. dbra. A kapott hirom részkoriit.

7

Viélasszuk ki a misodik és harmadik részkorutat. A kivélasztott rész-
korutakra a kovetkezd tédblazatban adjuk meg a 2-patching koltségeket. (A
koltségek szamitasanal az A0 matrixot hasznaltuk.)
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koltség

ci%) + cg(%) — 04(1%) — cg(%) =9+6=15

cg‘? + cé%) — 04(1%) — cg;) =7T+5=12

) ) =1ro =10

cg;) + cg%) — cg%) — cg;) =84+2=10*

cg%) + cg((i) — cé?l) — cg(%) =T7T+7=14

(=) (=] ot ot > =~
co ~J oo ~J co ~N |

cgg() + 03(391) — cé?l) — cg;) =9+9=18

A 2-patching koltség 10. A megfelel§ 2-patching miivelet sordn az (5,7) és
(8,6) éleket kell felvenni és az (5, 6), (8,7) éleket kell torolni. Az ij megoldés
a 11.4. dbran megadott két részkorutbol all:

R

k .
\\é/ 6 \/
11.4. dbra. Részkorutak az Osszevonds utan.

Kiszamitva a fenti két korre a 2-patching koltséget, az 1 = 3, j = 5 esetben
kapjuk a minimumot. To6rdlve a (3, 1), (5,7) éleket, valamint felvéve a (3,7),
(5,1) éleket, az alabbi kérutat kapjuk, amely éppen egy optimdlis megoldas.

ST TN
2 7

[ A

11.5. dbra. A 2-patching eljirdssal nyert optimalis megoldas.
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Az ismertetett 2-patching eljarasra J. M. Steele és R. M. Karp végzett
valészintiségi analizist (1d. [123]). Igazoltdk, hogy a [0,1] intervallumon
egyenletes eloszlasu fiiggetlen valészintiségi valtozok esetén a kozelitd érték
és az optimumérték hinyadosdnak varhaté értéke 1 + o(n_%).

3-patching eljaras

Ketténél tobb kor osszekapcsoldsa hatékonyabb eljardast eredményezhet.
Ezen az észrevételen alapul a [13] dolgozatban ko6zolt 3-patching eljdrds,
melynek megadisihoz sziikségesek bizonyos el6késziiletek.

Tekintstink harom részkorutat. Jelolje rendre I, J, K a részkorutakban
szerepld varosok halmazit. Legyen ¢ € I, j € J, k € K, tovabba jelolje
', 4, k' rendre az 14, j, k leszdrmazottait az I,.J, K halmazokhoz tartoz6 rész-
korutakban. Akkor tordlve az (i,4'), (7,7'), (k, k') éleket, és felvéve az (i, j'),
(7, k"), (k,i') éleket, a harom részkorutat egyetlen részkorutba (koritba)
tudjuk egyesiteni. A 11.6. dbra szemlélteti a hdrom részkorit egyesitését.

11.6. dbra. Harom részkorit osszekapcsoldsa.

A harom részkorut tekintett Osszekapcsolasdnak koltsége:

Cij + Cjk’ + Crit — Cir — Cjjt — Cpk! -

Rendre meghatarozva ezeket a koltségeket minden 7 € I, 57 € J, k €
K indexre, megkapjuk a hirom részkorut ilyen tipusi Osszekapcsolasira
vonatkozé minimalis koltséget. Ezt a koltséget 3-patching koltségnek, és a
részkorutak ennek megfeleld Osszekapcsolasat 3-patching miveletnek nevez-
zuk.

Ezek utdn felépithet6 a kovetkez6 heurisztikus eljaras.
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Eljaras

Elékészité rész. Oldjuk meg az A(C) hozzarendelési feladatot. Ha A(C)
optimélis megolddsa korit, akkor vége az eljardsnak. Ellenkezd esetben
térjink ra az iteracids eljarasrészre.

Tterdcios rész

o 1. lépés. Jelolje m az aktudlis hozzarendelés részkoritjainak a szdmat.
Ha m < 9, akkor a 2. 1épés kovetkezik. Ellenkez6 esetben ren-
dezzik a részkorutakat elemszamuk tagabb értelemben vett névekvd
sorrendjébe. Jelolje a rendezett sorozatot Uj,...,Up. Szamitsuk
ki a d,s 2-patching koltségeket az U,,U,, ;4 részkorutakra minden
1 <r <1l 1< s < indexparra, ahol | = [m/2]. Oldjuk meg
a (d;j) koltségmatrixi [ x l-es hozzarendelési feladatot, és jel6lje az
optimdlis hozzdrendelést ¢. Hajtsunk végre egy d, () koltségl 2-
patching miiveletet az U, Uy, _i 4 ,(r) részkorutakon minden 1 < r </
indexre. Az igy képezett részkorutak altal meghatirozott hozzaren-
delést tekintve aktudlis hozzarendelésnek, folytassuk az eljarast az 1.
1épés ismétlésével.

e 2. lépés. Ha az aktudlis hozzarendelés korit, akkor vége az eljarasnak.
Ellenkez6 esetben, ha m < 3, akkor hajtsunk végre a két részkoriaton
egy 2-patching miiveletet, és vége az eljardsnak. m > 3 esetén hata-
rozzunk meg a részkorutak koziil harom olyan részkorutat, amelyek
3-patching koltsége minimadlis. Hajtsunk végre a kivalasztott harom
részkoruton egy, a minimadlis koltségnek megfeleld 3-patching miiveletet.
Az 1j hozzarendelést tekintve aktudlis hozzarendelésnek, és részkorut-
jainak szadmat az aktualis m-nek, folytassuk az eljarast a 2. 1épés
ismétlésével.

A fenti eljarasban m > 9 esetén a kis koroket parositjuk a nagy korokkel,
és olyan parositasra torekszunk, hogy az osszeparositott koroket osszefiizve,
a koltségek novekedése ne legyen jelentés. A 9 konstans haszndlatit az
indokolja, hogy fixpont nélkiili permutécidk esetében a részkorok szamanak
varhat6 értéke kozelitdleg log(n), ahol n a varosok szamat jeloli. Végiil az
eljaras hatékony végrehajtdsihoz bevezethets egy 3-dimenzids tomb, amely
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a részkorutakra a 3-patching koltségeket tartalmazza. Az elsd ilyen tomb
alapjan a tovabbi tombok mar viszonylag kis miiveletigénnyel kiszamithatdk.

Az eljards szemléltetésére tekintsiik ismét a korabbiakban vizsgdlt 8-
varosos feladatot. A megfelel$ hozzdrendelési feladat optimélis megoldasa
az (1,2),(2,3),(3,1), a (4,5),(5,6),(6,4) és a (7,8),(8,7) éleket tartalmazd
részkorutakbdl all. A Cij' + Cjk' + Cit — Cijr — Cjjr — Ckp! koltségeket Aijk—val
jelolve, a konkrét értékeket a kovetkezO tablazatban adtuk meg:

il gk Aige || J k] Aige [0 ]g k| Aie [ 15 Kk| Aijp
1147 23 215(8 20 11714 17 2184 19
11418 22 216 |7 23 11715 21 21815 14
1157 20 2168 25 11716 16 2(8|6 17
1158 22 3147 19 1184 17 3|74 22
1167 23 314]8 16 11815 15 3171]5 24
1168 26 315|7 21 11816 19 3|17]6 23
214 |7 25 3[15(8 21 21714 21 3184 13
21418 23 3167 20 21715 22 31815 9*
21517 19 3161(8 21 21716 16 3/8[6 17

Az i =3, j =8 és k =5 indexekre kapjuk a legkisebb értéket. Végrehajtva
a megfelel6 3-patching miiveletet, az alabbi korat adédik, amely specidlisan
optimélis megoldas is.

2 7\
1 8
S 6

11.7. dbra. A 3-patching eljirdssal nyert optimalis megoldas.
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Az ismertetett eljardsokkal kapcsolatosan a [13] munkaban egy empirikus
analizis talalhatd, amelyben ezen eljarasok nyertek Gsszehasonlitdast. A vizs-
galatok soran rendre minden tekintett méret mellett 100-100 probléma kertilt
generaldsra. A célfiiggvényegyiitthatdk a 0,1,...,100 egészek kozil egyen-
letes eloszlds mellett lettek generdlva. A szdmitégépes vizsgilat eredmé-
nyét a kovetkezd tablazatban foglaltuk Ossze. Négy varosszamra, az n =
100, n = 150, n = 200 és n = 250 varosszamokra tortént a 100-100
utazé lUgynok probléma generaldsa. A tdbliazat baloldala tartalmazza a
vizsgalt eljarasokat, és a megfelel6 sor adja meg az illetd eljarashoz tartozo
értékeket. Minden varosméretre az els6 oszlop adja meg az érintett eljarassal
meghatarozott célfiiggvényértékek valamint az optimumértékek hanyadosai-
nak atlagat, a masodik oszlop tartalmazza az érintett eljaras futasi idejeinek
atlagat, végiil a harmadik oszlop azt mutatja, hogy az érintett eljaras hany
esetben szolgédltatta a legjobb célfiiggvényértéket. Ez a B&B eljarasnal iires
maradt, mivel ez mindig az optimélis megoldast szolgdltatja.

n = 100 n = 150 n = 200 n = 250
average|average| best |average|average| best |average|average|best |average|average|best
ratio sec. [value| ratio sec. [value | ratio sec. [value| ratio sec. [value
B&B 1.000 | 40.78 | - 1.000 | 87.69 - 1.000 | 194.1| - 1.000 | 320.9| -
3-patching
k=5 1.054| 19.53 | 88 1.056 | 58.55 81 1.052 | 190.2 | 82 1.059 | 370.8| 80
3-patching

k=3| 1.061| 11.60| 70 1.063 | 34.93 | 67 1.061| 122.0| 54 1.078| 218.6| 48

3-patching
k=1 1.069 3.84| 55 1.096 | 11.90 | 39 1.094 39.8( 25 | 1.134 72.6 | 24

2-patching
k=5 1.090| 11.14| 33 1.082 | 29.70 38 1.069 88.4 | 40 1.101| 158.3| 37

2-patching
k=3 1.092 6.69 | 28 1.097 | 17.92 | 26 1.085 53.1| 27 | 1.119 94.8| 23

2-patching
k=1] 1.108 221 21 1.127 6.04 15 1.127 17.7] 13 1.177 31.5( 12

cheapest
insertion | 4.654 7771 0 6.794 | 37.48 0 9.934 89.7( 0 18.11 ] 17541 0

nearest
insertion 4.392 9.19| 0O 7.047 | 43.66 0 11.39 | 1046 | O 18.60 [ 205.1] O

farthest
insertion 4.534 8.76 | 0 7.110 | 43.71 0 11.39| 1046 | O 18.60 [ 205.3] O

nearest
addition 18.43 7.09] 0 33.84 | 32.72 0 57.51 77.0| 0O 98.43 | 149.7( O

A tablazatban megadott eredmények értelmezéséhez sziikséges két tovabbi
informécié. A tekintett cheapest insertion, nearest insertion, farthest inser-
tion, nearest addition heurisztikdk mindegyike ”all cities” valtozat, azaz a
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generalt feladatra n-szer hajtottuk végre az illet heurisztikus eljarast mindig
mas és mas varosbdl indulva, majd a kapott megoldasok kozil vettiikk a
legjobbat.

Mivel minden patching eljaras a generalt koltségmarixhoz tartozé hozza-
rendelési feladat optimdlis megoldasabdl indul ki, ezért kiillonb6z6 optimalis
megolddsokbdl kiindulva, a patching eljarasok a T'SP(C) probléma kiilonbo-
70 lehetséges megoldasait szolgdltathatjak, és ezek kozil valaszthatjuk a
legjobbat. Amikor hozzarendelési feladatot oldunk meg magyar mddszerrel,
akkor az optimalis megoldas fiigghet az indulé fuggetlen O-rendszertdl, amit
oszlopfolytonosan hatarozunk meg. Ha az oszlopokat nem indexeik névekvo
sorrendjében, hanem random médon véalasztjuk ki, akkor kiilonboz6 induléd
fliggetlen O-rendszereket, és igy a hozzarendelési feladat kiilonb6z6 optimalis
megolddsait kaphatjuk. A patching eljardsokndl a hozzarendelési feladat
megoldasa soran az indulé fuggetlen 0-rendszer meghataroziasihoz az osz-
lopokat random mdédon vélasztottuk ki, az ebbdl nyert optimalis megoldéast
hasznaltuk a tovabbi eljarasban. Mindezt k-szor hajtottuk végre, és az
el6allé legfeljebb k lehetséges megoldas kozil vettik a legjobbat. A k
paramétert a tablazat els6 oszlopaban az eljaras neve alatt tuntettiik fel.

A fenti tablazat szépen mutatja, a kovetkezo tendencidkat. Valamennyi
patching eljaras egészen jé szuboptimadlis megoldasokat szolgédltat, és ez a
7j6sag” nem valtozik szignifikdnsan a feladatok méretének novekedésével.
Ezzel szemben a kiillonb6z6 beszirasi eljarasokra azt tapasztalhatjuk, hogy
az altaluk meghatirozott lehetséges megoldasok célfuggvényértéke tobbszo-
rose az optimumértéknek és ez szignifikdnsan romlik a feladatok méreteinek
novekedésével.

Az eddig bemutatott heurisztikus eljirdsok mindegyike az altaldnos e-
setre (a koltségmatrixrél nem tételeziink fel semmit) lett kifejlesztve. Ett6l
fuggetlenul ezek az eljardsok alkalmazhatdk olyan TSP feladatosztalyokra,
ahol a koltségmatrixokra kiilonboz6 megszoritdsokat tesziink. A bemutatott
eljarasokhoz flizott megjegyzések azt mutatjik, hogy bizonyos megszoritasok
mellett a heurisztikdk viselkedésérél tobbet tudunk allitani.

A tovabbiakban specidlis TSP feladatosztdlyokat vizsgdlunk és ezekre
kifejlesztett heurisztikus eljarasokat mutatunk be. Els6ként a szimmetrikus
esetet vizsgaljuk (c;; = ¢j, @ = 1,...,n;7 = 1,...,n), ami megfelel az
irdnyitatlan grafok esetének, és erre adunk meg egy korutjavité heurisztikus
eljarast.

Az ismertetésre keriil$ eljaras azon az észrevételen alapul, hogy amennyi-
ben adott egy korut, tgy abbdl torolve két nem szomszédos élet, a korut
két diszjunkt utra esik szét. Ezek utdn létezik két olyan egyértelmiien
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meghatérozott él, hogy ezekkel bovitve a két itbdl 4llé grafot, az eredmény
egy masik kortt lesz. (Példaul, ha az (1,2),...(4,5), (1,5) élekbél 4116 korit-
bél toroljik a (2,3) és (4,5) éleket, akkor az el6allé két tbdl csak a (2,4)
és (3,5) élek felvételével készithetd korut.) A tovabbiak egyszeriisitésének
érdekében nevezziink az X kérit szomszédjdnak minden olyan kérutat, amely
eléall X-bol két él torlésével, és két 1j él felvételével. Egyszertien beldthato,
hogy X"*" szomszédjainak a szdma n(n — 3)/2, ha 6nmagit nem szadmitjuk
szomszédnak.

2-optimalis eljaras
Elbkészité rész. Hatarozzuk meg valamilyen eljarassal a feladat egy X
korutjat. Legyen X(© = X, r = 0, és térjiink r4 az iterdciés részre.

Iterdcids rész (r. iterdcio)

e 1. lépés. Hatarozzuk meg )S(T) osszes szomszédjat. Ha X () minden X
szomszédjara z(X() < z(X) teljesiil, akkor vége az eljarasnak, X(")
az eljarassal eloallitott koriat. Ellenkezd esetben a 2. 1épés kovetkezik.

o 2. lépés. Jeloljon X X(") szomszédjai koziil egy olyan korutat, ame-
lyen a z fiiggvény a szomszédokra vonatkozdéan minimalis értéket vesz
fel. Legyen X("+t1) = X, néveljiik r értékét eggyel, és térjiink rd a
kovetkezd iterdcios 1épésre.

Az eljaras bemutatasara tekintsik a kovetkezé példat.

11.1. példa. Tekintsik azt az 5 varosos utazé ugynok feladatot, amely-
nek koltségmatrixa az alabbi C méatrix és legyen az indulé korutunk az a
korut, amely az

X0:1--2--3-—4--5--1
sorrendben megy végig a vérosokon. Ekkor z(X(©)) = 20.
3 41
2 5
6

~N N W N
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A kiindulési korut szomszédjait tartalmazza a kovetkezd tabldzat.

T torolt élek X ) szomszédja 2(X)
0 1,2), (3,4) 1-3-2—4-5-1 20
0 (1,2), (4,5) 1-4-3-2-5-1 14
0 (2,3), (4,5) 1-2—-4-3-5-1 18
0 (2,3),(1,5) 1-2-5—4-3-1 23
0 (3,4), (1,5) 1-2-3-5—4—1 15

Tehéat
XM :1——4--3--2——5—-1, 2(XV) =14
Az eljards kovetkezé itericids lépésében szamolt szomszédokat tartal-
mazza a kovetkezO tablazat.

T torolt élek X () szomszédja 2(X)
1 (1,4), (2,3) 1-3—-4—2-5-1 20
1 (1,4), (2,5) 1-2-3-4—5-1 20
1 (3,4), (2,5) 1-4—-2-3-5-1 12
1 (1,5), (3,4) 1-3-2-5-4-1 17
1 (2,3), (1,5) 1-4-3-5-2-1 15

Ekkor
XP:il——4--2--3--5--1, 2(X®)=12.
Az eljaras altal a kovetkezd iterdcids lépésben szamolt szomszédokat tar-
talmazza a kovetkezd tablazat.

r torolt élek X (") szomszédja 2(X)
2 (1,4), (2,3) 1-2—4-3-5—1 18
2 (1,4), (3,5) 1-3—2—4-5-1 20
2 (2,4), (3,5) 1-4-3-2-5—-1 14
2 (2,4), (1,5) 1-4-5-3-2—1 15
2 (2,3),(1,5) 1-4-2-5-3-1 15

Ekkor X minden X szomszédjira z(X?)) < z(X) teljesill, igy vége az
eljarasnak, és a heurisztika altal kapott megoldas az (1,4,2,3,5,1) kortt.

Kézenfekvé a 2-optimadlis eljaras olyan &ltalanositasa (1d. [35], [127]),
amikor a tekintett koriutbdl £ szamu paronként nem szomszédos élet torlunk,
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majd a keletkez6 utakbdl k él felvételével 1j korutat alakitunk ki, ahol £ > 1
rogzitett egész. Az ilyen heurisztikat k-optimdlis eljardsnak nevezzik.

A fejezet hatralevd részében olyan TSP feladatokat vizsgdlunk, amelyek-
ben a koltségmatrix szimmetrikus és teljesiil rd a haromszogegyenlotlenség.
Az ilyen matrixok esetére ismertetiink egy 3/2-approximdciés heurisztikat.
naljuk. A problémdahoz egy teljes (barmely két pont kozott megy él) ira-
nyitatlan hilézatot rendeliink, amelynek cstcsai a varosoknak felelnek meg,
és az éleken a hosszak a két varost 0sszekotd Ut hosszai. A feladat ekkor
az, hogy megtaldljuk azt az 0sszes ponton dtmend kort, amelyre a korben
szerepl6 élek hosszainak osszege minimaélis.

Az eljards megadasahoz szikségiink lesz a kovetkezd definicidra. Egy
Euler féle multigraf Euler korének a roviditésén pontoknak azt a sorozatat
értjik, amelyet gy kapunk, hogy a kérben minden csiicsnak csak az els6
el6fordulasat tartjuk meg, amennyiben tobbszor is szerepel a tovabbi el6for-
duldsait toroljuk a pontok listdjabdl.

11.2. példa. A 2.5. példaban tekintett multigrafra meghatirozott Eu-
ler k6r pontok sorozataval a kovetkez6képpen irhaté le: (1,6,5,4,3,2,5,2,1).
Az Euler kor roviditése az (1,6,5,4, 3,2) pontsorozatot adja meg.

Egy Euler kor roviditése pontok egy sorbarendezését adja meg, amelybol
egy korutat kapunk, ha a kezd6pontot 6sszekotjik a végponttal. Amennyi-
ben a pontok multigrafjahoz tartozd élekre teljesiil a haromszogegyenlotlen-
ség, akkor az Euler korben szereplé élek silyainak Gsszegére és a roviditéshez
tartozd koritban szereplo élek hosszainak osszegére teljesul a kovetkezd
allitas.

11.1. segédtétel. A roviditéshez tartozé koritban az élek silyainak
osszege legfeljebb annyi, mint az Euler korben az élek sulyainak dsszege.

Bizonyitds. Legyen (p1,...,pn) a roviditésben a pontok sorozata. A
tovabbiakban a p,11 pontot a p; pontnak feleltetjiik meg. Jelolje az Euler
korben a p; és p; 1 pontok elsé eléforduldsai kozotti pontokat g1, ..., g,
ahol a pontok ezen sorozata iires is lehet.

A héromszogegyenl6tlenséget alkalmazva tobbszor egymds utdn addédik,
hogy minden ¢-re teljestl cp,p, ., < Cpgiy + Efl:_ll Cqijogij+1 T Cain,pir- Hzen
értékeket osszegezve adodik a segédtétel allitasa.

A Euler korok roviditésének alkalmazdsaval megadhatjuk N. Christofides
heurisztikus algoritmusat.
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Christofides eljardsa ([34])

e 1. Iépés. Hatarozzunk meg a feladatot leiré G halézatban egy minimélis
hosszisdgn feszitéfat Kruskal algoritmusaval. Jelolje ezt a fat 7.

o 2. Iépés. Legyen G' az a részgrafja G-nek, amelynek a pontjai T
paratlan fokszamu pontjai, és az élei G azon élei, amelyek ezen pontok
kozott mennek. Hatdrozzuk meg a 3.3. fejezetben leirt algoritmus
alapjdn G’ egy minimdlis koltségli teljes parositdsat. Egészitsik ki a
parositasban szereplo élekkel a T fat.

o 3. lépés. Az igy kapott multigrafban hatarozzunk meg egy Euler kort.

e /. lépés. Vegyiik a kapott Euler kor roviditését, a roviditéshez tartozo

” 4

korut a heurisztikaval el6allitott megoldas.

Els6ként igazoljuk, hogy az eljaras végrehajthato.

11.2. segédtétel. A Christofides eljdardasban megadott lépések minde-
gyike végrehajthato, és az eredmény eqy korut lesz.

Bizonyitds. Mivel a kiinduldsi graf egy teljes graf, ezért Osszefiiggd,
igy Kruskal algoritmusa valéban egy feszit6fat ad eredményul. Mivel egy
grafban a csicsok fokszamainak Osszege az élek szamédnak kétszerese (min-
den élt beszamolunk mindkét végpontjanal), ezért a fokszdmok Gsszege paros.
Masrészt ha a fokszamok Osszege paros, akkor pédros azon pontoknak a
szama, amelyeknek péaratlan a fokszdama. fgy a 2. lépésben tekintett G’
grafnak paros szdmu csicsa van, tovabbd a graf teljes, igy a parositdsi fela-
datnak van optimélis megolddsa. A megoldasban szereplé éleket hozzavéve
T-hez egy olyan Osszefiiggd multigrafthoz jutunk, amelyben minden cstcs
fokszdma pdros (azon pontok fokszadma, amelyeké péaratlan volt 1-gyel no-
vekszik). Tehdt a multigraf kielégiti a 2.1. tétel feltételeit, igy van Eu-
ler kore, kovetkezésképpen a 3. 1épés végrehajthaté. Mivel az Euler kor
roviditése sordn valéban egy korutat kapunk, azért a 4. 1épés utin egy
lehetséges megoldashoz jutunk. Fontos megjegyezniink, hogy mivel minden
1épés polinomidlis idében végrehajthatd, ezért a teljes algoritmus is.

Az algoritmus egy optimadlishoz kozeli megoldédst ad, miként azt a kovet-
kez6 allitds mutatja.

11.1. tétel. Christofides heurisztikus algoritmusa 3/2-approzimdcids
algoritmus.
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Bizonyitds. Tekintsiink egy tetsz6leges T'SP(C) problémat. Jelolje az
eljaras elsd 1épése soran kapott T feszitofa hosszat ¢(T). Jelolje a masodik
1épésben megkonstrudlt teljes parositasra a parositasban szerepld élek 0ssz-
hosszat ¢(M). Végiil jeldljiik a probléma optimalis megoldasanak koltségét
optrgp (C)-vel.

Els6ként vegyiik észre, hogy egy koratbdl elhagyva barmely élét egy
feszit6fat kapunk, igy a minimélis hossziisdgu feszit6fa hossza nem nagyobb,
mint az optimalis korit koltsége, azaz ¢(T) < optpgp(C).

Most vizsgaljuk a parositds koltségét. Legyenek py,po,...,paj a T feszi-
tofa paratlan fokszamu pontjai. Az altalinossig megszoritasa nélkiil fel-
tehetjuk, hogy ezek a pontok ilyen sorrendben helyezkednek el a tekin-
tett T'SP(C) probléma optimélis megoldast ad6 korutjaban is, hiszen ezt
a pontok atindexelésével elérhetjik. Masrészt ekkor a 11.1. segédtétel bi-
zonyitasahoz hasonldéan a haromszogegyenlotlenség tobbszori alkalmazasival
azt kapjuk, hogy a ¢, 5, , tdvolsdg legfeljebb annyi, mint az optimalis korit-
ban a p; és a p;y1 pontokat Osszekotd tutszakaszban az élek hosszainak
osszege. Kovetkezésképpen

2j—1

Z Cpi,pit1 + szj »P1 S OptTSP(C)'

i=1
Most vegyiik a kovetkezd teljes pdrositdsait a pi,p2,...,p2; pontoknak.
Legyen M a (p2j,p1) és a (p2i, p2i+1), (¢ = 1,..., j—1) pontparokat 6sszekotd
élek halmaza, Ms pedig a (p2i+1,p2i+2), (1 = 0,...,7 — 1) pontparokat

vz

osszekotd élek halmaza. Ekkor a két parositas koltségének az Osszege:

2j—1

Z cpiypi+1 + Cp2j,p1'

i=1
Vegyiik észre, hogy a kapott 0sszeg pontosan a fenti egyenlétlenség baloldala,
ezért nem nagyobb, mint optygp(C). Ezen észrevételek alapjin adédik,
hogy a két parositas koziil arra, amelynek kisebb a koltsége, ez a koltség
legfeljebb optrgp(C)/2. Mésrészt ebbdl az M parositasra kovetkezik, hogy
c¢(M) < optpgp(C)/2, mivel M minimélis koltségii teljes parositasa a tekin-
tett pontoknak.

A ¢(T) és c¢(M) értékekre adott becsléseink alapjan adddik, hogy az
eljaras 3. 1épésében megkonstrudlt FKuler korben az élek hosszainak az
osszege legfeljebb %Opthp(C), amibél a 11.1. segédtétel alapjan adddik,
hogy a heurisztika altal szolgaltatott megolddsban is legfeljebb %opthp(C)
az élek hosszainak az Osszege, amivel a tétel allitasat igazoltuk.
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A fejezet lezdrisaként a kovetkez6 példdn mutatjuk be Christofides al-
goritmusat.

11.3. példa. Tekintsiik azt az b varosos utazé ugynok feladatot, amely-
nek koltségmatrixa az aldbbi C méatrix

2 3
4

W =~ W
S W N Ot

Els6ként hajtsuk végre Kruskal algoritmusat. Az algoritmus a kovetkezd
éleket valasztja ki a megadott sorrendben (1,2), (2,5), (1, 3),(1,4). A kapott
feszit6fa hossza 10. A feszit6fdban a pédratlan fokszdmi pontok 1,3,4,5.
Megoldva az ezen pontokbdl és a kozottiik futé élekbdl all6 grafra a parositasi
problémadt, azt kapjuk, hogy a minimdlis ko6ltségli teljes pédrositas az (1,4)
és (3,5) éleket tartalmazza, és a parositdas koltsége 6. Tehat a 3. 1épésben
vizsgalt multigrafnak az élei (1,2),(1,3), (1,4),(1,4),(2,5),(3,5). Az Euler
kort keres6 algoritmus a kovetkezo pontsorozatot adja vissza 1,2,5,3,1,4, 1.
Ezen Euler kornek a roviditése az 1,2,5,3,4 sorrendje a pontoknak, igy a
Christofides algoritmus altal adott korut az 1 —2 — 5 —3 —4 — 1, amely
korutnak a koltsége 13.
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12. Az utazé iigynok problémaval rokon feladatok

Az el6zéek folyaman tobbféleképp is formalizaltuk a hozzarendelési fe-
ladatot. Most a kordbbiakkal ekvivalens olyan formalizmust vezetink be,
amely lehet6vé teszi a jelen fejezetben vizsgalt modellek egységes formaliza-
14s4t.

Tekintsiink egy A(C) hozzdrendelési feladatot az aq,...,a, dolgozdkkal
és a by,...,b, munkakkal. Tudjuk, hogy a lehetséges megoldisok pon-
tosan azon {0,1} feletti X"*" matrixok, amelyeknek minden sora és min-
den oszlopa pontosan 1 db 1l-est tartalmaz. Ekkor Z;; = 1 azt jelenti,
hogy a b; munkat rendeljik az a; dolgozéhoz. igy X meghatirozza az
{a1,...,a,} halmaz egy kolcsondsen egyértelmii leképezését a {by,...,b,}
halmazra. Most vegyiik észre, hogy amennyiben X-ra az a1,...a, elemek
indexeinek feleltetjiik meg a megfelel6 by, ..., b, elemek indexeit, akkor az
{1,...,n} halmaz egy 6nmagdra val6 kolcséndsen egyértelmii ¢ leképezését
kapjuk, amit az {1,...,n} halmaz permutdcidjinak neveziink. (Példiul, ha
T11 = Too = 0,12 = To1 = 1, akkor (p(l) =2és (p(2) =1, azaz ¢ az (1,2)
ciklikus permutécié.) Egyszeriien beldthatd, hogy a vazolt médon A(C™*"™)
lehetséges megolddsainak L halmaza kolcsonosen egyértelmii médon leképez-
het6 az {1,...,n} halmaz permuticiénak halmazara. Jeloljik az {1,...,n}
halmaz permuticiénak halmazat P-vel. Felhaszndlva X és a hozzarendelt
% permutédcié definiciéit, egyszerfien beldthaté, hogy A(C) minden X
lehetséges megoldasira

n n n
DD T = Y iy (i)
=1

i=1j=1

teljesiil. A fentiekbdl egyszeriien kovetkezik, hogy az A(C) hozzarendelési
feladat egy ekvivalens leirdsa a kovetkezo feladat:

(12.1) pEP

n .
i=1 Ci (i) — min



218

A 10. és 11. fejezetekben mér észrevettiik és felhaszndltuk, hogy a
hozzarendelési feladat optimalis megoldasa vagy egy korutat vagy diszjunkt
korutakbol all6 grafot szolgdltat. Ennek az észrevételnek a megfeleldje az az
algebrabdl ismert tény, hogy minden permuticié vagy ciklikus permutacié
vagy diszjunkt ciklusok egyesitésébdl 4ll. Ha P azon permuticidit vesszik,
amelyek egyetlen ciklusbél dllnak, azaz az {1,...,n} halmaz ciklikus per-
mutaciéit, akkor pontosan az Osszes lehetséges korutat kapjuk meg. fgy a
TSP(C) feladat felirhat6 az alabbi formdban.

peP
(12.2) @ egyetlen ciklusbol all

n .
i=1 Ci (i) — min

Az eddig hasznalt terminolégidban az utazé ligynok problémaval rokon,
két tovabbi problémat is egyszeriien le lehet irni. Az els6 annyiban kiilonbo-
zik a TSP-t6l, hogy adott egy 1 < p < n egész, és a varosokat legfeljebb p
szamu ugynok alkalmazasival kell végiglatogatni gy, hogy minden varost a
hasznalt iigynokok egyike pontosan egyszer érintsen, minden varost csak egy
ugynok latogasson meg, tovabbé a hasznalt igynokok 4ltal megtett osszes ut
hossza minimalis legyen. A probléma az alidbbi optimumszdmitasi modellel
irhato le:

p€eP
(12.3) ¢ legfeljebb p ciklusbdl all

2t—1 Cip(t) — min
Ez a feladat az irodalomban (1d. pl. [26], [123]) TSP with p traveling
salesmen néven ismeretes és pTSP-nek roviditik. Mi is ezt a roviditést fogjuk
hasznélni.

A masik rokon feladat az irodalomban Hamiltonian p-Median Problem
(HpMP réviden) néven ismeretes (1d. [24], [31], [74]). Ez annyiban kiilon-
bozik a pTSP-t61, hogy a p tigynok mindegyikét kotelezd hasznalni. Ennek
megfelelen a kovetkezO optimumszamitisi modellel irhato le:

peP
(12.4) @ pontosan p ciklusbdl all

Dote1 Ct () — min
A pTSP és HpMP optimumszamitisi modellek olyan gyakorlati kiszolgaldsi
feladatokat irnak le, mint a kiilonb6z6 termékek begytijtésének megszervezése,
szallitd eszkozok vezénylése, stb.
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A tovabbiakban a C koltségmatrixu A(C), TSP(C), pTSP(C), HpMP(C)
feladatok optimum értékeire rendre az opt, (C), optrsp(C), opt,rsp(C), és
opt,p(C) jeloléseket haszndljuk.

Els6ként a hirom utazé ugynok feladat optimumértékeit illetéen adunk
meg egy érdekes osszehasonlitdst. Ehhez hasznalni fogjuk a kovetkezd defini-

ci6t. Legyen ¢ az {1,...,n} halmaz egy permutacidja, és (i1,...,ix) a ¢ per-
mutacié egy ciklusa. Az (i1,...,4;) ciklust erdsen piramiddlisnak nevezziik,

ha i; < ... < ig. (Példdul n = 6-ra az (1,4,2) és (3,5,6) ciklusokbdl 4llé
permuticié méasodik ciklusa erésen piramidalis.)

Tekintsiik ezek utan az optimumok értékeit. Mivel a pTSP mind a TSP-
nek, mind a HpMP-nek relaxaciéja, rogton addodik, hogy barmely C koltség-
métrix mellett opt,rsp(C) < optrgp(C) és opt,rsp(C) < opty,yp(C)
érvényes. Az altaldnosan érvényes relaciondl szorosabb oOsszefliggés teljestil,
ha a C koltségmatrixra érvényes a haromszogegyenlGtlenség, azaz minden
i,J.k € {1,...,n}-re ¢;j + cjr, > cii. Erre az esetre [96]-ban igazolast nyert,
hogy

12.1. segédtétel. opty,\p(C) < p- opt,rgp(C) < p - optypgp(C).

Ami kissé meglepd, hogy [96]-ban azt is sikeriilt igazolni, hogy ezek a korlatok
élesek, nevezetesen érvényes a kovetkezd allitas.

12.1. tétel ([96]). Minden pozitiv n egészre van olyan Dy, kéltségmdtriz,
amelyre teljesil a haromszogegyenlotlenség és minden 1 < p < n-re

optiymp(Dn) = p - optyrsp(Drn) = p - optypgp (Dy)-

Bizonyitds. Legyen n egy pozitiv egész és definialjuk a D, n X n-es
métrixot a kovetkezdk szerint. Legyen

g — n—14+4, hai>j,
R kiilonben.
Akkor az aldbbi tények egyszeriien beldthatdk.
(1) Dy-re teljesiil a hdromszogegyenlétlenség,

(2) barmely ciklus hossza nem kisebb, mint n,

(3) barmely erésen piramidélis ciklus hossza n-nel egyenld.

Most legyen 1 < p < n egy tetszOleges egész. Ha p = 1, akkor az Aallitds
nyilvdnvaldan teljesiil. Ezek utdn tegyiik fel, hogy p # 1. Akkor a (2) és (3)
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allitdsokbdl kovetkezik, hogy barmely p szdmu erésen piramidalis ciklusbdl
allé ¢ permutécié hossza pn és ezek a permutacidok optimdélis megoldasai a
HpMP(D,,) feladatnak. Masrészt az (1,2,...,n) ciklus hossza n, igy d;; > 1
miatt ez optimalis megolddsa a TSP(D,,) feladatnak. Kovetkezésképpen

optupymp(Dn) =p - n = p- optrgp(Dn),
amivel a 12.1. tételt igazoltuk.

Ismeretes, hogy a TSP (1d. [67]) probléma NP-nehéz. Mivel a p = 1
esetben mind a pTSP mind pedig a HpMP probléma a TSP problémara re-
dukilédik, ezért ezek a problémék is NP-nehezek. Szintén igazoldst nyert,
hogy tetsz6leges p konstans mellett a HpMP (1d. [31]) NP-nehéz. Mdsrészt
egyszeriien adddik, hogy tetszdleges p konstans mellett a p TSP probléma is
NP-nehéz, ugyanis teszéleges TSP probléma megolddsa visszavezethetd egy
alkalmas pTSP probléma megoldasara felvéve p — 1 tovabbi pontot, melyek
tavolsidga egymdstol és az eredeti pontoktdél egy elegendGen nagy érték.
Kovetkezésképp mindharom esetben 1étjogosultsdga van szuboptimalis lehet-
séges megoldasokat szolgaltaté heurisztikdknak. Az el6z6 fejezetben a TSP
problémara megismerkedtiink t6bb, killonb6z6 heurisztikus eljarassal. Ezek
kozul az egyik a 2-patching eljards volt. A fejezet tovdbbi részében meg-
mutatjuk, hogy az altalinos pTSP feladatra a 2-patching eljaras egyszeri
adaptalasdval kaphatunk egy heurisztikat, mig az dltaldnos HpMP feladatra
a 2-patching eljards egy elég kézenfekvd fejlesztésével nyerhetd heurisztika.
Az ismertetésre keriil6 mindkét heurisztikdra bemutatunk egy-egy empirikus

analizist is, amelyek mutatjak a tekintett mintdkra a heurisztikakkal el6alli-
tott lehetséges megolddsok josigat.

2-patching heurisztika pTSP(C)-re

(1) Oldjuk meg az A(C) hozzirendelési feladatot. Legyen ¢ A(C) op-
timalis megoldédsa és ¥ = ¢. Tovabba legyen ¢ diszjunkt ciklusainak
a szama k.

(2) Hak < p, akkor vége az eljarasnak, ¢ a pTSP(C) egy kozelité megolda-
sa. Ellenkezé esetben folytassuk a (3) 1épéssel az eljarast.

(3) Rendezziik ¢ ciklusait a tartalmazott pontok szama szerint csokkend
sorrendbe. Hajtsunk végre az els6 két cikluson egy 2-patching miivele-
tet. Az 0j permuticiét jelolje ¢, csokkentsiik k értékét 1-gyel, majd
folytassuk az eljardst a (2) 1épéssel.
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A kordbbi empirikus analiziseket kovetve, az ismertetett heurisztikara
a [95] dolgozatban végrehajtottunk egy empirikus analizist. Ennek sordn
n=100,150,200 feladatméretekre és p = 2, 3, 5,7, 10 értékekre 100-100 koltség-
matrixot generaltunk véletlenszeriien egyenletes eloszlds mellett az [1,100]
intervallumba es6 egészekbdl. Minden generdlt C koltségmatrixra meghata-
roztuk az opt,pgp(C) optimumot, tovabba végrehajtottuk pTSP(C)-re a
2-patching eljards. Jelolje K*(C) a 2-patching eljirdssal nyert kozelitd
megoldédson felvett célfiiggvényértéket. Az empirikus analizis soran kapott
K*(C)/opt,rgp(C) hanyadosok K*/opt-tal jelolt atlagat valamint a heurisz-
tikdval nyert optimdlis megoldasok s, szdmat adja meg a 12.1. tablizat.

n = 100 n = 150 n = 200
K*/opt | s, | K*Jopt | s, | K*/opt | sp
1.0515 12 1.0359 13 1.0258 7
1.0284 34 1.0263 21 1.0257 16
1.0133 68 1.0108 56 1.0105 56
1.0023 96 1.0017 92 1.0018 83
10 | 1.0000 | 100 | 1.0000 | 100 | 1.0000 | 100

12.1. tabldzat.

N ot w RS

A HpMP feladat egy szuboptimalis lehetséges megolddsanak meghataro-
zaséra tobb heurisztikus eljaras kerilt kidolgozdsra a [74] dolgozatban. Itt
most egy olyan heurisztikus eljardst idéztink fel [96]-bol, amely részben a
2-patching technikdn alapul. Az eljaras alapotlete az, hogy a hozzarendelési
feladat optimalis megoldasabdl indulunk ki. Ha az optimalis megoldasban
a ciklusok k szdma megegyezik p-vel, akkor az illeté§ permutécié optimalis
megoldasa HpMP-nek is. Ha k > p, akkor ciklusok 2-patching miiveleteinek
egy sorozatival készitiink egy lehetséges megoldast. Ha pedig k£ < p, akkor
ciklusok két ciklussa tOorténd vagasaval noveljik a ciklusok szamat addig,
amig a ciklusok szdma el nem éri p-t. Az eljards Cutting and Patching
Method néven keriilt bevezetésre, amire a tovabbiakban, mint wdgdsi és
2-patching eljdrdsra fogunk hivatkozni. Az eljarashoz a ciklusok vagasat
kell pontositani. Ehhez legyen adott egy nem loop (ig,i1,...,4,—1) cik-
lus. Tovdbbd legyenek 0 < s < r és 0 < ¢t < |(r — 2)/2] tetszbleges
egészek. Tekintsuk a ciklus dltal meghatarozott irdnyitott részkorutat. Elin-
dulva ezen a részkoriton az ig csicsbdl és bejarva a részkorut csicsait 4,-
ig, ahol v = s + t(mod r), majd ehhez az irdnyitott Gthoz hozzivéve az
(iy,is) élet egy irdnyitott részkorutat kapunk. A mdsik részkorutat dgy
képezzik, hogy a tekintett ciklus altal meghatarozott korit i, csicsdbdl
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indulunk, ahol u = v + 1(mod 7), és bejarjuk a csicsokat i,-ig, ahol
w = s+7r—1(mod ), majd felvessziik az (i, i, ) élet. A kapott két részkorut
két diszjunkt ciklust eredményez, amelyek két kivétellel ugyanazon éleket
tartalmazzak, mint a tekintett ciklus. A ciklus szétvagasanak koltségeként
tekinthet az 1j részkorutak hosszai osszegének a tekintett ciklushoz tartozé
részkorut hosszatol vald eltérése, ami

Ciyyis T Ciy iy = Ciyyiy ~ Cinyis-
Most minden lehetséges s és t egészre kiszamitva a fenti koltséget, majd
képezve a kapott koltségek minimumaéat, megkapjuk, hogy ilyen tipusi vaga-
sok koziil, mely vagas jar minimalis koltséggel. Ezt a koltséget a tekintett
ciklus vdgdsi koltségének nevezzuk. Ezek utdn a HpMP feladatra az aldbbi
heurisztikus eljarast lehet alkalmazni.

Vagési és 2-patching eljaras ([96])

(1) Oldjuk meg az A(C) hozzdrendelési feladatot. Legyen ¢ A(C) op-
timalis megoldasa és 9 = ¢. Tovabba legyen ¥ diszjunkt ciklusainak
a szama k.

(2) Ha k = p, akkor vége az eljarasnak, 9 a HpMP(C) egy kozelité megol-
dédsa. Ha k < p, akkor a (4) 1épés kovetkezik. FEllenkezd esetben
folytassuk az eljarast a (3) 1épéssel.

(3) Valasszuk ki 9 két olyan ciklusat, amelyekre minimalis a 2-patching
koltség, majd hajtsunk végre ezen a két cikluson egy 2-patching mii-
veletet. A kapott 1j ciklushoz vegyiik hozzd ¢ maradék ciklusait, és

az igy el6allé permuticid legyen 9. Csokkentsiik k értékét 1-gyel és
folytassuk az eljarast a (2) 1épéssel.

(4) Valasszuk ki 9 egy olyan ciklusat, amelynek minimdlis a vigasi koltsége.
Vagjuk szét ezt a ciklust a miniméalis vagasi koltségnek megfeleléen. A
tekintett ciklust helyettesitsiik 9-ban a vagdssal kapott két 1j ciklussal
és az igy el6alld j permutacié legyen 9. Noveljuk & értékét 1-gyel és
folytassuk az eljardst a (2) lépéssel.

A Karp-féle eljardas empirikus analiziséhez hasonlé empirikus analizist
tartalmaz a vagdsi és 2-patching eljards vizsgdlatdra a [96] dolgozat. Az
analizisben n=50,100,150 feladatméretekre és p = 1,2,3,4,5,7,10 értékekre
100-100 koltségmatrix kerilt generdlasra véletlenszeriien egyenletes eloszlas
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mellett az [1,100] intervallumba esé egészekbél. Minden generdlt C koltség-
matrixra meghatdrozasra keriilt opty,\p(C), tovadbbd végrehajtdsra keriilt
HpMP(C)-re a vagéasi és 2-patching eljards. Jelolje V(C) a vagdsi és 2-
patching eljardssal nyert kozelité megoldason felvett célfiiggvényértéket. Az
empirikus analizis sordn kapott V(C)/opty,\p(C) hdnyadosok V/opt-tal
jelolt atlagat adja meg a 12.2. tablazat.

n=2~50 | n=100 | n =150
D V/opt V/opt V/opt
1 1.099 1.098 1.076
2 1.018 1.030 1.028
3 1.002 1.015 1.019
4 1.006 1.003 1.010
5 1.002 1.003 1.008
7 1.010 1.032 1.013
10 1.107 1.064 1.033

12.2. tabldzat
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13. Halmazlefedési feladat

A cimben szerepl6 feladat hasonléan a TSP-hez a kombinatorikus opti-
malizadlds egy sok érdeklédést kivaltd, igen nevezetes probléméja. Elsoként
a probléma egy altaldinos megfogalmazisit adjuk meg, majd bemutatunk
néhany gyakorlati alkalmazast.

Halmazlefedési probléma

Adott egy I = {1,...,n} halmaz és I nemiires részhalmazainak egy
Py,..., P, rendszere a cy,...,cy, pozitiv silyokkal. Hatarozzuk meg I-nek
egy minimélis sulyu, a Py, ..., P, részhalmazokbdl felépiil6 fedérendszerét.

(Itt fedérendszer silydn a benne szerepld részhalmazok silyainak Osszegét
értjiik.)

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Tetszlleges i € I, 1 < j < m
indexekre legyen

o 1, hase Pj,
% =0 kiilonben,

tovabba

o — { 1, ha P; eleme a fedérendszernek,
7710 Kkiilsnben.

Akkor a feladat az aldbbi halmazlefedési probléma néven ismert optimum-
szamitasi modellel irhato le.

m
Zaijszl (izl,...,n)

j=1

(13.1) zj€{0,1} (j=1,...,m), (c>0)
m
Zc]-mj = z — min
j=1

Vegyiik észre, hogy (13.1)-nek akkor és csak akkor létezik lehetséges
megoldasa, ha minden egyenlétlenség baloldala tartalmaz legalabb egy O-
t6] kulonbozé egyiitthatét. A tovdbbiakban ezt minden hivatkozas nélkiil
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feltételezzitk. Maésrészt a lehetséges megolddsok L halmazara L C {0,1}™
teljesiil, igy L véges, de akkor létezik a (13.1) feladatnak optimalis megoldasa.

A modellel kapcsolatosan fontos megemliteni, hogy a ¢ > 0 feltétel nem
jelent tényleges megszoritast. Valéban, c; <0 (5 € J) esetén képezziik az

_ (1, hajeld,
770 kiilsnben,

komponensekkel rendelkez$ x vektort. Ha X lehetséges megoldas, akkor
egyben optimélis megoldas is. Ellenkezs esetben egyszeriien beldthatd, hogy
(13.1) barmely x optimdlis megolddsihoz létezik egy x lehetséges megoldas
a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

(1) 2(%) = 2(x),
(2)z;=1,hajeJ.

Ebbél viszont kovetkezik, hogy (13.1)-ben minden j € J indexre az z;
valtozénak 1 értéket adva, majd az el6allé (pozitiv silyokkal rendelkezd)
problémat megoldva, megkapjuk az eredeti feladat egy optimélis megolddsat.

Egy mésik modellt kapunk, ha a kitiizott probléméaban nem fed6rendszert,
hanem az I halmaz minimalis sulyu, a Pi,..., P, halmazokbdl felépiilo
osztalyozasat keressuk. Ebben az esetben halmazosztilyozdsi problémdrdl
beszéliink. A feladatot leiré optimumszdmitasi modell csupan annyiban tér
el (13.1)-t8], hogy mindenhol egyenl6tlenség helyett egyenlséget koveteliink
meg, azaz

m
Zaij:vj =1 (izl,...,n)
j=1

(13.2) zj €{0,1} (j=1,...,m), (c>0)
m
Z CjTj = z — min
j=1

A ¢ > 0 kikotése itt sem jelent lényeges megszoritdst, ugyanis mivel a
Py, ..., P, részhalmazok egyike sem iires, ezért az A mdétrix minden osz-
lopvektora tartalmaz legaldbb egy darab 1-est. Masrészt c; < 0 esetén véve
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egy olyan egyenletet, amelyben z; egyiitthatéja 1, és ezen egyenlet (—c;+1)-
szeresét hozzdadva a célfiiggvény egyenletéhez, az egyenléség miatt az 4j és a
régi célfiiggvény megegyezik a lehetséges megoldasok halmazan. A fentieket
végrehajtva minden c¢; < 0 célfiiggvényegyiitthatéra, az eléallé feladat mar
rendelkezik a ¢ > 0 tulajdonsaggal.

A lehetséges megoldasok létezését illetGen nem olyan egyszeri a kérdés
megvalaszoldsa, mint a (13.1) feladat esetében. Miel6tt erre ratérnénk,
megadjuk a modell néhany gyakorlati alkalmazasat.

Informacié kigytijtés

Adott m féle file ugyanazon anyagrol kiilonb6z6 informéciétartalmakkal.
Egy olyan 4j file-t akarunk képezni, amely n féle informaciéféleséget tartal-

maz és ezek mindegyike megtaldlhaté az eléz6ek valamelyikében. Mely file-
kat masoljuk Gssze, hogy a kivant 1j file hossza minimalis legyen.

A fenti alkalmazist R. Day ismertette 1965-ben a [41] dolgozatban. Ha
kikotjik, hogy az 14j file-ban az el6irt informaciéféleségek mindegyike egynél
tobbszor nem szerepelhet, akkor a probléma egy halmazosztalyozasi felada-
tot eredményez.

Termelésszervezés

Adott n elvégzendd feladat és m olyan véllalat, amelyek mindegyike a
fenti feladatok koziil bizonyosakat el tud végezni. Vdlasszunk ki az adott
véllalatok kozil minimadlis szdmut gy, hogy ezek egyuttesen valamennyi
feladatot képesek legyenek ellatni.

Ha kikotjiik, hogy a feladatok elvégzésére kivdlasztott vallalatok kozott
nem lehet olyan kettd, amelyek ugyanazon feladatot tudjak elvégezni, akkor
halmazosztalyozasi problémdahoz jutunk.

Jatékszervezés

Egy tarsasdgban mindenki hajlandé pingpongozni valakivel, de nem sziik-
ségképpen mindenkivel. (A hajlandésag kolesonds.) Hogyan kell minimdlis
szamu jatszmat lejatszani ugy, hogy mindenki legaldbb egyszer jatsszon.

Ebben az esetben a fedorendszer elemei olyan kételemii halmazok, ame-
lyek az egymadssal jatszani hajlandé személyeket tartalmazzak. Ha kikotjik,
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hogy mindenki legfeljebb egyszer jatszhat, akkor halmazosztalyozasi prob-
lémahoz jutunk, melynek megoldasa a tarsasidg egy parositdsat eredményezi.

Kiszolgalasi feladat

Adott egy raktir és n szdmu kliens, melyek mindegyikének van valami-
lyen megrendelése és ez a raktdarbdl kiszolgdlhatd. A raktarbdl szallitasokkal
elégitik ki a megrendeléseket. Egy szallitdssal legfeljebb k szamu kliens
elégithetd ki, és egy kliens megrendelése nem bonthaté meg, azt egy széllit-
ményon beliil kell lerendezni. Hatarozzuk meg a megrendelések egy olyan
kiszolgalasat, amelynek teljes szallitasi koltsége minimalis.

A fenti alkalmazdst M. L. Balinski és R. R. Quandt ismertette 1964-
ben a [12] dolgozatban. Vegyiik észre, hogy egy klienst csak egyszer kell
kiszolgélni, igy a probléma (a halmazrendszer elemeinek alkalmas megva-
lasztdsaval) egy halmazosztdlyozasi feladatot eredményez.

Repiilégépjaratok személyzettel torténd ellatasa

Adott egy légitirsasdg, amelynek adott idészakban n szdmu jaratot
kell inditania (altaldban tébb kiilonb6z6 helyrdl) és rendelkezésére &ll k
szadmu teljes személyzet. (Bizonyos személyzetek csak bizonyos jaratokra
vezényelheték.) Lassuk el az n jaratot személyzettel gy, hogy az ezzel jar6
osszes koltség (utazds, szallds, illetmény stb.) minimaélis legyen.

A feladatot M. Spitzer [167] vetette fel 1961-ben egy konferencidn. A
problémét leiré modell mar nem annyira kézenfekvd, mint a megel6z6 ese-
tekben, ezért valamelyest részletezziik.

Jaratkombindcion jaratok egy olyan rendezett sorozatdt értjik, melyet
egy megfelel6 személyzet folyamatosan ki tud szolgalni. JelGlje jo ) (t =
1,...,v;) a j-edik személyzet dltal kiszolgalhat6 jaratkombinacidk jaratainak
halmazait, toviabba legyen I = {1,...,n} a jaratok halmaza. Akkor I egy
olyan osztilyozdsa, amelynek osztilyai az R,EJ) (t=1,...,v555 =1,...,k)
részhalmazok koziil keriilnek ki, biztositja a jaratok személyzettel torténd
ellaitasat. Eléfordulhat viszont, hogy egy személyzetnek szimultdn tobb
jaratkombindciot is ki kell szolgédlnia. Ezt egy tovabbi feltétellel lehet kikii-
szobolni. Nevezetesen, az $§]) valtozdkra kikotjik, hogy Zfil xgj) <1
(1 =1,...,k). Igy minden személyzet legfeljebb egy jaratkombindciot fog
kiszolgélni.

Térjiink vissza ezek utdn a (13.2) feladat megoldhatésdgara. A lehetséges
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megoldés létezése Osszekapcsolhaté a (13.2) feladatnak egy alkalmas (13.1)
tipusi feladatra torténoé visszavezetésével. Ezt adja meg a kovetkezo, C. E.
Lemke és tarsai [125] 1971-ben publikdlt allitasa.

Konstrudljuk meg a (13.2) feladathoz az aldbbi (13.3) feladatot:

m
Z%‘j%‘Zl (1=1,...,n)

Jj=1
(13.3) Z; €{0,1} (j=1,...,m)
m
Z c;-acj = Z — min
Jj=1

aholcj; =c;j+Rt; (j=1,....,m), R> YT ¢cj, t; =37 1a;; (j=1,...,m).
Ekkor érvényes a kovetkezd allitas.

13.1. tétel. Ha a (13.2) feladatnak Iétezik lehetséges megolddsa, akkor
a (13.2) és (13.3) feladatok optimdlis megolddsai megegyeznek.

Bizonyitds. Jelolje L és L' a (13.2) és (13.3) lehetséges megolddsainak
a halmazat. Akkor () # L C L', és mivel L' véges, ezért (13.3)-nak létezik
optimdlis megolddsa. Megmutatjuk, hogy tetszéleges x € L és x’ € L' \ L
lehetséges megolddsokra z(x) < Z(x') teljesiil. Valdéban, x' € L'\ L miatt
van olyan i € {1,...,n} index, hogy 37", a;;z; > 2. De akkor

m m

Z(X'):Zc;x;—Z(cj+Rt ;i —Zc]:l: +RZZa”x =

j=1 j=1 j=1i=1

chx +RZZawx > chx +R(n+1) > R+Rn > ZCJ:EJ_FRZZGUCEJ =

i=1 j=1 i=1 j=1

chxj +RZ£IZ]ZG” = Zc]z] +RZt zj= Z ¢j + Rt;)z; = 2(X).
i= j=1

A fentiekbdl kovetkezik, hogy (13.3) optimdlis megolddsa eleme az L
halmaznak. Masrészt egyszeriien beldthatd, hogy tetszdleges x € L-re
Z(x) = z(x) + Rn teljesiil. EbbSl viszont kovetkezik, hogy (13.3) optimdlis
megolddsa egyben optimalis megolddsa (13.2)-nek is és forditva, amivel a
tételt igazoltuk.
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Az el6z6 allitast alkalmazhatjuk annak eldontésére, hogy létezik-e a (13.2)
feladatnak lehetséges megoldasa. Nevezetesen, a megadott P, ..., Py, rész-
halmazokhoz hozzavessziik a P, 11 = {1,...,n} részhalmazt is egy alkalma-
san nagy stllyal. (Példdul 1+ 377", ¢; elegendGen nagy sily.) Igy teljesiil
a tétel feltétele. Egyszertien beldthatd, hogy megoldva a kib&évitett (13.2)-
hoz konstrualt (13.3) feladatot, az eredeti (13.2)-nek akkor és csak akkor
létezik optimadlis megolddsa, ha a kib&vitett (13.2) optimuma kisebb, mint
1+ E;-nzl ¢j, azaz Py, 1 nem szerepel a kibovitett feladat optimédlis megolda-
saban.

A tovabbiakban a (13.1) feladat megolddsédra szoritkozunk. A probléma-
rél igazolast nyert, hogy az NP-teljes (1d. [2], [107]) feladatok osztdlydhoz
tartozik. Ennek kovetkeztében megoldasara kulonbozé specidlis esetekre
léteznek hatékony, gyors eljardsok. Az altalanos esetre Branch and Bound
technikdk, valamint heurisztikak keriiltek kidolgozasra. Mi most egy B&B
eljarast fogunk felépiteni. Miel6tt erre ratérnénk megdllapitjuk a (13.1)
feladat bizonyos tulajdonsagait, amelyek sziikségesek a felépitendd eljaras-
hoz.

Redukciok

Bizonyos feltételek teljesiilése esetén a megoldandé feladat mérete csok-
kenthet6. Az erre vonatkozd, igynevezett redukcids szabdlyok tobb, egymas-
tél fliggetlen munkdban megtaldlhatdk, tébbek kozott a [12], [69] és [125],
dolgozatokban. A szabdlyok megadédsahoz jelolje az A egyititthatémétrix -
edik sorvektorat a® (i = 1,...,n) és j-edik oszlopvektorat aj(j=1,...,m).

1. Ha a() = e, (e}, a k-adik egységvektort jeloli), akkor barmely % € L
lehetséges megoldasra Z; = 1. De akkor a k-adik oszlop elhagyhatd, és min-
den t € Py-ra a t-edik feltétel is teljesiil, igy ezen feltételek is elhagyhatdk.

2. Ha a™ > a®® valamely r, s € {1,...,n} indexekre, akkor tetszdleges
x € L lehetséges megoldasra a®)x > 1 fennallisabdl a)x > 1 fennéllisa
kovetkezik. Viszont igy az a(")x > 1 feltétel elhagyhato.

3. Ha létezik az {1,...,m} halmaznak egy olyan .J részhalmaza, hogy
Yoicsar > agésd oy < ¢y teljesiil valamely k € {1,...,m} indexre, akkor
van a feladatnak olyan x optimélis megolddsa, amelyre 7, = 0. De akkor
elegend6 csak ilyen lehetséges megoldasok vizsgilatira szoritkozni, azaz A
k-adik oszlopa elhagyhato.
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Redundans és prim fed6rendszerek

Legyen adott egy P = {P},,...,P;,} fedérendszer. A P fedérendszer
P, elemét redunddns elemnek nevezziik, ha P\ {P;,} is fed6rendszer. Azt
mondjuk, hogy P redunddns fedérendszer, ha van redundans eleme. Ellen-
kez$ esetben P-t prim feddrendszernek nevezziik. A bevezetett fogalmakkal
kapcsolatban nyilvanvaléak a kovetkezdk.

(i) Valamely redundéns fedérendszerbdl elhagyva egy redundéns elemet,
olyan fed6rendszerhez jutunk, amelynek sulya kisebb, mint a kiinduld
fed6rendszeré.

(i1) A (13.1) feladat barmely optimdlis megoldasa egy prim fedérendszert
ad.

(iii) AP ={P;j,,..., P} fedérendszer P;, eleme akkor és csak akkor re-
dundéns, ha barmely i € Pj,-re Y5, a;;, > 2 teljesiil.

Vegyiik észre, hogy (ii1) alapjan tetszbleges fedérendszerrél eldonthetd,
hogy redunddns-e. Amennyiben redundans, igy rendre elhagyva a redun-
dans elemeket, egy prim fedOrendszert tudunk elédllitani. Az el6allé prim
feddrendszer fugghet a redundans elemek elhagydsinak sorrendjétél. Az
elemek elhagyési stratégidgjanak rogzitésével az el6dllé prim fedérendszer
egyértelmiivé tehetd. A tovdbbiakban azonositjuk z-t az dltala meghatiro-
zott fedérendszerrel, és prim(x)-sal fogjuk jelolni az x-bol eléallithaté prim
fedérendszert.

Linedris programozasi relaxacié

A (13.1) feladatban az z; € {0,1} (j = 1,...,m) feltételcsoportot az
zj >0 (j = 1,...,m) feltételekkel helyettesitve, a (13.1) feladat linedris
programozdsi relaxiciéjat kapjuk. A linedris programozasi relaxicié egy x
optimdlis megoldasat vizsgalva, vegyiik észre a kovetkezdket.

(iv) A tekintett X optimalis megoldds minden Z; komponensére 0 < z; <
1 teljestil. Valéban, Z; > 1 esetén az illet6 komponenst 1-re valtoztatva,
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ismét lehetséges megoldast kapnink, ugyanakkor a célfuggvényérték pedig
csOkkenne. Kovetkezésképp, az optimalis megoldas meghatdrozasat illetéen
elegendé a 0 < z; <1 (j = 1,...,m) feltételek mellett tekinteni a linearis
programozasi relaxaciot.

(v) A linedris programozasi relaxicié egy x optimalis megolddsidban min-
den 0-tél kilonboz6 komponens helyébe 1-et irva, egy fedérendszerhez ju-
tunk. Jelolje ezt int(x). Mésrészt ebbél képezheté a prim(int (x)) prim
fed6rendszer a redundans elemek elhagyaséaval.

B&B eljaras
Az eljarast az 7. fejezetben tortént targyaldsnak megfeleléen épitjiik fel.

I. Az Q) halmaz meghatarozasa

A (13.1) feladat esetében az €2 halmazt az Gsszes lehetséges bindris m-
esek halmazaként definidljuk, azaz

Q={(z1,...,zm) :2; €{0,1},5 =1,...,m}.

Nyilvanvaléan L C Q. Masrészt |Q] = 2™, igy Q véges.

I1. A ¢ szétvalasztasi fiiggvény és a g korlatozé fiiggvény megadasa

1. Korlatozo fiigguény

A g korlitozd figgvényt €2 specidlis részhalmazaira fogjuk definidlni.
Ehhez legyen I C {1,...,m}, J C{1,...,m}, INJ = 0. Akkor

Qy={x:x€Q & z;=1, haiecl & z;=0, ha j € J}.

Vegyiik észre, hogy €17 ; definidldsakor a valtozdk egy részét konstans értéken
rogzitettitk. A rogzitett értékii valtozdkat behelyettesitve a (13.1) feladat
feltételrendszerébe, ismételten egy halmazlefedési problémahoz jutunk. Ne-
vezzik ezt a feladatot (13.1) (I, J)-részprobléméajanak, és jelolje ezen rész-
probléma lehetséges megolddsainak halmazat L; ;, ahol a lehetséges megol-
dédsokba a rogzitett értékli valtozdkat is beleértjik. Egyszeriien belathato,

hogy
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LLJ:LQQLJ.

s s

muma alsé korldtja a z(x) (x € LNy y) célfiggvényértékeknek, igy ezt
rendelve az {7 ; halmazhoz, a korldtozé fiiggvényiink rendelkezik a kivant
tulajdonsagokkal.

A korlatozo fiiggvénnyel kapcsolatban megjegyezziik, hogy amennyiben
az (I, J)-részprobléma linedris programozasi relaxaciéjanak x optimélis meg-
olddsa egész, ugy rogton egy fedorendszerhez jutunk. Ellenkezd esetben a
prim(int(X)) fed6rendszer képzésével nyerhetiink egy lehetséges megoldést.
fgy minden egyes korlit meghatarozasanal eldallithaté egy lehetséges megol-
dis. Egy tovabbi fontos észrevétel, hogy amennyiben c egész és a korlat
nem egész, akkor vehetjiik a korlat helyett a nala nagyobb egészek koziil a
legkisebbet, ez még mindig als6 korlat lesz.

2. Szétvalasztdsi fligvény

Legyen €7 ; a fentiekben definialt tetszéleges halmaz, ahol I, J C {1,...,m},
és I NJ = (. Nyilvanvald, hogy | s| > 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha
|I| + |J| < m. Tegyiik fel, hogy az utébbi reldcié fenndll. Akkor van olyan
ke {l,...,m}, hogy k ¢ TUJ. Legyen I = TU{k}, J, = J, I = I,
Jo = J U {k}. Egyszertien beldthat6, hogy {Qr, 5,,Qr,,7,} az Q7 ; halmaz
egy valodi osztalyozdsa. Most legyen

o) = {01, 00 -

A fentiekben formalizalt szétvalasztas soran egy tovabbi valtozonak, zx-nak
az értékét rogzitjiikk 0 és 1 értéken, és ennek megfeleléen bontjuk fel két
osztalyra a tekintett €17 ; halmazt.

A szétvalasztasi figgvény definidlasdhoz egy tovabbi pontositds sziiksé-
ges. Nevezetesen meg kell adnunk £ kivilasztasi stratégidjat. Ezt rogzitsuk
oly médon, hogy a lehetséges valtozdok koziil vegyiik azt, amelyhez maximalis
értékil célfuggvényegyutthatd tartozik, és tobb ilyen index esetén ezek kozul
valasszuk a minimélis indexiit.

III. Faépitési stratégia

Alkalmazzuk ismételten a minimalis korldttal rendelkez6 szogpont kiva-
lasztasanak stratégiajat.
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Ahhoz, hogy teljessé tegyiik a B& B eljarast, meg kell adnunk egy heurisz-
tikat egy indulé megoldas meghatarozasihoz. Az egyszeriiség kedvéért ve-
gyiik azt a heurisztikat, amely nagysag szerint novekvo sorrendbe rendezi a
célfiiggvényegyiitthatokat, és a rendezett sorozatnak megfeleléen kapnak 1
értéket a valtozok addig, amig elérjilk, hogy minden feltétel teljesiil.

A redukcidk és az eljaras demonstralasira tekintsik a kovetkez6 felada-

tot.

13.1. példa

Legyen I = {1,...,7} és
P ={1,3,5}, ¢ =6,
Py ={2,3,4,7), ¢ =4,
Py =1{3,5,6}, ¢ =6
Py ={1,2,4,6), cs =3,
P =1{1,6,7), ¢ =3,
Ps={3,6,7), =4

P7 :{1127314}5 07251

Py ={1,3,7},
Py = {2,6},
Py ={3,7},
Py = {5,6},

cg = 2,
¢y = 3,
cio = 4,
cin =3,

A kovetkez6 tablazatban megadtuk a feladat egytitthatéit, valamint sor-
szamozva az alkalmazott redukcids 1épéseket.

ry T2 X3 T4 Tz Teg T7 T T9 T10 T11
a1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0
a®lo0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
a®{1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0
a®lo 1.0 1 0 0 1 0 0 0 0
a®l1 0 1.0 0 0 0 0 0 0 1
a®lo 0o 1 1 1 1 0 0 1 0 1
a® o 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0
c |6 4 6 3 3 4 5 2 3 4 3

Az egymaést kovets redukcids 1épésekben a vektorok mindig az aktudlis,
az elhagyasokkal, torlésekkel el6allé egytitthatéokra vonatkoznak.

(1) a® > a®, igy a? torolhets.
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(2) ag +aj; > ag és cg + c11 < ¢3, ezért x3 = 0, azaz a harmadik oszlop
elhagyhatd.

(3) ag +ag > a;y és cqs + cg < ¢y, igy x7 = 0, azaz a hetedik oszlop
elhagyhatd.

(4) ag + a1 > ag és cg + ¢11 < ¢1, de akkor x1 = 0, és igy az elsd oszlop
elhagyhatd.

(5) a®) = eg, amibdl z1; = 1, és igy az 6todik, hatodik sorok torolheték.
(6) as > ajg és ¢ < ¢y, 1gy 210 = 0 és a tizedik oszlop elhagyhatd.

(7) a4 > ag és ¢4 < cg, amibdl zg = 0, azaz a kilencedik oszlop elhagy-
haté.

(

8) a(¥ > a® azaz a hetedik sor t6rélhetd.
(9) a4 > a5 és ¢4 < ¢, ezért x5 = 0 és az 6t6dik oszlop elhagyhaté.

(10) ag > ag és cg < cg, igy 6 = 0 és a hatodik oszlop elhagyhato.

A redukcidk utdni feladat a kovetkezd:

T4t+r8> 1
) +zg> 1
To+T4 >1
X9, T4, TIE {0, 1}

4x94+3x4+2283 = z — min

Képezve a heurisztikus megoldast: xo = (0,1,1) és z(xo) = 5. Igy x* = x
és z* = 5.

Kovetkezd 1épésként a g(€) korlatot kell kiszamitanunk. Véve a fenti
feladat linedris programozasi relaxicigjat, megszorozva minden egyenlétlen-
séget —1-gyel, bevezetve a baloldalon az uq, u2, uz nemnegativ kiilonbség-
véltozdkat, olyan feladatot kapunk, amely dudlis szimplex algoritmussal
megoldhaté. Az induld és a befejez6 szimplex tdblazatok a kovetkezok.

T2 T4 XT§ U9 U3 Ul
up | 0 —1 —1* -1 T8 _% % _% %
ugy |—1 0 —1[-1 To _% _% % %
ug |[—1 =1 0 |—1 Ty % _% _% %

13 20 RRIE
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Az optimélis megoldds x = (%, %, %) Igy int(x) = (1,1,1), és rendre a

legkisebb indexti redundans elemet elhagyva, prim(int(x)) = (0,1,1), azaz
xo adédik ismét. A % korlat helyett vehet6 5 korlatként, de akkor vége az
eljarasnak (Fy = 0).

Kovetkezésképp, a kiindulasi feladat
optimélis megoldasa: x = (0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1) és az
optimum értéke z(x) =3 +2+3 =8.

Az altalunk hasznilt egyszerti heurisztikus eljdras egyik hidnyossiga,
hogy a valtozok értékadasdnal nem veszi figyelembe a korabbi értékadasokat.
Tobbek kozott ezt kiiszoboli ki az alabbi, V. Chvatal altal javasolt heurisztika.

Heurisztikus eljards (Chvatal [36])

o FEldkészito rész. Legyenek az R és W halmazok turesek.

o [terdcios rész. Ha W = I, akkor vége az eljardsnak. Az algoritmus
altal szolgaltatott fedérendszer R. Ellenkez$ esetben legyen P; ¢ R
az a halmaz, amelyre P; \ W # 0 és a c¢(P;)/|P; \ W| érték minim4lis.
Vegyiik fel P;-t az R halmazba, legyen W = W U P; és térjunk ra a
kovetkezé iterdciora.

Az eljaras helyességének igazolasa

A fejezet elején feltételeztiik, hogy csak olyan feladatokkal foglalkozunk,
amelyeknek létezik lehetséges megoldasa. Ebbdl adédik, hogy amennyiben
valamelyik iterdciés 1épésben W C I, akkor minden k& € I \ W elemhez
van olyan P;, € P, hogy P;,, € R és k € P;,,. Ez azt eredményezi, hogy
minden iteraciés 1épésben tudunk legaldbb egy P; halmazt valasztani, és a
W elemszama, legalabb 1-gyel né.

13.2. példa. Alkalmazzuk ezt a heurisztikus eljarast a 13.1 példaban
vizsgalt feladatra. Az elsd 1épésben cg/| P3| a minimdlis hanyados, igy R =
{Ps}, W = {1,3,7}. A kovetkez8 iterdcids részben c4/|Py \ W| lesz a
minimdlis elem, ezért R = {Ps, Py}, W = {1,2,3,4,6,7}. Ismét ratérve
a kovetkezd iterdciora, ci1/|Pi1 \ W/ a minimdlis, igy R = {Ps, Py, P11},
W = {1,2,3,4,5,6,7}. A kovetkezd iterdcidban W = I, igy azt kapjuk,
hogy az algoritmus altal adott fedérendszer R = {Pg, Py, P11}, amelyet a
kovetkezo értékadas ir le: 74 = Ty = Z11; = 1, a tobbi indexre z; = 0. Vegyiik
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észre, hogy pontosan az elézéekben meghatarozott optimadlis megoldashoz
jutottunk.

A fejezetet két szép eredménnyel zarjuk, melyek koziil az els§ a megis-
mert heurisztikara, a mdsodik pedig a halmazlefedési feladat barmely poli-
nomkorlatos heurisztikdjara vonatkozik.

13.2. tétel ([36]). A Chvatal-féle heurisztikus eljdrds H(d) = Y4, 1/i -
approximdacids, ahol d a halmazrendszer eqy mazximdlis elemszdmi tagjinak
elemszamat jeloli.

Bizonyitas. Vegyiunk egy tetszOleges halmazlefedési problémét. Hajt-
suk végre a Chvatal-féle heurisztikus eljarast. Jelolje P.(,..., P az
eljaras altal kivalasztott halmazokat a kivdlasztds sorrendjében. Minden
J = 0,1,...,k esetén legyen W; az els¢ j kivalasztott halmaz unidja azaz
W; = nglp'r(i)-

Minden e € I elemre jeldlje j(e) azt, hogy hanyadik iterdciés 1épésben
valasztott az eljaras el0szor olyan halmazt, amely tartalmazza e-t, azaz
je) = min{l < j <k : e € P} Mivel az algoritmus valéban egy
fedGrendszert valaszt ki, ezért a fentiekben definidlt j(e) érték minden e
esetén létezik. Legyen y(e) az a hdnyados, amelyet az algoritmus a j(e)-
edik iterdcids részben a P, (j(.)) halmaz esetén kiszamolt, azaz legyen y(e) =

n/1Priiten \ Wie)-1l-

Vegyiink egy tetszOleges P, halmazt a tekintett feladat halmazrend-
szerébdl. Jelolje k' azt, hogy hényadik iterdciés részben lett az utolsé elem
a P, halmazbdl lefedve, azaz legyen k' = max{j(e) : e € P;}. Vizsgéljuk a
> ecp, Y(e) Osszeget. Amennyiben egy i szdmra és a Py halmaz valamely
e elemére j(e) = i, akkor ebben az esetben y(e) = ¢, )/|Pru) \ Wi-1l-
Tovabbd azok az e egészek, amelyekre e € P és j(e) =i teljesul pontosan a
P, N (W; \ W;_1) halmaz elemei. Igy azt kapjuk, hogy

2_ u(e) Z o T i\ W)

ecP,;

Jelolje s; a | P, \ W;_1] értéket. A W; halmaz definicidja alapjan kapjuk,
hogy az s; értékek sorozata monoton csokken. Tovabba a k' érték definicidja
alapjan adddik, hogy s; # 0, amennyiben i < k’. Vegyiik észre, hogy

[Py N (Wi \ Wi1)| = [Py \ Wia| = [Py \ Wi| = si — 5341
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Mésrészt az algoritmus, azért vilasztotta a P.;) halmazt az i-edik ite-
raciés 1épésben, mert ezen halmazra a szamolt hanyados minimalis volt, igy
a hdnyados nem lehetett nagyobb, mint a F,; halmaz esetén, azaz

Cr(i) Cq _ &

< =
[Py \ Wica| = [P\ Wia| s

Kovetkezésképpen azt kaptuk, hogy

/

3 yle) Z 8 — 8it1) _cqzw

ecP, i=1 8i

Maésrészt

e 1 1 1
MS—‘F + ... = H(s;) — H(si41),
S si si—1 si+1+1

igy azt kapjuk, hogy

i
S yle) < cg Y (H(ss) = Hisirn)) < cgH(s1).
ec Py 1=1
Mivel [s1| = |Py| < d, ezért a fentiekbdl adédik, hogy > .cp, y(e) < ¢ H(d).
Legyen a P fedérendszer a tekintett halmazlefedési feladat egy optimalis
megoldasa és ¢(P) az optimum értéke. Osszegezzitk a P megoldasban sze-
repld halmazokra a 3 y(e) értékeket. A fentiek alapjin adddik, hogy ez az
osszeg legfeljebb c(P) - H(d). Maésrészt egy fedrendszerrdl van sz6, ezért
minden e € I elem szerepel valamelyik halmazban, igy a halmazokon vett
Y- y(e) értékek Gsszege legaldbb Y, ; y(e). Kovetkezésképpen

> _yle) < e(P)- H(d).

ecl

Miésrészt az y(e) érték definiciéja alapjin

> y(e) ZZ{y D j(e) =i} = Zcm

ecl

Tovabba, ¢, ¢r(iy pontosan a heurisztika dltal kapott fedés koltsége,
azaz megmutattuk, hogy ez a koltség legfeljebb H(d) - ¢(P), amivel a tétel
allitasat igazoltuk.

A masik eredmény azt tartalmazza, hogy nem varhaté konstans approxi-
maéciés hanyadosu polinomkorldtos heurisztika a halmazlefedési problémara.
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Nevezetesen M. Bellmore és kollegéi [19] igazoltak, hogy amennyiben P #
NP, akkor nem létezik konstans approximacios hanyadossal rendelkez6 po-
linomkorlatos heurisztika a halmazlefedési probléméara. Ez maés szoval azt
jelenti, hogy egy ilyen heurisztikaval meghatarozott lehetséges megolddson
felvett célfuggvényérték akarhdnyszorosa lehet az optimum értékének. Ez
nem mond ellent a 13.2. tételnek, mivel az abban szerepld 0sszeg barmek-
kora lehet.
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14. Kiszolgalasi feladatok

A tovabbiakban targyaldsra keriild anyag ”Facility Location Theory”
néven alkotja az operidcidkutatds egy részteruletét. Tulajdonképpen ez a
részteriilet tekinthet6 a mai modern logisztika kiinduldsi pontjanak, a lo-
gisztika bizonyos részeihez biztosit elméleti hatteret. Ez a specidlis terulet
nem tulsdgosan volt ismert Magyarorszagon, a hazai szakemberek koziil
senki sem foglalkozott ezzel a viszonylag 11j témakorrel. Ennek kovetkeztében
a témdnak nincs is kialakult magyar terminolégidja. A logisztika térhéditass-
val ez a helyzet lényeges valtozasban van, egyre tobben érdeklédnek a lo-
gisztika irdnt. Tobbek kozott ennek a megnovekedett érdeklédésnek sze-
retnénk tamogatast nyujtani azzal a rovid betekintéssel, amit a kdvetkezd
hirom fejezet szolgiltat.

Az elméletet a kovetkez6 tipusi feladatok vizsgdlatira, megolddsara kez-
deményezték. Adott a sikon bizonyos szamu kliens, akiknek meghatirozott
igénye van egyfajta homogén szolgdltatdsra. Helyezzunk el adott szami
kiszolgald egységet a sikban gy, hogy egyrészt biztositsdk a kliensek igénye-
inek kiszolgaldsat, masrészt a teljes kiszolgdlas optimélis legyen valamilyen
szempont szerint.

Az els6 ilyen jellegii problémét Fermat vetette fel a XVII. szdzadban a
kovetkezd formaban: Adott a sikon hdrom, nem egy egyenesen fekvé pont A,
B és C. Hatdrozzuk meg a sik azon X pontjit, amelyre az XA+ XB+ XC
tavolsagosszeg minimalis. (Az egyszeriibb jelolés érdekében tetszbleges U,
V pontparra az UV szakasz hosszidt UV-vel jeloljiik.) Fermat nem adott
megoldast a problémara, de még ebben az évszazadban megoldotta azt Tor-
ricelli. A kovetkezékben ismertetjitk Torricelli megoldasat.

Elséként vegyiik észre, hogy elegendé az X pont keresésénél az ABCA
hatarara és belsejére szoritkozni. Valéban, az ABC A-6n kiviili pontok két
osztalyba sorolhaték, attdl fiiggéen, hogy

(1) hozzatartoznak a haromszog valamely szogének zart szogtartoma-
nyahoz, vagy
(2) hozzatartoznak egy olyan nyilt szogtartomanyhoz, amely a hdromszog

valamely szogének csiicsszoge.

A kovetkez dbra két ilyen pontot tartalmaz. Az (1) esetben X a CAB/
szogtartomdny eleme, amig a (2) esetben X az ACB/ csticsszogének nyilt
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tartomanyaba esik.

o X<

A B A B

14.1. dbra. Az (1) és (2) esetek demonstrélésa.

Mindkét esetben megmutatjuk, hogy a haromszog hataran van olyan Y
pont, amelyre XA+ XB + XC > YA+ YB+ YC teljesiil.

Vegyiik észre, hogy az (1) esetben a hdromszogegyenl6tlenség miatt X C+
XB>BC =YB+YC. Méastészt XA > YA, és fgy, XA+ XB + XC >
YA+YB+YC. A (2) esetben az ABXA tartalmazza az ABCA-et. De
akkor az utébbi hiaromszog keriilete kisebb, mint az el6z6é, igy XA+ X B >
CA+ CB. Most a C =Y valasztassal, XA+ XB+ XC >YA+YB+YC,
amivel igazoltuk az allitast.

Vizsgiljuk ezek utdn a haromszog hataran és belsejében elhelyezkedd
pontokat. Jeloljon X egy ilyen pontot. Forgassuk el A koriill az AXCA-et
60°-kal. Jelolje rendre C’ és X' a C és X pontok képét. Mivel XA = X'A
és XAX'/ = 60°, ezért az X AX' haromszog szabalyos, gy X'X = X A.
Miésrészt X'C' = XC. De akkor a vizsgalt tavolsdgosszegre XA + XB +
XC = X'X + XB + X'C', azaz ez éppen a C' és B pontokat 0sszekotd
torottvonal hossza. Kovetkezésképp

XA+ XB+XC>CB.

Most megmutatjuk, hogy az ABC haromszog hatiran vagy belsejében
van olyan M pont, amelyre AM + BM + CM = C'B. Ehhez tekintsiik
ismét az ABC haromszoget és forgassuk el az AC szakaszt A koriil 60°-kal.
Jeloljuk C képét C’'-vel és kossiik ossze a B és C' pontokat. Vegyiik fel az
ACC' haromszog koré irhaté korét, és jelolje a kor valamint a BC’ szakasz
metszéspontjat M. Vegyuk észre, hogy a ACM/ és AC'M / azonos hirhoz
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tartozd keriileti szogek, és mint ilyenek egyenléek. De akkor elforgatva 60°-
kal az AMC héromszoget, az M pont M' képe a BC' szakaszra esik. A
hiromszoget és az eddigi konstrukciét mutatja a kovetkez6 abra.

A B

14.2. dbra. A haromszog elforgatdsa utani helyzet.

Az el6z8 gondolatmenettel ismét AM+BM+CM = M'M+BM+C'M’,
de a kifejezés jobboldala pontosan BC’, amivel a kérdéses M pont létezését
igazoltuk.

Egy érdekes kérdés, hogy miként jellemezhetjiik az M pontot. A forgatis
miatt AC' = AC, tovabba C'AC/ = 60°, igy a C' ACA szabélyos. De akkor
AC'C/ = 60°, és mivel az AMCC' négyszog hurnégyszog, ezért AMC/ =
120°. Miésrészt ACC'/(= 60°) és AMC'/ azonos huirhoz tartozé keriileti
szogek, ezért AMC'/ = 60°, amib8l AM B/ = 120°. Ezzel azt kapjuk, hogy
az M-nél 1évé mindharom szog 120°, azaz M a haromszog azon pontja,
amelybdl a hdromszog mindegyik oldala 120°-o0s szog alatt latszik. Szokdsos
a haromszog ezen pontjat izogonalis pontnak nevezni.

A fentiek érvényesek arra az esetre, amikor C’ eleme az ABC/ nyilt
szogtartomanynak. Egyszeriien belathatd, hogy ez akkor és csak akkor tel-
jesiil, ha a C-nél és A-nél 16v§ sz6gek mindegyike kisebb, mint 120°. Tovabbé
ismét az AC 60°-os elforgatasival belathaté az is, hogy CAB/ > 120°
esetében X = A-ra lesz minimdlis a tdvolsagok Osszege, ACB/ > 120°
esetében pedig X = C-re lesz minimadlis a tavolsagok Osszege.

A kovetkezé kiszolgdlasi feladatot joval késébb, 1909-ben A. Weber [175]
fogalmazta meg egy raktarhaz elhelyezésére, amelynek n szamu klienst kell
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kiszolgdlnia minimdlis koltséggel. Ezt szokasos Weber-féle modellnek nevezni.
A modell megoldasira 1937-ben egy magyar szarmazasi matematikus, Va-
szonyi Endre [176] adott elsd izben hatékony eljarast. Vaszonyi a mdasodik
vildghdbori el6tt emigralt az USA-ba, ahol a Weiszfeld csaladnevet hasznélta.
Sajnos Vaszonyi cikke francia nyelven egy japan ujsdgban jelent meg, igy
sokan nem tudtak réla. Raadasul a konvergencia bizonyitasa hibas volt.
Ezért a 60-as években tobb szerz6 ismét publikidlta az eljarast.

Az elmélet kifejlesztése alapvetéen a 60-as években indult be. Ekkor mar
a szadmitiastechnika fejlédése miatt lehetévé valt konkrét gyakorlati felada-
tok megoldésa, amely pozitivan visszahatott a téma kutatdsara, fejlédésére.
1964-ben egy alapvetd fogalom keriilt bevezetésre. S. L. Hakimi [85] java-
solta, hogy olyan modelleket is kellene vizsgdlni, amelyekben a kliensek egy
graf szogpontjaiban, a kiszolgalok pedig a grafon (beleértve a szogpontokat
is) helyezkednek el. Bizonyitdst nyert, hogy szdmos modellben a kiszolga-
I6knak a grafon tOorténd elhelyezése visszavezethet6 a szogpontokba torténd
elhelyezésiikre. Lényegében ez vezetett a Discrete Facility Location Theory
kialakulasahoz.

A vizsgalt problémdk specidlis volta miatt viszonylag hamar elkezd6dott
egy szepardlédds. Ma mar ez egy kulon teriilete az operacidkutatiasnak és
szamos, a teriilet eredményeit Osszegz6 munka keriilt publikdldsra. Ilyen
0sszegz6 munkdak tobbek kozott a [88], [130], [142] és [170] konyvek.

A Facility Location Theory egyes specidlis részteriiletei az aldbbiak sze-
rint csoportosithaték.

FACILITY LOCATION THEORY
I. Folytonos és vegyes modellek

— determinisztikus modellek

— sztochasztikus modellek
II. Diszkrét modellek

— determinisztikus modellek

— sztochasztikus modellek

A tovabbiakban a diszkrét modelleket, ezen beliil pedig a determinisz-
tikus modelleket fogjuk vizsgdlni. A kiilonb6zd gyakorlati problémak alap-
vetben négy alaptipusra vezethetdek vissza, ezek kozul fogunk hiarommal
megismerkedni.
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14.1. p-median probléma

Miel6tt vazolnank a problémét, felhivjuk a figyelmet arra, hogy a jelen
fejezetben olyan hilézatokat fogunk vizsgalni, amelyek grafjai rendre irdnyi-
tatlan grafok. Ezen kiviil feltételezziik, hogy a halézat 1étez6 éleihez rendelt
silyok rendre pozitivak. A nemlétezd éleknek pedig adjunk O silyt, azaz
legyen

J. = {Cij, ha (Z,j) S E,
Y 0 kilonben,

ahol E a graf éleinek a halmazit jeloli és c;; pedig az eredeti stlyokat.
Definidlhaté a graf tetszéleges két pontja kozotti legrovidebb ut hossza, és a
negyedik fejezetben megismert eljarasok alkalmazhatok a legrovidebb utak
hosszdnak meghatirozasara. Bar a negyedik fejezetben irdnyitott grafokat
tekintettiink, ha minden 1étez6 (i, j) élhez felvessziik a (j, 1) élet is ¢;; sullyal,
akkor a megismert eljardsok, nevezetesen a multitermindlis eljaras és a Floyd-
Warshall médszer alkalmas a legrovidebb utak meghatarozéasara.

A fenti el6készités utan ratériink a p-medidn probléma definidlasara.

p-medidn probléma. Legyen adott egy halézat n csiccsal és jelolje (d; )
a legrovidebb utak hosszainak matrixat. Minden csicspontban legyen egy
kliens és az i-edik csticspontban elhelyezkedd kliens igényét jelolje w;. p
szamu kiszolgalo (szolgdltatd) elhelyezésére van lehetéség, amelyeket a halo-
zat cstcspontjaiba kell elhelyezni. A szolgaltatok a kiszolgalast a kovetkezok
szerint végzik:

e Minden szolgaltaté korlatlan mennyiségben képes minden klienst ki-
szolgdalni.

e A szolgdltatd teljes mértékben kiszolgilja a klienst, tehdt nem fordul-
hat el6, hogy egy kliens igényét két szolgaltatdé megosztva elégiti ki.
(Ez nem lényeges megszoritis, ugyanis megosztott kiszolgdlds esetén
attérhetnénk arra a kiszolgaléra, amelyik olcsébban tudja az illetd
klienst kiszolgélni.)

e A kliensek kiszolgaldsa kiilon-kiilon térténik, tehat nem megengedett a

s

kliensek megrendeléseinek osszevont, egy fuvarral torténé megoldésa.
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Helyezziik el a p szam kiszolgalot gy, hogy a kliensek kiszolgaldsanak teljes
koltsége minimdlis legyen, ahol az i-edik kliens kiszolgdlasanak a koltsége a
Jj-edik szogpontba telepitett kiszolgaléval w;d;;.

Joggal vethet6 fel az a kérdés, hogy miért nincs megengedve a kiszol-
galoknak a graf éleire torténé telepitése. Kzzel kapcsolatban bizonyitast
nyert (1d. [85], [88]), hogy amennyiben meg van engedve a kiszolgaléknak az
élekre torténé telepitése, abban az esetben is van olyan optimélis megoldés,
hogy minden kiszolgald a graf valamely szogpontjaban van. Ezen eredmény
alapjan elegendé az ilyen tipusi optimdlis megolddsokat keresni. Ez viszont
azzal biztosithatd, hogy a kiszolgalok csak a graf csicsaiba helyezheték el.

Szamos gyakorlati probléma felsorolhaté, amelyek ilyen tipusi feladatot
eredményeznek. Példaul képzeljik el, hogy egy kulfoldi cég, amely valami-
lyen 1j arut forgalmaz, raktarakat kivan létrehozni az orszagban. Ebben az
esetben a halézat lehet az orszig tthalozata, a kliensek az egyes varosok,
mint szogpontok. A cél olyan raktarcsoport kiépitése, amely minimadlis
koltséggel biztositja az aru teritését. Masik példa lehet {izemanyagtarolo
telepek létesitése. Itt a halézat ismételten az uthidlézat, a kliensek pedig a
kiszolgdld kutak lehetnének. Sok érdekes alkalmazas talalhat6 a [88] konyv-
ben.

Vizsgaljunk most egy példat a legegyszeriibb esetre, az 1-median prob-
lémara.

5/1
I

3

- 11 8

14.1.1. dbra. A 14.1.1. példa héalézata.
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14.1.1. példa. Tekintsik a 14.1.1. &bran megadott halézatot, és
tegyiik fel, hogy minden mennyiségi igény 1-gyel egyenld, azaz w; = 1, 1 =
1,...,8. Ez azt jelenti, hogy az ¢ kliens kiszolgdldsanak koltsége megegyezik
a legrovidebb 1t hosszaval. (Ez ténylegesen nem jelent megszoritist, mert a
mennyiségeket felszorozva a legrovidebb uthosszakkal, dttérhetiink mindig
egy masik halozatra, amelyben mar a mennyiségek rendre egyenléek.) Sza-
mitsuk ki minden pontparra, az Oket Osszekotd legrovidebb tthosszakat.
Ezeket az értékeket a kovetkezd D métrixban adtuk meg.

o 7 8 4 8 9 12 12
7 0 7 11 15 16 19 19
8 7 0 &5 16 10 13 12
D— 4 11 5 0 11 5 8 8
8 15 16 11 0 6 9 19
9 16 10 5 6 0 3 13
12 19 13 8 9 3 0 11

12 19 12 8 19 13 11 O

Most vegyiik észre, hogy amennyiben az i cstucspontba helyezziik el
a kiszolgadldét, akkor a kiszolgalas teljes koltsége Zle dy;, ami pontosan
a D matrix i-edik oszlopdban szereplé elemek Osszege. Kovetkezésképp,
megkapjuk a kiszolgdlé optimalis (minimdlis kiszolgdlasi koltséget eredmé-
nyez6) elhelyezését, ha D minden oszlopéara képezziik az elemek Gsszegét,
és kivalasztunk egy minimadlis oszloposszeget. Ha ez a k-adik oszlophoz
tartozik, akkor a kiszolgdlét a k cstcsba helyezve kapjuk a minimélis kiszol-
galasi koltséget, azaz a k csucs lesz az optimalis megoldas, amit szokasos 1-
medidnnak nevezni. A példédban a megfelel$ oszloposszegek rendre, 60,94, 71,
52,84,62,75,94, amelyek kozul 52 a minimalis, igy a kiszolgalét a 4 csicsba
kell elhelyezni.

Bonyolultabba valik a feladat, ha két kiszolgalé elhelyezésére van lehe-
t0ség, azaz egy 2-medidn problémat tekintiink. Ebben az esetben feltételez-
ve, hogy a kiszolgdldk az i és j csiicsokban vannak elhelyezve, a t csicsban
levé klienst akkor szolgaljuk ki a legkisebb koltséggel, ha a hozzd kozelebb
elhelyezked§ szolgaltaté szolgalja ki. A t csiicsban lev6 kliensnek az 4 cstcs-
ban lev6 szolgaltatd altal torténé kiszolgalasa esetében a felmeriilo koltség
dy;, amig a j csicsbdl torténd kiszolgalas esetén ez a koltség dyj. Tehat ilyen
elhelyezés mellett a ¢ csicsban lev6 kliens minimélis kiszolgaldsi koltsége
min{dy;, d;;}. Ebbél adédik a teljes kiszolgdlds minimalis koltsége, ha Gssze-
geziink t-re, azaz a tekintett elhelyezés mellett a teljes kiszolgdlas minimalis
koltsége Y i min{dy, d;}. Ezek utdn véve az {1,...,n} halmaz Gsszes
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lehetséges kételemii {4, j} részhalmazdt, és rendre képezve a fenti Gsszegeket,
ezek kozil a minimélishoz fog tartozni az optimélis elhelyezés. Most az
optiméalis megoldas egy kételemii halmaz lesz, amely megadja, hogy mely
csucsokba kell a kiszolgalokat elhelyezni. Fzt a kételemii halmazt szokdsos
2-medidn halmaznak nevezni.

Kiszdmitva a 14.1.1. példéra a (S) = 28 Osszeget, azt kapjuk, hogy ez a
{4,6} kételemii részhalmazra lesz minimalis, azaz a 2-medidn halmaz {4,6}.
Az ezen elhelyezéshez tartozé kiszolgalasi koltség: 37.

A p-medidn problémét tobbféleképp lehet formalizdlni. A kovetkezdkben
két formalizmust is megadunk, melyekhez sziikségesek bizonyos feltételek és
jelolések.

Legyen a hélézat grafja G = (V, E), ahol
e V=1UJ,

e [ pozitiv egészek egy nemures véges halmaza, a kliensek halmaza,
akiknek elhelyezkedése ismert és rogzitett,

e J pozitiv egészek egy nemiures véges halmaza, a kiszolgdlék lehetséges
helyeinek a pontjai,

tovabba legyen

e minden 1 € I és j € J parra az i kliens kiszolgaldsanak koltsége a j
csticsba telepitett kiszolgalondl c;;. Ez azt jelenti, hogy a kiszolgalasi
koltség nem fiigg a kiszolgdlotdl, csak a kiszolgalas helyétol.

e p a telepithets szolgdltaték szama.

Most legyen @ a kiszolgdldk elhelyezését rogzité halmaz, azaz |Q| = p és
Q C J. Vizsgaljuk ezen elhelyezés mellett a koltségeket. Az ¢ € I klienst a
Q@ azon helyérél szolgaljuk ki, ahonnét a kiszolgalds koltsége minimaélis, igy
az 1 kliens kiszolgdlasdnak a koltsége:

min{c;; }.

min{cy )
Maésrészt minden klienst ki kell szolgalni, ezért a szolgaltatéok rogzitett elhe-
lyezése mellett a teljes kiszolgdlas koltsége:

> g%lg{cm}-

el
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Yo

Kovetkezésképp a p-medidn problémét leirhatjuk a szokasostél eltéro,
aldbbi médon:

(14.1.1) min {)_ min{ci;}}
lQl=p i€l

Vegyiik észre, hogy ez a megfogalmazas altalanositasa a korabbi feladat-
nak, mivel az I és J halmazokra nem tettiink semmiféle kikotést. Nyilvan-

" o

valéan I = J esetén az el6z6 feladathoz jutunk.

A (14.1.1) problémahoz konstrudlhat6 egy ekvivalens linearis programo-
zasi feladat a kovetkezok szerint.
Minden j € J-re vezessiink be egy x; binaris valtozét, és legyen
o { 1, ha a j helyre telepitiink szolgéltatét,
7710 kiilsnben.

Tovabba minden (7,5) € I x J parra, legyen

vii = { 1, ha az ¢ kilens a j helyen levé szolgaltatéval lesz kiszolgélva,
710 Kkiilonben.

Akkor a probléma az aldbbi bindris linearis programozasi feladattal irhatd
le:

Y zj=p
Jj€J
yij—xjgo, 1e€l, je€J
(14.1.2) Syiy=1, i€l
Jj€J

:EjG{O,l}, yijG{O,l} 1el, je€J

Z CijYij = 2 — min
iel,jed
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A fenti feltételrendszerben az elsé feltétel azt biztositja, hogy pontosan p
szamu szolgaltatd kertil telepitésre az eldirt helyekre. A masodik feltételcso-
port azt irja el6, hogy csak azokrdl a helyekrdl lehet kiszolgdlni barmelyik
klienst, ahova kiszolgalo lett telepitve. A harmadik feltételcsoport biztositja,
hogy minden kliens kiszolgdldsra keruljon. Végil a célfiiggvény a teljes
kiszolgalas koltségét adja meg.

A fentiek illusztralasara tekintsiik a kovetkez6 példat.
14.1.2. példa. Legyen a kliensek halmaza I = {3,4,5}, a kiszolgdlok

lehetséges helyeinek halmaza J = {1,2}, tovdbba legyen p = 1. A példa
halézatat adja meg a 14.1.2. 4bra.

5
2 1
1 2
4
3 3
5
4 3

14.1.2. dbra. A 14.1.2. példa hél6zata.

Ekkor a (14.1.1) lefrasnak megfeleléen keressiik a ¢ = minje {35 5 cij}
minimumot. Ekkor ¢ = min{Y7 5 ¢;1, 30 5 ¢io} = min{10,8}. Kovetkezés-
képp az 1-medidn pont a 2 cstucs, tehat itt kell elhelyezni a szolgéltatot.

A megfelel§ linedris programozasi modellben ((14.1.2) feladat) az z1, x9
és az ys1, Y41, Y51, Y32, Y42, Yso valtozdk fognak szerepelni, és a kovetkezo
feltételrendszert kell kielégiteniiik:
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$1+$2:1
Y31 —21 <0
ys — 11 <0
ys1 —21 <0
yz2 — w2 <0
Y2 — 22 <0
Ys2 — w2 <0
Y31 +ys2 =1
Ya1 + ya2 =1
Ys1 T ys2 =1

Zj,Yij € {Oa 17}1 1€ {374’ 5}’-7 € {172}

E CijYij = % — min
A 14.1.2. példa igen szemléletesen mutatja, hogy a viszonylag egyszeriien
megoldhaté feladathoz egy nagy bindris programozasi feladatot kapunk, ha
attérink a megfelel6 linearis programozési feladatra. Ennek a feladatnak
a matrixa 10 x 8-as lesz. Miutdn az egészértékii programozasi feladatok
megoldésa igen nehéz feladat, ezért a linedris programozasi feladatnak féleg

abban van a jelent6sége, hogy relaxacigjaval korlatot kaphatunk az opti-
mumértékre.

A p-medidn problémdt illetéen igazoldst nyert ([68], [105]), hogy a p-
medidn probléma, ha p-t nem fixaljuk, akkor NP-nehéz. Kovetkezésképp
nem varhaté olyan eljards, amely alkalmas lenne barmilyen p-medidn prob-
léma hatékony megoldasira. Ennek kovetkeztében

e rogzitett p mellett keriiltek kidolgozasra kiilonb6zé Branch-and-Bound
eljarasok, amelyekben a linedris programozasi leirds nagyon jél hasznal-
haté a megfelel6 korlatozo fliggvényhez,

e szamos heurisztikus algoritmus keriilt kidolgozasra,

e specidlis feladatosztalyokat vizsgaltak, és kihaszndlva ezen osztalyok
specidlis tulajdonsigait, megadtak hatékony megoldasi technikakat.

A tovédbbiakban egy ilyen specidlis osztdllyal és az erre kidolgozott elja-
rasokkal fogunk megismerkedni.

Azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amelyben a tekintett probléma G

grafja fa, és erre az esetre megadunk hatékony eljarasokat az 1- és 2-median
problémaékra.
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Tovabbi feltételeink:

e minden szégpontban van egy kliens,
e a szolgaltaték barmely szogpontba telepithetok,

e a klienseknek mennyiségi igénye van, mégpedig az i kliens igénye w;,
amit most silynak fogunk nevezni, azaz w; lesz az i csics silya,

e az 1 kliens kiszolgdlasi koltsége a j cstcsba telepitett szolgdltatd révén
w;d;j, ahol d;; az i és j csticsok tavolsagat jeloli. (Mivel a tekintett
graf fa, igy egyetlen 1it van a két pont kozott, és d;; ezen 1t hossza.)

Els6ként az 1-medidn problémét fogjuk vizsgdlni. Az 1-medidn problé-
méaban a célfiiggvény a graf csicsainak a figgvénye, konkrétan a j cstcsra
megadja a j-be telepitett szolgdltatd esetén a teljes kiszolgdlas koltségét. Az
adott feltételek mellett ez z(j) = Y.i_, w;d;; feltéve, hogy a fa csiicspont-
jainak halmaza {1,...,n}.

Legyen most k és | a tekintett G fa két szomszédos csiucsa, azaz kosse
Ossze Oket egy iranyitatlan él. Akkor ezt az élet eltavolitva G-bol, G két
diszjunkt részfira esik szét, jelolje ezeket 71 és To. A 14.1.3. &dbra mutatja
a két részfat.

K I

Tq To

14.1.3. dbra. A T fa felbontésa két diszjunkt fira.

A kapott részfikra Ty és Th-vel fogjuk jelolni az illetd részfadkhoz tartozd
csucspontok halmazat. Tovabba egy T’ részfadhoz hozzarendelink egy sulyt,
amely a T’ halmazban levd cstcsok stlyainak az Osszege, azaz w(T') =
Yser ws. Ezt a sulyt a T' részfa silydnak nevezzik. Ekkor a kovetkezd
segédtétel érvényes.
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14.1.1. segédtétel. z(k) — 2(l) = dy(w(T2) — w(Th)).

Bizonyitds. A definicidk alapjan:

z(k) = Z wid;p + Z wjdjk.

€Ty JETS

2(0) =" widi + > widyy = > wildig + dp) + > wildjg — dit) =

€T JETS €T JETS
> widie + Y widj + dp(w(Th) —w(T2)) =
€T JETS

z(k) + dgi(w(Th) — w(T2)),
amivel addédik az allitas.

Hasznélni fogjuk még a kovetkezo allitast.

14.1.2. segédtétel. Ha w(T1) > w(T2), akkor a Ti fa tartalmaz 1-
medidnt.

Bizonyitds. Az allitast indirekt bizonyitjuk. Ehhez tegyiik fel, hogy
minden 1-medidn pont a T fiban van. Ha [ 1-medidn lenne, akkor a 14.1.1.
segédtétel alapjan k is 1-medidn lenne, ami ellentmondds. Tehdt 75-ben
csak [-t6l killonb6zé 1-medidnok vannak. Akkor ezen l-medianok kozott
van egy olyan j cstcs, hogy az [ és j cstcsokat 0sszekoto 1t egyik pontja
sem l-medidn. Jelolje ezen 1t csucsait jq,...,Jk. Most tekintsiik a (jg,7)
él elhagyasaval el64llo két diszjunkt részfat, és jelolje ezeket T és T'. Nyil-
vanvaléan 71 C 7 és 7' C 7. De akkor

w(T) 2 w(Ti) 2 w(T5) = w(T).
A fenti egyenlStlenségekkel a 14.1.1. segédtétellel adodik, hogy z(jx) < z(j),
de akkor j; 1-medidn, ami ellentmondas.
Végiil igazoljuk a kovetkezO segédtételt.
14.1.3. segédtétel. Ha w(Ty) > w(Tz), akkor véve azt a T{ fdt, amely

a T fdbol a wy, sulynak a wi +w(T2) sullyal torténd helyettesitésével dll eld,
a T{ fa barmely 1-medidnja szintén 1-medidn lesz a G fdra vonatkozdan is.

Bizonyitds. Jelolje a T{ fahoz tartozé 1-medidn probléma célfiiggvényét
z*. Akkor tetszbleges m € Ti-re z*(m) = 3, cry izp Widim +dpm (wi +w(T2)).
Maésrészt
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= Z Widim + Z wjdjm = Z Widim + Z wj(djk + dm) =

€T JETS €T JETS
Z Widim~+ Z wjdjk—i- Z 'U)jdkm = Z Widm+ Z wjdjk—dem( Z ’U)j) =
1€T J€ET> JET, 1€T J€ETS JET
> widin + widpm + dgmw(T2) + Y widy =
i€T1,i#k JET

Z Widim + dkm(wk + w('Tz)) + Z wjdjk = z*(m) + Z wjdjk.
i€T1i#k J€TH J€ET

Ezek utdn tegyiik fel, hogy k 1-medidn 7’-ben. Ekkor z*(k) < z*(s)
teljesiil minden s € T' csticsra. Most megmutatjuk, hogy k 1-medidn lesz
G-ben is. Ehhez elegendd igazolnunk, hogy a G fa barmely ¢ elemére z(k) <
z(t) teljesiil. A kivant egyenl6tlenség igazoldsidhoz ¢ helyzetétdl figgden két
esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset. Tegyiik fel, hogy t € Ty. Akkor a z* és z fuggvényekre kapott
fenti Gsszefiiggés alapjan

z(k) = 2*(k) + > wjdyy,
J€ETS
t) + Z wjdjk.
JET>
Mivel z*(k) < 2z*(t), a felirt két egyenléség alapjan adédik a kivant
egyenl6tlenség.

2. eset. Most tegyiik fel, hogy ¢ € Ty. Ekkor

z2(k) = 2" (k) + Z widjp < 2" (k) + Z wid;y = z(k)
J€T2 JET

mivel k 1-medidn 7'-ben. Ezzel azt kapjuk, hogy z(k) < z(k). Mésrészt
a segédtétel feltétele szerint w(71) > w(7T2), amibdl a 14.1.1. segédtétellel
z(k) < z(l) adédik. Most tekintsiik az [ és t csicsokat Osszekotd egyetlen
utat, jelolje ezen 1itnak a végpontoktdl kiillonbozé csticsait wy, . . ., ug. Akkor
rendre elhagyva az (I,u1), (ug,u9),... (uk,t) éleket és tekintve az elhagya-
sokkal el6allo faparokat, a 14.1.1. segédtétellel azt kapjuk, hogy

z2(l) < z(uy), z(up) < (7 s 2(ug) < z(t).

2); -
Mésrészt z(k) < z(k) < z(1), és igy z(k) < ( ) amivel adddik az allitas.
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A bemutatott hirom segédtételen alapul az alabbi A. J. Goldmantdl [77]
szarmazo eljaras.

Goldman-féle eljards ([77])

e 1. Iépés. Ha az aktudlis G fa egyetlen szogpontot tartalmaz, akkor vége
az eljarasnak, az illeté pont a kiindulasi feladat 1-medidnja. Ellenkezd
esetben a 2. 1épés kovetkezik.

o 2. lépés. Keressunk az aktudlis G faban egy olyan csticspontot, amely
egyetlen szogponttal szomszédos, azaz a fa levele. Jeloljon ¢ egy ilyen
pontot. Ha w; > w(G)/2, ahol w; az aktudlis fira vonatkoz6 silyt
jeloli, akkor vége az eljarasnak; i a kiindulasi fadban 1-medidn. El-
lenkez6 esetben a 3. 1épés kovetkezik.

e 3. lépés. Legyen j a tekintett 7 csics szomszédja az aktudlisa G fiban.
Tordljiik az aktualis G fabdl az 1 csticsot valamint az (7, j) élet, tovabba
valtoztassuk meg a torléssel eloalld Gj fa csicsainak silyozasat dgy,
hogy a j cstics sulyat valtoztassuk w; + w;-re. Tekintsiik az el6allitott
4j fat az 0j sulyokkal aktudlis fanak, majd folytassuk az eljarast az 1.
lépéssel.

Az eljaras egy végrehajtasat illusztralja az aldbbi példa, amelyhez tar-
tozé 14.1.4. és 14.1.5 dbradkon az eljaras sordn eldallitasra keriil6 fikat adtuk
meg a megfeleld silyokkal. A tekintett fara w(G) = 35.

14.1.3. példa

12 12
N N
2, 5, 2, 5,4
33 45 66 75 33 45 66 78
s
83

14.1.4, dbra. A Goldman féle eljdras illusztrélédsa.
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2, 512 27 o1

33 45 66 33 45

14.1.5. dbra. A Goldman féle eljaras illusztréldsa.

Az nyilvéanvald, hogy a vizsgalt problémacsoportra ( G fa) mindig létezik
1-medidn. Ez azonban nem okvetlen egyértelmiien meghatarozott. Valéban,
ha k 1-medidn és szomszédos az [ cstccsal, akkor tekintsiik ismét a (k, 1) él
elhagyasaval el6allé két diszjunkt fat, jelolje ezeket Ty és To. Mivel k 1-
medidn, ezért z(k) < z(l). Tovdbba a 14.1.1. segédtétel szerint

z2(k) = 2(1) = dp(w(T2) = w(Th))-

Igy z(k) = z(l) akkor és csak akkor teljesiil, ha w(7;) = w(73), és ebben
az esetben [ is 1-medidn. MAsrészt tobb 1-medidn nem létezhet, ugyanis
a pozitiv silyok miatt z(k') > z(k) tetszéleges k # k' € Ty-re és z(I') >
z(1) tetszbleges [ # I' € Tyr-re. Kovetkezésképpen legfeljebb két 1-medidn
csucs létezik és ezek szomszédosak. Ennek kovetkeztében, ha a Goldman-
féle eljarassal nyert 1-medidn szomszédait megvizsgiljuk, akkor az Osszes
1-mediant megkapjuk.

A tovabbiakban ugyanazon feltételek mellett a 2-medidn problémat fog-
juk vizsgélni, és a Goldman-féle eljaras alkalmazasdval megadunk egy elja-
rast a 2-medidn halmaz meghatarozasara. 2-median esetén a célfiiggvény a
kovetkezd:

2(k,1) = wy min{diy, dy}.
i=1
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Most tegyiik fel, hogy {k,l} egy 2-medidn halmaz. Akkor barmely i,
csucspérra z(k, 1) < z(i,7) teljesiil. Legyen

T, = {Z 11 € {1, ... ,n} & dzk = min{dik, dzl}}
és To = V' \ T1. Beldthato, hogy felvéve a Ti-beli pontok és a T-beli pontok
kozotti éleket, két diszjunkt részfat kapunk, amelyeket jeloljon Ty és Ts.
Megmutatjuk, hogy £ 1-medidn 71-ben. Ehhez legyen k' € T egy tetszo-
leges cstics. Mivel {k,l} egy 2-median halmaz, ezért z(k,1) < z(k',1). Més-
részt

Z(]{t,l) = Z widik + Z wjdﬂ,

€Ty JET>
z(K'\1) = Zwi min{d;, d;;} < Z w;d;g + Z w;dy.
iev i€Ty JET

De akkor ;e widiy < ) ;cq widy, amivel igazoltuk, hogy & 1-medidn
T1-ben.

A definiciékbdl egyszeriien addédik, hogy I € Ty, tovdbba az elézéekhez
hasonléan beldthatd, hogy | 1-medidn Ts-ben.

A fentiek alapjan minden 2-medidn halmaz elemei a megfelel6 részfikban
1-medidnok lesznek. Ez azt eredményezi, hogy amennyiben vesszik a G fa
osszes T, To felbontdsat, (ezek szdma n—1), és rendre meghatéarozzuk ezekre
az 1-medidn parokat, majd kivalasztunk koziliik egy olyan part, amelyre a
2-median probléma célfiiggvénye minimalis értéket vesz fel, akkor egy 2-
medidn halmazt kapunk.

Az eljarast az alabbi példaval szemléltetjiik.

14.1.4. példa. Tekintsiik a 14.1.6. abran megadott fit, ahol az élek
mentén megadtuk azok hosszit, a csiicsok mellett pedig feltiintettiik a csi-
csokhoz tartozé stlyokat.

Elsé 1épésként szétbontva a grafot az (1,2) él elhagyasaval, Ty = {1},
T, ={2,...,7}, a7y fdban az 1 cstcs az 1-medidn, és alkalmazva a Goldman-
féle eljarast a To-faban a 4 csics adédik 1-medidnként. Ezekre a cstcsokra
z(1,4) = 90.

A (2,3) él elhagyasival 1étrejové részfakban a 2 és 4 csticsok lesznek a
megfelel6 1-medidnok, és z(2,4) = 78.

Elhagyva a (3,4) élet, az el6all6 részfidkban a 3 és 4 csicsok lesznek az
I-medidnok, és z(3,4) = 75.
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48
5
1, % \
14.1.6. dbra. A 14.1.4. példa silyozott hélézata.

A (4,5) él elhagydsa utén az 5 és 3 csuicsok az 1-medidnok, és z(5, 3) = 93.

A (4,6) élre a 6 és 3 cstcsok adédnak, amelyekre z(6,3) = 98.

Végiil a (3,7) él elhagydsdval a 4 és 7 csticsok vilnak 1-medidnnd, és
2(4,7) = 80.

A kapott célfiiggvényértékek kozil 75 a minimdlis, igy a {3,4} halmaz
egy 2-median halmaz a tekintett feladatban.

A jelen fejezet befejezéseként fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy a
targyalt anyag egy nagyon minimadlis szelete a témakornek, inkabb csak arra
szolgdl, hogy bemutassa az alapproblémat. A p-median problémak jelenleg is
a kutatasok targyat képezik, amit egy 11j eredménnyel is demonstralunk. R.
E. Burkard professzor, aki az MTA tiszteletbeli tagja, munkatarsaival olyan
1-medidn problémdkat vizsgalt, amelyekben meg vannak engedve negativ

o s e

lineéris ideji megoldé eljarast.
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14.2. p-center probléma

A p-center problémat a p-medidn feladathoz képest gy lehet altaldnosan
megfogalmazni, hogy a center problémakndl a klienseknek nincsen mennyi-
ségi igénye, tovibba més a cél, nevezetesen a kiszolgaldkat gy kell elhelyez-
ni, hogy a kiszolgdldk és az altaluk kiszolgalt kliensek tavolsdganak maxi-
muma minimalis legyen.

Tlyen jellegi problémékra szamos gyakorlati alkalmazést lehet felsorolni,
melyek kozil itt csak néhanyat emlitiink meg.

Ha egy nagyvaros lakosait tekintjiik klienseknek és a mentéallomasokat
kiszolgaléknak, akkor egy nagyon praktikus cél a mentéallomésok egy olyan
elhelyezése, hogy minden lakosra, a hozzd legkozelebb levé mentéallomés a
lehet6ségekhez képest a legkozelebb legyen.

Szintén egy nagyvaros lakosait tekintve klienseknek és a renddrorsoket
kiszolgadléknak, nyilvanvaléan fontos szempont a rendérorsok olyan elhe-
lyezése, hogy mindenki a lehet6 legrovidebb id6é alatt rendéri segitséghez
juthasson.

Egy nagyvaros altaldnos iskolai tanuléit tekintve klienseknek és az alta-
lanos iskoldkat kiszolgaléknak, cél lehet az iskolak olyan elhelyezése, hogy
minden tanulé a lehet6 legkevesebbet utazzon a hozza legkozelebb levé iskola
eléréséhez.

Tovabbi példa lehet egy varos épiiletei, mint kliensek, és a tiizoltd dllo-
masok, mint kiszolgalék. Ekkor a cél az, hogy barmely épiilet kigyulladasa
esetén a legkozelelebbi tiizolté allomasrdl a lehet6 leghamardbb odaérjenek
a tiizoltok.

A felsorolt példakbdl is nyilvanvald, hogy a center problémdaknal is lehet
folytonos és diszkrét problémékat vizsgalni. A tovabbiakban csak determi-
nisztikus és diszkrét center problémdakkal fogunk foglalkozni.

A fentieket pontositva, a p-center problémat a kovetkezdképpen tudjuk
definidlni.

p-center probléma. Legyen adott egy n csiicsi irdnyitatlan grafon alapuld
halézat a c;; élhosszakkal. Jelolje a legrovidebb utak hosszainak matrixat
(d;j). Tovabba minden csiicspontban legyen egy kliens, és legyen lehetdség
p szamu kiszolgdlé elhelyezésére a haldozat csicspontjaiba. A kiszolgalast
illet6en tegyiik fel, hogy
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e minden kiszolgalé képes kiszolgalni barmelyik klienst,

e minden kiszolgdlé kapacitdsa korlatlan, azaz barmennyi klienst képes
kiszolgélni,

e egy klienst csak egy kiszolgdld szolgdlhat ki,

e a kliensek kiszolgdlasa kiilon-kiilon torténik, azaz nincs osszevont szi-
multan kiszolgalas.

A feladat p szdmu kiszolgdlé elhelyezése a graf csicsaiba gy, hogy a
kiszolgaldk és az altaluk kiszolgalt kliensek tavolsdganak maximuma minima-
lis legyen.

Tlusztracidéként tekintsiik a 14.1.1. példat ismét. A targyalds konnyebb
kovethetdségének érdekében megadjuk itt is a halézatot, valamint a legro-
videbb utak D matrixat.

5/1
I

3

- 11 8

14.2.1. dbra. A 14.1.1. példa hélézata.
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0 7 8 4 8 9 12 12
7 0 7 11 15 16 19 19
8 7 0 5 16 10 13 12
H_|4 15 0 11 5 8 8
8 15 16 11 0 6 9 19
9 16 10 5 6 0 3 13
12 19 13 8 9 3 0 11

12 19 12 8 19 13 11 O

Vizsgdljuk elséként a legegyszeriibb esetet, amikor egy kiszolgdld elhe-
lyezésére van lehetGség, azaz oldjuk meg az 1-center problémat. Ha a kiszol-
galét a j csucsba helyezziik, akkor az ¢ kliensnek a kiszolgdlétol vald tavol-
sdga d;j. A dij, 1 = 1,...,8 értékek maximuma adja meg a legrosszabb
helyzetben levé kliens tavolsdgat a kiszolgdlotél. Ez pontosan a D métrix
j-edik oszlopaban lev6 elemek maximuma. Ezt akarjuk minimalizdlni. Ezt
megtehetjik gy, hogy minden j-re képezziikk a D matrix j-edik oszlopadban
levé elemek maximumat, majd vesziik a kapott maximumok mimimumét.
Ha ez a minimum a k-adik oszlopra adédik, akkor a kiszolgalét a k csicsba
kell elhelyezni, és ez esetben k lesz az I-center a vizsgalt problémaban.
Képezve az adott D matrixra az oszlopokban lev6 elemek maximumaét, rend-
re a kovetkez6 értékeket kapjuk: 12,19,16,11,19,16,19,19. Ezek kozul 11 a
minimdlis, igy a 4 csicsba kell elhelyezni a kiszolgalét.

A példét interpretdlhatjuk gy, hogy az egy kisebb régié falvainak és
az Oket 0sszekotd utaknak a haldzata, ahol a tavolsdgok km-ben adottak.
A kiszolgilé pedig egy mentallomas, amelyet el kell helyezni valamelyik
faluba. Az eredmény azt adja, hogy amennyiben az dlloméast a 4 faluba
helyezziik el, akkor legfeljebb 11 km tavolsdgra lesz mindenki az 4llomé&stol,
mig mas elhelyezés esetében ez a tavolsig nagyobb, azaz az ettdl eltérd
elhelyezés rosszabb kiszolgalast biztosit.

Nehezedik a feladat, ha két kiszolgalét kell elhelyezniink, azaz 2-center
problémat tekintiink. Ha a kiszolgaldk az i és j csiicsokba kertilnek elhelye-
zésre, akkor a t klienst a hozza kozelebb esé kiszolgdldval tudjuk kiszolgalni,
mivel a kiszolgalék ki tudnak szolgdlni mindenkit és kapacitdsuk korlatlan.
Ekkor a t csucsban levd kliens tdavolsaga az 6t kiszolgald szolgaltatotdl
min{dy;, dij}. A min{dy,ds;}, t = 1,...,8 értékek maximuma a legrosz-
szabb helyzetben levé kliens tdvolsagat adja meg a szolgdltatéktdl az adott
elhelyezés mellett. Ezt akarjuk minimalizdlni, amit megtehetiink gy, hogy
minden {7,5} C {1,...,8} kételemii részhalmazra képezziik a kivant maxi-
mumot, majd a kapott maximumok kozil vesziink egy minimédlisat. Az
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ennek megfeleld kételemii részhalmaz, amit szokdsos 2-center halmaznak
nevezni biztositja a legjobb elhelyezést. A tekintett példara az {1,4} részhal-
maz esetében kapjuk a legkisebb maximumot, igy a szolgaltatékat az 1 és 4
csucsokba kell elhelyezni. Ilyen elhelyezés mellett, a legrosszabb helyzetben
levé kliens 8 tavolsagra van az 6t kiszolgdld szolgaltatotdl.

A fenti interpretdcié mellett maradva, most két mentédllomas elhelyezése
lehetséges a falvakba, és az 1 és 4 falvakba torténé telepités a legidedlisabb.
Ekkor a ment6allomasoktdl legtavolabb levd falu 8 km tavolsagra van.

A tovabbiakban kétféleképp is formalizaljuk a p-center problémét. Ehhez
sziikségesek bizonyos feltételek és jelolések.

Legyen a hélézat grafja G = (V, E), ahol
e V=1UJ,

e [ pozitiv egészek egy nemures véges halmaza, a kliensek halmaza,
akiknek elhelyezkedése ismert és rogzitett,

e J pozitiv egészek egy nemiures véges halmaza, a kiszolgdlék lehetséges
helyeinek a pontjai,

tovabba legyen

e minden i € [ és j € J parra az i és j pontokat 0sszekotd legrovidebb
ut hossza d;;,

e p az elhelyezendd szolgaltatok szdma.

Most legyen @ C J és |Q| = p. Akkor rendre a Q-beli pontokba el-
helyezve a kiszolgalokat, az 4 kliensnek az 6t kiszolgald szolgaltatotdl vald
tavolsaga:

in{d;; }.
5%13{ ij }

A legrosszabb helyzetben levo kliens tdvolsdga a kiszolgdldjatol:

in{d;: 1.
rglgx{ggg{ it

Kovetkezésképp a p-center problémat leirhatjuk az alabbi médon:
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(14.2.1) %lf—l*r’l {max{min{d;}}}
=p

Vegyiik észre, hogy ez a megfogalmazas dltaldnositasa a kordbbi feladat-
nak, mivel az I és J halmazokra nem irtunk el$ semmiféle kikotést. Nyilvan-
valéan ha I = J, akkor a korabbi feladathoz jutunk.

A medidn problémédhoz hasonléan, a (14.2.1) problémahoz is konstrual-
haté egy vele ekvivalens linedris programozasi feladat az aldbbi médon.

Minden j € J-re legyen

I { 1, ha a j helyre telepitunk szolgaltatét,
7710 Kkiilsnben.

Tovabba minden (7, j) € I x J parra, legyen

yii = { 1, ha az ¢ kilens a j helyen lev6 szolgaltatéval lesz kiszolgdlva,
Y10 Kiilonben.

Akkor a probléma az aldbbi bindris linearis programozasi feladattal irhatd
le:

Y wj=p
JjeJ

yij—ZE]’SO, 1€, j€J

(14.2.2) Syi=1, i€l
Jj€J

:EjG{O,l}, yijG{O,l} 1e€l, je€J

Zér}?;fj{ ijYij} = # — min
A feltételrendszerben az elsé feltétel azt biztositja, hogy pontosan p
szamu szolgédltat6 keriil telepitésre az elSirt helyekre. A mésodik feltétel-
csoport garantilja, hogy csak azokrdl a helyekrol lehet kiszolgalni barmelyik
klienst, ahové kiszolgalé van telepitve. A harmadik feltételcsoport biztositja,
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hogy minden kliens kiszolgalasra keriiljon. Végiil a célfiiggvény a legrosszabb
helyzetben levo kliens tavolsagat adja meg az 6t kiszolgald szolgaltatotdl.

A p-medidn problémdra igazolast nyert (I1d. [93], [105]), hogy amennyi-
ben p-t nem fixdljuk, akkor ez a probléma NP-nehéz. Ennek kovetkeztében
nem varhaté hatékony megoldési eljaras az altalanos p-center problémara.
fgy féleg Branch-and-Bound eljarasok, valamint heurisztikus eljarasok ke-
riltek kidolgozasra, és specidlis feladatosztdlyokra igyekeztek jo eljarasokat
megadni. Az utébbiak koziil fogjuk tekinteni a legegyszeriibb specidlis osz-
talyt, és erre adunk meg egy eljarast.

Ismét azzal a specialis esettel foglalkozunk, amelyben G fa. Tovabbg
feltételezziik, hogy

e minden szogpontban van kliens,
e minden szogpontba lehet kiszolgdlét telepiteni.

Az ismertetésre keriil§ eljarast G. Y. Handler [86] dolgozta ki. Megadasa-
hoz sziikséges bizonyos jelolések és fogalmak bevezetése. Legyen adott egy
G fa, és jelolje 7 és j a fa két csiicsat. Akkor pontosan egy, a két pontot
Osszekoto 1t 1étezik G-ben, amelyet [4, j]-vel, az [i, j] it hosszat pedig d;;-vel
jeloljiik. Azt mondjuk, hogy az [i,j] 4t mazimdlis G-ben, ha barmely &,
cstcspdrra d;; > dy; teljesil.

Adott G fa egy maximdlis ttjinak meghatirozdsira ad mddszert az
alabbi allitas.

14.2.1. segédtétel. Legyen i a G = (V, E) fa egy tetszdleges csicsa,
ahol |V| > 1. Rendre hatdrozzuk meg az i-bél a fa tovdbbi csicsaiba vezetd
utak hosszait, jeloljon [i,j] egy olyan utat, amelyre ez a hossz mazimdlis.
Ugyanezt hajtsuk végre a j csicsra, és jeloljon [j,k] egy olyan utat, amelyre
a hossz mazimdlis. Akkor [j,k] a G fa egy mazimdlis itja.

Bizonyitds. Vegyuk észre, hogy a j és k csicsok mindegyike csak egy
csiccsal lehet szomszédos, azaz mindkét pont a G fa levele. Valéban, ellenke-
z6 esetben az [i, j] és [, k] utakat meg lehetne hosszabbitani, ami ellentmon-
dés.

Az allitast indirekt igazoljuk. Ehhez tegyiik fel, hogy [j, k] nem maxima-
lis itja G-nek. Akkor vannak olyan r,s csiicsok, hogy d.; > dj;, és [r,s]
maximdlis it G-ben. Most az ¢ csics helyzetétdl fiiggéen két esetet kiilon-
boztetunk meg.
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1. eset. Tegyiik fel, hogy i eleme az [r, s] Gtnak. Ekkor i # r, ugyanis
1 = r esetén azt kapnank, hogy d,s = dis < d;; < dji, ami ellentmondds.
Teljesen hasonléan adddik, hogy i # s. Kovetkezésképp, i belsé (a végpon-
toktdl kilonbozs) pontja az [r, s|] dtnak. Ekkor az [r,s] ut felbonthaté az
[r,i] és [i, s] utak egyesitésére. Masrészt az [i, j] Gtnak a kapott két it kozil
legfeljebb az egyikkel lehet i-t6l kiillonbozé kozos pontja, mivel ellenkezo
esetben kort kapnink. Tegyiik fel, hogy ez [r,i]. Akkor j vilasztisa miatt
dij > djr, tovabba k definicidjaval dji > djs. fgy

dji, 2 djs = dji + dis > dip + dis = ds,
ami ellentmondas.

Hasonléan igazolhaté a mdsik eset, valamint az az eset, amikor az [, j]
utnak egyik uttal sincs i-t01 kiilonb6z6 kézos pontja.

2. eset. Tegyiik fel, hogy ¢ nem eleme az [r, s] itnak. Ebben az esetben
pontosan egy olyan 1it van a fiban, amely i-bél az [r, s] it valamely pontjiba
vezet. Legyen ez a pont m. Ekkor m nem egyezhet meg az [r, s] 4t egyik
végpontjaval sem, ugyanis ilyen egyezés esetén az [r, s] utat meghosszabbit-
hatndnk, ami ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy [r, s] maximadlis 1t
G-ben. Tehat m az [r, s] it egy belsé pontja. Tekintsitk most azt a részfat,
amely az [r, s] és [i, m] utak egyesitésébdl &ll, jelolje ezt a részfit 7. Megmu-
tatjuk, hogy j nem lehet eleme T-nek. Ezt indirekt igazoljuk. Ha j €
T, akkor két eset lehetséges, nevezetesen j levele a finak, vagy j-nek két
szomszédja van a fiban. Elsoként vizsgaljuk azt az esetet, amikor j levele
T-nek. Ekkor j € {i,r,s}. De j # i j definicidja miatt, mivel |V| > 1.
Tehét j € {r,s}. Most j = r esetén, k definicidjaval azt kapjuk, hogy k = s,
ami ellentmondds. Hasonldéan j = s esetén a k = r ellentmondés adddik.
Kovetkezésképpen j nem lehet levele a 7 finak. Ebben az esetben viszont
a j csucsnak két szomszédja van a G fiban, amibol az kovetkezik, hogy az
[i,7] 4t meghosszabbithaté G-ben, ami ellentmondés. Ezzel igazoltuk, hogy
j nem eleme a T finak. Ebbol az kovetkezik, hogy pontosan egyetlen Ut
vezet j-bbl a T fa valamely pontjiba. Legyen ez a pont u. Az u helyzetétdl
fliggben harom alesetet kiillonboztetiink meg.

2.1. eset. Tegyiik fel, hogy u eleme az [i, m] Gtnak. Ekkor d;; > d;,, és
igy dyj > dyr. EbbOl kovetkezik, hogy djs > d,.,. Masrészt k definicidjaval
djr > djs, amivel a dj > d,s ellentmonddshoz jutunk.

2.2. eset. Tegyiik fel, hogy u eleme az [r,m] dtnak. Ebben az esetben
J definiciéjaval azt kapjuk, hogy d;; > d;», amibdl d;, > d,, kovetkezik.
Most djs = djy, + dys > dpy + dys = drs, ami k definicidjaval a djp > d;s
ellentmondéshoz vezet.
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2.3. eset. Végiil tegyiik fel, hogy u eleme az [m, s] itnak. Ekkor d;; > d;,
miatt dj, > dgy. Viszont igy djr > dgr, de akkor k definicidjaval a djj > d;
ellentmondas adédik.

Ezzel a segédtétel bizonyitdsat befejeztiik.

Hasznalni fogjuk a felezéspont kovetkez6 diszkrét valtozatat. Legyen
[i,7] egy tetszOleges irdnyitatlan tt, amelyben az élhosszak pozitivak. Az
[i,7] Ut r cstcspontjit az [i,j] felezéspontjinak nevezziik, ha az [i,j] it
barmely s csticspontjdra max{dy,;,d,;} < max{ds;,ds;} teljesil, ahol d,;,d,,
dsi, ds; rendre az [r,i], [r, ], [s,1] és [s, j] utak hosszat jelolik.

Péld4ul egy él esetében a tekintett él barmelyik végpontja felezéspontja

az élnek. A 14.2.2. abra egy nemtrivialis utat ad meg, amelyre egyszeriien
leellenérizhet6, hogy a felezéspontja r.

3 2 2 1 1

i % r St

14.2.2. dbra. Példa felezéspontra.

A diszkrét felezéspont és az 1-centerek kapcsolatat adja meg a kovetkezd
allitas.

14.2.2. segédtétel. Legyen a G fa egy mazimdlis tja [j,k]. Akkor a
[7, k] 1t felezéspontja 1-center G-ben.

Bizonyitds. Ha [j, k] egy él, akkor mivel maximalis 4t G-ben, ezért a j
és k csucsok mindegyikének csak egy szomszédja van, azaz mindkét pont
levél. Ekkor viszont a G fa csak ezt a két pontot és az 6ket Osszekotd élet
tartalmazza, és igy nyilvanvaldan teljesil az allitds. Most tegyiik fel, hogy
a [4, k] ut tartalmaz legaldbb egy belsé (a végpontoktél kiilonb6z6) pontot.
Legyen a [j, k] felezéspontja r. Nyilvdnvaldéan r # j és r # k.

Ezek utidn megmutatjuk, hogy r 1-center G-ben. Ehhez azt kell igazol-
nunk, hogy a G fa barmely ¢ csicspontjara
= dir} < d;
q rz%a&({ zr} > Izréa\‘;({ 1t}

teljesiil. Az §llitast indirekt igazoljuk. Ehhez tegyiik fel, hogy a G fa
valamely ¢ csicspontjara max;ey{di;} < ¢q. Most a ¢ csics helyzetétél
figgben két esetet kulonboztetiink meg.
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1. eset. Els6ként tegyiik fel, hogy t a [j, k] 4t valamely csicsa. Akkor
max{dy;,drr} < max{d;,ds}, mivel r a [j, k] ut felezéspontja. Mdasrészt
mivel a [7, k] Gt G-nek egy maximalis itja, ezért ¢ = max{d,;, d, }. Kovetke-
zésképpen

¢ = max{dyj,dry} < max{dy,dy} < max{d},
(3

ami ellentmondas.

2. eset. Most tegyiik fel, hogy ¢ nem csicsa a [j, k] atnak. Ekkor a ¢
cstcsbol pontosan egyetlen 1t vezet G-ben a [, k] utba. Jelolje ezen 1t [j, k]-
ba es§ csticspontjat s. Mivel j és k levelei a G fanak, ezért s # j és s # k.
Most az r definicidjaval azt kapjuk, hogy max{ds;,ds;} > max{d,;,d,;} =
q. Mésrészt az élhosszak pozitivitdsa miatt max{d;;,dy,} > max{d,;,ds},
amibél a max;cy{d;;} > ¢ ellentmonddshoz jutunk.

Ezzel a 14.2.2. segédtételt igazoltuk.

Az el6z6ek sordan megadott két segédtételen alapul a kovetkezd, G. Y.
Handler-t6l [86] szdrmazé eljaras.

Handler eljardsa ([86])

o 1. lépés. Rogzitsiink a G faban egy ¢ csticspontot. Hatdrozzunk meg
a G fdban az i cstcstdl egy legtavolabbi csticspontot, amelyet jeloljon
g

e 2. lépés. Hatdrozzunk meg a G fiban a j csucstdl egy legtavolabbi
csucsot, melyet jeloljon k.

o 3. lépés. Hatarozzuk meg az 1. és 2. lépésekben kivalasztott j és
k pontokat Osszekotd 1t felezéspontjat. KEzzel az eljards véget ér; a
felezéspont 1-center pont lesz a G faban.

Az eljarast az alabbi példaval illusztraljuk.

14.2.1. példa. Tekintsiik a 14.2.3. abran adott fat a megadott élhosszak-
kal. Vegytik kiinduldsi pontként a 6 csiicsot. Akkor a 6 csiicstdl a 9 csics
van legtdvolabb a tekintett fiban. Fzek utdn a 9 csdcstdl a 7 csics lesz
legtdvolabb. A [7,9] 1t felezéspontja 1. Tehét az optimélis megoldés az 1
csucs, azaz ide kell telepiteni a kiszolgalét. Ilyen telepitésnél a kiszolgaldtol
legtavolabbra levé pont 12 egységnyi tavolsidgra van.



268

3
3 o
5
2

2 4
4

1 S 5 4 7

3 3

6 8

14.2.3. dbra. A 14.2.1. példa hél6zata.

Az eljarassal kapcsolatban kérdés lehet, hogy miként lehet adott pontbdl
az 0sszes tobbi pontba vezet6 utak hosszat gyorsan meghatarozni. Ez megte-
het6 gy, hogy a kitlintetett ponthoz a 0 cimkét rendeljiik, majd vesszik a
pont szomszédait, és ezekhez az 6s cimkéjében 16v6 szamhoz hozzdadjuk a
megfeleld él hosszat, és az igy kapott értéket rendeljitk cimkeként a tekintett
ponthoz. Az eljarast tetszoleges cimkézett ponttal folytathatjuk, és a nem
cimkézett szomszédait tudjuk hasonlé mdédon cimkével ellitni. Az eljaras
akkor fejezédik be, amikor mar minden pontnak van cimkéje, és ekkor a
cimkék pontosan a kituntetett pontbdl az illeté pontokba vezetd utak hosszat
adjak meg.

A fejezet lezdrasaként a [142] konyvet kovetve, bevezetiink egy jelolésrend-
szert, amellyel konnyen leirhatdk a a center problémék kiilonb6zé valtozatai,
és egyidejiileg utalunk bizonyos eredményekre.

A center problémdk egy csoportjat egy X/Y/p/Z szimbdélumsorozattal
fogjuk leirni, ahol

e X =V vagy X = E, és X azt jelzi, hogy a kiszolgalékat hova lehet
telepiteni. X = V esetén a graf csdcsaiba, mig X = FE esetén a
graf csicsaiba és éleire is; az utébbi esetben szokasos abszolut center
problémadrol beszélni,
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e Y =V vagy Y = E, és Y azt jelzi, hogy hol helyezkedhetnek el a
kliensek. Y = V mellett a graf csicsaiban, mig Y = E esetén barhol
a grafon,

e p a szokdasos médon a telepithetd szolgdltatok szamat rogziti,

e 7/ = N vagy Z =T, és Z azt mutatja, hogy a tekintett probléma
grafja tetszoleges graf vagy pedig fa.

A bevezetett jeloléssel, az dltalunk vizsgélt specidlis osztalyt a V/V/1/T
szimbdélumsorozat irja le. Fontos megemliteni, hogy Handler eljarasa alkal-
mazhaté az abszolut center meghatiarozasara is, annyi eltéréssel, hogy a
megfeleld maximélis Ut tényleges (nem diszkrét) felezéspontjat kell venni.
Azaz a megismert eljirds ezzel a médositassal alkalmas az E/V/1/T problé-
macsoport feladatainak megolddsira is. Handler [87] 1978-ban a korabbi
eljarasara épitve kidolgozott egy linedris id6igényti algoritmust az E/V/2/T
problémacsoportra. Az &altalinos abszolut center problémaéra fik esetén
(E/V/p/T) Frederickson és Johnson [61] publikdlt egy O(n log(n)) miivelet-
igényli algoritmust. Arra az esetre, amikor a graf nem fa Kariv és Hakimi
[105] adott O(|E|-n) miiveletigényti eljarast az £/V/1/N problémaosztalyra
és O(|E|P-n?P~1/(p—1)!) miiveletigényti algoritmust az E/V/p/N feladatosz-
talyra, ahol p > 1.
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14.3. Kvadratikus hozzarendelési feladat

A jelen fejezetben a kvadratikus hozzarendelési feladattal fogunk megis-
merkedni, amelyet T. C. Koopmans és M. J. Beckmann [111] vezetett be
1957-ben. A probléméit a kovetkezOképpen lehet szemléletesen megfogal-
mazni. Két teljes grafra épiilé halézatot gy kell egymdsra helyezni, hogy
az egymaésra helyezett élekhez tartozé sulyok szorzatainak 6sszege minimaélis
legyen. A probléma megoldasara egy Branch-and-Bound eljarast épitiink fel,
melynek korlatozé fiiggvényében specidlis hozzarendelési feladatok fognak
kulcsszerepet betolteni.

Miel6tt bevezetnénk a modellt, bizonyos el6késziileteket tesziink . Legyen
adott két azonos elemszamu szamsorozat ai,...,a, €s by,...,b,. Minden
egyes a;-hez rendeljiik hozza kolcsonosen egyértelmii médon a masik sorozat
egy elemét, amit jeloljon b,;). Ekkor a hozzarendelést megadd ¢ leképezés
az {1,...,n} halmaz egy permutécidja. Erdekes kérdés, hogy milyen hozza-
rendelés (permutacio) mellett lesz minimalis az alabbi Gsszeg.

(14.3.1) > aby-
t=1

A kérdésre a megoldast a kovetkezd segédtétel szolgiltatja.

14.3.1. segédtétel. ([89]) A (14.3.1) isszeg akkor minimdlis, ha az

A1,y Qn €8 by(1), ..., byn) soT0ZAtOK ellenkezben rendezettek.

Bizonyitds. Az altalanossig megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy a1 <
... < ay, ugyanis a tekintett rendezés az elemek atindexezésével elérhetd.
Most legyen ¢ az {1,...,n} halmaz egy rogzitett permutacidja, és jelolje b;
a by(;) elemet minden 4 € {1,...,n} indexre. Tegyiik fel, hogy by > ... > b
és b < by valamely 1 < i < n indexre. Tekintsiik azt a ¢ permutdciét,
amelyre @(t) = ¢(t) minden ¢ ¢ {i,7 + 1} indexre, és @¢(i) = (i + 1),
o(1 + 1) = ¢(i). Ekkor

D aboy = D abpny = Y ar(byy — b)) =
t=1 t=1 t=1

ai(b; — biyq) + aip1(biy g — b)) = (ai — aip1) (b; — biyy).
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Most vegyiik észre, hogy a feltevések miatt az utolsé kifejezés jobboldalan
szerepl6 két tényez6 koziil az els6 nem pozitiv a mésodik pedig negativ, és igy
a két tényez6 szorzata nemnegativ. Kovetkezésképpen a ¢ permuticiéhoz
kisebb vagy egyenld Osszeg tartozik, mint a ¢ permuticidhoz, azaz

Y abp(ey < Y arby(-
t=1 t=1

Folytatva a paronkénti elemcseréket, véges sok 1épés utdn olyan ¢* permuta-
cidhoz jutunk, amelyre

btp*(l) Z pr*(Q) > “ee Z bw*(n)

teljesiil, és a p*-nak megfeleld (14.3.1) alatti Osszeg nem nagyobb, mint

r

barmelyik megel6z6.
Most véve az {1,...,n} halmaznak egy tetszSleges ¢ permutéiciéjat,

e ha p-vel tigabb értelemben vett monoton csokkendre rendezhet6 a
b1, ..., by, sorozat, akkor ¢ és ¢* csak az azonos értékii elemek felcserélé-
sében térhetnek el egymastol, de ekkor a (14.3.1) Gsszeg nem véltozik.

e ha @-vel nem rendezhet6 tagabb értelemben véve monoton csokkendre
a by,...,b, sorozat, akkor a ¢ permutaciérdl attérhetiink egy jobb
(kisebb vagy egyenld (14.3.1) alatti dsszeg tartozik hozza) permutacio-
ra, amely mar monoton csokkendre rendezi a sorozatot, és az elsé eset
alapjan, a kapott permuticiéhoz tartozd Osszeg megegyezik a ¢*-hoz
tartozo osszeggel.

Ezzel a 14.3.1. segédtételt igazoltuk.

14.3.1. Megjegyzés. Teljesen hasonléan belithaté, hogy a (14.3.1)
alatti Osszeg akkor maximadlis, ha az ai,...,an €s by(1), ..., by(,) sorozatok
azonos rendezettségiiek.

A korabbiak sordn mar emlitettiik, hogy a hozzdrendelési feladat inter-
pretalhaté olyan feladatként, amelyben a lehetséges megolddsok pontosan
az {1,...,n} halmaz permuticidi, melyek halmazit P-vel jeloltiik. Ennek
a modellnek valamint a 14.3.1. segédtétel alapjan egy hatékony eljarast
adunk meg specidlis hozzarendelési feladatok megoldasira. Ehhez tekintsuk
a hozzarendelési feladat emlitett permutacidés optimumszamitasi modelljét.
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peP
(14.3.2) -

Z Cip(i) = %(p) — min

=1

A hozzérendelési feladat atfogalmazdsa és a 14.3.1. segédtétel a hozzarende-
1ési feladat egy hatékony megoldasi médszerét eredményezi abban a specidlis
esetben, amikor a c¢;; célfiiggvényegytitthatok felirhaték c;; = a;b; alakban
valamilyen alkalmas a1, ..., a, és by, ..., b, konstansokkal. Ebben az esetben
a (14.3.2) feladat az aldbbi feladatra redukalodik:

p€eP
(14.3.3) -

n
Zaib(p(i) = Z((p) — min
=1

A 14.3.1. segédtétel alapjin a (14.3.3) feladat célfiiggvénye minimélis értéket
vesz fel, haaz ai,...,an €s by, ..., by(y) sorozatok ellenkezdleg rendezettek.
Ebbél rogton adédik a kovetkez6 megoldd algoritmus.

Eljaras

Rendezzik az aq,...,a, sorozat elemeit tdgabb értelemben novekedo,
a by,...,b, sorozat elemeit tdgabb értelemben csokkend sorrendbe, majd a
rendezések szerinti i-edik tagok indexeit feleltessiik meg egymdsnak minden

i €{1,...,n} indexre. Az igy képezett ¢ permuticié optimdlis megolddsa
a (14.3.3) feladatnak.

Az eljaras illusztrdlasara tekintsiik a kovetkez6 példat.

14.3.1. példa. Legyen a; =1, ao = 3, a3 = 2, a4 = 1, a5 = 4, és
by =3, b2 =1, b3 =2, by =3, b5 = 2. Tovabba legyen a koltségmatrix c¢;;
eleme egyenld a; - bj-vel minden 4,5 € {1,...,5} indexpdrra. Ekkor a feladat
koltségmatrixa a kovetkezd, ahol a szamitasok egyszeriibb kovethetoségének
érdekében megadtuk a sorok el6tt a megfelel6 a;, az oszlopok felett a megfe-
lel$ b; értékeket:
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3 1 2 3 2
1 3 1 2 3 2
319 3 6 9 6
216 2 4 6 4
1 3 1 2 3 2
4 \12 4 8 12 8

A tekintett példaban

a1 < aqg <az < azy <as
K
by > by > b3 > b5 > by

Ekkor az alabbi permutéciét kapjuk:

1—1, 3
4—4, 3
3—3, 4
2—5, 6
5—2, 4

A hozzirendelések mellett feltiintettik a megfelel célfiiggvényegyiitthatdkat,
melyek Osszege 20, igy az optimum értéke 20.

A kvadratikus hozzarendelési feladat definidlisa el6tt a modell néhény
egyszertisitett alkalmazasat mutatjuk be.

Korhazi részlegek elhelyezése
Adott 5 épiiletrész, amelyekbe el kell helyezni az aldbbi korhazi részlegeket:

e betegfelvétel, adminisztracid,

sebészet,

belgyogyaszat,

labor,

rontgen.
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Ismeretes az egyes épiiletek egymadastol vald tavolsdga, tovabbé az egyes
részlegek kozotti betegforgalom nagysiga. Helyezziik el tgy a részlegeket,
hogy a betegek 0sszes mozgasa minim4alis legyen.

A kérhazi részlegek optimélis elhelyezésére vonatkozé alkalmazdst A. N.
Elshafei ismertette az [52] dolgozatban.

Campus kialakitas

Egy egyetem szaméara adott 6 darab épiilet, amelyekbe el kell helyezni a
kovetkezd egységeket:

e tanulmanyi osztaly,
e cldadotermek,

o tanszékek,

e menza,

e sporttermek,

e konyvtar.

Ismeretes az épiiletek tavolsiga, valamint az egyes egységek kozotti napi
hallgatéi forgalom. Helyezziik el az adott egységeket az adott épiletekbe
gy, hogy az Osszes hallgatéi mozgas minimalis legyen.

Az egyetemi egységek elhelyezésére vonatkoz6 alkalmazast J. W. Dickey
és J. W. Hopkins [43] javasolta 1972-ben. A kovetkez& alkalmazds kicsit eltér
az eddig ismertetett kettét6l. R. E. Burkard és J. Offermann [28] publikaltak
1977-ben.

Klaviattira tervezése

Adott egy tires klaviatura és ismertek a billentyiik kozotti tdvolsdgok.
Tovabbé adott a klaviatdrara felvivendd jelkészlet, és ismert minden jelparra
a szovegekben egymds utdn torténd eléfordulasuk gyakorisdga. Vigyik fel
a billentytizetre a jeleket gy, hogy a gyakorisagszor a billenty{itavolsagok
minden jelparra képezett Gsszege minimélis legyen. (Ez azt eredményezi,
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hogy a lehetd legkevesebb kézmozgéssal lehet begépelni a kiilonboz6 szove-
geket.)

Vegyiik észre, hogy mindharom esetben adott egy alaphdalézat, amelyben
az élhosszak tavolsidgként vannak interpretilva és a halézat grafja irdnyitott
teljes graf, tovabba adott egy masik haldzat is, amelyben az élhosszak a
cstcsok kozotti forgalmat adjak meg és ezen halézat grafja azonos csiicsszadmu
irdnyitott teljes graf. A feladat az , hogy helyezziik a két hilézatot egymédsra
gy, hogy az egymaést fed6 élek élhosszainak szorzatidbdl minden pontparra
képezett Osszeg minimdlis legyen. A bevezetett jelolésekkel a problémakat a
kovetkez6é optimumszamitasi modellel irhatjuk le.

Kvadratikus hozzarendelési feladat

Legyen adott a G1 = ({1,...,n},{1,...,n} x{1,...,n}) hilézat az (a;;)
élhosszakkal, tovabba a Go = ({1,...,n},{1,...,n} x {1,...,n}) hilézat a
(bij) élhosszakkal. Hatdrozzuk meg az alabbi minimumot:

peP
(14.3.4)

Z Z aijby(i)p(j) = #(¢) = min
i=1j=1

A kvadratikus jelzé abbdl adédik, hogy amennyiben permutéciok helyett
valtozokkal irjuk le a hozzarendelést, akkor egy kvadratikus célfiiggvényt

kapunk. Konkrétan a fenti célfiggvény a;;b,;),(;) tagjit a

n n

Z Z Qi Tit T jrbyy

t=1r=1
osszeggel lehet megadni.

A kvadratikus hozzarendelési feladat demonstralasara tekintsiik a ko-
vetkez6 nagyon egyszerii példat.

14.3.2. példa. Legyen adott a 14.3.1. abra két halézata. Tegyuk fel,
hogy az élhosszak szimmetrikusak és az élhossz matrixok diagondlis elemei
rendre 0-val egyenlGek.

A tekintett feladatban a lehetséges megolddsok halmaza az {1,2,3} hal-
maz 0sszes permuticidja. Ez 6 darab permutacid, igy meg tudjuk a felada-
tot oldani, ha ezen 6 permuticiéra rendre képezziik a célfuggvényértékeket
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FANNAY

14.3.1. dbra. A 14.3.2. példa hélézatai.

és vessziik a legjobbat. A kikotott feltételek a szamitdsok mennyiségének
csokkentését célozzak.

A 6 darab permutéacio a kovetkezo:
¥1 P2 P3 P4 23 P6
1—1 1—2 1—2 1—=1 1—+3 1—3

2—2 2—1 2—=3 2—=3 2—2 2—1
3—3 3—3 3—1 3—2 3—1 3—2

A tekintett permutdcidkra az alabbi célfiiggvényértékek adédnak:

2(¢1) = 2(a12b12 + a13biz + agsbs) =2(5-2+2-3+4-4) =64

2(p9) = 2(a12b91 + a13ba3 + asgbiz) =2(5-2+2-4+4-3) =60
2(p3) = 2(a12bag + a13bo1 + aozbzr) =2(5-4+2-2+4-3) =72
2(p4) = 2(arabrs + ar3bis + assbsz) = 2(5-3 +2-2+4-4) = 70
2(p3) = 2(a12bzs + arzbar + azsbor) = 2(5-4+2-3+4-2) = 68

2(pe) = 2(a12b31 + a13b3za + asgbio) =2(5-3+2-44+4-2) =62

A kapott célfiiggvényértékek koziil 60 a legkisebb, igy a feladat optimalis
megoldasa a 9 permutacié. A 14.3.2. dbra mutatja a két halézat megfelelé
egymaésrahelyezését.

A kvadratikus hozzarendelési feladat a bonyolult problémak kozé tarto-
zik. 1976-ban S. Sahni és T. Gonzalez [157] igazoltdk, hogy a kvadratikus
hozzarendelési feladat NP-nehéz. Ennek kovetkeztében Branch-and-Bound
elja- rasok keriiltek kidolgozasra az optimélis megoldasok meghatarozasara,
tovabba heurisztikus eljarasokat (1d.. pl. [23]) készitettek szuboptimalis
megolddsok meghatirozasira. A tovabbiakban mi is egy Branch-and-Bound
eljardast épitink fel, amelyben a korlatozé figgvény meghatiroziasiban a
vizsgalt specidlis hozzarendelési feladatok fontos szerepet toltenek be. Ezt
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14.3.2. dbra. A két hélézata egymadsrahelyezése.

a korldtozé eljarast P. C. Gilmore [73] és E. L. Lawler [124] egymdéstol
fliggetlentil javasoltik, ezért az irodalomban Gilmore-Lawler korlatozasi el-
jaras néven szokdasos emliteni.

A korldtozo eljarast csak a teljes feladatra ismertetjiik, és csak utalunk
rd, hogy a B& B eljdrasban milyen eltérések vannak a korlat kiszdmita-
sdban. A korlat szamitisdnak az az alapotlete, hogy a célfiiggvényt felbont-
juk részosszegekre, melyek koziil n szdmu oOsszeget alulrél korlatozunk n?
specidlis hozzarendelési feladat megoldasaval, majd a kapott korlatokat fel-
hasznalva, a teljes Osszegre adunk egy alsé korlatot egy altalanos hozza-
rendelési feladat megolddsaval.

A fentiekben vizoltak megvaldsitasira tekintsiikk az {1,...,n} halmaz
egy tetszOleges ¢ permuticidjat. Ekkor

n n

2(9) = > > aijbp(ip()-

i=1 j=1

Diagonadlis elemek kiemelése

2(p) = 2; aiiby(iyp(iy + D D ijby(ie(j)
pn

i=1j=1
i#]

Redukcid

Minden j € {1,...,n} indexre jeldlje o; az a;; kivételével az A métrix
j-edik oszlopaban lev elemek minimumat, azaz legyen
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a; =minfa; 11 <t <n, t#j}

Most A minden oszlopanak elemeibdl a diagondlis elem kivételével vonjuk ki
az illet6 oszlop diagondlistdl kiillonbozé elemeinek a minimumaét, és a kapott
maétrixot jelolje A. Akkor minden i # j € {1,...,n} indexparra

ai; = ajj + a;.

Hasonléan 3;-vel jelolve a B matrix j-edik oszlopa diagonalistél kiilon-
boz6 elemeinek minimumat, és ezt kivonva a j-edik oszlop diagonalistél
kiilonb6zé elemeibdl, olyan B métrixot kapunk, hogy minden i # j €
{1,...,n} indexpdarra

bij = i)ij + ,6]'.
Felhaszndlva a fenti kifejezéseket
> aibatiye Z
i=1

j=1 1:1
J#i

(aij + aj)( G) t Bei)) =

MM=

2 2 isbgtiet) + D D0 @Bty + 20 2 ibetiet) + D D Bt =
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
7’5 J#i J#i J#i

n n n n n n n n

DD aisbytine) + 2 Bot) 20+ D45 3 (e + 2 D PG

i=1j=1 j=1 i=1 j=1 =1 i=1j=1

i

mivel az Osszegzés sorrendje felcserélhetd és ay = by = 0, t = 1,...,n
Most vegyiik észre, hogy a fenti 6sszeg masodik tagjdban az A métrix j-
edik oszlopdban 1év6 elemek Gsszege szerepel, tovabba a harmadik tagban
a B métrix ¢(j)-edik oszlopiban levé elemek Gsszege szerepel. Ezeket az
oOsszegeket rendre Aj-vel és B o(j)-vel jelolve, a fenti Osszeg megegyezik az
alabbi osszeggel:

Z Z aiji’w(i)w(j) + Z ) T Z ;B (n—1) Z a;jByj)

i=1j=1 j=1 j=1
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n n n

Z Zaij(_’w(i)w(j) Z( AjBp) + ;B o) Tt (n = 1)ajBy(j))-

i=1j=1 j=1

Figyelembevéve a diagonalis elemek kiemelését is, z(p)-re az alabbi Ossze-
fuggést kapjuk:

=D > iiby(iye()+D_(AiBey+05 By +(n—1)0Bo() +a53bu(e()-
i=17=1 7=1
Minden 7,5 € {1,...,n} indexpérra jelolje ¢;; az

Ai,ﬁj + OziBj + (n — 1)0{1‘,6]' + a“-bjj
konstanst. Akkor

=D @iib(ie() T D Civ)-
j=1

i=1j=1

Korlatozas

A korlat meghatirozdsiahoz vizsgaljuk a kapott két szumma koziil az
elsot.

DD aijbine() = Y a1i0p(1)0(; Z anjbon
i=1 j=1 j=1 =1

Most vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet jobboldaldn olyan tagok szerepel-
nek, amelyek gy tekinthetdk, mint egy specidlis hozzdrendelési feladat
célfiiggvényei. A k-adik tag 377 akjby(r)p(j)- Ekkor tekinthetd az a D
koltségmatrix, amelyet az A matrix k-adik sorvektora és a B matrix op(k)-
adik sorvektora hataroznak meg, azaz d;; = akzbw( k)j- Ennek_a hozzéarende-
Iési feladatnak az optimuma nem nagyobb, mint Z;’Zl Ak jbo(k)p(j), mivel
az utébbi a célfuggvény értéke egy adott permuticiora. Jelolje a tekintett
hozzarendelési feladat optimumértékét fi ). Akkor

=D anjboye) T T D Anbumye) = D fioli)
j=1 j=1 i=1
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n n n n n
Z Z @ijby(iyp(j) + Z Co(j) 2 Z ey + Z Cip(5) Z (FieG) + Cieti))-
Most ismét vegyiik észre, hogy a fenti egyenl6tlenség jobboldalan egy olyan
hozzarendelési feladat célfiiggvényértéke szerepel a ¢ permuticién, amelynek
koltségmatrixa (fi; + c¢;j). Maésrészt mind a c¢;j, mind az f;; értékeket ki
tudjuk szdmitani. Valéban,

cij = AiBj + ;i Bj + (n — 1)i b + aiiby;

tovabbd az fi; egyiitthaté azon specidlis hozzdrendelési feladat optimumér-
téke, amelynek koltségmatrixa (ag;by;). Az (fr) métrix meghatarozasihoz

n? szamu specidlis hozzdrendelési feladatot kell megoldanunk.

Az (fij +cij) koltségmatrixi hozzdrendelési feladatot megoldva, az opti-
mum f értéke nem lesz nagyobb, mint a 3% (fj, () + ¢jp(j)) érték mivel az
utobbi a célfiiggvény értéke egy rogzitett pontban. Kovetkezésképpen

2(p) > f

és mivel ¢ tetszOleges permutéicié volt, azt kapjuk, hogy f alsé korlatja a
célfiiggvényértékeknek a lehetséges megolddsok halmazan.

A bemutatott korlatozd eljarassal kapcsolatban fontos megjegyezni a
kovetkezoket, amelyeket majd alkalmazunk a Branch-and-Bound eljaras so-
ran felépitendd B&B fa valamely szogpontjdhoz tartozé lehetséges megolda-
sokon felvett célfiiggvényértékek alsé korlitjanak meghatarozasara.

Vegyiik észre, hogy tetszéleges ¢ permutaciéra

2_: Fiet) + Cio()

teljestl. A felépitendé Branch-and-Bound eljarasban a permuticidékat bina-
ris matrixokkal fogjuk reprezentdlni, és ezen matrixok bizonyos elemeit 1
értékkel, més elemeit 0 értékkel rogzitjiikk. A kordbbiakhoz hasonléan I
jeloli azon indexpéarok halmazat, amelyekhez tartozé valtozdk értéke 1-nek
lett rogzitve, és J jeloli azon indexpdrok halmazat, amelyekhez tartozo
valtozok 0 értékkel lettek rogzitve. Ez azt jelenti, hogy a B&B fa megfelel6
szogpontjadhoz pontosan azok a permuticiok (métrixok) tartoznak, amelyek
az I és J halmazok altal megadott értékadasokat kielégitik. Mdasrészt ezen
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permuticidk (métrixok) a fenti egyenl6tlenség jobboldalan szereplé hozza-
rendelési feladatnal leirhatdk gy, hogy vessziitk a megfelelé (A(F+C), I, J)
tiltdsos hozzarendelési feladatot. De akkor ezen hozzarendelési feladat opti-
muma alsé korlatja lesz az illeté szogponthoz tartozé lehetséges megoldaso-
kon felvett kvadratikus célfiiggvény értékeinek. A korldtozé fiiggvényhez
pontosan erre van sziikségilink.

A tovabbiakban felépitiink egy Branch-and-Bound eljardst a kvadratikus
hozzéarendelési feladat megoldasidra. Ehhez tegyuk a kovetkezd megillapo-
dasokat.

(1) Legyen ©Q az n x n-es bindris matrixok halmaza.

(2) Alkalmazzuk a standard levélkivilasztési stratégiit, azaz minden
1épésben vélasszunk az él6 levelek koziil egy olyan levelet, amelynek mini-
malis a korlatja.

(3) A szétvélasztast hajtsuk végre a kovetkezok szerint. Az eljards sordn
mindig egy Q7,7 halmazt fogunk osztilyozni valamely z,s szabad ((r,s) &
IUJ) valtozdja szerint. Az 2y ; halmazt két diszjunkt részhalmazra bontjuk
fel; az egyikben lesznek azok a matrixok, amelyekben z,; = 1, a mésikban
pedig azok a matrixok, amelyekben x,; = 0. Ez nyilvanvaléan egy nemtrivi-
alis osztalyozdsa (1 j-nek. Formalisan:

11:IU{(’I“,S)}, J1:J, IQZI, JQZJU{(’I‘,S)}

és

z/)(QI,J) = {Qh,JU le,h}a

ahol most 9 jeloli a szétvalasztasi fuggvényt.

A szétvialasztasi fliggvénynél fontos, hogy miként valasztjuk ki az x,
valtozét a szabad valtozdk koziil. Ehhez felhaszndljuk az (A(F + C),I,J)
tiltasos hozzarendelési feladat optimalis megoldasat meghatarozd utolsé kolt-
ségmatrixot, amit jeloljon C = (¢;;). A C mdtrixban az optimalis megolddst
meghatiroz6 minden olyan 0*-ra, amelynek indexe nem eleme I-nek, képez-
ziink egy értéket a kovetkezOk szerint. Tegyiik fel, hogy a tekintett 0* az
1-edik sorban és a j-edik oszlopban van. Ekkor legyen

w; = min ¢ V; = mMIn Cg; Wi = Ui + v;.
% iZi<n ity 7 i<i<n 179 1] % g
i#i i

Nyilvanvalé, hogy |I| < n esetén legaldbb egy w;; érték létezik. A meghata-
rozott w;; értékek koziil valasszunk egy maximdlisat, legyen ez w,;. Akkor
zrs szabad valtozd, és hajtsuk végre a szétvilasztast z,s szerint.
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A szétvilasztassal kapcsolatban megjegyezzik a kovetkezdket.

” 4

Az eljaras soran el6allé I halmazok rendre kolcsonosen egyértelmii leké-
pezéseket frnak le. Ez az I = () esetre nyilvanvaléan igaz. Most tegyiik fel,
hogy az eljaras sordn el6allé valamely 1 < |I| < n— 1 halmazra is teljesiil az
allitas, és legyen a fentiek szerint kivdlasztott szabad valtozo z,;. Akkor a
megfelel6 tiltdsos hozzarendelési feladat optimalis megoldasat meghatirozo
(Gij) métrixban ¢, = 0%, és a tekintett hozzdrendelési feladat optimadlis
megoldasa olyan ¢ permutécid, amely kiterjesztése az I altal meghatarozott
kolcsonosen egyértelmii leképezésnek. Ezen ¢ permuticiénak egy restrikci-
6jat hatdrozza meg az I U {(r,s)} halmaz, de akkor az I U {(r,s)} &ltal
meghatirozott leképezés nyilvianvaléan kolcsonosen egyértelmi.

El6fordulhat, hogy az z,s = 0 értékadés azt eredményezi, hogy a feltétele-
ket kielégité matrixok r-edik soranak vagy s-edik oszlopanak minden elemére
a 0 érték lesz elbirva. Nyilvanval, hogy az ilyen matrixok egyike sem
hataroz meg permutaciot, ezért 7, 7,NL = (J, ahol a szétvalasztds leirdsinal
haszndlt jelolést alkalmaztuk. Ezt a szitudciét az eljaras lekezeli gy, hogy
a megfeleld tiltdsos hozzdrendelési feladat optimuma M lesz, igy az €y, j,
szogponthoz az eljards az M korlatot rendeli, ami azt eredményezi, hogy

1,,7, nem lesz él6 levél a kovetkezd lépésben.

A fentieknek megfeleléen épil fel a kovetkez6 eljards.

Eljaras
Elbkészitd rész

Vegyiik az (1,2, ...,n) ciklikus permutacit, jelolje ezt ¢. Legyen z* = ¢
és Z = z(@). Hatdrozzuk meg az A(F + C) hozzarendelési feladat optimalis
megolddsdt magyar mddszerrel; jelolje a kapott optimdlis megoldast .
Rendeljiik €2-hoz a kapott optimumértéket. A ¢y ismeretében aktualizaljuk
az x* és z valtozdk értékeit. Legyen r =0 és

F — {{Q}a ha‘ g(Q) < 27
0= vt
0 kiilonben.

Iterdcios rész (r-edik iteracid)
e 1. Ilépés. Ha F, = (), akkor vége az eljdrasnak, z* tartalmazza az

optimdlis megolddst. Ellenkez6 esetben folytassuk az eljarast a 2.
lépéssel.
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e 2. lépés. Vialasszunk F, elemei kozil egy olyan halmazt, amelyhez
minimalis korlat tartozik, jelolje ezt €27 ;. Alkalmazzuk a 1) szétvalasz-
tasi fuggvényt €7 j-re. Legyen

Y(Qr,.5) = {01, 1y, }-

Ha |I1] = n — 1, akkor hatdrozzuk meg azt az egyetlen permuticiét,
amely kiterjesztése az I} halmaz altal meghatarozott leképezésnek,
majd az eldallitott permutacioval aktualizdljuk az z* és z valtozdk
értékeit, tovabbd rendeljiik az €17, 7, halmazhoz a permutécion felvett
kvadratikus célfuggvényértéket alsé korlatként. Kzt kovetden folytas-
suk az eljarast a 4. lépéssel. Ha |I;| < n — 1, akkor folytassuk az

eljarast a 3. lépéssel.

e 3. Ilépés. Oldjuk meg az A(F + C), I, J1) hozzarendelési feladatot.
A kapott optimumértéket rendeljiik az €17, 7, halmazhoz és a kapott
optimélis megoldéassal aktualizdljuk az x* és z valtozok értékeit, majd
folytassuk az eljarast a 4. 1épéssel.

e 4. lépés. Oldjuk meg az A(F + C), I3, Jo) hozzérendelési feladatot.
A kapott optimumértéket rendeljiik az €17, 7, halmazhoz és a kapott
optimélis megoldéassal aktualizdljuk az x* és z valtozdk értékeit. Ezek
utan legyen

Fr—l—l = {Q[/’J/ : QII’JI € (F,« \ Q[J) UZ/)(Q[’J) & g(QI’,J’) < 2}

Noveljiikk r értékét 1-gyel, majd folytassuk az eljardst a kovetkezo
iteraciéval.

A fenti eljarissal kapcsolatban fontos megjegyezni, hogy az alkalma-
zott korldtozéd fuggvénynél élesebb korliatozd fuggvényt is lehet haszndlni.
Elesebb korl4tozé fuggvényt kapunk abban az esetben, ha a tiltdsokat az
A és B matrixokba vessziik fel, és minden egyes lépésben alkalmazzuk a
Gilmore-Lawler féle korlatozasi eljarast ezekre a mdédositott matrixokra.
Mivel az utébbi korlatszamitas 1ényegesen szamitasigényesebb, ezért alkal-
maztuk az egyszeriibb korlatszamitési eljarast.

Az eljaras illusztralasira tekintsiink a kovetkez6 példat.
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14.3.3. példa. Vegyunk két irdnyitott teljes hdlézatot rendre harom
csuccsal, melyek élhosszait az alabbi A és B matrixok adjak meg.

3 2 2 3 2 3
A:(Q 4 1) Bz(l 5 2)
2 1 3 2 1 4

Tekintsitk a ¢ (p(1) =2, ¢(2) =3, ¢(3) = 1) permutaciét. Mivel ez
lehetséges megoldés, ezért tekinthetjiik gy, mint az eddigi legjobb lehetsé-
ges megoldast. Szamitsuk ki a hozzatartozé kvadratikus célfiiggvényértéket:

a11bzo + a12boz +aizbyr =3-5+2-2+2-1=21,
a21632+a22633+a23b31:2-1+4-4+1-2:20,

az1bio + azobis +aszbi1 =2-2+1-3+3-3 = 16.
z(p) = 57. Legyen z* = ¢ és z = 57.
Most szamitsuk ki a C és F matrixokat.

9 15 12
(a“‘bjj):(12 20 16)

9 15 12

Tovabbd a1 = 2, as = a3 =1 és By = P = 1, B3 = 2. Most kivonva az
aj, B értékeket a megfeleld oszlopok elemeibdl, az aldbbi A és B matrixokat

kapjuk:
0 1 1 0 1 1
A:(O 0 0) Bz(O 0 0)
0 0 0 1 00

Ezek utan képezziik az alabbi matrixokat:

0 0 0 2 2 2
= (11 2) - (11 )
11 2 111

2 2 4 4 4 8
(n—1)(ai5j):2-(1 1 2):(2 2 4)
11 2 2 2 4
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Ekkor

i i 6 6 10
(Aifj + a;Bj+ (n — 1)y fp;) = (4 4 7 ) )
4 4 7

A kapott métrixhoz hozzadva az (a;;bj;) matrixot megkapjuk a keresett
C = (¢i;) métrixot, amelyre

15 21 22
(Cij) = (16 24 23)
13 19 19

Most minden i,j € {1,2,3} indexpédrra az A matrix i-edik sorvek-
toranak, valamint a B métrix j-edik sorvektordnak elemeivel képezett (a;;b;;)
koltségmatrixi specidlis hozzarendelési feladatot a 14.3.1. segédtétel alapjan
megoldva, jeloljiik a kapott optimimértéket f;;-vel. Megoldva a 3?2 = 9 darab
specidlis hozzarendelési feladatot, az aldbbi F = (f;;) métrixot kapjuk:

100
(fij) = (0 0 0)
00 0

Kovetkezésképp, az altaldnos hozzarendelési feladat koltségmatrixa a kovet-
kezo:

16 21 22
F+C:mﬂ+mﬂ:(m 24 %)
13 19 19

Most oldjuk meg a kapott hozzirendelési feladatot magyar mddszerrel. Az
eljaras soran el6allé matrixsorozat a kovetkezo:

+ 4+ <) +

0 5 6 0 0 0 0 0 0 0* 0 0\+
(0 8 7) (0 3 1) ( 0 3 1 ) (0’ 3 1 )
0 6 6 010 0 1 0 0 1 o

A (2,1),(1,1),(1,2) indexii elemeket tartalmaz6 linc alapjan az aldbbi 3-
elemi fuggetlen 0-rendszert kapjuk:

0 0" 0
0 2 1
0o 0 of



287

azaz a tekintett hozzarendelési feladat optimalis megoldasa azon ¢y permu-
tacid, amelyre po(1) = 2, ¢(2) = 1 és po(3) = 3. A hozzarendelési feladat
optimumértékére pedig z(pg) = 56 adddik. Igy 56 lesz a B&B fa gyokerében
a korlat.

Mivel g lehetséges megoldas, ezért aktualizdlnunk kell a 2* és z valtozdk
értékeit. A @g-hoz tartozé kvadratikus célfiiggvényérték a kovetkezo:

a11beo + a12bo1 +aizbyz3 =3-5+2-1+2-2=21,
a21b12 + ag9by1 + ag3bi3 =2-2+4-3+1-3=19,

a31b32+a32b31+a33b33 =2-141-243-4=16.
fgy a kvadratikus célfiiggvény értéke pp-ra 21 + 19 + 16 = 56, azaz z = 56.

Most vegytk észre, hogy az eddigi legjobb lehetséges megoldashoz, -
hoz tartozé kvadratikus célfiiggvényértéknél nem kisebb az illetd szogpont-
hoz (ez most a gyokér) tartozé alsé korlat. Ez azt jelenti, hogy a tekintett
szogponthoz tartozé lehetséges megoldasok kozott nincs jobb, mint g, de
mivel a tekintett szogpont a B&B fa gyokere, az Osszes lehetséges megoldas
kozott nincs jobb, mint g, azaz g egy optimdlis megoldasa a feladatnak.
(A B&B eljardsban a fentiek gy jelennek meg, hogy Fy = 0).)
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15. Utemezési feladatok

Az iitemezési feladatok vizsgdlata az 50-es évek elején kezd6dott, majd
tekintettel a feladat gyakorlati fontossagara sok kiilonbozé modell tanulma-
nyozisara keriilt sor, és a témakor nagyon gyors és nagy fejlodésen ment
at. A teljesség igénye nélkiil megadjuk a [8], [37], [80], [121] Gsszefoglald
jellegli munkdkat. Nagyon friss Osszefoglalds talalhaté a [25], [33], [173]
munkdkban. A modellek nagy szdméra jellemz6, hogy 1977-ben A. H. G.
Rinnooy Kan [153] egy konferencia szekcidjanak osszefoglaléjaban 9000-re
becsiilte a katalogizalhaté kiillonb6z6 determinisztikus iitemezési problémak
szamat. Azbta ez a szdm még szamottevéen novekedett. Tekintettel a
témakor nagysdgara és bonyolultsiagara a jelen fejezetben csak vazoljuk az
uitemezési problémdkat és csak néhany egyszerii modellt vizsgdlunk részle-
tesebben. A legalapvetobb valtozatok osztilyozasa utidn néhany példat mu-
tatunk, miként irhatdak fel iitemezési problémdk matematikai programozasi
feladatokként. Ezt kdvetden bemutatunk néhany egyszeri problémat, ame-
lyekhez létezik polinomidlis idejii megoldd algoritmus. Ebben a részben is-
mertetjik a legrovidebb végrehajtasi id6 elvén alapulé algoritmusokat és egy
példat adunk a legkorabbi hatarid6 elvének hasznédlhatésagara. Majd az NP-
nehéz modellek kozil a legegyszeriibb modellre ismertetiink heurisztikus al-
goritmusokat, megvizsgdljuk a Lista és az LPT algoritmusokat, meghataroz-
zuk az approximacios hanyadosukat. Végiil egy bonyolultabb osztalyt vizsga-
lunk a shop iitemezési problémak osztalyat.

Miel6tt ismertetnénk az titemezési problémdk egy lehetséges osztalyoza-
sat, az utemezés problematikajat egy egyszerii gyakorlati probléman keresz-
til demonstraljuk.

Hérom fii, Andras (A), Béla (B) és Csaba (C) egy lakéast bérelnek és
kozosen négy tjsdgot, Magyar Nemzet (M), Népszava (N), Pesti Hirlap (P),
Ijj Tiikor (U) jaratnak. Szombatonként reggel 9 6ratél mindannyian djsigot
olvasnak. Andras M, U, P, N sorrendben olvassa az 1ijsdgokat, rendre 20, 10,
5, 15 percig, Béla P, N, U sorrendben csak harom tjsédgot olvas rendre 30, 10,
15 percig, Csaba pedig M, U, N, P sorrendben olvassa az 1jsagokat rendre
10, 20, 15, 30 percig. A fenti adatokat az alabbi tablazatban Gsszesitettiik.
A fitk az Gjsdgok olvasdsa sordn betartjik a kovetkezOket:

(1) Valamennyien, ha elkezdenek egy tjsdgot olvasni, azt nem szakitjik
meg.
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(2) Egynél tobb személy egyidejiileg nem olvassa ugyanazt az djsigot.

sorrend percek
A olvasasa M, U, P, N 20, 10, 5, 15
B olvasasa P, N, U 30, 10, 15
C olvasésa, M, U N, P 10, 20, 15, 30

15.1. tabldzat. ﬁjségolvasési adatok.

A vazolt szitudcidval kapcsolatosan jogosan vethetd fel a kovetkezd kérdés.

Az ijsagok olvasdsdnak milyen iddrendi beosztdsa (litemezése) eredmé-
nyezi a kozos olvasds teljes idejének minimumdt?

Ennek kapcsdn az els6 kérdés az, hogy miként lehet egy lehetséges megol-
dést leirni? Egy lehetséges technika, hogy minden tjsidgra megadjuk azt,
hogy az illetd Gjsag milyen sorrendben keriil a fitikkhoz olvasédsra. J6 esetben
ez nem mond ellent a részolvasidsok sorrendjének. Ehhez a sorrendhez meg
lehet hatarozni egy idébeli litemezést, és kapunk egy lehetséges megoldast.
Ez a megoldés jél szemléltethetd az dgynevezett Gannt diagrammal, amely-
ben vizszintesen minden jsigra felvesziink egy idGtengelyt és erre felvissziik
az egyes ujsdgok olvasdsdnak id6éintervallumait. Példaul tegyiik fel, hogy

M-et A, C sorrendben,

N-et B, A, C sorrendben,

P-t B, A, C sorrendben,

U-t C, A, B sorrendben
olvassak az érintettek. Akkor egy lehetséges titemezés Gannt diagrammjat
a 15.1. dbra adja meg.

Az aldbbi sorrend egy mdsik titemezéshez vezet, amit a 15.2. &bran
adtunk meg.

M-re C, A sorrend, N-re C, B, A sorrend, P-re B, A, C sorrend és U-ra
C, A, B sorrend.

Vegyiik észre, hogy a masodik litemezés egyben optimdlis megoldés is mivel
C rovidebb id§ alatt nem tudja elolvasni az djsdgokat.
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15.1. dbra. Az olvaséas elsé litemezése.

covz<

B
O 10 20 30 40 50 60 70 8

15.2. dbra. Az olvasis mésodik iitemezése.

Azt, hogy bizonyos sorrendek ellentmondashoz vezethetnek, a fitk pél-
déjan demonstraljuk. Ehhez tekintsiik az aldbbi sorrendeket:

M-re C, A; N-re B, A, C; P-re C, A, B; U-ra B, A, C.
Ekkor B olvasasi sorrendjének megfelelen, P olvasdsdaval kezdi a napot,
majd az N, U tjsdgokat olvassa. Az egyes jsdgokra megadott sorrendek
alapjan N-t és U-t B olvassa els6ként, igy ezek az 1ijsdgok a tobbiek szdmara
nem elérhetéek, amig B nem olvasta el 6ket. Mdasrészt P-t C olvassa elsOként
még B el6tt. Miel6tt erre sor keriilne, C-nek ki kell olvasnia N-t és U-t, de
ezek elérhetetlenek, igy ilyen sorrendi feltételek mellett nem realizdlhaté az
tjsdgok elolvasésa.

Utemezési modellek

Az iitemezési problémédkban adottak bizonyos paronként kiillonb6zé gé-
pek és m szdmi munka, amelyeket az 1,. .., m szdmokkal fogunk sorszidmoz-
ni. A feladat az, hogy titemezziik az egyes munkak végrehajtisat a gépeken,
ugy, hogy valamely cél szerint optimdlis iitemezést kapjunk. A munkdk
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végrehajtisdnak utemezésén vagy egyszeriibben a munkdk dtemezésén azt
értjiik, hogy a j-edik munkét hozzdrendeljiik valamely géphez egy S; kezdési
és C; befejezési idével minden j-re. A munkdkhoz minden modellben tar-
mennyi ideig tart a munkét elvégezni. Ennek megfeleléen a munkahoz ren-
delt kezdési és befejezési idokre a Cj — S; = p; feltételnek kell teljesiilni.

A tekintett példiban a munkdk a fitknak az egyes jsdgokra vonatkozd
olvasdsi tevékenységei. Gépeknek az ujsdgokat tekinthetjik abban az érte-
lemben, hogy a munkdkat ezeken kell végrehajtani.

A kiilonb6z6 modelleket tobbféle szempontbdl is osztalyozhatjuk. A to-
vébbiakban a legismertebb valtozatokat igyekszunk Osszegyijteni.

A munkdk meghatarozé paraméterei

Mint mar emlitettiik minden munkdhoz tartozik egy végrehajtasi id6, de
més modellekben egyéb paraméterei is vannak az egyes munkdknak.

e A munkdkhoz rendelhetd érkezési idd is, ezt a paramétert a j-edik
munkdra altalaban r; jeloli. Ez az id6 azt az idépontot adja meg,
amelytol kezdve a munka végrehajtisa elkezdhetd, tehdt a munkéara
az S; > r; feltételnek kell teljesiilni.

e A j-edik munkdhoz tartozhat egy d; hataridd. Itt két kiilonbozo tipust
modellt vizsgalhatunk. Az els6 esetben csak olyan iitemezéseket foga-
dunk el, amelyekre C; < d;, azaz amelyek betartjak a hataridot, a
masodikban megszeghetjiik a hataridot, de ekkor a célfiiggvényben a
hatarid6 is szerepel.

e A j-edik munkdhoz hozzdrendelhetiink egy w; silyt vagy egy f;(t)
sulyfuggvényt, amely azt adja meg mennyire fontos a munka, illetve

s

azt, hogy mennyire fontos a munka ¢ idépontra torténd befejezése.

Egy masik fontos osztilyozdsi szempont az, hogy mi az a fuggvény,
aminek az optimumat keressiik. Eszerint a szempont szerint is igen sok
lehetséges modell kertiilt bevezetésre, a tovabbiakban a legfontosabbakat
vazoljuk. A célfiiggvények két alapvetd osztalyra bonthatdk: a maximum
célfiiggvényekre és az osszeg célfiiggvényekre.
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e Talan a legismertebb modellek azok, amelyekben az utolsénak befeje-
zett munka befejezési idejét akarjuk minimalizalni, azaz ahol a célfiigg-
vény max{C; : 1 < j < m}, amelyet a lehetséges iitemezésekre
minimalizdlunk. Szintén gyakran hasznalt célfiiggvény a befejezési
1d0k o0sszegfigguénye. Altaldnosabb esetben, mikor a munkdknak van
silya vagy silyfiiggvénye, akkor a 377" w; - Cj illetve 370, f;(Cy)
fuggvényeket minimalizaljuk.

e Amennyiben a munkakhoz hataridd is tartozik, akkor a célfiiggvény
altaldban a késések minimalizaldsa. Itt két értéket szokds vizsgalni.
""" (lateness), amely az L; = Cj — d; érték, a masik

pedig a csiszdsi idd (tardiness), amely az T; = max{0, L;} érték. A
két maximum célfiiggvény a késési idOknek illetve a csiiszasi idoknek a
maximuma. Egyéb modellekben ezen értékek osszegét illetve silyozott
osszegét igyeksziink minimalizalni. Itt érdemes azt a modellt emlite-
niink, ahol a cél az elkésett (7} > 0) munkdk szimanak minimalizdlasa.

e Amennyiben érkezési idOk is vannak szokas a befejezési id6 helyett a
folydsi idét (flow time) vizsgdlni, amely az F; = C; — r; érték. Ezek-
ben a modellekben a célfiiggvény ezen F) értékek maximuma vagy
sulyozott Osszege.

A fenti alapvetd osztdlyozason kiviili egyéb valtozatokat, altalinosita-
sokat kaphatunk néhdny extra feltétellel. Az alabbiakban ezekbdl gyiijtot-
tunk 0ssze néhanyat.

e Feltehetjiik, hogy bizonyos munkdkat csak mdas munkak utdn lehet
elvégezni. Igen sok gyakorlati problémandl eléfordulnak ilyen feltételek.
Ekkor az egyes munkakhoz tartozik az a feltétel is, hogy mely munkak
elozetes végrehajtasat kovetelik meg. Fzen extra feltételek mellett az
Osszes, a fentiekben emlitett modell vizsgdlhaté. Megemlitjiik, hogy
ilyen extra feltétellel kezelheté a tekintett példdban, hogy a fitk egy
adott sorrendben olvassik az 1jsadgokat.

e Az eddigiek soran végig azzal a feltétellel éltiink, hogy minden egyes
munkdhoz pontosan egy végrehajtasi id6 tartozik és ez fuggetlen attél,
hogy melyik gépen keriil a munka végrehajtasra. Ez altalaban gyakor-
lati problémaknal nem igy van. Egy altaldnosabb modellben minden
munkdhoz egy végrehajtasi vektor tartozik, amely i-edik komponense
megadja, hogy az M; gépen mennyi ideig tart a munkat végrehajtani.
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Itt érdemes két specidlisabb esetre kitérni. Az egyik esetben a j-edik
munka végrehajtasi vektoranak i-edik komponense p;/v;, ahol v; az M;
gép sebességének felel meg. A masodik esetben a korldtozott hozziren-
delési esetben a végrehajtasi vektor néhidny komponense végtelen a
tobbi megegyezik, ez azt jelenti, hogy a gépek azonosak csak a munka
néhiny gépen nem hajthaté végre.

e Egy masik dltaldnositas, amelyben megengedjik, hogy a munkdk végre-
hajtasa megszakithaté legyen. Ekkor a j-edik munkdhoz nem egy
darab legaldbb p; hosszi intervallumot kell hozzarendelniink valamely
gépen, hanem t6bb, egymast nem 4tfedd intervallumot (akér kiilonb6zd
gépeken), amelyek Gsszhossza legalabb p;.

A fentieken kiviil még rengeteg valtozat 1étezik, de terjedelem hidnyaban
nem térhetink ki minden modellre és a jegyzet célja nem is ezek részletes
Osszegyujtése. A kiilonbozé valtozatok részletesebb osztilyozasa, és az egyes
modelleket leiré harom részbdl 4116 jelolésrendszer megtalalhaté a [173], [33]
dolgozatokban. A jelolésrendszer harom mez6t hasznél a modellek megada-
sara, az els6 mez6 tartalmazza a gépek szamadra, tipusira vonatkozo informa-
ciékat, a masodik mez6 a modellre vonatkozé egyéb feltételeket, a harmadik
mezé pedig a célfiiggvényt adja meg. Jelen fejezetben a modellek meg-
addsara hasznaljuk a jelolésrendszert is, de a modelleket minden esetben
definidljuk részletesen is.

Felirds matematikai programozasi feladatként

Tobb iitemezési probléma felirhaté matematikai programozasi feladat-
ként (linedris programozasi feladat, egészértékii programozdsi feladat), és
igy az ezen altaldnos problémak megolddsira kidolgozott eljardsok hasznal-
hatdak az adott iitemezési feladat megoldasara is. Ebben a részben néhany
ilyen példat mutatunk be.

Feliras linedris programozasi feladatként

Egyes iitemezési problémak felirhatdk linedris programozasi feladatként.
Példaként a Pn|prmp|Cpa: problémét tekintjiik, (n parhuzamos azonos
gépen iitemezzik a munkdkat a maximdlis befejezési idot minimalizalva,
a munkdk megszakitisit engedélyezve).

Jelolje az z;; > 0 valtozd, azt az idémennyiséget, amelyet az i-edik gép
Osszesen a j-edik munkdval tolt. Ekkor a feladat a kovetkezd formaban
irhaté fel:
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Crnaz — min

Ekkor az els6 csoportja a feltételeknek azt adja meg, hogy Osszesen a
gépek a j-edik munkdval valéban p; idét toltenek. A mdsodik feltételcsoport
azt biztositja, hogy a teljes id6 amelyet egy munkan a gépek 6sszesen dolgoz-
nak legfeljebb a maximadlis befejezési id§ (ezeket a feltételeket helyettesit-
hetjitk a p; < Cqq feltételekkel). A harmadik csoportja a feltételeknek azt
biztositja, hogy egyetlen gép sem dolgozik tobbet, mint Cy,qz-

Feliras egészértékii programozasi feladatként

Sok iitemezési probléma megadhatd egészértékii programozasi feladatként.
Példaként az 1||>° w;C; problémat tekintjiik azt a problémat, amelyben
egyetlen gép van, a munkakat két paraméter hatirozza meg, a végrehajtasi
id6 és a munka silya, és amelyben a cél minimalizdlni a teljes silyozott
befejezési idét (3- w;Cj). Két kiilonbozé reprezentdciét is megadunk.

Legyen z;, egy dontési valtozo, amely 1, ha a j munka az itemezésben
hamarabb keriil végrehajtasra, mint k£ és 0 egyébként. Ezen valtozdk segit-
ségével az alabbi programozasi feladat irja le az titemezési problémat.

xk]+$jk:17 jak:]-a"'amaj#ka
xkj+$jl+xlk§2 jakal:]-7"'7m7j7ékak7élal7éja
zjr €{0,1} 4 k=1,...,m,

zj;=0 g=1,...,m

m
W;PkTrj + Z wjpj — min
1 j=1

NE

>

j=1k
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Mivel a j-edik munka befejezési ideje Y}’ prxi;+pj, ezért a célfiiggvény
valéban ) w;C}, és az is konnyen ellendrizhetd, hogy a tobbi feltétel pon-
tosan azt irja le, hogy az zj; véaltozok a munkdk egy sorbarendezését adjak
meg. Erdemes megjegyezni, hogy a fenti programozasi feladat konnyen ki-
terjeszthetd arra az esetre, amelyben a munkakra precedencia feltételek van-
nak el6irva, minden ilyen feltétel rogziti valamely x5 valtozo értékét.

A fenti tipusi interpreticid, ahol dontési valtozék a munkak sorrendjét
adjak meg, nem terjeszthetd ki egynél tobb gép esetére. Az alibbiakban egy
olyan egészértékii programozasi reprezenticiét adunk meg, amely kiterjeszt-
het6 tObb gép esetére. Ezen reprezenticié hasznilatihoz fel kell tenniink,
hogy a végrehajtasi idok egészek. Konnyen addodik, hogy ekkor elegend6
azokat a lehetséges Utemezéseket vizsgalni, amelyekben a kezdési idok is
egészek. Tovabba fontos megjegyezniink, hogy az aldbbi egészértékii prog-
ramozasi feladatban a valtozdk szama rendkiviil nagy lehet.

Legyen az xj; valtozo6 1, ha a j-edik munka a ¢ egész id6pontban kezdddik,
0 kiilonben. Legyen [ = Z;nzl p; — 1. Ekkor az aldbbi programozasi feladat
irja le az litemezési problémat:

l
=1, j=1,...,m,
t=0

m t—1
> > zis=1, t=0,1,...,1,

Jj=1s=max{t—p;,0}
zj €{0,1}, j=1,...,m,t=0,...,L

Z ij (t+pj)zj; — min

j=1t=1

A valtozok fentiekben megadott értelmezése mellett egybdl adédik, hogy
a célfiiggvény valdban a teljes sulyozott befejezési id6. Az elso feltételcsoport
azt biztositja, hogy minden munkéara pontosan egy kezdési idét hatarozunk
meg. A masodik feltételcsoport pedig azt biztositja, hogy minden id§pontban
csak egy munkat hajtunk végre a gépen.
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Egyszeriti megoldé elvek

Az elsé fontos észrevételunk az utemezési problémdkkal kapcsolatban
az, hogy regularis célfiiggvények esetén (reguldrisnak nevezzik azokat a cél-
fiiggvényeket, amelyek monoton novekvéek a befejezési id6kben) elegendd
azon lUtemezéseket vizsgalnunk, amelyekben nincs tires id0, azaz amelyekben
a gépek megszakitds nélkil dolgoznak. Ezt a nyilvanvald allitast sokszor
fogjuk haszndlni az iitemezési problémék vizsgilata soran.

Legrovidebb végrehajtasi id6 elve

Els6 példaként az 1|| 3~ w;C; problémét tekintjiik (egyetlen gépen iitemez-
ziik a munkdkat és célunk a befejezési id6k silyozott 6sszegét minimalizdlni).
Ezen célfiiggvény esetén a w;/p; hanyados tekinthetd a j-edik munka egy-
ségenkénti fontossaganak, igy természetes gondolat azon munkakat titemezni
el6szor, amelyekre ez a hinyados nagyobb. Ezt az elvet “silyozott legrovi-
debb végrehajtasi id6” elvének nevezzitk (a WSPT roviditést hasznaljuk
az angol ”weighted shortest processing time” kifejezés alapjan). Az algo-
ritmust, amely ezen az elven alapul a [166] dolgozatban mutattik be. Az
eljards mindig azt a munkat utemezi kovetkezdnek, amelynek az egységnyi
fontossdga maximalis (ha tobb ilyen is van a legkisebb indextit). Az algorit-
must a kovetkez6 példan ismertetjuk:

15.1. példa. Vegyiik azt a problémat, amelyben a kovetkez6 harom
munka van J; = (2,4),J2 = (3,2),J3 = (2,3), ahol a munkakat (w;,p;)
értékparral adtuk meg. Ekkor a munkdknak a w/p értékek szerinti sor-
barendezése Jo, Js, J1, igy az algoritmus a munkdkat ebben a sorrendben
hajtja végre iires idé nélkil, Jo-t a (0,2), Js-at a (2,5) és végil Ji-et az
(5,9) idSintervallumban.

Miként a kovetkez6 allitds mutatja ez a megkozelités valéban optimalis
a vizsgalt probléma esetén.

15.1. tétel. A WSPT elv optimdlis iitemezést ad az 1|| > w;C; problémdra.

Bizonyitds. FElsoként igazoljuk, hogy csak a WSPT elvet koveto algo-
ritmusok adhatnak optimélis utemezést. Ehhez tegyik fel, hogy van egy
olyan optimélis S iitemezés, amelyre nem teljesul a WSPT elv. Mivel nem
teljestl az elv, ezért van az S ltemezésben két egymast koveté6 munka, J;
és kozvetlenil utdna Ji, amelyekre

Wi o Wk
Pi Pk
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Jeloljuk t-vel a J; munka kezdési idejét az S utemezésben. Tekintsitk
azt az S' litemezést, amelyben a J; és a J, munkdkat felcseréljitk. Az S
itemezésben J; befejezési ideje t + p;, Ji befejezési ideje pedig t + p; + pi.
Az S’ itemezésben .J;, befejezési ideje t + py, és J; befejezési ideje t + p; + py.
A tobbi munka befejezési ideje ugyanaz mindkét iitemezésben. Jeldlje a
tobbi munkdra szamitott ) w;C; Osszeget Q. Ekkor az S iitemezés teljes
koltsége Q + wi(t + pi) + wr(t + pi + px), az S’ litemezés teljes koltsége
Q + wi(t + pr) +wi(t + p; + pr). Masrésat
wi _ wp

Di Dk

, azaz wipr < WgP;,

amibdl azt kapjuk, hogy az S’ iitemezés koltsége kisebb az S iitemezés
koltségénél. Ez ellentmond S optimalitdsanak, amivel az allitdsat igazoltuk.

Masrészt a fentiekhez teljesen hasonléan lithatd, hogy amennyiben két
egymast koveté munkdra egyenld a w/p hanyados, akkor a felcserélésiikkel
kapott tutemezésre a célfuggvény értéke nem valtozik. Mivel a feladatnak
véges sok lehetséges megoldasa van, igy létezik optimalis megoldés, ezért a
fentiek alapjan kovetkezik a tétel allitasa.

Amennyiben a probléméaban az egyes munkaknak nincsenek silyai, akkor
a WSPT elv az SPT elvre redukalédik, amely szerint mindig a legkisebb
végrehajtisi idGvel rendelkez6 munkat tutemezziik el6szor. A fenti tétel
alapjan kovetkezik, hogy az SPT elv optimélis az 1|| }- C; probléma esetén.
Az aldbbiakban adunk egy tjabb bizonyitdst erre az &llitdsra, amely bi-
zonyitas el6nye, hogy kiterjeszthetd, a parhuzamos gépek esetére is.

15.2. tétel. Az SPT elv optimdlis itemezést ad az 1|| Y- C; problémdra.

Bizonyitds. Tekintsiink egy gépet, jelolje a gépen iitemezett munkakat

novekvé kezdési id6 szerint Ji,Jo, ..., J,. Ekkor ezen gépre a ) C; Osszeg
np1 + (n—1)pe + ...+ p,. Tehdt feladatunk az, hogy az 1,....n egyiittha-
tokat hozzarendeljik a py,...,p, értékekhez oly médon, hogy a fenti dsszeg

minimalis legyen. A kvadratikus hozzarendelési feladat targyaldsa sordan
igazolt 14.3.1. segédtétel alapjan adddik, hogy az egytitthaték és a p; értékek
azon parositdsara lesz minimadlis az 0sszeg, amelyben az egyiitthatok és a p;
értékek ellentétesen vannak rendezve (a legnagyobb egyiitthatéhoz rendeljiik
a legkisebb értéket, a masodik legnagyobbhoz a masodik legkisebb értéket
és igy folytatjuk). Mdsrészt ez a hozzirendelés pontosan az SPT iitemezési
elvet irja le.

Most tekintsiik a parhuzamos gépek esetét. Ebben az esetben az SPT
elv kovetkezo kiterjesztése lesz a megfeleld titemezési stratégia. Tegyiik fel,
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hogy m/n egész. Ez elérhetd, ha a munkdk sorozatat kiegészitjiik fiktiv 0
végrehajtasi ideji munkakkal. Az MSPT (mddositott SPT) elv sorbarendezi
a munkakat novekvd végrehajtasi id6 szerint, ezt kovetéen az els6 n munka
lesz az n darab gépen els6ként végrehajtva, a masodik n munka masodikként
és igy folytatva az utolsé n munka m/n-edikként. Az eljarist az aldbbi
példan szemléltetjik.

15.2. példa. Legyen a gépek szadma 3 és tegyiik fel, hogy a kovetkezo
5 munkank van: J; =4,J, = 1,J3 = 1,J4 = 2, J; = 3, ahol a munkakat a
végrehajtasi idejukkel adtuk meg. Ekkor a sorozatot kiegészitjiik egy fiktiv
0 végrehajtasi id6vel rendelkezd Jg munkdval. Sorbarendezziik éket a kapott
sorrend Jg, Jo, J3, Jy, J5, J1. Az algoritmus az els6 gépen a Jg fiktiv munkéat
és a Jy munkat titemezi, ez utébbit a (0,2) idSintervallumban, a masodik
gépen a Jy és Js munkdkat a (0, 1) és (1,4) id6intervallumokban, a harmadik
gépen a J3 és J; munkdkat a (0,1) és (1,5) id6intervallumokban.

Az algoritmus valéban optimalis megoldédst ad, miként a kovetkezd allitas
mutatja.

15.3. tétel. Az MSPT elv optimdlis iitemezést ad a Pnl|| Y- C; probléma
esetén.

Bizonyitds. Vegylink n gépet. Legyenek az i-edik gépen (i = 1,....,n)
itemezett munkdk J;1, Jig, ..., Jir;. Ekkor Y i k; = m és az iitemezésre a
> Cj Osszeg > i Z?;l(ki+l—j)pij. A fenti 6sszegben, adott szamokhoz (a
pi;j végrehajtasi id6k) rendeliink hozzd egyiitthatdkat. Osszesen m pozitiv
egész egyiitthatonk van, amelyekbol minden [ pozitiv egészre legfeljebb n
egyitthaté veheti fel az [ értéket. Mivel a végrehajtasi idék nemnegativak,
ezért konnyen lathatd, hogy a teljes befejezési id6t megado 6sszeg minimaélis,
ha az egytitthaték koz6tt minden ¢ = 1,2,...,n/m értékre n darab veszi
fel az i értéket, és a végrehajtasi idGk és az egyutthatok ellentétesen van-
nak rendezve. Masrészt ez pontosan az MSPT iitemezési elv altal kapott
itemezésnek felel meg.

Legkorabbi hatarid6 elve

Amennyiben a munkdk paraméterei kozott hataridék is szerepelnek, és
a cél valamely hatarid6tol fiiggd fuggvény minimalizdldsa, akkor gyakran
hasznalt elv, amely azon munkakat iitemezi els6ként amelyeknek a legkordbbi
a hatarideje, ezt az elvet EDD (earliest due date) jeloli. Miel6tt példat mu-
tatnank olyan problémaéra, amelynél az EDD elv optimalis iitemezést ad, egy
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altaldnos algoritmust mutatunk be, amely specidlis esetben az EDD elvre
redukilodik. Ezt az altalanos algoritmust a [120] dolgozatban ismertették.

Az algoritmus tobb célfiiggvény esetén is hasznilhaté. Legyen a j-
edik munkéra h; egy monoton novekvd fiiggvény, tovibba legyen hpmax =
max{hy(C1), h2(C2),...,hm(Cn)}. Ezen célfiiggvény specidlis esetként tar-
talmazza a max L;, és max T} fliggvényeket, mivel mind L; mind 7T; monoton
novekvé fuggvényei a befejezési idének. A vizsgilt modellben megengedjiik
precedencia feltételek megadasat is. Tehat a probléma, amit vizsgialunk az
1|prec|hmqy jeloléssel irhato le.

Az aldbbiakban bemutatott algoritmus hatulrdl, az utolsénak végrehaj-
tott munka fel6l épiti fel az utemezést. J mindig a mar elhelyezett munkak
halmaza, J¢ azon munkdk halmaza, amelyeket még el kell helyezniink (a
J halmaz komplementere) és J' azon J¢-beli munkik halmaza, amelyek az
adott 1épésben titemezhetdk, azaz azon munkaké, amelyekre az 0sszes prece-
dencia feltételek szerinti rdkovetkez6 munkat mar elhelyeztiik az litemezés
végén.

Lawler eljdrdsa [120]

o 1. lépés: Legyen J =0, J¢ = {1,...,m}, és J' azon munkék halmaza,
amelyekre nincs rakévetkez6 munka a precedencia grafban.

e 2. lépés: Legyen j* € J' olyan munka, amelyre

hi=(>_ pj) = min(hi( 3 pj)).
jeJe jeJe
Egészitsiik ki J-t j*-gal, toroljiik j*-ot a J¢ halmazbél. Legyen J' az
iitemezheté munkdk 1j halmaza .

e 3. lépés: Ha JC = (), az algoritmus véget ért, egyébként folytassuk a
2. 1épéssel.

15.4. tétel. Az algoritmus a munkdk eqy optimdlis tutemezését adja az
1|prec|hmax problémdra.

Bizonyitdas. Az &llitast indirekt igazoljuk. Ehhez tegytuk fel, hogy a
kapott litemezés nem optimdlis. Jelolje S az algoritmus altal adott titemezést.
Tekintsuk azt az optimdlis utemezést, amelyhez olyan sorrendje tartozik a
munkaknak, amely sorrendnek a legtobb utolsé k6zos munkdja van S-sel.
Jelolje ezt OPT. Mivel a tekintett titemezés nem S, ezért ez az utemezés,
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valamely iteraciéban S-t6l kiilonb6z6 munkat valaszt. Tegyuk fel, hogy
ebben a 1épésben OPT a k munkat véilasztja (ekkor a k € J' feltételnek
kell teljesiilnie az adott 1épésben). Mésrészt S egy olyan j* munkat valaszt,
amely minimalizélja a h;(3;cjc p;) értékeket az i € J' egészekre. Ez azt
jelenti, hogy OPT-ban j5* a k munka el6tt keriil titemezésre.

Vegyiik azt az litemezést, amelyet igy kapunk OPT-bél, hogy j*-ot a je-
lenlegi helye helyett kozvetlentl k£ utan titemezziik, a tobbi munka sorrendjét
valtozatlanul hagyva. Azokat munkdkat, amelyek az eredeti iitemezésben j*
és k kozott voltak tovabba k-t hamarabb fejezziik be. Egyediil a 7% munka
befejezési ideje nd, de ezen munka minimalizdlta a h;(3- ;¢ o p;) értéket az
i € J' halmazon, igy az altala okozott koltség nem nagyobb, mint k koltsége
az eredeti utemezésben. Kovetkezésképp a j* elemet beillesztve a k elem
mogé, egy olyan iitemezést kapunk, amelynek a koltsége nem nagyobb egy
optimélis itemezésnél, igy szintén optimdlis. Masrészt az 1ij utemezés végén
eggyel tobb munka egyezik meg az S Utemezés utolsé munkdival, amivel el-
lentmonddashoz jutunk.

Az 1||Lyax probléma a legismertebb specidlis esete a 1|prec|hmax problé-
ménak. Ebben az esetben h; = C; — d;, az algoritmus pedig a legkordbbi
hatarid6, roviditve EDD (earlyest due date) szabalyra redukalédik, amely
azt mondja ki, hogy azt a munkét iitemezzik hamarabb, amelynek hama-
rabb van a hatarideje.

Heurisztikus algoritmusok az alapproblémara

Ebben a részben az egyik legegyszeriibb véltozatot vizsgaljuk. A modell-
ben n darab azonos M, ..., M, géplink van , a Jy,...,J, munkikhoz pedig
csak egyetlen paraméter tartozik, a p;, j = 1,...,m végrehajtasi iddk. Cél
egy olyan ilitemezés megkonstrudldsa, amelyre a befejezési id6k maximuma,
minimalis.

A probléma egy gép esetén trividlis barmely olyan titemezésre, amely-
ben a gép folyamatosan dolgozik, (nem varunk a munkdk elvégzése kozben)
a max{Cj : 1 < j < m} érték megegyezik a végrehajtdsi id6k Osszegével.
Tovabba az is nyilvdnvalé, hogy amennyiben minden munkit elvégzunk,
akkor nem fejezhetjiik be a munkikat ezen idOpont el6tt. Ha a gépek
szama tobb, mint 1, akkor a feladat lényegesen nehezebb. Igazolast nyert,
hogy n > 2 esetén a probléma NP-nehéz. Madasrészt ebben az esetben egy
lehetséges titemezést meghatarozhatunk azaltal, hogy az egyes munkakat
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mely gépekhez rendeljiik hozzd. Amennyiben minden gépre megkapjuk,
hogy mi a géphez rendelt munkaknak a halmaza, akkor minden egyes gépre,
az ott levé munkdkat optimdlisan dgy utemezhetjiik, hogy a gép folyama-
tosan dolgozzon, és minden ilyen litemezésre ugyanannyi lesz a gépen a
maximalis befejezési id6, a munkaknak a végrehajtasi idejeinek az Osszege.
Ezt az értéket a gép toltésének nevezziik. A fogalmat hasznaljuk altalanosabb
értelemben is, gépek egy halmazanak a toltésén a gépekhez rendelt munkak
végrehajtasi idejeinek az Osszegének és a gépek szdminak a hanyadosat
értjiik.

Mivel a feladat NP-nehéz ezért erre a feladatosztalyra is fontos heurisz-
tikus algoritmusok kidolgozdsa. Az alidbbiakban két egyszerii heurisztikus
algoritmussal ismerkedink meg.

Az elsé R. L. Graham-t6l [79] szdrmazé algoritmus, amelyet lista algo-
ritmusnak nevezink a kovetkezéképpen miikodik.

Lista algoritmus ([79])

Elbkészitd rész. A Jp munkét rendeljiuk az M; géphez, tovibba legyen
r:=1.

Iterdcios rész (r-edik iterdcié). Ha r = m, akkor vége az eljarasnak.
Ellenkez6 esetben a J,;; munkat rendeljuk ahhoz a géphez, amely gépen
minimalis a t0ltés. Ha tobb ilyen gép is van valasszuk a legkisebb indexfit.

Az algoritmus az optimdlishoz kozeli eredményt eredményez, amint azt
az alabbi tétel mutatja.

15.5. tétel. A lista algoritmus approzimdcids hdnyadosa 2 — 1/n, ahol
n a gépek szama.

Bizonyitds. Elséként igazoljuk, hogy az algoritmus 2—1/n-approximéciés.
Legyen 0 = {J1,...,J} tetsz6leges munkasorozat rendre pi, ..., py, végre-
hajtasi idékkel. Tekintsik a lista algoritmus altal kapott iitemezést. Legyen
J; az a munka, amely legkés6bb fejez6dik be. Vizsgdljuk ezen munka S
kezdési idejét. Mivel egyetlen gép sem kezdte el a munkéat itemezni S; elott,
ezért minden gép sziinet nélkiil dolgozott az S; idépontig. Ebbdl azt kapjuk,

hogy
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Kovetkezésképp

n—1

. 1 &
lista(o) = Si+p < =D _pj) + Di-
ni
Maésrészt az optimalis itemezésben is végre kell hajtani az 6sszes munkét,
gy OPT(0) > L( 7L1pj). Tovdbbd a p; munkét is végre kell hajtani

valamely gépen, igy OPT (o) > p;. Ezen becslések alapjan egybél adddik,
hogy

n—1

lista(o) < (1 + JOPT (o),
amivel bizonyitottuk, hogy az algoritmus 2 — 1/n-approximacios.

Most igazoljuk, hogy a tekintett korlat éles. Vegyiink n(n — 1) darab
munkdit 1/n végrehajtdsi idével, majd egy munkat 1 végrehajtisi idével.
Ekkor a lista algoritmus az els6 n(n—1) munkat egyenletesen elosztja a gépek
kozott, majd az utolsé munkat az M; gépen litemezi. Tehat a maximadlis be-
fejezési id6 14-(n—1) /n lesz. Egy optimadlis iitemezés pedig a rovid munkékat
egyenletesen osztja szét az elso n — 1 gép kozott, majd az utolsé munkat az
n-edik géphez rendeli, és a maximdlis befejezési ideje 1 lesz. Tehat ebben
az esetben az algoritmus &ltal kapott megoldds és az optimdlis megoldas
célfiiggvényértékeinek hinyadosa 2 — 1/n, amivel igazoltuk az allitdsunkat.

Amint azt ldthattuk a korlat élességének igazoldsiandl, a lista algoritmus
legnagyobb hibdja akkor jon eld, amikor sok rovid munka utdn egy hosszi

munkat kell végrehajtani. Ezt a problémat jobban kezeli a kovetkezd szintén
R. L. Graham-t6l szarmazo eljarés.

LPT algoritmus ([79])

e . lépés. Rendezziik sorba a munkdkat csokken6 végrehajtisi id6
szerint.

e 2. 1épés. A munkdk kapott listdjan hajtsuk végre a lista algoritmust.

Az elsé rendezési fazis valéban javitja az eljards hatékonysigdt, amint
azt a kovetkezd allitds mutatja.

15.6. tétel. Az LPT algoritmus approzimdcios hanyadosa 4/3—1/(3n).



304

Bizonyitds. Elséként igazoljuk, hogy az algoritmus 4/3 — 1/(3n) - app-
roximdciés. Az allitdst indirekt igazoljuk. Ehhez tegyiik fel, hogy léteznek
olyan ellenpélddk, amelyekre az optimalis iitemezés és az LPT algoritmus
altal kapott titemezés koltségeinek hanyadosa nagyobb mint 4/3 — 1/(3n).
Ezen ellenpéldék kozil van olyan, amely minimdlis szimt munkat tartalmaz.
Tekintsiink egy ilyen ellenpéldat, jelolje m a munkak szamat, és 0 a munkak
listajat. Feltehetjuk, hogy p1 > p2 > ... > pp.

Mivel a tekintett ellenpélddban a munkdk szdma minimélis, ezért az
utolsénak iitemezett munka befejezési ideje megegyezik a maximélis befe-
jezési idével. Amennyiben ez a tulajdonsig nem teljesiilne, akkor arra a
o' inputra, amelyet a tekintett ellenpélddbdl az utolsé munkét elhagyva
kapnink LPT(o') = LPT(0) és OPT(0) > OPT(o') teljesiilne. Kovet-
kezésképp egy olyan ellenpéldat kapnank, amely kevesebb munkat tartal-
maz, mint o, ami ellentmond ¢ minimalitdsdnak.

A fentiek alapjan azt kapjuk, hogy az utolsé munka kezdési ideje LPT(o)—
Pm. Masrészt eddig az id6pontig az osszes gép dolgozott, igy

m—1
i=1 Di
7?1 .

LPT(0) — pu <

Tovabba az optimélis itemezésben is végre kell hajtani az 6sszes munkat,
igy OPT(0) > ~(37% py)-

n
Kovetkezésképp a kovetkezo egyenlStlenségek teljesiilnek a o ellenpéldéra.

4 1 _LPT(0) _pu+Xi pi/n _

3 30 S OPT(0) = OPT(0)
pm(l—1/n) Y ipi/n _ pm(l—1/n)
OPT) T 0PT(e) = 0PIy T

A fenti egyenlétlenség jobb és baloldaldt véve, a kovetkezé korldt adodik
az OPT (o) értékre:

OPT (o) < 3pp,.

Mivel p,, a minimdlis végrehajtasi id6, ezért a fenti egyenlGtlenség azt
jelenti, hogy az optimdlis titemezésben minden gép legfeljebb két munkat
tartalmaz, azaz m < 2n. Masrészt ebben az esetben az iitemezési probléma a
kovetkezd feladatra redukdlédik. Rendezziink 2n szamot parokba tgy, hogy
a parokba tartozd szdmok Osszegeinek maximuma minimélis legyen. Ezen
feladat megolddsa az, ha az i-edik legnagyobb szadmot az i-edik legkisebb
szammal péarositjuk, amely pontosan az LPT iitemezési eljaradsnak felel meg.
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Kovetkezésképp azt kaptuk, hogy az LPT eljaras a o ellenpéldén az optimalis
itemezést adja, azaz ellentmondashoz jutottunk, amivel igazoltuk, hogy az
algoritmus 4/3 — 1/(3n)-approximacios.

Most igazoljuk, hogy a korlat éles. Legyen n a gépek szdma és vegyik
azt a o, munkasorozatot, amely 2n 4+ 1 munkabdl all, amelyekbdl 3 darab
munkanak a végrehajtasi ideje n, tovibba az ¢« =n+1,...,2n — 1 értékekre
rendre 2 darab munka van, amelynek a végrehajtasi ideje 7. Ezen sorozatra
az optimdalis megoldds a 3 darab n hosszi munkat egy gépen ttemezi, a
tobbieket parositja n—1 parba gy, hogy minden parban 3n legyen az osszeg.
Igy OPT(0,) = 3n. Mésrészt LPT az els6 2n munkat parositja a gépeken
ugy, hogy mindenhol 3n — 1 lesz a toltés, majd az utolsé n hosszii munkéat
az elsd gépen iitemezi. Tehat LPT(o,) = 4n — 1, amivel a korlat élességét
igazoltuk.

Itt érdemes megjegyezni a lista algoritmus egy nagy elényét az LPT
algoritmushoz képest, nevezetesen azt, hogy a lista algoritmus abban az
esetben is alkalmazhatd, ha nem ismert az iitemezés elkezdésekor az Osszes
munka, hanem a munkikat egyenként kapjuk meg és az egyes munkdakat
azonnal a tobbi munkéra vonatkozé ismeretek nélkiil kell iitemezniink. Az
ilyen problémdkat on-line problémanak nevezziik és ezek vizsgalata egy 1j
gyorsan fejlédé terulet. Specidlisan az on-line utemezési probléméakrél ad
attekintést a [161] dolgozat.

Shop iitemezés

Shop utemezésrél beszéliink abban az esetben, ha a gépeken minden
végrehajtandé munka tobb miiveletbdl all. Minden egyes miivelet egy, a
miivelethez rendelt gépen hajthaté végre, és adott a miivelet végrehajtasi
ideje. Ezen osztilyon beliil két f6 csoportot kiillonboztetiink meg. Amennyi-
ben barmely munkdra a hozzatartozé miiveletek tetszoleges sorrendben vég-
rehajthaték, akkor open shop ttemezésrdl beszélunk. Ezt a modellt itt nem
targyaljuk. A masik esetben ismét megkiilonboztetiink két modellt. Ha a
munkak miiveleteihez tartozé gépek sorrendje nem azonos akkor job shop
utemezésrdl beszéliink. (A fiik djsigolvasasi probléméja igy egy job shop
itemezési feladat.) Ha a gépek sorrendje azonos minden munkdra, akkor
flow shop titemezésrdl szokasos beszélni. A tovabbiakban ezt a problémaosz-
talyt vizsgdljuk. Specidlisabban olyan problémakat tekintiink, amelyekben
a gépek szama n és minden J; munka n szamu miveletbdl, az Oy, ..., O,
miiveletekbdl all, amelyek koziil a k-adik miiveletetet a k-adik gépen kell
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végrehajtanunk. A kovetkez6 Gannt diagram egy flow shop iitemezést mu-
tat.

M1
M2
M3

O11 |01 Oz
O12 | 022|032
| 013 Os3 023

| |
I I I 1

15.3. dbra. Egy flow shop iitemezés.

Eszrevehetjﬁk, hogy a fenti flow shop ttemezési példa esetén a gépeken
a munkdk végrehajtisa nem azonos sorrendben torténik. Amennyiben még
az azonos sorrendet is kikotjik, akkor permutdcids flow shop problémardl
beszéliink. Amint az elnevezés is mutatja ebben az esetben a munkdknak
kell azt a sorrendjét meghatarozni, amely sorrendre az utemezés optimalis.

A probléma altaldban még ennyi kikotés mellett is NP-nehéz marad, de
ebben az esetben két gépre mar ismert hatékony eljards. A tovdabbiakban
bemutatjuk ezt az eljarast és igazoljuk annak helyességét.

Jelolje a gépeket M7 és Ms a munkdkat pedig rendre Jy,...,Jp,. A J;
1 =1,...,m munka két miiveletbol all, el6szor az O;; miveletet kell az M,
gépen végrehajtani, ami 7;; ideig tart, majd az O;o miiveletet az My gépen
ami 749 ideig tart.

Johnson algoritmusa ([100])

e [. Iépés. Legyen k := 1 és | := m, és tekintsik a nem tutemezett
munkdk J = {Ji,..., i, } halmazit.

e 2. lépés. Keressiik meg a {71, 7i2|J; € J} halmaz egy minimadlis
elemét. Jelolje a hozzitartozd indexet i. Ha i nem egyértelmiien
meghatirozott, akkor a lehetséges indexek kozil valasszuk a legkiseb-
bet.

e 3. [lépés. Ha a 2. 1épésben vélasztott elem 7;; akkor helyezziik a J;
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munkat a listdnk k-adik helyére, tordljik a J halmazbdl, és noveljuk
k értékét 1-gyel. Majd 1épjiink az 5. 1épésre.

o /. lépés. Ha a 2. lépésben valasztott elem 7;5 akkor helyezziik a J;
munkat a listdnk l-edik helyére, toroljiik a J halmazbdl, és csokkentsiik
[ értékét 1-gyel. Majd 1épjunk az 5. lépésre.

e 5. [épés. Amennyiben J iires, akkor vége az eljardsnak. Az optimadlis
itemezést kapjuk meg, ha az eljards sordn meghatdrozott lista sor-
rendje szerint hajtjuk végre a munkakat késlekedés nélkul. Ellenkezo
esetben lépjiink a 2. 1épésre.

Az eljéras helyessége egybdl kovetkezik az aldbbi tételbdl.

15.7. tétel. Ha egy permutdcios flow shop probléma eqy késleltetést
nem tartalmazo S ttemezésében egy J; munkdra és az ttemezésben utdna
kozvetlenul kovetkezo J; munkdra

min{ 71, Tio, 71, T2 } = min{7m, 7o}

teljesiil, akkor arra az S’ ttemezésre, amelyet 1igy kapunk S -bél, hogy
feleseréljuk az J; és Jy munkdkat a mazimadlis befejezési idd legfeljebb akkora
lesz, mint az S utemezésben.

Bizonyitds. ElsOként tegyiik fel, hogy a segédtételben szerepls értékek
koziil 751 minimalis. Az az eset, amelyben 7;o minimalis teljesen hasonléan
igazolhat6. Jelolje @@ azt az idot, amikor S-ben M elkezdheti a J; munka

litemezését (a J;-t megel6z6 munka elsé miiveletének befejezési ideje), és R
pedig a J; - t megel6z6 munka masodik miiveletének befejezési idejét.

Vegytik észre, hogy mivel S és S’ csak a J; és J; munkdk sorrendjében
kiilonbozik, ezért az 4llitds igazoldsdhoz elegendd beldtni, hogy C; > CY,
ahol C; a J; munka befejezési ideje az S litemezésben C} pedig a J; munka
befejezési ideje az S’ iitemezésben.

Vizsgéljuk elséként a C; értéket. Az R és @) idSpontok definiciéja ponto-
san azt jelenti, hogy S-ben a J; munka O;5 miiveletének végrehajtdsa nem
kezdédhet a max{R, Q + ;1 } id6pont el6tt. Mésrészt 71 < 79, tehdt az Oy
miivelet hamarabb befejez6dik az M; gépen, mint az O;o miivelet az My

gépen, igy

Ci=max{R,Q + i1} + T2 + 7p2.
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Most tekintsiik a C] értéket. Az S’ iitemezésben az O miivelet My-n a
max{R, Q@+ } idépontban kezdddik, és az O;o miivelet pedig akkor, amikor
Oj2 és Oy egyarant befejez6dott. Tehat

C! = max{max{R, Q + 71} + 712, Q + 711 + Ti1} + Ti2,

azZaZz

Cj = max{max{R,Q + 71} + T2 + Ti2, @ + 71 + Ti1 + Ti2}-

Miésrészt C; > max{R,Q + 11} + 72 + Ti2, mivel 71 < 7;1. Tovabba
C; > Q+ 11 + 71 + Tio, mivel 71 < 0.

Kovetkezésképp azt kaptuk, hogy C; nem kisebb a C! kifejezésében sze-
replé maximum egyik tagjanél sem, igy C! < C, amivel a tételt igazoltuk.

Mindenképpen érdemes megjegyezniink, hogy az alabbi tétel alapjian
kovetkezik, hogy két gép esetén nem megszoritds, pusztan olyan iitemezéseket
vizsgalni, amelyekben a 7; munkasorrendek megegyeznek minden gépre.

15.8. tétel. Az F2||Cpaz probléma esetén van olyan optimdlis titemezés,
amelyben a munkdk sorrendje mindkét gépen ugyanaz.

Bizonyitds. Tekintsiik az optimdlis iitemezéseket. Minden optimalis tite-
mezésre van olyan 0 < k < n, hogy az els6 k£ munkanak megegyezik a sor-
rendje a két gépen. Vegyiink egy olyan iitemezést, amelyre ez a k£ maximalis.
Tegyiik fel, hogy erre az iitemezésre k < n. Legyen ¢ a k-adik munka és j az
a munka, amelyet az My gépen kozvetleniil az ¢ munka mésodik miivelete
utdn hajtunk végre.

Ko6nnyen adddik, hogy amennyiben az els6 gépen j elsé miiveletét kozvet-
leniil 7 els6 miivelete utdn hajtjuk végre és a tobbi, ¢ utdn kovetkezd miivelet
kezdési idejét pq;-vel noveljuk, akkor egy olyan utemezést kapunk, amelyben
a maximalis befejezési id6 megegyezik az eredetivel, igy szintén optimélis.
Masrészt ebben az 1j iitemezésben mar az els6 k+1 munka sorrendje azonos a
két gépen, ami ellentmond £ maximalitasanak. Kovetkezésképp a valasztott
iutemezésben k£ = m, amivel igazoltuk a tétel Allitasat.

A Johnson-féle eljards bemutatdsira tekintsiik a kovetkezd feladatot.
15.3. példa. Tekintsiink egy olyan utemezési feladatot, amelyben két

gépiink van, M; és M, tovdbba 6 munkat kell végrehajtani, a J;, (i =
1,...6) munkdkat. A munkdk mindegyike két miiveletbél all, melyek koziil
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az elsét Mi-en, a masodikat Ms-n kell végrehajtani. A munkdkat és miivele-
teiket, valamint a miiveletek végrehajtasi idejeit adja meg az aldbbi tdblazat:

Munkak Miiveletek Végrehajtasi idok
Ji O11, 012 3,5
J2 O21, 022 4,1
J3 O31, 032 3,4
Jy O41, 042 2,2
Js Os1, Os2 1,3
Js O¢1, Os2 1,2

Els6 1épésként bedllitjuk a k és [ értékeket. A k := 1 értékadds a 6-
elemi lista elejére berakandd elem poziciéjat, amig az [ := 6 értékadds a
lista végére helyezend6 elem helyzetét adja meg.

Képezve a végrehajtasi idék minimuméat az 1 értéket kapjuk, amely a 2
indexet hatarozza meg. Mivel 799 = 1, ezért a 4. lépésben a Jo munka kertil
a lista utolsé helyére, az [ értéke b-re valtozik, majd ratériink ismét a 2.
lépésre. A maradék munkak végrehajtasi idejeinek minimuma ismét 1, ami
most az 5 indexet hatirozza meg. Mivel 751 = 1, ezért J; keril a lista els6
helyére és k értéke 2-re valtozik. A maradék munkdkra a végrehajtdsi idék
minimuma 1, ami most egyértelmiien meghatarozza a 6 indexet. Mivel 75, =
1, ezért Jg kertl a lista masodik helyére, és k a 3 értéket veszi fel. A maradék
munkdkra a minimum 2, amely a 4 indexet hatarozza meg egyértelmiien, és
Jy lesz a lista harmadik eleme, k pedig 4-re valtozik. Most a minimalis
elem 3, ami az 1 indexet hatarozza meg, és J; lesz a lista negyedik eleme, k
pedig 5 értéket kap. Végul Js kerul a lista 6todik helyére, amivel az eljaras
befejezédik. A listdn lev6 elemek sorrendje a kovetkezo:

Js < Jg < Jy < J1 < J3 < Jo.

A megfelel$ iitemezést, ami optimélis megolddsa a feladatnak, mutatja
a 15.4. dbran megadott Gannt diagramm.
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O5061 041 Oll 031 021
Y 062 042 R T

15.4. dbra. A 15.3. példa optimadlis megoldésa.

A fenti eljarast fejlesztette tovabb J. R. Jackson [97] egy specidlis job
shop titemezési modell megolddsara. A tovdbbiakban olyan job shop titeme-
zési problémat tekintiink, amelyben két gép van M; és Ms, minden munka
legfeljebb két miiveletbdl all, és amennyiben egy munka két miiveletbdl
all akkor azt a két miveletet kiillonbozo gépeken kell végrehajtani, ame-
lyek hozzd vannak rendelve a miiveletekhez. Ezt a feladatot oldja meg a
kovetkezé eljaras.

Jackson algoritmusa ([97])

1. lépés. Képezzik a kovetkezé halmazokat:

K1y = { azon két miiveletbdl all6 munkdk, amelyek miiveleteibdl az
els6t az M, a masodikat az My gépen kell végrehajtani },

K91 = { azon két miiveletbdl 4116 munkak, amelyek miiveleteibél az
els6t az Mo, a masodikat az M; gépen kell végrehajtani },

K, = { azon munkak, amelyek egy, az M;-en végrehajtand6 miivelet-
bél dllnak },

Ky = { azon munkak, amelyek egy, az M-en végrehajtand6 miivelet-
bél allnak }.

2. lépés. Rendezzik a Ki9 és a K91 halmazokat a Johnson eljaras
szerint.

3. lépés. Rendezzik a K19UK1UK>s; halmaz elemeit tigy, hogy Ki-ben
tetszbleges legyen a rendezés, és Ko legnagyobb eleme kisebb legyen
mint K legkisebb eleme, tovdbba K; legnagyobb eleme kisebb legyen,
mint Ky legkisebb eleme. Jelolje ezt a rendezést (K1, <).

4. lépés. Rendezziik a Ko1 UKoU K19 halmaz elemeit igy, hogy Ko-ben
tetszéleges legyen a rendezés, és K91 legnagyobb eleme kisebb legyen,
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mint K legkisebb eleme, tovdbbad K5 legnagyobb eleme kisebb legyen,
mint Ko legkisebb eleme. Jelolje ezt a rendezést (K}, <).

e 5. lépés. Az M, gépen iitemezziikk a munkdkat (K], <) szerint, az
Ms-n pedig (K5, <) szerint.

15.9. tétel. Az algoritmus valéban egy optimdlis megolddsdt adja meg
a job shop problémdnak két gép esetén.

Bizonyitds. Elséként tegyiik fel, hogy > ;- ., Pi2 < D icky, Pil T2 ic i, Pil-
Ebben az esetben az My gépen nincs tires id6. Amennyiben az My gépen
sincs iires id6 vagy a maximadlis befejezési id6 ) ;c kUK, UKy, Pil, akkor az
utemezés nyilvanvaléan optimdlis. Ellenkez6 esetben, a maximalis befejezési
id6 pontosan megegyezik a K15 halmazra megszoritott probléma optimalis
iutemezésében a befejezési idovel, azaz ekkor is optimélis megoldast kaptunk.
Amennyiben ) ;e g, Di2 > D ick,, Pil + 2ic Kk, Pit, akkor az Mo gépen nincs
ires id6, és az algoritmus altal kapott iitemezés optimalitisa az el6z6 esethez
teljesen hasonléan lathato.

A Jackson-féle eljards bemutatisira oldjuk meg a kovetkezd litemezési
feladatot.

15.4. példa. Tegyik fel, hogy két gépunk van, My és Msy, tovdbba 8
munkéat kell végrehajtani, a J;, (i = 1,...,8) munkdkat. A munkdk minde-
gyike legfeljebb két miiveletbdl all, és a J; munkdra az m;; # mge € {1,2}
paraméterek adjik meg, hogy az O;1 és O;o miiveleteket melyik gépen kell
végrehajtani. A munkdkat és miiveleteiket, valamint a miiveletek végrehajtdsi
idejeit és a gépeket meghatarozé paramétereket tartalmazza az aldbbi tdblazat:

Munk&dk Miiveletek Végrehajtasi idok M1, M2
J3 031, - 3,' ].,'
Jy 041,049 1.4 1,2
JG 061, — 2,— 2,—
J? O?l, — 1,— 1,—

J3 081, — 2,- 2’_
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Ekkor K12 = {Jl,J4}, K21 = {JQ,JE,}, K1 = {Jg,J7} és K2 = {Jﬁ,Jg}.
Rendezve a Johnson-féle algoritmus szerint a Ko és K91 halmazokat, az
aldbbi rendezéseket kapjuk:

J1 < J4, Js < Js.

Most a sziikséges halmazok rendezése a kovetkezo lesz:

KioUK{UKy: J1 < Jy < J3=<J7 < J5 < Jo,

Koy UKoUKq9: Js<Jy < Jg < Jg < J1 < Jy.

A halmazok rendezésének megfelel titemezés lesz a probléma optimalis
megoldésa.

A megfelel litemezést, ami optimalis megoldisa a feladatnak, mutatja
a 15.5. dbran megadott Gannt diagramm.

MO0 O 0 0 0

111 4l 31 7 52 2

M 0 0 [0 0 0 0

2 51 21 61 81 12 42

15.5. dbra. A 15.4. példa optimadlis megoldésa.
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16. Approximaciés sémak

Az approximdciés sémdak tulajdonképpen heurisztikus algoritmusokbdl
all6 algoritmusosztalyok. Heurisztikus algoritmusoknak egy olyan sorozatat
keressiik, amely tetszélegesen kicsi ¢ esetén tartalmaz 1 + e-approximécios
algoritmust. Minden algoritmusnak polinomidlis idejlinek kell lennie, de az
id6igény kiszdmitdsa sordn az e értéket konstansként kezeljik. Az iddigény
és az ¢ érték kapcsolatatol fuggben az aldbbi sémakat definidlhatjuk.

Algoritmusok egy H. osztilyéat polinomidlis ideji approzimdcios sémdnak
nevezziik (polynomial time approximation scheme, PTAS roviditve), ha min-
den € > 0 esetén H. egy 1+ e-approximéciés algoritmus, amely polinomidlis
id6igényi, ahol az id6igény tetszélegesen fugghet a ¢ konstanstél. Amennyi-
ben egy H. polinomialis idejii approximacids sémdra, a H. algoritmusok
id8igénye nem csak az input méretében, hanem 1/e-ban is polinomiilis az
algoritmusosztilyt teljesen polinomidlis approximdcios sémdnak nevezzik
(fully polynomial time approximation scheme, FPTAS réviditve).

Az approximdcids sémak tertilete igen széles korben vizsgilt. Ebben
a fejezetben néhdny példan keresztiill bemutatjuk az alapvetd technikdkat,
amelyeket iitemezési problémék esetén approximacids sémak kidolgozasara
alkalmazni szoktak. A konyvben targyalt egyéb problémdkkal részletesen
nem foglalkozunk. A hétizsik probléma esetére FPTAS talalhat6 a [72] és
[94] dolgozatokban, és egy gyorsabb FPTAS a [108] munkdban. A halmaz-
lefedési és a TSP problémdk esetén a P # NP feltétel mellett nem létezik
konstans approximaciés hanyadossal rendelkez6 heurisztikus algoritmus, igy
nem ismertek approximdcios sémdk sem ezen problémékra. Fontosnak tart-
juk megjegyezni, hogy olyan TSP feladat esetén, amelyben a tavolsdgmatrix
euklideszi (a varosok egy euklideszi tér pontjai és a tavolsigmadtrixot az
euklideszi metrika alapjan kapjuk), ismert FPTAS a probléma megoldasara,
az algoritmusok megtaldlhaték a [4] és [143] dolgozatokban. A kiszolgdldsi
feladatokrol részletek taldlhatéak az [5] és [93] cikkekben illetve az ezekben
taldlhat6 tovabbi hivatkozdsokban. Az érdekl6dd olvasé az approximacios
sémdk teriiletének részletes bemutatisit megtaldlhatja a [160], [172] mun-
kakban.

Approximdcids sémék esetén polinomidlis idejii algoritmussal szeretnénk
kapni egy megoldast. Lényegében az eredeti problémat egyszertisitjiik le ugy,

vz

hogy egyrészt az egyszeriisitett valtozat mar polinomidlis idében megold-
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haté legyen, masrészt ne veszitsiink sokat a megoldds pontossigibdl. Az
approximaciés algoritmusok altaldban harom osztalyba sorolhatdak aszerint,
hogy a probléma egyszeriisitését hol hajtjuk végre. Egyszertisithetiink, az
inputon, az outputon és a megoldist add algoritmus egyes fazisai kozott.
Elséként az egyik legegyszeriibb NP-nehéz iitemezési probléméra (amely-
ben két azonos gép van és a maximélis befejezési id6t minimalizaljuk) mu-
tatunk be harom approximdiciés sémat, mindhdrom, a fentiekben emlitett
megkozelitésre egyet - egyet, majd egy bonyolultabb eljarast ismertetiink,
amely segitségével dinamikus programozdsi algoritmusokat transzformélha-
tunk approximacios sémava.

Az aldbbi harom példaban jelélje J = {J1,..., J,} a munkdk halmazst,
rendre pi,...,p, a végrehajtisi idéket, és legyen € > 0 tetszbleges kicsi
szam. Legyen tovdbbd L = max{maxp;, (> ;2 pi)/2}. Ekkor miként azt a
15.5. tétel bizonyitasa sordn igazoltuk, két gép esetén L < OPT(J) < 2L.

Az els6 séma alapgondolata az, hogy az apré munkdkat nem kezeljiik e-
gyenként, hanem olyan tolteléknek tekintjiik Oket, amelyeknek csak az Ossz-
toltése szamit.

Inputban egyszeriisité séma ( [ES;)

1. lépés. Osszuk a munkédkat két halmazba. Legyenek az eL/2-nél nem
kisebb munkdk a nagy munkdk, a kisebbek a kicsi munkak. Konstrudljuk
a kovetkezd J' inputot. A nagy munkdkat valtozatlanul hagyjuk, a kicsi
munkdkat pedig e /2 nagysdgi munkékkal helyettesitjiik a kovetkez6képpen.
Ragasszuk 0ssze az Osszes kicsi munkat egyetlen dridsmunkdba, és az igy
kapott déridsmunkdt szeleteljiik fel €L /2 nagysdgi darabokra, a maradék
eL/2-nél kisebb darabot dobjuk el. Nevezziik ezeket a munkdkat gyiijt6-
munkédknak.

2. lépés. Oldjuk meg a J' inputra a problémét, az Osszes lehetséges
megoldast megvizsgilva. Mivel az egyes gépeken nem szamit a munkdk
sorrendje, ezért feltehetjiik, hogy a kapott optimdlis megolddsban mindkét
gépen el6szor a régi nagy munkakat hajtjuk végre, utdna a gytijtémunkakat.
Tovabbd a gylijtémunkdk mind eL/2 nagysidgu munkdk, igy feltehetjiik,
hogy az els6 gépen a gylijtémunkak a felszeletelt éridsmunka kezd&szeletét
alkotjak, a masodik gépen a végszeletét. Jelolje ezt az titemezést S’.

3. lépés. Az S’ iitemzésbdl konstrudljuk meg J egy utemezését. A nagy
munkakat titemezzik ugyanazon a gépen, mint S, a gytijtémunkdkat pedig
bontsuk vissza az eredeti kicsi munkakra, toviabba az éridsmunka konstrua-
lasandl eldobott részt még illessziik a masodik gép végére. Mivel a gépeken
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az oridsmunka kezdo illetve végszelete van, ezért a visszabontds soran csak
az els6 gép utolsd, és a masodik gép els6 gyijtémunkajanal keletkezik nem
visszabonthatd, szétvigott kicsi munka. Ezt iitemezzik az elsé gépen.

16.1. tétel. Az IES, séma eqy PTAS.

Bizonyitds. Vizsgaljuk els6ként a futasi idot! Az els6 és a harmadik 1épés
nyilvdnvaléan polinomialis. A mésodik lépésben a J' inputra megvizsgaljuk
az Osszes lehetséges megoldést, ez O(2m/) lépés, ahol m’ a munkék szdma.
Mésrészt minden munka legaldbb e¢L/2 méretii, a munkdk végrehajtasi ide-
jeinek Osszege az atdarabolds soran nem novekedhetett, igy a munkdk szama
legfeljebb 4/e. Kovetkezésképp rogzitett konstans e mellett ezen rész futdsi
ideje konstans. (Erdemes megjegyezniink, hogy ez a konstans exponencialis
1/e-ban, ezért nem FPTAS-t kapunk.) Kovetkezésképp a futdsi id6 valéban
polinomidlis az input méretében minden e-ra.

Most vizsgaljuk az approximdacios hanyadost! Elséként vegyiik észre,
hogy OPT(J') < OPT(J) + eL/2. Valéban J egy optimélis titemezésében,
a nagy munkédkat helyben hagyva, a kicsi munkakat kicserélve annyi eL /2
nagysigu munkaval, hogy az ossztoltésiik ne csokkenjen, egy olyan lehetséges
megoldasat kapjuk J'-nek, amelyre a maximdlis befejezési id6 legfeljebb
eL/2-vel novekedett. Masrészt a gylijtébmunkdk szétdaraboldsa sordn is
legfeljebb eL/2-el n6vekszik a maximalis befejezési id6, hiszen az elsd gépen
az utolsd kicsi munka maésik gytijtémunkiba es6 darabja, a masodik gépen
az oridasmunkdbdl eldobott rész novelheti meg a maximélis befejezési idot.

Kovetkezésképpen

IES.(J) <OPT(J') +eL/2 <OPT(J)+2eL/2 < (1+¢)OPT(J),

amivel igazoltuk, hogy a definialt eljarasosztdly valéban egy approximacios
sémat ad.

vz

Az outputban egyszeriisité sémak alapgondolata ltaldban az, hogy a
lehetséges megoldasokat polinomidlis szamu osztdlyba osztjuk fel, és minden
osztalyra alkalmazunk egy gyors algoritmust, amely kijelol az osztalybdl egy
reprezentanst. Amennyiben minden reprezentins kozel van az osztalyba tar-
toz6 legjobb lehetséges megolddshoz, akkor a reprezentansok kozil a legjobb
kozel lesz az optimdlis megoldashoz, igy egy j6 approximacids algoritmust
kapunk.
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Outputban egyszeriisité6 séma ( OES.)

1. lépés. Osszuk a munkdkat két halmazba. Legyenek az eL-nél nem
kisebb munkdk a nagy munkék, a kisebbek a kicsi munkak. Vegyiik a nagy
munkdk osszes lehetséges iitemezését, ezeket nevezzik parcidlis itemezések-
nek. Minden parcidlis iitemezésre definidljuk a lehetséges titemezéseknek
egy osztalyit, amely azokat a lehetséges megoldasokat tartalmazza, ame-
lyekben a nagy munkdk az adott parcidlis itemezésnek megfeleléen vannak
a gépekhez hozzarendelve.

2. lépés. Minden osztalyra szamoljunk ki egy reprezentanst. A reprezen-
tanst ugy kapjuk, hogy a parcidlis iitemezést kiterjesztjiik a kicsi munkakkal,
azokat a LISTA algoritmus szerint iitemezve (az aktudlis munka arra a gépre
keriil, ahol kisebb az aktudlis t6ltés).

3. lépés. Vegyik a reprezentansok kozul a legkisebb célfuggvényértékkel
rendelkez6 megoldast.

16.2. tétel. Az OES, séma egy PTAS.

Bizonyitas. Vizsgdljuk els6ként a futdsi id6t! Mivel a nagy munkdk
mérete legaldbb L és a munkdk Ossztoltése legfeljebb 2L, ezért a nagy
munkdk szidma legfeljebb 2/e. Kovetkezésképpen a parcidlis titemezések,
és igy az osztalyok szdma legfeljebb 22/¢. Minden osztilyra a reprezentins
kijelolése linearis id6ben fut, igy rogzitett € mellett az algoritmus futasi ideje
valéban polinomidlis. (Fontos megjegyezniink, hogy 1/e-ban exponencidlis,
igy ismét csak PTAS-t kapunk.)

Vizsgaljuk most az approximéacids hanyadost! Kiilonboztessiink meg két
esetet attdl fiiggden, hogy milyen reprezentidnsokat kaptunk!

Els6ként tegyiik fel, hogy van olyan reprezentans, amelyben egy kicsi
munka éri el a maximélis befejezési idét. Ez akkor fordul eld, ha mindkét
gépre kerul kicsi munka vagy, ha csak a parcidlis itemezésben kisebb toltéstire,
de az utolsé kicsi munkaval a toltés tilné a parcidlis titemezésben nagyobb
toltésit gép toltésén. Mindkét esetben ezen reprezentinsra a gépeken a be-
fejezési idOk (esetiinkben megegyeznek a toltéssel) kiilonbsége legfeljebb e L.
Maésrészt az ossztoltés legfeljebb 2L, igy azt kaptuk, hogy

OES.(J) < L+ %L < (1+¢/2)OPT()).

A mdsodik esetben nincs olyan reprezentans, amelyben kicsi munka éri
el a maximalis befejezési idot. Ez azt jelenti, hogy minden osztilyra a
reprezentans optimalis megoldéast ad, hiszen a koltség megegyezik a parcidlis
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utemezés koltségével. Masrészt ebbdl kovetkezik, hogy a reprezentansok
kozott szerepel egy optimdlis megoldas is.

A harmadik megkozelitést akkor szokds haszndlni, ha van a probléméra
egy exponencialis megoldo algoritmusunk, amely tobb fazisbdl all. Ekkor bi-
zonyos esetekben, az egyes fazisok kozé valamilyen egyszeriisit6 1épést beik-
tatva, egy approximéciés sémat kaphatunk.

Els6ként tekintsiik a kovetkezd egyszerii algoritmust, amely meghataroz-
za az Osszes (a,b) part, amelyek eléallhatnak toltésként a két gépen a J

munkahalmaz titemezése utdn!
Egy exponencidlis idejii algoritmus

1. lépés. Legyen i =0, Sy = 0.

2. lépés. Amennyiben i = m véget ért az eljiras, egyébként minden
(a,b) € S; parra képezziik az (a + p;j+1,b) és (a,b+ pi11) parokat, és ezen
parok alkossédk az S;;1 halmazt. Noveljik 7 értékét 1-gyel és ismételjik meg
a 2. 1épést.

Teljes indukcidval egyszertien igazolhatd, hogy az S; halmaz minden i-re
azokat az (a,b) parokat tartalmazza, amelyek eléallhatnak toltésként a két
gépen a J munkahalmaz els6 i elemének az litemezése utan. Kovetkezésképp
kivalasztva az S,, halmazbdl azt a part, amelyre az elemek maximuma
a minimdlis, megkapjuk az optimdlis célfiiggvényértéket. Amennyiben a
parokat kiegészitjiik azzal (a dinamikus programozdsi algoritmusok esetén
szokasos) informdciéval, hogy miként kaptuk meg a part a megel6z6bol (ez
egy extra bit, amely megadja, hogy az utolsé munkét melyik géphez ren-
deltiik), akkor megkapjuk az optimdlis megoldast is.

Tehat a fenti algoritmus alapjan megkaphatjuk az optimdlis itemezést.
Az egyetlen probléma az, hogy az S; halmazok elemszama rendkiviil gyorsan
névekedhet, elérheti a 2¢ értéket. Amennyiben ezt az elemszamot korldtozni
tudjuk, akkor egy polinomidlis algoritmust kapunk. Az alidbbiakban meg-
vizsgaljuk miként tehetjiik ezt meg oly mddon, hogy ne veszitsiink sokat a
pontossagbdl.

Legyen A =1+¢/(2m) és P = Y 1" p;. Osszuk fel a P x P nagysagu
négyzetet tartomanyokra! A Py, j > 1, kK > 1 tartomdny tartalmazza
azokat az (a,b) pontokat, amelyekre A/ < a < AJFL AR < b < AFH
teljesiil. A Py, k > 1 tartomdny tartalmazza azokat az (a,b) pontokat,
amelyekre 0 < a < A, A¥ < b < AR teljesiil. A Pjg, j > 1 tartomény
tartalmazza azokat az (a, b) pontokat, amelyekre A/ < a < A/t 0 <b< A
teljesiil. A Py tartomany tartalmazza azokat az (a,b) pontokat, amelyekre
0<a<A,0<b< A teljesiil. Az approximdcids séma alapgondolata, hogy
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az ugyanazon tartomanyba esé pontparok kozel vannak egymashoz, igy elég
mindegyik tartomanybdl egy pontot megérizni az S; halmazokban.

Algoritmusban egyszeriisité6 séma ( AES.)

1. lépés. Legyen i = 0, Sy = ().

2. lépés. Amennyiben i = m, akkor véget ért az eljdrds. Egyébként
minden (a,b) € S; parra képezzik az (a + p;+1,b) és (a,b+ p;11) parokat,
és ezen parok alkossdk az S;,; halmazt.

3. lépés (ritkitds). Az Sj , azon elemeinek halmazat, amelyben egyik
érték sem 0 ritkitsuk ugy, hogy minden Pj; tartomanybdl csak egy elemet
tartsunk meg. Legyen S a ritkitott S; ;. Noveljiik i értékét 1-gyel és
folytassuk az eljarast a 2. 1épéssel.

16.3. tétel. Az AES, séma eqy FPTAS.

Bizonyitds. Vizsgaljuk els6ként a futasi idét! Ehhez Ossze kell szamol-
nunk a tartomanyokat. A definiciébdl egybdl adédik, hogy a tartoményok
szdma legfeljebb (loga P + 1)2 = O((loga P)?). Mésrészt

InP
1 P=—.
o8a InA

Tovabba InA = In(1 + ¢/(2m)) = Q(e/m), amibél adédik, hogy a tar-
tomanyok szdma polinomidlis m-ben 1/e-ban és InP-ben, azaz az input
méretében és 1/e-ban. Ebbol kovetkezik, hogy az algoritmus is polinomidlis
ezekben az értékekben, azaz futisi id6 szempontjabdl valéban egy FPTAS-t
adtunk meg.

Vizsgaljuk az approximdciés hanyadost! Minden iterdciéban van egy
ritkité fazis. A ritkité részben minden parhoz egy olyan pért 6rziink meg,
amely ugyanabban a tartomanyban van, igy mindkét komponensben a meg-
felel$ érték legfeljebb egy multiplikativ A hibdban tér el. Kovetkezésképp
minden lehetséges iitemezést leiré parhoz van az S, halmazban egy olyan
par, amely legfeljebb egy A™ multiplikativ hibdban tér el. Tehat az algorit-
mus A™-approximdaciés. Masrészt egyszeriien adddik az analizisben ismert
0 < z <1 szdmokra fenndllé (1 + z/m)™ < 1+ 2z egyenl6tlenség alapjin,
hogy

A= (14¢/2m)" <1+e¢,

amivel az allitast igazoltuk.
A fenti eljaras konnyen médosithaté tgy, hogy az optimalis titemezést is
megkapjuk. Szamharmasokat kell hasznalnunk, ahol a harmadik komponens
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attél fugg, hogy az utols6 munkat melyik gépen utemeztik a toltéseket
eredményez6 litemezésben. Ebben az esetben az optimalis (approximécios)
szdmharmasbdl visszafejthetd egy optimadlis (approximdciés) titemezés.

A fejezet utolsé részében arra mutatunk példét, hogy miként transzfor-
malhatéak bizonyos dinamikus programozasi algoritmusok FPTAS séméava.
Az FPTAS alapotlete az, hogy az inputot kerekitjiik, az igy kapott 1j inputra
végrehajtjuk a dinamikus programozasi eljarast, amely a kerekitett input-
ra polinomidlis idejii lesz, és a kapott optimdlis megoldast visszatransz-
formaljuk az eredeti feladat egy lehetséges megoldasava. Tehat az alabbi
algoritmus is az inputban egyszeriisité algoritmusok csaladjiba tartozik. A
bemutatott algoritmus lényegében megegyezik a [91] cikkben ismertetett
eljarassal. A tovabbiakban az eddig vizsgalt alapprobléméat n gép esetén
vizsgaljuk. Feltessziik, hogy a végrehajtisi idok egészek, igy a befejezési
idokrol is feltehetjiik, hogy egészek. Elsoként egy dinamikus programozasi
eljarast ismertetunk a feladat megolddsara.

Legyen P = 77, pj. Definidljuk az S;(K1,...,Kn-1) értékeket, (i =
0,1,...,m) a kovetkezOképpen. Legyen S;(Ki,...,K,_1) az a minimdlis
toltés, amely elérhet6 az M, gépen az els6 ¢ munka titemezése soran olyan
itemezéssel, amelyben az M; gépen a toltés legfeljebb K; minden j =
I,...,n — l-re. A fiiggvény definici6ja alapjin S;(Ky,...,Kn,—1) = oo, ha
K; < 0 valamely j-re, hiszen ekkor nincs a j-edik gép toltésére vonatkozd
feltételt kielégits iitemezés. Tovabba So(Ki,...,Kp—1) = 0 minden 0 <
K; < P értékre.

Egyszerli esetszétvélasztas alapjan addédik, hogy az S; fuggvényekre tel-
jestl a kovetkez6 rekurzio:

SZ'+1(K1, ce ;anl) = min{le + Si(Kl, PN ,anl), MIN},
ahol

MIN = minj{Si(Kl, e aKj—laKj —pi+1,Kj+1, e aKn—l}-

A fenti észrevételek alapjan konnyii felépiteni egy dinamikus progra-
mozasi algoritmust, amely megoldja a Pn||Cpq; problémat egész végrehaj-
tdsi id6k mellett. A kezdeti feltételek és a rekurzié alapjin kiszdmoljuk az
Sm(K1,...,Ky_1) értékeket, minden egész 0 < K; < P, j=1,...,n—1
értékre. Fzt kovetden az optimdlis célfiggvényérték a minimalis

max{Sm(Kl, ce ,anl), maxlgjgn,lKj}
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érték lesz. Masrészt, ha az eljdras sordn (amint ez a dinamikus programozasi
algoritmusokndl szokdsos) mindig megjegyezziik, hogy az aktualis S; 1 fiigg-
vényértéket melyik S; érték alapjan kapjuk, akkor az optimélis célfiiggvény-
értéket add Sy, érték alapjian visszafejthetd az optimalis litemezés.

Tehat a fentiekben bemutatott algoritmus megoldja a problémat. Vizsgal-
juk a futdsi id6t. Az eljards sordn lényegében ki kell tolteniink m darab
P! méretii tablazatot (a lehetséges K7,..., K, 1 értékek), minden érték
kiszdmitdsa n miiveletet igényel, tehat a futdsi id6 O(mnP" '), azaz rog-
zitett n mellett polinomidlis m-ben és P = Z}”:l pj-ben. A probléma az,
hogy az input mérete nem P, hanem log P, mivel binarisan reprezentaljuk
a szamokat. Unaris reprezentalds mellett az algoritmus polinomiélis lenne.
(Erdemes megjegyezniink, hogy az ilyen algoritmusokat pszeudopolinomidlis
algoritmusoknak nevezziik.) Az aldbbiakban bemutatjuk miként konstrual-
haté egy FPTAS a fentieckben bemutatott dinamikus programozasi eljaras
alapjan. A médszer végrehajthatosidganak feltételeit vizsgédlja a [177] dolgo-
zat.

Az FPTAS el6készit6 részeként hajtsunk végre egy konstans approximé-
ciés hanyadossal rendelkezé approximacids eljarast az inputon. A kapott cél-
figgvényértéket jelolje L. Esetiinkben haszndlhatjuk a LISTA algoritmust,
amely linedris id6igényti. Ekkor az L szdmra teljesiil az OPT(J) < L <
20PT(J) egyenlStlenség.

Dinamikus programozasi séma ( DPS.)

1. lépés. Konstrudljuk meg a J inputbél a J' inputot a kbvetkezéképpen.
Minden j-re a p; végrehajtasi idével rendelkez6 j-edik munkat helyettesitsiik
egy p; = |p;j/Z] végrehajtisi id6vel rendelkezé munkaval, ahol Z = eL/2m.

2. lépés. Oldjuk meg az 1. 1épés soran kapott J' inputot a fentiekben
ismertetett dinamikus programozasi eljarassal.

3. lépés. A J' input optimaélis itemezésébdl J egy kozelitd megoldasat
kapjuk, ha minden munkat ugyanazon a gépen utemezunk, amelyen a médo-
sitott input optimélis megoldasa a megfelel6 mdédositott munkat iitemezi.

16.4. tétel A DPS. séma eqy FPTAS.

Bizonyitds. Elsoként vizsgaljuk a futdsi idot! A dinamikus programozasi
algoritmus idéigénye O(mnP"~!). A médositott J' inputra

nOPT(J)

P < nilZ2) < 3 /7 <nOPT(D)|Z = =

j=1 j=1

< 4mn/e.
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Kovetkezésképp az eljards id6igénye rogzitett n konstans mellett valéban
polinomidlis az input méretében és 1/e-ban.
Vizsgédljuk meg az approximdciés hadnyadost!
Mivel Z - OPT(J') < OPT(J) és DPS.(J) < Z - OPT(J'") +mZ, ezért
|DPS.(J) — OPT(J)| < mZ.

Kovetkezésképpen:

[DPS.(J) ~OPT(J)| _ _mZ _ L _ __
OPT(J) = OPT(J) ~ 20PT(J) ~




322



Irodalomjegyzék

[1]

Adrabinski, A., M. M. Syslo, Computational experiments with some heuristic
algorithms for the traveling salesman problem, TR. N-78, Institute of Com-
puter Science, Wroclaw University, Wroclaw, Poland, 1980; also in Zatos. Mat.
18 (1983), 91-95.

Aho, A. V., J. E. Hopcroft, J. D. Ullman, The Design and Analysis of Com-
puter Algorithms, Addison-Wesley, Reading, Mass, 1974.

Andrésfai, B., Grdfelmélet, POLYGON Kiadé, Szeged, 1994.

Arora, S., Polinomial time approximation schemes for Euclidean traveling
salesman and other geometric problems, Journal of the ACM 45 (1998), 753-
782.

Arora, S, P. Raghavan, S. Rao, Approximation schemes for Euclidean k-
medians and related problems. Proceedings of STOC 98 ( ACM, New York),
(1999) 106-113.

Azevedo, J., J. Madeira, E. Martins, F. Pires, A Shortest Path Ranking Algo-
rithm, in: Proc. AIRO’90 - Models and Methods for Decision Support, Sorrento
(1990), 1001-1011.

Bajalinov, E., Imreh, B., Operdcidkutatis, POLYGON Kiadé, Szeged, 2001.

Baker, K. R., Introduction to Sequencing and Scheduling, Wiley, New York,
1974.

Baké, A., Marton, L., Takacs, B., Vesztergdl, L., Vdrosi uthalézat valtozatok
gazdasagossagi elemzése, Vdrosi Kozlekedés 5 (1981), 245-262.

Baké, A., Marton, L., Takacs, B., Vesztergil, L., Egy interaktiv modell
uthélézatok optimalizalasara, KTMF Tudomdnyos Kézlemények 1 (1981), 33-
36.

Balas, E., E. Zemei, An Algorithm for Large Zero-One Knapsack Problems,
Operations Research 28 (1980), 1132-1154.

Balinski, M. L., Quandt, R. E., On an integer program for a delivery problem,
Operations Research 12 (1964), 300-304.

323



324 IRODALOMJEGYZEK

[13] Bartalos, I., T. Dudés, B. Imreh, On a tour construction heuristic for the
asymmetric TSP, Acta Cybernetica 12 (1995), 209-216.

[14] Bellman, R., Some Applications of the Theory of Dynamic Programming — A
Review, Operations Research 2 (1954), 275-288.

[15] Bellman, R., Notes on the Theory of Dynamic Programming IV — Maximiza-
tion Over Discrete Sets, Naval Research Logistics Quarterly 3 (1956), 67-70.

[16] Bellman, R., Comment on Dantzig’s Paper on Discrete-Variable Extremum
Problems, Operations Research 5 (1957), 723-724.

[17] Bellman, R., Dynamic Programming, Princeton University Press, 1957.
[18] Bellman, R. E., On a routing problem, Quart. Appl. Math. 16 (1958), 87-90.

[19] Bellmore, M., S. Goldwasser, C. Lund, A. Russel, Efficient probabilistically
checkable proofs and applications to approximation, Proc. of 25-th STOC,
1993, 294-304.

[20] Bellmore, M., J. C. Malone, Pathology of traveling salesman subtour elimina-
tion algorithms, Operations Research 19 (1971), 278-307.

[21] Berge, C., Two theorems in graph theory, Proceedings of the National Academy
of Science of the U.S. 43 (1957), 842-844.

[22] Bertier, P. and B. Roy, Procédure de résolution pour une classe de problems
pouvant avoir un caractére combinatorie, Cahiers Cent. d’Etudes Recherche
Operationelle 6 (1964), 202-208.

[23] Borgulya, I., Evolucids Algoritmusok, Dialég Campus Kiadd, 2004.

[24] Branco, I. M., J. D. Coelho, The Hamiltonian p-median problem, European
Journal of Operational Research 47 (1990), 86-95.

[25] Bruckner, P., Scheduling algorithms, Springer, Berlin, 1998.

[26] Burkard, R. E., V. G., Deineko, R. van Dal, J. van der Veen and G. J. Woeg-
inger, Well-Solvable Special Cases of the TSP: A Survey, STAM Review 40,
(1998), 496-546.

[27] Burkard, R. E. and J. Krarup, A linear algorithm for the pos/neg- weighted
1-median problem on a cactus, Computing 60 (1998), 193-215.

[28] Burkard, R. E., J. Offermann, Entwurf von Schreibmaschinentastaturen mit-
tels quadratischer Zuordnungsprobleme, Zeitschrift fir Operations Research
21 (1977), B121-B132.

[29] Busacker, R. G., P. J. Gowen, A procedure for determining a family of minimal
cost network flow patterns, O. R. O. Technical Report 15 (1961).

[30] Carpaneto, G., P. Toth, Some new branching and bounding criteria for the
asymmetric traveling salesman problem, Management Sci. 26 (1980), 736-743.



IRODALOMJEGYZEK 325

31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

Cerdeira, J. O., The Hamiltonian k-median problem for any given k is NP-
complete, Centro de Estatistica e Aplicagdes, Universidade de Lisboa, nota no.
18/85 (1986).

Chen, B., C. N. Potts, G. J. Woeginger, A review of machine scheduling;:
Complexity, algorithms and approximability, Handbook of Combinatorial Op-
timization Volume 3 eds.: D. Y. Du, P. Pardalos, Kluwer Academic publisher,
1998, 21-171

Chen, B., C. N. Potts, G. J. Woeginger, A review of machine scheduling:
Complexity, algorithms and approximability, Report, TU-Graz, 1998.

Christofides, N. Worst-case analysis of a new heuristic for the traveling sales-
man problem, Technical Report, Graduate School of Industrial Administra-
tion, Carnegie-Mellon University, Pittsburgh PA, 1976.

Christofides, N., S. Elion, Algorithms for Large-Scale Traveling Salesman
Problems, Operational Res. Quart. 23 (1972), 511-518.

Chvatal, V., A greedy heuristic for the set covering problem, Math. Operations
Research 4 (1979), 233-235.

Conway, R. W., W. L. Maxwell, L. W. Miller, Theory of Scheduling, Addison-
Wesley, Reading MA., 1967.

Cook, W. J., W. H. Cunningham, W. R. Pulleyblank, A. Schrijver, Combinato-
rial Optimization, Jonn Wiley & Sons Inc., New York, Chichester, Weinheim,
Brisbane, Singapore, Toronto, 1998.

Dakin, R., A tree search algorithm for mixed integer programming problems,
Computer Journal 8 (1965), 250-255.

Dantzig, G. B., Discrete-Variable Extremum Problems, Operations Research 5
(1957), 266-277.

Day, R. H., An optimal extracting form a multiple file datastorage system: An
application of integer programming, Operationals Research 13 (1965), 428-494.

Deo N., C. Pang, Shortest-Path Algorithms: Taxonomy and Annotation, Net-
works 14 (1984), 275-323.

Dickey, J. W. and J. W. Hopkins, Campus building arrangement using TOPAZ,
Transportation Research 6 (1972), 59-68.

Dijkstra, E. W.; A note on two problems in connection with graphs, Nu-
merische Mathematik 1 (1959), 269-271.

Du, D. Z., P. M. Pardalos (Eds.), Handbook of Combinatorial Optimization,
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht-Boston-London, 1998.

Eastman, W. L., Linear Programming with Pattern Constraints, Ph.D. thesis,
Harvard University, Cambridge, 1958.



326

[47]

[48]

[60]

[61]

[62]

[63]

IRODALOMJEGYZEK

Edmonds, J., Paths, trees, and flowers, Canadian Journal of Mathematics 17
(1965), 449-467.

Edmonds, J., E. Johnson, Matching: A Well Solved Class of Integer Lin-
ear Programs, Combinatorial Structures and Their Applications, Gordon and
Breach, New York, 1970, 89-92.

Edmonds, J., R. M. Karp, Theoretical improvements in algorithm efficiency
for network flow problems, J. ACM 19 (1972), 218-264.

Egervary, J., Matrixok kombinatorikus tulajdonsagairdl, Mat. és Fiz. Lapok
38 (1931), 16-28.

Egervéry, J., On combinatorial properties of matrices, translated by H. W.
Kuhn, Logistics Papers 11, George Washington University, 1-11.

Elshafei, A. N., Hospital layout as a quadratic assignment problem, Operations
Research Quarterly 28 (1977), 167-179.

Euler, L., Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, Commentarii
Academiae Scientarum Imperialis Petropolitanae 8 (1736), 128-140.

Evans, J. R., E. Minieka, Optimization Algorithms for Networks and Graphs,
Marcel Dekker Inc., New York- Basel-Hong Kong, 1992.

Fayard, D., G. Plateanu, Resolution of the 0 — 1 Knapsack Problem: Compar-
ison of Methods, Mathematical Programming 8 (1975), 272-307.

Floyd, R. W., Algorithm 97, Shortest path, Commun. ACM 5 (1962), 345.
Ford, L. R., Network Flow Theory, The Rand Corp., P923, 1955.

Ford, L. R., D. R. Fulkerson, Maximal flow through a network, Canadian
Journal of Mathematics 8 (1956), 399-404.

Ford, L. R., D. R. Fulkerson, A simple algorithm for finding maximal network
flow and an application to the Hitchcock problem, Canadian J. Math. 9 (1957),
210-218.

Ford. L. R., D. R. Fulkerson, Flows in Networks, Princeton University Press,
Princeton, New Jersey, 1962.

Frederickson, G. N., D. B. Johnson, Finding k-th paths and p-centers by gen-
erating and searching good data structures, Journal of Algorithms 4 (1983),
61-80.

Fredman, M. L., R. E. Tarjan, Fibonacci heaps and their uses in improved
network optimization algorithms, Journal of the ACM 34 (1987), 596 — 615.

Frieze, A. M., G. Galbiati, F. Maffioli, On the worst-case performance of
some algorithms for the asymmetric traveling salesman problem, Networks
12 (1982), 23-39.



IRODALOMJEGYZEK 327

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

Gabow, H., An Efficient Implementation of Edmonds’ Algorithm for Maximum
Matchings in Graph, J. ACM 23 (1975), 221-234.

Gabow, H. N., R. E. Tarjan, Faster scaling algorithms for network problems,
SIAM Journal on Computing 18 (1989), 1013-1036.

Gallo, G., S. Pallotino, Shortest Path Methods: A Unifying Approach, Math.
Program. Study 26 (1986), 38-64.

Garey, M. R., R. L. Graham and D. S. Johnson, Some NP-complete geometric
problems, Proc. 8 h ACM Symp. on Theory of Computing, 1976.

Garey, M. R., D. S. Johnson, Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-completeness, W.H. Freeman & Co, San Francisco, 1979.

Garfinkel, R., Optimal Set Covering: A Survey, in Perspectives in Optimiza-
tion: A Collection of Expository Articles (ed.: Geoffrion), Reading, Mass.,
Addison- Wesley, 1972. ¢

Garfinkel, R. S. and G. L. Nemhauser, Integer Programming, Wiley and Sons,
1972.

Gendreau, M., A. Hertz, G. Laporte, New insertion and postoptimization pro-
cedures for the traveling salesman problem, Operations Research 40 (1992),
1086-1094.

Gens, G., V., E. V. Levner, Computational complexity of approximation al-
gorithms for combinatorial problems, Porceedings of MFCS 79, LNCS 74,
Springer, (1979), 292-300

Gilmore, P. C., Optimal and suboptimal algorithms for the quadratic assign-
ment problem, STAM Journal of Applied Mathematics 10 (1962), 305-313.

Glaab, H., A. Pott, The Hamiltonian p-median problem, Electronic J. Combin.
7 (2000), Research Paper 42.

Glover, F., New Results for Reducing Linear Programs to Knapsack Problems,
Management Science Report Series, the University of Colorado at Boulder, No.
72-8 (1972).

Golden, B., L. Bodin, T. Doyle, W. Stewart Jr., Approximate traveling sales-
man algorithms, Operations Research 28 (1980), 694-771.

Goldman, A. J., Optimal center location in simple networks, Transportation
Science 5 (1971), 212-221.

Gomory, R. E., Outline of an algorithm for integer solution to linear programs,
Bull. Amer. Math. Soc. 64 (1958), 275-278.

Graham R. L., Bounds for certain multiprocessor anomalies, Bell System Tech-
nical Journal 45 (1966), 1563-1581.



328

[80]

[85]
[86]
[87]
[88]
[89]
[90]
[91]
[92]
[93]
[94]
[95]
[96]

[97]

IRODALOMJEGYZEK

Graham, R. L., E. L. Lawler, J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan, Optimiza-
tion and approximation in deterministic sequencing and scheduling: a survey,
Annals of Discrete Mathematics 5, North Holland, Amsterdam, (1979), 287-
326.

Greenberg, H., R. Hegerich, A Branch Search Algorithm for the Knapsack
Problem, Management Science 16 (1970), 327-332.

Gutin, G., A. P. Punnen, The traveling salesman problem and its variations,
Kluwer Academic Publisher, Dordrecht, 2002.

Hajnal, P., Grafelmélet, POLYGON Kiadd, Szeged, 1997.

Halmos, P. R., H. Vaughon, The marriage problem, Amer. J. Math. 72 (1950),
214-215.

Hakimi, S. L., Optimum locations of switching centers and the absolute centers
and medians of a graph, Operations Research 12 (1964), 450-459.

Handler, G. Y., Minimax location of a facility in an undirected tree graph,
Transportation Science 12 (1973), 93-96.

Handler, G. Y., Finding two-centers of a tree: The continous case, Transporta-
tion Science 12 (1978), 93-106.

Handler, G. Y., P. B. Mirchandani, Location on networks: Theory and algo-
rithms, MIT Press, Cambridge, 1979.

Hardy, G. G., J. E. Littlewood, and G. Pdlya, Inequalities, Cambridge Univer-
sity Press, London and New York, 1952.

Horowith, E.; S. Sahni, Computing Partitions with Applications to the Knap-
sack Problem, Journal of the ACM 21 (1974), 277-292.

Horowitz, E., S. Sahni: Exact and approximate algorithms for scheduling non
identical processors, Journal of the ACM 23 (1976), 317-327.

Horowith, E., S. Sahni, Fundamentals of Computer Algorithms, Computer
Science Press, Potomac, Md., 1978.

Hsu, W., G. L., Nemhauser, Easy and hard bottleneck location problems,
Discrete Applied Mathematics 1 (1979), 209-215.

Ibarra, O., H., C. E. Kim, Fast approximation algorithms for the knapsack
and sum of subset problem, Journal of the ACM 22 (1975), 463-468.

Imreh B, Imreh Cs., Imreh Sz: Osszef(izési technikdk és alkalmazésaik, Alkal-
mazott Matematikai Lapok 22 (2004), 51-62.

Imreh, B., Sz. Imreh, A heuristic method for the asymmetric Hamiltonian
p-median problem, PU.M. A. 14 (2003), 199-206.

Jackson, J. R., An extension of Johnson’s result on job lot scheduling, Naval
Research Logistics Quarterely 3 (1956), 201-203.



IRODALOMJEGYZEK 329

[98] Jeroslow, R. G. and K. O. Kortanek, Dense sets of two variable integer pro-
grams requiring arbitrarily many cuts by fractional algorithms, Man. Sci. Res.
Rep. 174 (1969), Carnegie-Mellon University.

[99] Jewell, W. S., Optimal flow through networks, Interim Technical Report No.
8, Massachusetts Institute of Technology, 1958.

[100] Johnson, D. S., Optimal two- and three-stage production schedules with setup
times included, Naval Research Logistics Quarterely 1 (1954), 61-68.

[101] Johnson, D. S., L. A. McGeoch, The traveling salesman problem: A case
study in local optimization, in: Local Search in Combinatorial Optimization,
(eds.: E. H. L. , Aarts, J. K. Lenstra), Wiley, New York, 1997, 215-310.

[102] Jordan, T., A. Recski, Kombinatorikus Optimalizdlds, Miszaki Egyetem és
Eo6tvos Lorand Tudoményegyetem, Budapest, 1995.

[103] Jordan, T., A. Recski, D. Szeszlér, Rendszeroptimalizdlds, Typotex, 2004,

[104] Kameda, T., I. Munro, A O(|V| - |E|) Algorithm for Maximum Matching of
Graphs, Computing 12 (1974), 91-98.

[105] Kariv, O., S. L. Hakimi, An algorithmic approach to network location prob-
lems. Part 2. The p-Median, STAM Journal on Applied Mathematics 37 (1979),
539-560.

[106] Karp, R. M., A patching algorithm for the nonsymmetric traveling salesman
problem, SIAM J. Comput. 8 (1979), 561-563.

[107] Karp, R. M., Reducibility among Combinatorial Problems, in Complexity
of Computer Computations, R. E. Miller and T. W. Thatcher, eds., Plenum
Press, New York, 1972.

[108] Kellerer, H., U. Pferschy, A new fully polynomial time approximation scheme
for the knapsack problem, Journal on Combinatorial Optimization 3 (1999),
59-71.

[109] Klee, V., G. J. Minty, How good is the the simplex algorithm?, in: Inequali-
ties, III, (ed.: O. Shisha), Academic Press, New York, 1972, 159-175.

[110] Kolesar, P., A Branch and Bound Algorithm for the Knapsack Problem,
Management Science 13 (1967), 723-735.

[111] Koopmans, T. C., M. J. Beckmann, Assignment problems and the location
of economic activities, Econometria 25 (1957), 53-76.

[112] Korte, B., J. Vygen, Combinatorial Optimization, Theory and Algorithms, —
2. ed.—, Springer Verlag, Berlin,Heidelberg, New York, Barcelona, Hong Kong,
London, Milan, Paris, Tokyo, 2002.

[113] Kénig, D., Theorie der endlichen und unendlichen Graphen: kombinatorische
Topologie der Streckenkomplexe, Akademische Verlagsgessel schaft, Leipzig,
1936.



330 IRODALOMJEGYZEK

[114] Krekd, B., Optimumszdmitds, Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiadd, Budapest,
1972.

[115] Kruskal, J. B., On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling
salesman problem, Proceedings of the American Mathematical Society 7 (1956),
48-50.

[116] Kuhn, H. W., The Hungarian method for the assignment problems, Naval.
Res. Logist Quart. 2 (1955), 83-97.

[117] Kuhn, H. W., Variants of the Hungarian method for assignment problems,
Naval. Res. Logist Quart. 3 (1956), 253-258.

[118] Kuhn, H. W., A magyar mddszer eredetérél, Szigma 23 (1992), 113-118.

[119] Land, A. H. and A. G. Doig, An automatic method for solving discrete pro-
gramming problems, Econometria 28 (1960), 497-520.

[120] Lawler, E. L., Optimal sequencing of a single machine subject to precedence
constraints, Management Science 19 1973, 544-546.

[121] Lawler, E. L., Recent results in theory of machine scheduling, Mathematical
Programming, The State of the Art, eds.: A. Bachem, B. Korte, M. Grotschel,
Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg- New York-Tokyo, 1983, 202-234.

[122] Lawler, E. L., Kombinatorikus optimalizdlds, Miszaki Kényvkiad6, Budapest,
1982.

[123] Lawler, E. L., J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan, D. B. Shmoys, The
Traveling Salesman Problem: A Guided Tour of Combinatorial Optimization,
John Wiley & Sons, (1985).

[124] Lawler, E. L., The quadratic assignment problem, Management Science 9
(1963), 586-599.

[125] Lemke, C. E., H. Salkin, K. Spielberg, Set covering by single branch enumer-
ation with linear programming subproblems, Operations Research 19 (1971),
998-1022.

[126] Lin, S., Computer Solutions of the Traveling Salesman Problem, Bell Syst.
Tech. J. 44 (1965), 2245-2269.

[127] Lin, S., B. W. Keringhan, An Effective Heuristic Algorithm for the Travelling-
Salesman Problem, Operations Research 21 (1973), 498-516.

[128] Little, J. D. C., K. G. Murty, D. W. Sweeny, C. Karel, An algorithm for the
traveling salesman problem, Operations Research 11 (1963), 979-989.

[129] Lovész, L., M. D. Plummer, Matching Theory, Akadémiai Kiadé, Budapest
1986, and North-Holland, Amsterdam 1986.

[130] Love, R. F., J. G. Morris, G. O. Wesolowsky, Facilities Location, North-
Holland, New York-Amsterdam-London, 1988.



IRODALOMJEGYZEK 331

[131] Makl, K. T., A. J. Morton, A modified Lin-Kernighan traveling-selesman
heuristic, Operations Research Letters 13 (1993), 127-132.

[132] Martello, S., P. Toth, Knapsack Problems, Algorithms and Computer Im-
plementations, John Wiley & Sons Ltd., Chichester - New York - Brisbane -
Toronto - Singapure, 1970.

[133] Martello, S., P. Toth, Algorithm 37, Algorithm for the solution of the 0 — 1
Single Knapsack Problem, Computing 21 (1978), 81-86.

[134] Martello, S., P. Toth, The 0 — 1 Knapsack Problem, in: Combinatorial Opti-
mization ed. Christofides, et al., Wiley and Sons, 1979.

[135] Martins, E. Q. V., An algorithm for ranking paths that may contain cycles,
European Journal of Operations Resarch 18 (1984), 123-130.

[136] Marton, L., Optimalis uthél6zatok meghatarozasa, KTMF Tudomdnyos
Kozlemények 2 (1977).

[137] Marton, L., Minimalistit algoritmusok kozlekedési halézatokra, KTMF Tu-
domdnyos Kézlemények 2 (1979), 219-222.

[138] Marton, L., Egy cimkézési eljaras a legrovidebb wutak fajdnak
meghatdrozdsara ritka halézatokban Alkalmazott Matematikai Lapok 19
(1999), 115-132.

[139] Marton, L., Modelling motorway toll in traffic assignment, Slovak Journal of
Civil Engineering 4 (1998), 22-26.

[140] Mathews, G., On the partition of Numbers, in: Proc. of the London Mathe-
matical Society 28 (1897), 486-490.

[141] Micali, S., V. V. Vazirani, An O(\/|V|-|E|) Algorithm for Finding Maximum
Matching in General Graphs, Proc. 21st Annual Symp. on Foundations of
Cmputer Science, IEEE, Long Beach, California (1980), 17-27.

[142] Mirchandani, P. B., R. L. Francis, Discrete Location Theory, John Wiley &
Sons, Inc., New York-Chichester—Brisbane-Toronto-Singapore, 1990.

[143] Mitchell, J., Guillotine subdivisons approximate polygonal subdivisions: a
simple polynomial time approximation scheme for geometric TSP, k-MST and
related problems, SIAM Journal on Computing 28 (1999), 1298-1309.

[144] Munkres, J., Algorithms for the assignment and transportation problems, J.
SIAM 5 (1957), 32 — 38.

[145] Murty, K. G., An algorithm for ranking all the assignments in order of in-
creasing cost, Operations Research 16 (1968), 682-687.

[146] Nauss, R. M., An Efficient Algorithm for the 0 — 1 Knapsack Problem, Man-
agement Science 23 (1976), 27-31.

[147] Nemhauser, G. L., L. A. Wolsey, Integer and Combinatorial Optimization,
John Wiley & Sons, New York-Chichester-Brisbane-Toronto-Singapore, 1988.



332 IRODALOMJEGYZEK

[148] Niven, I., H. S. Zuckerman, Bevezetés a szamelméletbe, Miiszaki Konyvkiadd,
1978.

[149] Papadimitriou, C. H., K. Steiglitz, Combinatorial Optimization: Algorithms
and Complezity, Prentice Hall, 1982.

[150] Papadimitriou, C. H., Szdmitdsi bonyolultsdg, Novodat Bt, Gydr, 1999.

[151] Pukler, A., Vastti kocsidramlatok optimalizalasa, SZIKTMF Tudomdnyos
Kozlemények 13 (1989), 145-149.

[152] Reinelt, G., The Traveling Salesman: Computational Solutions for TSP Ap-
plications, Springer-Verlag, Berlin, 1994.

[153] Rinnooy Kan, A. H. G., Report of the session on SCHEDULING, Annals of
Discrete Mathematics 5, North Holland, Amsterdam, (1979), 423-426.

[154] Roényai, L., G. Ivanyosi, R. Szabd, Algoritmusok, Typotex Kiad6, Budapest,
1998.

[155] Rosenkrantz, D. J., R. E. Stearns, P. M. Lewis, An analysis of several heuris-
tics for the traveling salesman problem, SIAM J. Comput. 6 (1977), 563-581.

[156] Rubin, D. S.; On the unlimited number of faces in integer hulls of linear
programs with a single constraint, Operations Research 18 (1970), 940-946.

[157] Sahni, S. and T. Gonzalez, NP-complete approximation problems, J. Assoc.
Comput. Mach. 23 (1976), 555-565.

[158] Salkin, H., C. DeKluyver, The Knapsack Problem: A Survey, Department of
Operations Research Technical Report, Case Western Reserve University, No.
281 (1972).

[159] Salkin, H. M. and K. Mathur, Foundations of Integer Programming, North-
Holland, 1989.

[160] Schuurman, P., G. J. Woeginger, Approximation Schemes - A Tutorial, meg-
jelenés alatt, elérhetd a szerzé honlapjan.

[161] Sgall, J., On-line scheduling, Chapter 8 (196-231) in Fiat A., G. J. Woeginger
(eds.) Online algorithms: The State of the Art Vol. 1442 of Lecture Notes in
Computer Science, Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg, 1998.

[162] Shapiro, D. M., Algorithms for the Solution of the Optimal Cost and Bot-
tleneck Traveling Salesman Problem, Sc.D. thesis, Washington University, St.
Louis, 1966.

[163] Shier, D. R., Computational Experience with an Algorithm for Finding the
k Shortest Path in a Network, J. Res. Natl. Bur. Stand. 78 B (1974), 139-165.

[164] Shier, D. R., Iterative Methods for Determining the k£ Shortest Path in a
Network, Networks 6 (1976), 205-230.



IRODALOMJEGYZEK 333

[165] Smith, T. H. C., V. Srinivasan, G. L. Thompson, Computational performance
of three subtour elimination algorithms for solving asymmetric traveling sales-
man problems, Ann. Discrete Math. I (1977), 495-506.

[166] Smith, W. E., Various optimizers for single-stage production, Naval Research
Logistics Quarterly 3 1956, 59-66.

[167] Spitzer, M., Solution to the crew scheduling problem, presented at the first
AGIFORS Symposium, October 1961.

[168] Syslo, M. M., N. Deo, J. S. Kowalik, Discrete Optimization Algorithm with
Pascal Programs, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 1983.

[169] Taha, A. H., Integer Programming, Theory, Applications and Computations,
Academic Press, New York, 1975.

[170] Thisse, J. F., H. G. Zoller, eds., Location Analysis of Public Facilities, North-
Holland, Amsterdam, 1983.

[171] Tucker, A., On directed graphs and integer programs, IBM Mathematical
Research Project Technical Report, Princeton University, 1960.

[172] Vazirani, V., Approzimation Algorithms, Springer-Verlag, Berlin, 2001

[173] Vizvéri B., Utemezéselmélet, Informatikai Algoritmusok, szerk.: Ivanyi A.,
ELTE Eo6tvos Kiad6, Budapest, 2004, 364-415.

[174] Warshall, S., A Theorem on Boolean matrices, J. ACM 9 (1952), 11-12

[175] Weber, A., Uber den Standort der Industrien, Tiibingen, 1909, (in German);
English Translation: Theory of the location of industries, (C, J. Friedrich, ed.
and transl.), Chicago University Press, Chicago, Illinois, 1929.

[176] Weiszfeld, E., Sur un probleme de minimum dans ’espace, Tohoku Mathe-
matical Journal 43 (1936), 274-280.

[177] Woeinger, J., When does a dynamic programming formulation guarantee the
existence of a fully polynomial time approximation scheme (FPTAS)? IN-
FORMS Journal on Computing 12, (2000), 57—74.

[178] Wilson, R. J., Introduction to Graph Theory, 4th edition, Addison-Wesley
Pub Co,(ISBN: 0582249937), 1999.

[179] Witzgall C., C. T. Zahn, Jr., Modification of Edmonds’ Maximum Matching
Algorithm, J. Res. Nat. Bur. Standards 69B (1965), 91-98.

[180] Yen, J. Y., Finding the k shortest loopless paths in a network, Management
Science 17 (1971), 712-716.

[181] Yudin, D., E. G. Gol’shtein, Linear Programing Problems of Transportation
(in Russian), NAUKA, 1969.



334 IRODALOMJEGYZEK



Targymutato

(A(C),1,J), 183

(s,t) vagas, 127

0 — 1 hatizsak feladat, 143
0*, 53

A(D), 50

B&B fa, 136

B&B eljaras, 140

HpMP, 218

M P-vel térténé javitasa, 34
M &ltal indukalt parositas, 37
TSP(C), 181

[i, 7] felezéspontja, 266

Qe g, 167

¢ - approximécids algoritmus, 196
f(n) =0(g(n)), 11

f(n) =9Q(g(n)), 11

f(n) =06(g(n)), 11
k-optimadlis eljaras, 213
p-center probléma, 259
pTSP, 218

C>0,53

C ~D, 52

a@db, 103

algb, 103

1-center, 261
1-median, 247

2-center halmaz, 262
2-medidn halmaz, 248
2-optimalis eljaras, 211
2-patching eljarés, 203
2-patching koltség, 204

335

2-patching mivelet, 204
3-patching eljarés, 206

3-patching koltség, 206

3-patching miivelet, 206

k-adik legrovidebb utak, 101

A ® B, 109

2-patching heurisztika pTSP-re, 220

abszolit center probléma, 268

Adrabinski, A. M., 202

aggregacio, 146

algoritmusban egyszertisité approximacios
séma, 318

all cities valtozat, 202

alterndlé ut, 33

alternalé fa eljaras, 38

approximéaciés hanyados, 196

Assignment problem, 50

aszimptotikus approximéciés hanyados,
196

altaldnos hatizsak feladat, 144
altaldnositott osszeadas, 103
altaldnositott minimalizalds, 103

altalanositott pénzvaltasi feladat,
144

Balas, E., 185, 186

Balinski, M. L., 228

Beckmann, M. J.,, 271

befejezési id6, 292

befejezési idGk osszegfiiggvénye, 293



336

befok, 15

Bellman, R. E., 92
Bellmore, M., 239

Berge, C., 35, 49

Bertier, P., 135
beruhdazasi probléma, 163
binaris hatizsdk feladat, 143
bonyolultsagelmélet, 11
Branch-and-Bound, 135
Branch-and-Bound fa, 136
Burkard, R. E., 258, 275

campus kialakitds, 275

Cheapest insertion eljaras, 201
Christofides eljarasa, 214
Christofides, N., 213

Chvatal V., 236

Chvatal-féle heurisztikus eljaras, 236
ciklus vagasi koltsége, 222

Cutting and Patching Method, 221

csucs fokszama, 18

csucs illeszkedése élre, 18
csucs sulya, 252

csuszasi ido, 293

Dakin, R., 165
Dantzig, G. B., 155
Day, R., 227

Dickey, J. W., 275
Dijkstra médszere, 96
Dijkstra, E. W., 95

Dinamikus programozasi approximécids

séma, 320

diszkrét feladat linedris programozasi
relaxécidja, 166

diszkrét feladathoz tartozé folytonos
feladat, 166

Doig, A. G., 135, 165

double-sweep algorithm, 102

double-sweep algoritmus, 103

TARGYMUTATO

dudlis feladat, 72

Edmonds és Johnson eljarasa, 75
Edmonds eljarasa, 40

Edmonds, J., 40, 74, 127
egészértékll hatizsik feladat, 144
egyszer 1t, 102

elfajul lanc, 59

eléremend €1, 119

Elshafei, A. N., 275

empirikus analizis, 197

er0sen piramidalis ciklus, 219
Euler kor, 21

Euler kor roviditése, 213

Euler, L., 20

Euler-féle graf, 21

él illeszkedik csucsra, 18
él koltsége, 128

él végpontja, 18

élé levél, 139

érkezési id6, 292

fa, 26

Farthest insertion eljaras, 201

fed6rendszer redundéns eleme, 231

feszitofa, 26

flow shop tutemezés, 305

Floyd, R. W., 112

Floyd-Warshall médszer, 112

fokozatos kozelités méodszere, 92

folyési id6, 293

folyam, 118

folyam értéke, 118

folyamprobléma, 117

folyamprobléma csicskapacitdsokkal
és élkapacitasokkal, 128

Ford és Fulkerson eljardsa, 123

Ford, L. R., 92, 123

forras, 13

Fulkerson, D. R., 123



TARGYMUTATO

fuggetlen O-rendszer, 53

Gannt diagram, 290
generalt parositas, 38
gép toltése, 302
Gilmore, P. C., 278
Gilmore-Lawler korlatozasi eljaras,
278
Glover, F., 146
Gol’shtein, E. G., 52
Golden B., 202
Goldman, A. J., 255
Goldman-féle eljaras, 255
Gomory, R. E., 165
Gonzalez, T., 196, 277
graf éle, 13
graf csucsa, 13
graf komponense, 18, 118
graf rekonstrukciéja, 37
graf reprezenticidja, 13
graf szogpontja, 13
graf zsugoritasa, 36
grafikus reprezenticid, 13
Graham, R. L., 302, 303

hajérakodasi probléma, 164

Hakimi, S. L., 244

halmaz permutacidja, 217

halmazlefedési feladat LP relaxacidja,
231

halmazlefedési probléma, 225

halmazosztalyozasi probléma, 226

Halmos, P. R., 46

Hamiltonian p-Median Problem, 218

Handler eljarasa, 267

Handler, G. Y., 264

hataridé, 292

hilézat, 22

hilézat matrix-reprezenticidja, 23

hatizsdk feladat, 143

337

hatizsdk feladat linearis programozési
relaxécidja, 154

hétizsdk probléma, 164

hatramend él, 119

héazassagkotési jaték, 46

heurisztika, 195

heurisztikus eljarasok, 195

Hopkins, J. W., 275

hozzarendelési feladat, 49

informacié kigyiijtés, 227

Inputban egyszertisité approximacios
séma, 314

irdnyitatlan graf, 18

irdnyitatatlan at kezd6pontja, 18

irdnyitatlan ut, 18, 118

irdnyitatlan it végpontja, 18

irdnyitatlan koruat, 18

irdnyitott ut, 13

irdnyitott 1t kezd6pontja, 13

irdnyitott at végpontja, 13

irdnyitott graf, 13

iranyitott korut, 13

izogonalis pont, 243

Jackson algoritmusa, 310
Jackson, J. R., 310
javité ut, 33
jaratkombindcié, 228
jatékszervezés, 227
Jeroslow, R. G., 165

job shop titemezés, 305
Johnson algoritmusa, 306
Johnson, D. S., 306
Johnson, E., 74

Karp, R. M., 127, 204, 206
kezdési id6, 292

késési id6, 293

kifok, 15

kiszolgdlasi feladat, 228



338

klaviatira tervezése, 275

komplementaritasi feltételek, 72

komplementaritasi tétel, 72

Koopmans, T. C., 271

korlatos egészértékii LP feladat, 163

korlitozo fuggvény, 136

Kortanek, K. O., 165

kérhazi részlegek elhelyezése, 274

koltségmdatrix, 49

konigsbergi hidak problémaja, 20

korut szomszédja, 211

kormentes irdnyitatlan graf, 18

kormentes irdnyitott graf, 13

kotott valtozok, 187

Kruskal eljarasa, 27

Kruskal, J. B., 27

Kuhn, H. W., 50

kvadratikus hozzarendelési feladat,
276

Land, A. H., 135, 165

Lawler iitemezési eljarasa, 300
Lawler, E. L., 278

legrovidebb Ut probléma, 91
legrosszabb esetek vizsgalata, 196
lehetséges folyam, 118

Lemke, C. E., 229
leszamlalési eljaras, 135
leszarmazott, 13

lezart levél, 139

Little, J. D. C., 135

loop él, 13

LPT algoritmus, 303

magyar modszer, 54
Martins, E. Q. V., 102
Mathews, G., 146

maximalis élszam parositasi probléma,

33
maximalis it faban, 264

TARGYMUTATO

maximalis folyam, 123

maximalis szam jatszma probléméja,
33

matrix fedérendszere, 51

matrix kotott oszlopa, 53

matrix kotott sora, 53

matrix minimalis fedése, 51

matrix szabad eleme, 53

matrix-reprezenticioé, 14

matrixok ekvivalencigja, 52

metsz6 sikok mddszere, 165

minimélis koltségii folyamok, 128

minimalis sily1 teljes parositas, 67

minimalis sily1 teljes parositas paros
grafban, 45

multigraf, 19

multitermindlis eljaras, 107

multitermindlis halézat, 107

munkak utemezése, 292

munkak optimalis kiosztasa, 45

munka sulya, 292

munka sulyfiiggvénye, 292

Munkres, J., 65

miiszaki tervezés, 178

Nearest addition eljaras, 198
Nearest insertion eljaras, 200
nemlétezd él, 23

noével6 ut, 119

noveld it koltsége, 129
noévels kor, 129

noveld kor koltsége, 129
NP-teljes feladatok, 11

nyeld, 13

Offermann, J., 275

open shop iitemezés, 305

outputban egyszer{isito approximécids
séma, 316



TARGYMUTATO

oOsszefiiggs graf, 118
Osszefliggd irdnyitatlan graf, 18

Os, 13

péros graf, 32

parositas, 31

parositas sulya, 32

pénzvaltasi feladat, 144

permutécios flow shop, 306

polinomidlis id6igényi algoritmus,
10

polinomidlis idejli approximaciés séma,
313

primal feladat, 71

prim fedérendszer, 231

Quandt, R. E., 228

raktarfelszamolasi feladat, 67

redukciék halmazlefedési feladatra,
230

redundans fed6rendszer, 231

repulégépjaratok személyzettel torténé
ellatasa, 228

részfa silya, 252

részgraf, 15, 26

részhalmaz karakterisztikus vektora,
70

Rinnooy Kan, A. H. G., 289

Roy, B., 135

Rubin, D. S., 165

Sahni, S., 277

Shani, S., 196

Shier, D. R., 102, 103
sorrendi litemezés, 178
Spitzer, M., 228
Steele, J. M., 206
sulymatrix, 49

Syslo, M., 202

339

szabad 0, 53

szabad cstcs, 33

szabad valtozdék, 187
szétvalasztasi fliggvény, 136
szuboptimalis megoldés, 181

teljes paros graf, 32

teljes parosités, 31

teljesen polinomialis approximacids
séma, 313

termelésszervezés, 227

Toth, P., 186

toObbkimenetii folyamprobléma, 132

tobbtermékes folyamprobléma, 133

Traveling salesman problem, 181

TSP with p traveling salesmen, 218

Tucker, A., 178

utazo6 ligynok probléma, 177

iitemezés matematikai programozasi
feladatként, 294

utemezési alapprobléma, 301

iitemezési feladatok, 289

itemezési lista algoritmus, 302

iitemezési modellek, 291

valdszintiségi analizis, 197
Vaughon, H., 46

vagas, 121

vagas kapacitasa, 127

vagasi és 2-patching eljaras, 222
Vaszonyi Endre, 244

véges irdnyitatlan graf, 13
végrehajtasi id6, 292
végrehajtasi vektor, 293

Warshall, S., 112

Weber, A., 243
Yen, J. Y., 102
Yudin, D., 52





