FOTHI AKOS

BEVEZETES
A

PROGRAMOZASHOZ

ELTE EOtvos Kiado



(©Fathi Akos, 2005

Lektor: Hunyadvéari Laszlo

Nyelvileg lektoralta: Hunyady Andras



Tartalomjegyzek

Alapfogalmak 9

1.1. Halmazok . . . . ... . . . . . . . . o 9
1.2. Sorozatok . . . . . . .. .. 10
1.3. Relacidk . ... ... .. . 10
1.3.1. Miveletek . .. .. ... ... . 12
1.3.2. Logikairelaciok . . ... ... ... ... ... ... 13
1.4. Direktszorzat . . . . . . . . .. .. 14
1.5. Fuggvényterek . . . . . . . . . . . ... 15
1.6. Példak. . . . . . . . . e 16
1.7. Feladatok . . .. .. .. ... . 20
A programozés alapfogalmai 25
2.1. Azdllapottérfogalma . . . . . .. ... ... .. 25
22. Afeladat . ... ... ... ... 26
2.3, Aprogram ..o e e e 27
2.4. Aprogramflggvény . . . . . . . . . 28
25. Megoldas . . . . . . . . .. ... 29
2.6. Programozasifeladat . . . ... ... ... ... ... ... . ..., 30
27. Példak. . . . ... 31
2.8. Feladatok . . . . . .. ... .. 33
. Specifikacio 35
3.1. Aleggyengébb éfeltétel . . . ... ... ... ... ... .. ... 35
3.2. Afeladat specifikacidja . . . . . . . ... ... oL 37
3.3. Avaltozéfogalma . . ... ... ... ... 38
34, Példak. . . . ... .. e 41
35. Feladatok . . . . .. ... . ... 42
Kiterjesztések 47
4.1. Afeladat kiterjesztése . . . . . .. ... oo 47
4.2. Aprogramkiterjesztése . . . ... ... e a7
4.3. Kiterjesztésitételek . . . . . . . .. ... o 49
4.4, Afeladat kiterjesztése és a specifikacié tétele . . . . ... .. .. .. 54
4.5. A paramétertér kiterjesztése . . . . . ... 54
46. Példak . . . . . . . 55
4.7. Feladatok . . .. ... ... ... .. 56



2 TARTALOMJEGYZEK
5. A megoldéas fogalmanak altalanositasa 57
5.1. A megoldas fogalméanak kiterjesztése . . . ... ... ... ... .. 57
5.2. Megoldas ekvivalens allapottéren . . . . . . ... ... ... 58
5.3. Rel4cid szerintimegoldads . . . ... .. ... ... ... .. ... 58
6. Programkonstrukciok 61
6.1. Megengedett konstrukciok . . . .. ... ... ... ... ... ... 61
6.2. A programkonstrukciok programfiggvénye . . . . .. .. ... ... 66
6.3. Feladatok . . . .. .. ... . ... 68
7. Levezetési szabalyok 71
7.1. Feladatok . . . . ... .. .. .. .. 77
8. Elemi programok 79
8.1. Elemiprogramok . . . . . . . . .. ... 79
8.2. Elemi programok leggyengébtdtditétele . . . . . .. .. ... .. 81
8.3. Az értékadas mint feladatspecifikacié . . . . .. ... ... ... .. 82
8.4. Feladatok . . . . . . . . . . . ... 83
9. A programkonstrukciok és a kiszamithatdsag 85
9.1. Parcialisan rekurziv figgvények . . . .. .. ... ... ... .... 85
9.2. Aparcidlis rekurziv fliggvények kiszamitasa . . ... ... ... .. 86
9.3. Reldcidk . . . ... . . . . 90
10. Atipus 93
10.1. Atipusspecifikacié . . . . . . ... . 93
10.2. Atipus . . . . 93
10.3. Atipusspecifikaciotétele . . . . . . .. . ... ... L 95
10.4. Absztrakttipus . . . . . . ... 96
105. Példak . . . . . . . . e 97
10.6. Feladatok . . . . . . . . .. ... 99
11. Tipuskonstrukciok 103
11.1. A megengedett konstrukciok . . . . . ... ... ... oL, 103
11.2. Szelektorfiggvények . . . . . . . . . . .. ... ... .. 106
11.3. Az iteralt specifikacios figgvényei . . . . . . .. .. ... ... ... 107
11.4. Aflggvénytipus . . . . . . . . . . 108
11.5. Atipuskonstrukciok tipusmveletei . . . . ... ... ... ... .. 109
12. Programozasi tételek (Levezetés) 113
12.1. Programozasi tételek intervallumon . . . . . .. ... ... ..... 113
12.1.1. OSSZEQzZES . . . . . 115
12.1.2. Szamlalas . . . . . . ... 116
12.1.3. Maximumkeresés . . . . . . . .. ... 117
12.1.4. Feltételes maximumkeresés . . . . . ... ... ... .... 118
12.1.5. Linedriskeresés . . . . . . . .. ... . 119
12.2. Tételek  feltételig”valtozata . . ... ... ... ... ... .... 119
12.2.1. Osszegzésfeltételig . . .. ... ... ............ 121
12.2.2. Szdmlalasfeltételig . . . ... .. ... ... ... ..... 121
12.2.3. Maximumkeresés feltételig . . . . .. ... ... ... ... 122
12.2.4. Feltételes maximumkeresés feltételig . . . . .. .. .. ... 122



TARTALOMJEGYZEK 3

12.2.5. Lineariskeresés . . . . . . . . .. ... ... 123
12.2.6. Tételekmasképpen. . . . . . . .. ... . ... ... ..., 125
12.3. Bonyolultabb feladatok . . . . . . ... ... ... ... ....... 126
12.3.1. Logaritmikuskeresés. . . . . . . .. .. ... ... ..., 126
12.3.2. Visszalépéseskeresés . . ... ... ... ... ... 127
12.3.3. Visszalépésesszamlalas . . . . . ... ... ... ... ... 131
12.4. Fuggvényérték kiszamitdsa . . . . . . . . ... . ... 132
12.4.1. Fuggvénykompozicioval adott fliggvény
Kiszamitdsa . . . . . . . . . .. 132
12.4.2. Esetszétvalasztassal adott figgvény kiszamitasa . . . . . .. 132
12.4.3. Rekurziv formulaval adott figgvény kiszamitdsa . . . . . . . 133
12.4.4. Elemenként feldolgozhato fuggvény . . . . . ... ... ... 134
12.5. Feladatok . . . . . . . . . L 139
13. Transzformaciok 141
13.1. VISSZAVEZEES . . . . v v v e e 141
13.2. Egyszerl programtranszformaciok . . . . . ... ... ... ... .. 142
13.3. Tipustranszformaciok . . . . . . . . . .. ... ... .. ... ... 145
13.4. Allapottér-transzformacio . . . . . . . . ... ... 149
13.4.1. Szekvencialismegfetel. . . . . . .. ... ... ... ... 149
13.5. Példa allapottér-transzforméciéra . . . . . ... ... ... ... .. 150
13.6. Programinverzid . . . . . . . . . . . .. 152
13.6.1. Egyvaltozéseset . . . . . ... . ... ... ... 152
13.6.2. Kétvaltozoéseset . . . ... ... ... .. ... 154
13.7. Példak . . . . . . .. 156
13.8. Feladatok . . . . . . . . . ... e 165
14. Absztrakcios stratégia 171
14.1. Az idBszerUsités definicidja . . . . . .. ... ... ... ... ... 172
14.2. IdBszerlsités egyértelml modositéfajllal . . . . .. . ... ... ... 174
14.2.1. Visszavezetés halmazok unidjara . . .. ... ... ... .. 174
14.2.2. Visszavezetés egyvaltozos elemenkénti feldolgozasra . . . . . 177
14.2.3. Visszavezetés kétvaltozos elemenkénti feldolgozasra . . . . . 178
14.3. IdBszerlsités nem egyértelm{ modositofajllal . . . . . . . ... ... 179
14.3.1. Megoldéas adatabsztrakcioval . . . . ... .. ... ... .. 179
14.3.2. Megoldas fuggvényabsztrakciéval . . . . . ... .. ... .. 181
144, Feladatok . . . . . . . . ... .. 186
Targymutato 189

Irodalomjegyzék 191



TARTALOMJEGYZEK




Bevezetés

A kbényvben ismertetett programozasi modell megfogalmazasanaitleies célja az

volt, hogy elméleti hatteret adjon a lépésenkénti finomitas modszeréhez — az algoritmu-
sok és az adatszerkezetek vonatkozasaban egyarékiiztuen ezen sikerilt jeledgen
tullépni, s a jelenlegi legfontosabb cél a tudatos programozas tamogatasa.

Bar a modell eszkbzei segitségével a feladat specifikaciéjat helyettesiteni tudjuk
olyan feladatok specifikaciéival, amely feladatok megoldasa esetén a rendelkezésre allé
matematikai eszkdzokkel belathatd az eredeti feladat megoldasanak helyessége, nem
célunk az automatikus programszintézis, ezért nem fordultunk a formalis eszkdzok,
mabdszerek felé.

A programnyelvek, programok vizsgélata, helyességuk bizonyitasa mér tébb mint
negyven évre ny(lik visszafsnéhany fontos eredmény ennél is régebbi. Maga a prog-
ramozas is nagyon hamar a vizsgalatok targyava valt, mind elméleti, mind gyakorlati
szempontbal. Itt csak utalunk a relaciés modell szamunkra legfontos@inéhyeire,
és megprobaljuk elhelyezni a véleményiink szerint legjékatib iranyzatok kdzott.

El6zmények

A bemutatott modell négy fontos @ményre épit. Dijkstra ,programozasi
diszciplingja™-ra [Dij 76], Hoare tipuskezelésére [Hoa 72], Jackson programtervezési
mabdszerére [Jac 75] és Mills matematikai megkdzelitésére [Mills 72].

A 60-as években kibontakozé, szoftverkrizisnek nevezett jelenség Gslent
lendiiletet adott a programozéssal kapcsolatos kutatasoknak. Ezeknek szinte szim-
bélumava valt Dijkstra nevezetes cikke [Dij 68], és a programnyelvek altal a kezdetek
Ota tamogatott modularis programozas mellett vagy inkabb utan a strukturalt progra-
mozasnak nevezett iranyzat kiindulé pontja lett.

Az altala bevezetett fogalmakra, mddszerekre [Dij 76] nagyon sokan épitettek, igy
a relacios modelliink is. Szamunkra legfontosabbak a leggyengéfetiiétel, a leve-
zetési szabalyok, a nemdeterminisztikussag, az allapottér, a Dikstra altal hasznalt, bar
Hoare-t6l szarmazo [Hoa 72]céelés utdfeltétellel tortémspecifikacio.

Habar Dijkstra ebben a kdnyvében logikai jellegli megoldasokat hasznalt, nem
torekedett szigoru formalizalasra, ezt rovidbidbelll nagyon sok cikk és kdnyv
[Gri 81] megtette. A formalizalds legtdbbszor logikai eszkdzokkel tortént, aminek
kovetkeztében héttérbe szorult az allapottér fogalma és a leggyengifbhiéabit
predikatum-transzformatorként kezelték.

Jelenbsen befolyasolta a relaciés modelliink kialakitasat Mills [Mills 72] matema-
tikai megkozelitési mddja. A programfliggvény fogalma, a fuggvény lezartjanak és a
ciklusnak a kapcsolata, a memoria modellezése az, ardgaisan figyelembe vettiink.

A nemdeterminisztikussag kezelésére kézerfiekegoldas volt a relacidk hasznélata.
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A programozas problémainak mas jellegli megkoézelitését adta Jackson [Jac 75],
ami a napjainkban félformalisnak nevezett modszerek eggnek tekinthét és
a gyakorlatban sokszor alkalmaztdk. Ezeket a programtervezési modszereket is
igyekeztiink kezelhéwé tenni a relaciés modellben.

Programozasi paradigmak

A jelenlegi & programozasi irdnyzatok két nagy csoportba sorolhaték. Az egyikbe tar-
toznak aformalis médszerelamelyeknek az alapja egy-egy formalis matematikai disz-
ciplina.

A X kalkuluson, illetve annak kiterjesztésein alapufunkciondlisparadigma. A
nagy megbizhatdésagu, bonyolult feladatokat megoldé programok iranti igény és a ren-
delkezésre allo éforrasok hihetetlen névekedése miatt a funkcionalis megkdzelités
mar nem elméleti, hanem ésorban gyakorlati jeletiségdi.

A logikai alapuprogramozas (modellezés) — killondsen a logika kiiloalbdzr-
jesztései, pl. temporalis logika kovetkeztében — sok &ltalanos és specialis rendszer
keretében jelenik meg.

Figyelemre mélté karriert fut be @B-mddszelfAbr 96], ami Dijkstra és Hoare
emlitett munkain alapul. Az absztrakt gép fogalmara épiil, és a Zermelo—Fraenkel axi-
omakon alapul6 B nyelvet hasznalja a rendszerkészités minden fazisaban.

A masik nagy csoportba tartoznak az ugyneveziiformalis rendszerekEzek
altalaban az objektumelvi modellalkotas tdmogat6i, mint pl. az UML, de ide sorol-
hatjuk a tervmintaalaptervezést [GHJV 95] is, ami a klasszikus eljaraskonyvtar al-
talanositasanak is tekintldetEzeknek a rendszereknek lényeges gyakorlati eleme a
kod-ujrafelhasznalas, amit szintén adferras-novekedés tesz lebieé.

A relaciés modellt az etscsoporthoz alevezetésa masodikhoz avisszavezetés
fogalma kapcsolja.

A legljabb iranyzatok kozé tartoznak amultiparadigmdlis megkdzelitések
[Bud 95], amikor a médszer alapja nem egyetlen absztrahal6 fogalom, illetve abszt-
rakciés stratégia. Ebbe a csoportba soroljuk relaciés modelliinket is, de mi nem az
eszkdzokkel, hanem a mogottik teelméleti 6sszefliggésekkel foglalkozunk.

Az egyes fejezetekl

Az els) részben dsszefoglaljuk a kényvben felhasznalt legfontosabb matematikai fo-
galmakat, jel6léseket, és bevezetiink a relaciokkal kapcsolatban néhany specialis fogal-
mat.

A kovetked két részben bevezetjiik a relacidalapi modell alapfogalmait: allapottér,
feladat, program, megoldas. Megadjuk a megoldas egy elégséges feltételét, a gyakor-
lati szempontbdl is fontos specifikacié tételét, ehhez felhasznaljuk a valtozo és a leg-
gyengébb difeltétel fogalmat.

A 4. és az 5. fejezetben altalanositjuk az eddig bevezetett fogalmakat. E fejezetek
jelenBsége elgsorban elméleti. E¢solvaséasra kihagyhatok.

A kovetked harom részben a szokasos szekvencialis programkonstrukciokat
vezetjuk be, és megfogalmazunk néhany vellk kapcsolatos, a Iépésenkénti finomitas
szempontjabol hasznos tételt.

A 9. fejezet szintén elméleti szempontbdl érdekes, és nem sziikséges a tovabbiak
megértéséhez.
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Ezutan a programozés legfontosabb fogalmaval, a tipussal foglalkozunk a 10. és
a 11. fejezetben. A tipussal kapcsolatos fogalmak nemcsak fontosak, hanem elég bo-
nyolultak is. El$ olvasasra nem is kell torekedni alapos megismerésiikre. Célszer(i az
egész konyv végigolvasasa utan visszatérni ezekre a fejezetekre.

A kovetked harom fejezetben azt mutatjuk meg, hogyan lehet gyakorlati progra-
mozasi feladatokat megoldani. A 12. fejezetben a levezetési szabalyok alkalmazaséval,
a feladatot Iépésenként finomitva jutunk el a bizonyitottan helyes megold6 programhoz.
A 13. fejezetben a visszavezetést mutatjuk be, azaz nmeghegoldasokat, tételeket
hasznalunk fel. A 14. fejezetben egy 6sszetettebb feladatot oldunk meg kiimidéz
dokon.

Az utolso részben a fejezetek végén szdrépladatok megoldasahoz adunk Gtmu-
tatot, $t sok esetben megadunk egy lehetséges megoldast is.

Kdszonetnyilvanitas

Ez a kdnyv az E6tvds Lorand Tudomanyegyetemen a programéematematikusok
szamara tartott 8adasaim alapjan késziilt. A tébb mint hasz éve megjelent jegyzethez
képest sok minden valtozott. Ez alatt ad idlatt sok volt és jelenlegi kollégam vett
részt e targy oktatdsaban, és segitett@dejbét. A hlisz év alatt tobb ezer hallgatéval
talalkoztam ezen 8hdasok kapcsan, @negativ és néha pozitiv véleményik is sok
segitséget jelentett nekem.

Jelenlegi és volt kollégaim: Fekete Istvan, Gregorics Tibor, Horvath Zoltan,
Konczné Nagy Marta, Kozics Sandor, Kozsik Tamas, Nyékyné Gaizler Judit, Sike San-
dor, Steingart Ferenc, Szab6né Nacsa Rozafike Pal, Varga Zoltan, Vargyas Miklés,
Venczel Tibor segitségéért kdszonettel tartozom.

Kilon k6széndm Steingart Ferencnek azt a nagy munkat, amit a koriyelelst-
ronikus jegyzet valtozatanak elkészitésével végzett, nélkille nem vagtam volna bele
ennek a kdnyvnek a megirasaba.

Kdszondm Bozsik Jézsef, Kovacs Péter, Riskd Gergely és Sztupak Szilard Zsolt
hallgatéknak, hogy elkészitették a feladatok megoldasat. Kovacs Péter Bozsik J6zsef
segitségével a 15.1.-15.8., Riskd Gergely a 15.9. és 15.11., Sztupék Szilard Zsolt a
15.10. rész megoldasait készitette el.

Kdszondm Hunyadvari Laszl6 gondos lektori munkajat, rengeteg hasznos
észrevételét.

Ajanlas

Ajanlom e konyvet el@sorban a programtervé@matematikus, programtend&imnfor-
matikus hallgatoknak. Ajanlom azoknak is, akik programozéassal foglalkoznak, szeretik
a kihivasokat és nyitottak. Ez a kdnyv nem konnyl olvasmany és nem is hasznos is-
meretek, receptek gyljteménye, de aki figyelmesen, gondolkodva elolvassa, valdszini-
leg mas szemmel fogja latni az eddigi munkajat is.

A jart Ut biztonsaga helyett ajanlom a jaratlan Ut izgalmat és reményét.






1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a részben bevezetjik azokat a jeloléseket és adapefbiciokat, amelyeket a
tovabbiakban gyakran fogunk hasznalni. Ezek legnagyobb része kdzépiskolabol vagy
bevezed jellegli matematikai tanulmanyokbdl ismert.

1.1. Halmazok

El6szor bevezetjik a matematikaban gyakran hasznalt halmazok jel6léseit.

N — atermészetes szamok halmaza,
No — anemnegativ egészek halmaza,
7  — azegész szamok halmaza,

I  — alogikai értékek halmaza,

) — azureshalmaz.

Szokas a természetes szamok halmazaba a nullat is beleérteni, de ebben a konyvben
erre kulon jeldléstly) hasznalunk.
A halmazokat gyakran vagy az elemeik felsorolasaval

L ::= {igaz, hamis},

vagy egy tulajdonsag megfogalmazasaval

[a.b] :={z €Z |z >aésx <b}

adjuk meg.
Természetesen hasznalni fogjuk a matematikdban megszokott halmazelméleti
miveleteket B
— unio,
— metszet,
— kulénbség

— D C

és relacidkat is
€ — eleme,
C — részhalmaza,

C — valodirésze.

Egy H halmaz szamossag@f | jeldli. Azt, hogy egyH halmaz véges, néha igy is
frjuk: |H| < oo.
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Egy H halmaz részhalmazainak halmazat, azaz a hatvanyhalm#Zat-val,
véges részhalmazainak halmagét )-val jeloljuk.

1.2. Sorozatok

Ha A egy adott halmaz, akkor az =< a1, s, - -+ >, a; € A egy A-beli véges vagy
végtelen sorozatot jeldl.

Az A-beli véges sorozatokat =< a1, s, ..., a, >, a; € A alakban irhatjuk le.
Egy a véges sorozat hossZat] jeloli.

Az A-belivéges sorozatok halmazét-gal, a végtelen sorozatok halmazge-nel
jeloljik. Az el6z6 két halmaz unidjaként @all6 A-beli véges vagy végtelen sorozatok
halmazara az** jeldlést hasznaljuk.

Egy a € A** sorozat értelmezési tartomanyBt,-val jeldljuk, és a kovetkdr
halmazt értjuk rajta:

Do { [1..]a]], bhaae A%
“7 N, haa € A>.

Legyeneka!,a?,...,a""t € A* ésa™ € A**. Ekkor azt a sorozatot, amelyet

aza',a?,...,a" 1, a™ sorozatok egymas utan irasaval kapunk, a fenti sorozatok

Egy A**-beli sorozatredukaltjanaknevezzik azt a sorozatot, amelyet igy kapunk,
hogy az eredeti sorozat minden azonos elerdbidd véges részsorozatat a részsorozat
egyetlen elemével helyettesitjik. Egye A** sorozat redukaltjated(«)-val jeldljuk.

Bevezetjik még a flggvényt, ami egy véges sorozathoz hozzarendeli annak
utolsé elemétr : A* — A, Va € A*:

T(@) = -

1.3. Reléaciok

LegyenekA ésB tetsdleges halmazok, ekkor az
Ax B :={(a,b) |a € Aésbe B}

definiciéval adott halmaz a% és B halmazokdirektszorzata

Egy R C A x B halmazt binéris reldcionaknevezink. A tovabbiakban, ha nem
okoz félreértést, a binaris jézelhagyjuk.

Az R relacié értelmezési tartomanya

Dr:={a€ A|Jbe B: (a,b) € R},
a relacio értékkészlete
Rr:={beB|Ja€ A:(a,b) € R},
arelacio értékeegya € A helyen, vagy masképpenR szerinti képe
R(a) == {be€ B|(a,b) € R},

egy H C A halmazR szerinti képea halmazt alkot6 elemek képeinek unidja, azaz

R(H) == | ] R(h).

heH
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Az R C A x B rel4ciét felfoghatjuk egy nemdeterminisztikus leképezésnek,
megfeleltetésnek is a2 és aB halmaz elemei k6z6tt. Az értelmezési tartomany je-
lenti azokat azA-beli elemeket, amelyekhez hozzarendeliink legalabki:ggli ele-
met. Hasonl6an, az értékkészlet a legalabb egy elemhez hozzarendelt elemek halmaza.
Az 1.1. dbraval egy relaciot szemléltetink.= {a,b,c,d}, B = {1,2,3,4}, R =
{(a,1),(a,2),(b,2),(c,3)}. Az a ponthoz hozzéa van rendelve azs a2 is, b-hez

1.1. 4bra. Relacio szemléltetése

csak a2, c-hez a3, d-hez nincs hozzérendelve semmidésincs hozzarendelve sem-
mihez.

Egy a € A elemnek a képe azoknak:-beli elemeknek a halmaza, amelyeket
a relacié hozzarendel azhoz. Egy H halmaz képét az elemek képeinek unidjaval
definidltuk. Ez masképpen ugy fogalmazhaté meg, hofylk@&pe azokbdl az elemek-
b6l all, amelyek legalabb egif -beli elemhez hozza vannak rendelve, azaz

R(H)={be B|3Ja€ H : (a,b) € R}.
Azt mondjuk, hogy egy relaci@eterminisztikusha
Va € A:|R(a)| < 1.

A determinisztikus relaciokat masképpearcialis fliggvéngknek hivjuk. Fiiggvény-
neknevezink egyR relaciot akkor, ha

Va € A:|R(a)| =1.

Egy A-bdl B-be képed f fuggvényt altalabarf : A — B-vel, mig egy parcidlis
figgvénytf € A — B-veljeldlink. E jeldlés hasznalata esefén) nem az egyelemi
halmazt, hanem annak elemét jelenti.

LegyenR C A x B. Ekkor azR(~Y relaci6 azR inverze ha

RV = {(b,a) € Bx A (a,b) € R}.

LegyenH C B tetsfleges halmazH -nak az inverz relacio szerinti képdt{—) (H)-t
a H halmazR relacid szerintiinverz képénekevezzik. A definicidokbdl latszik, hogy

RV(H)={a € A|R(a)N H # 0}.

Fontos megkulilonbdztetni az inverz képefiahalmaz R relacié szerinti 6skégtol,
amelynek a definiciéja a kdvetkizz

R Y(H):={a€Dr|R(a) C H}.
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Az 6skép altaldban nem egyezik meg az inverz képpel, de mindig része annak.
A két kép kapcsolatat mutatja az 1.2. abra. Megjegyezziik azonban, hogy fliggvény,
illetve parcialis fliggvény esetén a két kép megegyezik.

1.2. abra. Inverz kép é&sskép

LegyenP C A x BésQ C A x B.HaP C Q, P-tQ leszlkitédnek nevezzik.
HaR C A x BésH C A, akkor

Rlg :==RN(H x B)

R egy leszlikitése, amit Ugy is nevezink, hdgymegszoritdsd/-ra.

1.3.1. Miveletek

A relaciok kozott értelmeziink miveleteket is. Legyeic A x B ésQ C B x C. Az
R C A x C relaciot aP ésQ relaciék kompoziciojanakevezzik, ha

R={(a,c) e AxC|3be B:(a,b) € Pés(bc) € Q},

és(@ o P-vel jeloljik.
Az S C A x C relaciot aP ésQ relacidk szigora kompoziciojanakevezzik, ha

S={(a,c)e AxC|3Ie B:(a,b) € Pés(bc) e QésP(a) C Dy},

és(@Q © P-vel jeldljuk.

Mint az az 1.3. 4bran is lathatd, a kompozicié és a szigori kompozicié altalaban
nem egyezik meg(as, c3) € @ o P, de nem elemé&) © P-nek. Kénny{i belatni, a
szigort kompozicié mindig része a kompoziciénak. Azt sem nehéz belatni, hogy ha
a két relacio kozil legalabb az egyik fliggvény, vagy ha aa péscialis figgvény, a
kétféle kompozicié megegyezik.

HaR C Ax A, akkor azt mondjuk, hogfz homogénelacié. Egy homogén relacio
onmagaval komponalhat6. Ennek alapjan definidjukatvanwit:

R® = {(a,a) | a € A},

és han € N,
R™ ::= RoR™" L.
Az {(a,a) | a € A} relaciot identitasrelacionak is nevezzik, ég4-val jeloljuk.
Az R C A x Arelaci6 lezartjaaz azkR C A x A relacio, amelyre:
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1.3. dbra. Kompozicio és szigort kompozicio

(1) Dg={acA| Bac A®:a; € R(a)ésVi e N: ;1 € R(;)} és
(2) Va e Dg: R(a) =={be A|3k € Ny : b € R¥(a) ésb ¢ Dg}.

A lezart tehat olyan pontokban van értelmezve, amelgekbndulva a relaciot
nem lehet végtelen sokszor egymas utan alkalmazni, és ezekhez a pontokhoz olyan
pontokat rendel, amelyeket Ugy kapunk, hogy a relacié véges sokszori alkalmazasaval
kikertlunk az eredeti relacio értelmezési tartomanyabdl. TBhath Ry = () mindig
teljesill, éta ¢ Dp-raa € Dy ésR(a) = {a}. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a
definicio nem egyezik meg azzal, antianzitiv lezartnakszoktak nevezni.

Az R C A x Arelacio korlatos lezartjaaz azR C A x A relacio, amelyre:

(1) Dz u={ac A|Fk, € No: RFe(a) =0} és

(2) Va € D=: R(a) == R(a).

Vegyuk észre, hogy egy relacié lezéartja és korlatos lezartja kilonbdzhet. A defini-
ci6kbol lathatd, hogy ez a kildnbégég csak az értelmezési tartomanyok kozott je-
lentkezhet. Ennek azonban szlikséges feltétele, hogy egy alkalmas pontbdl kiindulva
a relaciét ne lehessen végtelen sokszor alkalmazni, de a véges sokszori alkalmaza-
sok hosszara ne tudjunk korlatot mondani. Természetesen ez csak akkor lehetséges, ha
végtelen sok véges alkalmazas-sorozatot tudunk a pontbdl inditani. Nézziink erre egy
egyszerl példat: legyeR C Z x Z és

[ {a—-1}, haa>0;
R(a) = { N, haa < 0.

EkkorZ = DE ;é Dﬁ = Np.

1.3.2. Logikai relaciok

Az R C A x L tipusu relaciokat — aholl tetsBleges halmaz togikai relacioknak
nevezzik. A logikai relacidkra bevezetiink néhany jelolést:
LegyenR C A x L. Ekkor azR igazsaghalmaza:

[R] == R~ ({igaz}),
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gyenge igazsaghalmaza:
|R] == R=Y({igaz}).

Ha R fuggveény, akkor az igazsadghalmaz és a gyenge igazsaghalmaz megegyezik.

LegyenH C A, azt azA — L flggvényt, amelynek az igazsaghalmdZaa H
halmazkarakterisztikus fuggvényénakvezzik, é$(H)-val jeloljuk. A fenti defini-
ciokbol kovetkezik, hogy tulajdonképpen mindegy, egy halmaz részhalmazairél vagy
a halmazon értelmezett logikai fliggvény@lki@llitdsokroél) beszéliink-e, hiszen ezek a
fogalmak kolcsdndsen egyértelmiien megfelelnek egymasnak.

Gyakran fogjuk hasznalni az azonosan igaz és az azonosan hamis fliiggvényeket:
Igazs : A — L és[Igaza] = A, Hamisy : A — L és[Hamis,] = (. Ha nem
okoz félreértést, aa indexet nem irjuk ki.

LegyenR C A x Aésm: A—1L.Az

R|m = R|;-1U{(a,a) € Ax A|a € [r]\ Dgr}

relaciotfeltételes relacionakevezziik, ami a relacio lesziikitése és kiterjesztése a felté-
tel igazsaghalmazara, az@%. = [7].

A tovabbiakban egy feltételes relacié lezartjat, illetve korlatos lezartjat a relacié
feltételre vonatkoz6 lezartjanaketve feltételre vonatkozé korlatos lezartjanfdgjuk
nevezni.

1.4. Direktszorzat

Az elb6zbekben definialtuk két halmaz direktszorzatat, most ezt a fogalmat al-
talanositjuk.

LegyenekA,,i € I tetsBleges halmazok, €8 = {z |z : [ — U;c1A;}, azazX
azI-t az A;-k unidjaba képei figgvények halmaza. Ekkor az

X . .
A= icl Ajn={re X |Viel:z(i) e A}
halmazt az4;, i € I halmazokdirektszorzatanakevezzik.
Az I halmaz gyakran afd..n] intervallum, ekkor az

A= X A
=1

jelolést hasznaljuk. Ebben az esetben azt mondhatjuk, hogy a direktszorzat elemei ren-
dezettn-esek. Az altalanos esetben is a direktszorzat elemeit gyakran mint rendezett
n-eseket adjuk meg, feltételezve, hogy egyértelmlien el tudjuk dénteni, hanyadik kom-
ponens melyik € I-hez tartozik.

Megjegyezzilk, hogy Ures is lehet, ebben az esetben a direktszorzat az res hal-
maz.

HaJ C I ésK =1\ J, akkor a

direktszorzataltereés a
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direktszorzatkiegészit6 alterei-nak.
A prg : A — B fliggvényt projekciénaknevezziik, ha

Va € A:prp(a) =al;.

HaJ = {j}, aprp fuggvénytj-edik projekcidnak vagy valtozénaks nevezzik.
Ertelmezziik a projekciot parokra, sorozatokra és halmazokra is:
pru((a, a2)) == (prp(a1), pra(az))
pre({a1,as,...)) == (pre(a1),prp(az),...)
pre({a1,as,...}) n={prp(a1)} U{prp(az)} U...
A parok vetiilete tehat a komponensek vetilétéilé par, a sorozat vetillete egy,
az eredetivel azonos hosszlsagu sorozat, amelynek elemei rendre az eredeti sorozat
elemeinek vetlletei. A halmaz vetilete halmaz, de lehet, hogy a vetiilethalmaz eleme-
inek szdma kisebb, mint az eredeti volt, példaul egy végtelen halmaz vetiilete lehet
véges is.
x A; direktszorzatekvivalena B = . * B,
1el jed
direktszorzattal, ha létezik olyafi : I — J kdlcsondsen egyértelm{i megfeleltetés
(bijekcio), hogyVi € I : A; = By ). Ugy is fogalmazhatunk, hogy az értelmezési tar-
tomény elemeinek atnevezésével kapjuk melgol B-t. Konnyi belétni, hogy valéban
ekvivalencia reléciét definialtunk a direktszorzatok kdzott.

Azt mondjuk, hogy azA =

1.5. Fuggvényterek

Ha f,g : A — B fuggvények ésp egy miveletB-n, azazd : B x B — B, akkor
definialhatjuk azf @ g : A — B fliggvényt is, ugy, hogy

Va € A: f®g(a) = f(a) ® gla).
Parcialis fliggvények esetén
Digg ={a € Ala € DsésacD,es(f(a),g(a)) € Dg}.

Az f, g flggvények és egy C B x B relécio logikai fliggvényt definidlnak:
f~g:A—1Lés

igaz, haa € Dy €sa € Dy és(f(a),g(a)) e~;
hamis egyébként.

vaeA:ng(a){

Az igy kapott logikai fliggvényekre a fentebb definialt médon alkalmazhatjuk
a szokasos logikai miiveleteket; v, —, =, —. Megjegyezziik, hogy a definiciébol
rogton adédnak a kdvetkéDsszefliggések. Legyeng : A — L, ekkor:

[pAql = T[p]NTql,

[PVl =[plUlql,
[—p] = A\ [p],
[p—ql =(A\[p])Ulql.
A p = g jeldlést, ha nem okoz félreértést = ¢ értelmében is hasznaljuk.

[p=ql =[p]N[qlU[=p]N[=q].
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Az implikacio jeldlésére gyakran hasznéljdk=a jelet a— helyett, mi az ébbit a
.kovetkezik” relacio jeldlésére hasznaljuk, azaz

p=q<[p]l Clql
Megjegyezzik, hogy = ¢ ésp — ¢ = Igaz ugyanazt jelenti.
AV és ad jeleket eddig is hasznélatuk mint a ,minden” és ,|étezik” szavak rovidité-

seit. A fenti logikai kifejezések esetéfi ¢ I : - -- jelentése),_,---,ésJiec:---
jelentése/,; ,---.Hal =0, \,.,--- azonosanigaa/,, - - - pedig azonosan hamis.

1.6. Példak

1.1. példairjuk felaz A x B, A x C, (A x B) x C, ésA x B x C halmazok elemeit,
haA = {07 1}7 B= {17 2, 3}7 C= {p7 (Z}I
Megoldas:

1.2. példa:LegyenR C {1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5}.
R = {(17 2)’ (la 4)7 (2’ 1)7 (374)a (373)7 (3a 5)7 (47 5)}

a) Miarelacié értelmezési tartomanya és értékkészlete?
b) Determinisztikus-e, illetve fliggvény-e a relacio?

c) Mi R 0.,2. hatvanya, miR inverze?

d) Mia{4,5} halmaz inverz képe, illetvésképe?

e) Hany eleme va® értékkészlete hatvanyhalmazanak?

Megoldas:

a-) DR = {1727374}’
Rr = {1,2,3,4,5}.

b) A relacié nem determinisztikus, ugyanis g(1)| = 2! Mivel a relacié nem deter-
minisztikus, figgvény sem lehet.

c) Arelacié0. hatvanya az identikus leképezés, azaz:

R ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5)}.
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Mivel R?2 = R o R, azt kell megvizsgalnunk, hogy mely pontokbdl hogyan lehet a
relaciot egymas utan kétszer alkalmazni:

(1,2) — (2,1)
(1,4) — (4,5)
(2,1) — (1,2)
(2,1) — (1,4
(3,4) — (4,5)
(3,3) — (3,4)
(3,3) — (3,3)
(3,3) — (3,5)

A fenti tablazat alapjan:
R? ={(1,1),(1,5),(2,2),(2,4), (3,5), (3,4), (3,3)}.
R(=1) arelacio inverzének definicidja alapjan:

R=1{(2,1),(4,1),(1,2),(4,3),(3,3),(5,3),(5,4)}.

d) irjuk fel, hogy mit rendel a relacié az értelmezési tartomany egyes pontjaihoz:

R(1) = {2,4}
R(2) = {1}
R(3) = {3,4,5}
R4) = {5}

Az inverz kép definicidja alapjan:
RV ({4,5}) = {1,3,4}.
Az 6skép definicioja alapjan:
R™({4,5}) = {4}.
©) [p(Rr)| = 2Rnl = 2° = 32,

1.3. példa: Megadhat6-e valamilyen ¢sszefliggés éfjpralmaz inverz képének képe
és aH halmaz koz6tt?
Megoldés:

LegyenR C A x B, H C B. Ekkor

R(R“V(H)) = R({a€ A|R(a)NH #0})=

= U R(a).

R(a)NH#D

Vegylk észre, hogy altalanos esetben nem tudunk mondani semmit a két halmaz viszo-
nyarél, ugyanis

1. haH ¢ Rpg, akkorH ¢ R(R-V(H)), és
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2. hada € RCY(H) : R(a) € H, akkorR(RY (H)) ¢ H.

Tekintsuk e fenti esetet egy egyszer(l példan: Legyer- B = {1,2,3}, R =
{(1,1),(1,2)}. Ekkor H = {2,3} eseténR(R(~V(H)) = {1,2}, azaz egyik iranyl
tartalmazas sem all fenn.

1.4. példa:Legyenk C Ax B, P,Q C B.Hogyan lehetne jellemeznid (P U Q)
és azR~'(P N Q) halmazt azk~!(P) ésR~'(Q) halmaz segitségével?
Megoldas:

R (PUQ) = {acDgr|R()C(PUQ)}
DO {a€eDgr|R(a) CP}U{a€Dg|R(a)CQ}.
A masik iranyU tartalmazés azonban nem all fenn, ugyanis lehet algaP g, amelyre
R(a) Z P, ésR(a) Z Q, deR(a) C PUQ.

Nézzik ezt egy példan: Legyeh = B = {1,2}, R = {(1,1),(1,2)}, P = {1},
Q = {2}. Ekkor R~1(P) ésR~1(Q) Ures, deR~*(PU Q) = {1}.
Vizsgaljuk most meg a metszetet!

RYPNnQ) = {a€Dgr|R()C(PNQ)}
= {a€Dgr|R(a) CP}n{aeDr|R(a)CQ}
RYP)NnRQ).

Tehat bebizonyitottuk, hogy két tetdeges halmaz metszeténésképe egyeila két
halmaz6sképének metszetével.

1.5. példa:LegyenekF C A x B,G C B x C. Igaz-e, hogy
(Go F)(—l) — (=D s q(=D9
Megoldas:
(GoF)(=D

{(c,a) e Cx A|3Fbe B:(a,b) € Fés(b,c) € G}
{(c,a) eC x A|Fbe B: (ba) e FY és(c,b) e GV}
FED o -1

1.6. példa:LegyenekF C A x B,G C B x C. lgaz-e, hogy
YW CO:(GoF) '(Y)=FYGHY))?

MegoldasA szigoru kompozicié definicidjabdl azonnal adédik, hogych& A és
a € Dgor, akkorG @ F(a) = G(F(a)), ezt felhasznélva:

(GoF)™Y(Y) {a € Ala € Dpog és(GO F)(a) CY}
{a € A|a€DpésF(a) C Dg ésG(F(a)) CY}
= {a€A|laeDpésF(a) C{beB|beDgésG(b) CY}}

FHGTHY)).

1.7. péIdaW = Ny X No x N3. o« € W**, aholN; = N (Z = 1,273) [ (1, 1, 1)
Az «o sorozat tovabbi elemeit Ggy kapjuk meg, hogy a pontok koordinatait &z els
koordinataval kezdve ciklikusan 1-gyel noveljided (prn, x n, () =?
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Megoldés:
Irjuk fel elészor a sorozat @snéhany tagjat:

a=<(1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),(2,2,2),(3,2,2),(3,3,2) - - - >
Az « sorozat projekciojaV; x Ns-ra:
pra;xns (@) =< (1,1),(2,1),(2,1),(2,2),(3,2),(3,2) --- >
A fenti sorozat redukaltja:
red(pry,xn, (@) =< (1,1),(2,1),(2,2),(3,2) - -- >

A fentiekldl j6l lathatd, hogy a redukcié pontosan azokat az elemeket hagyja
ki a sorozatbél, amelyekben a novelés a masodik komponensben tortént, igy az
eredménysorozat elemeit is a koordinatak ciklikus eggyel névelésével kapjuk meg, az
(1,1) pontbdl kiindulva.

1.8. példa: Legyen A = {1,2,3,45} és R C A x AL R =
{(1,2),(1,4),(2,1),(3,4),(3,3),(3,5),(4,5)}. Mi lesz R lezartja és korlatos
lezartja?

Megoldas:

Mivel D = {1,2, 3,4}, azt kell csak megvizsgalni, hogy honnan jutunk el biz-
tosan a relacié ismételt alkalmazasavdle. R(1) = {2,4} ésR(2) = {1}, ezért
1,2 ¢ Dy, a3 sem, mert &-bol akarhanyszor eljuthaturtkba, 4-b0l egy Iépésben,
5-b6l nulla 1épésben jutunk-be. TehatR = {(4,5), (5,5)} ésR = R.

1.9. példa:
A=1{1,2,3,4,5},RC Ax A.R=1{(1,2),(1,5),(2,5),(3,2),(3,4),(5,2) }.
[7] = {1,2,3,4}. Irjuk fel a relacio feltételre vonatkozd lezartjat!
Megoldas:
Rlm ={(1,2),(1,5),(2,5),(3,2),(3,4), (4,4)}. Az (5, 2) kimaradt a sz{kités mi-
att, a(4,4) pedig bekerult a&vités miatt.R|m = {(1,5),(2,5), (5,5)}.

1.10. példa:Van-e olyan nem Ures relacio ésfeltétel, hogy a relacio lezartja Ures
halmaz, és & feltételre vonatkoz6 lezartja azonos a relaciéval?
Megoldas:

Legyen A tetsdleges halmaz. Nyilvand, = 0. Han® = Hamis, ida|lt = 0,
aminek a lezartjad 4.

1.11. példa:R C Ny x No.

| {a—2}, haa > 1;
R(a) = { {2¥ |k e N}, haa=1.

Mi az R relacié lezartja és korlatos lezartja?
Megoldas:

Dr = N. Minden a-hoz, haa péros, a relacia/2 lépésben hozzarendelitat
és csak azt, ha pedig paratlan, laet, aminek a képe az 6sszes parosttettvany.
A kettbhatvanyokbdl, mivel mind péaros, dismételt alkalmazdsaba vezet. Tehat
D3 = Ny, és természeteséfa € Ny : R(a) = 0.

Mivel nincs fel$ korlatja a ketbhatvanyoknak, ezé”ﬂ% nem tartalmazza a parat-
lan szdmokat.

Megjegyezziik, hogy ha a feladatbé2f* | k € N} helyett{2* | k € Ny} szere-
pelne, D5 sem tartalmazna a paratlan szamokat.
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1.7. Feladatok

1.1. Legalabb, illetve legfeljebb hany eleme van egelemi és egy. elem{i halmaz

— metszetének; — egyesitésének;
— Descartes-szorzatanak; — kilénbségének?

1.2. Bizonyitsa be, hogyf C A x B esetén
- (¥(a,b),(¢,d) e H: (a,d) e H) & (3K CA: ILC B: H =
K x L),
— ha H nem ires, akkor K és L egyértelmd.

1.3. R C A x B. Mivel egyenb R~1(B)?

1.4. R={((z,y),(x+vy,y)) | z,y e N}. MiaH = {(a,b) | a,b € Nésa+b < 5}
halmaz inverz képe, illetvésképe?

15. R ={((z,y),(z +yy) | 2,y € NJU{((z,9), (z —y,y)) | z,y € N}. Mia
H = {(a,b) | a,b € Nésa+b < 5} halmaz inverz képe, illetvésképe?

1.6. R = {((z,y),(f(z,¥),y)) | z,y € N}, aholf : NxN — N.Mia H =
{(a,b) | a,b € Nésa+ b < 5} halmazbsképe, illetve inverz képe?

1.7. R C A x B,Q C B. Van-e valamilyen ¢sszefliggés Bz (B \ Q) halmaz és
azA\ (R71(Q)) halmaz kozott?

1.8. Készitsen olyan nem Ures relaciét, amelyre igaz, hogy értékkészlete minden
valodi részhalmazanasképe lres halmaz!

1.9. LegyenF,G C N x N, Y ={1,2}. F = {(a,b) | bla ésb # 1ésb+# a}.
G = {(a,b) | 2]a ésa = 2b}.

GoF =? GOF=?
(Dogt-D =2 FYG(Y))=?
(GOF)_l(Y) =? (GOF)(_l) =7

1.10.Legyend = {1,2,3.4,5) R x4, R = {(1,2). (L), (2.1).(3.4, (3.3
(3,5), (4,5)}, f © AXLésf = {(1,1), (2,0), (3,1), (4, ), (5,1)}. Mi f, lletve
(f o R) igazsaghalmaza és gyenge igazséghalmaza’>

1.11. R,Q C A x A. Igaz-e, hogyR ® Q)" = Q-1 o R(-D?

112.F C A x B,G C B x C. lgaz-e, hogwY C C : (Go F)7(Y) =
F~YG~4(Y)). Igaz-e az dllitds, h& vagy F fuggvény?

1.13. F C Ax B,G C B x C.lgaz-e, hogyG © F)=1) = F(-1 o G(-V Igaz-e
az éllitas, has vagy F fuggvény?

1.14. Mi az o6sszefliggés két relaci6 kompoziciéjanak értelmezési tartomanya és
ugyanezen két relacio szigoru értelemben vett kompoziciéjanak értelmezési tar-
tomanya kozott?

1.15. Készitsen olyan nem (reR reléciot ésf logikai fuggvényt, hogyf o R
igazsadghalmaza ures legyen!



1.7. FELADATOK 21

1.16
1.17
1.18

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23

1.24

. R C A x A.lgaz-e, hogyR(-1)? = (R?)(=1?
.RC Ax A.lgaz-e,hogWH C A: R-Y(R™'(H)) = (R?)"}(H)?
.P,QCNxXxN.Q={(a,b)|2|aésb|a és prim(b)}.
a) P={(a,b) | bla ésb #1ésb +# a}
b) P = {(a,b) | bla}
Adja meg aQ(~",Q o P ésQ ® P-trelaciot!
HCAxB,GCBxC,F CC x D.lgazak-e az alabbi allitasok?
a) Haa € Dgon N Deon, akkorGo H(a) = G © H(a).
b) Doon € Daon-
c) VaeDy:|H(a)]=1)=GoH=G®oH.
d Do=B=GoH=GOH.

AsszociativitasH C A x B,G C B x C,F C C x D. Ilgazak-e:
(FoG)oH = Fo(GoH),
(FOG)OH = Fo(GoH)?

Legyen@,R,S C A x A, és vezessik be az aldbbi jelolést: XaC A x A
tetsdleges relacio, akkak komplementere:

X ={(a,b) € Ax A|(a,b) & X}.

Igaz-e, hogy L

QORCS«—=Q"YVeSCR?
Igaz-e a fenti allitAs nemszigorti kompozicié esetén?
Legyen@, R, S C A x A. Igaz-e, hogy

RCS = ROQCSOQ,
RCS = QORCQOGS?

. LegyenR ésQ két relacio a természetes szamok halmaZéegy természetes
szamhoz rendeli 6nmagat és a kétszerd&gédigy paros természetes szamhoz a
felét.

a) Irja fel a két relaciot, és addja meg az értelmezési tartomanyukat!

b) irjafel azR relaciok. hatvanyatk > 1) és ennek az értelmezési tartomanyat!
c) irjafel aQ o R relaciot és annak értelmezési tartomanyat!

d) F = Q ® R. Irjafel azF relaciot és az értelmezési tartomanyat!

.FCAxB,GCBxC.lgaz-e, hogy:

a) DG@F = F_l(Dg),
b) DGoF = Fﬁl('Dg)?
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1.25

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

.P C NgxNy. P={(a,b)| blaésb # 1ésb # a}. Milesz P lezartja és
korlatos lezartja?

RCNxN.R={(a,b)| blaésb#1ésb#a}.[r]={z|TkeNy:z=

2k Irjuk fel az R| relaciot, lezartjat és korlatos lezartjat!

Adjunk példat olyan nem Uures relaciéra, amelynek lezartja Gres halmaz, és van

olyan feltétel, hogy a relacié feltételre vonatkozé lezartjanak értelmezési tar-
tomanya megegyezik az eredeti relacié értelmezési tartomanyaval!

R C A x A. Tegyuk fel, hogy azR értelmezési tartomanya egyénhz
R értelmezési tartomanyanak-re vonatkozédsképével. Mit mondhatunik
lezartjarol?

RC NO X NO-

[ {a-3}, haa > 2;
R(a) = { (3k|keN}, haa=—1.

Mi az R relacio lezartja és korlatos lezartja?

R C NxN. Az Rrelacié minden dsszetett szdmhoz a legnagyobb valédi osztéjat
rendeli. Legyery

a) egy rogzitett 6sszetett természetes szam!
b) egy régzitett primszam!

LegyenP,(a) = (3k € N : a = ¢*)! Mi lesz az R relaci6 P, feltételre
vonatkoz6 lezartjdnak értelmezési tartomanya?

R - NO X No.
{b|FkeNyg: b=2k+1}, hax # 0 ész paros
) Az -1}, hax > 7 ésx péaratlan
R(z) = {0}, haz = 1;
{7}, haz = 0.

Mi lesz R lezértja és korlatos lezartja?

R legyen az 1.29. feladatban adott relaei¢k) = (k paratlan szam Adja meg
az R| relécitt, lezartjat és korlatos lezartjat!

Igazak-e az alabbi allitasok?

a) Haa € Dy N D=, akkorR(a) = R(a).
b) D C D
c) Ha azA halmaz véges éB C A x A, akkorR = R.
d) HaA megszamlalhatéan végteleR,C A x A, és
Va € A: (3n(a) € Ny : |R(a)] < n(a)) = R =R.
LegyenR C Njy x Np.

Rlz) = {blb > 0 ésb < = és2|b}, haz paratlan;
) {z—1}, hax péros;

7w(x) = (xz péros természetes szanMi az R relécid = feltételre vonatkoz6
lezéartja és korlatos lezartja?
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1.35. Legfeljebb, illetve legaldbb milyen hosszu egyés egyn hosszlsagu sorozat
redukaltjanak konkatenacidja, illetve konkatenaciojanak redukaltja?

1.36. Igaz-e, hogy egyx sorozat redukaltjanak projekcioja ugyanolyan hosszu, mint
az« sorozat redukaltja?

1.37. Igaz-e, hogy egyx sorozat projekciojanak redukaltja ugyanolyan hosszu, mint
aza sorozat redukaltja?

1.38. LegyenA = N; x Na x N3 X Ny, B = Ny x Ny, aholN; =N (i = 1..4).

3,1),(1,2,3,4),
10,4), (5,7,10,14), - - >

\'O N
NS

a) prp(a) =?
b) red(prp(a)) =?






2. fejezet

A programozas alapfogalmai

Ebben a fejezetben a programozés legfontosabb alapfogalmait vezetjik be. Nagyon
fontos szempont, hogy figyelmiinket nem a programok tulajdonsagainak vizsgalatara,
hanem a programok @&hllitasara forditjuk. Ezért feltesszik a kérdést, miért is irunk
programot? Az erre a kérdésre adott valasz meghatarozza gondolkodasunk iranyat. A
valaszunk az, hogy azért, mert van valami megoldandoé feladatunk, problémank. Tehéat
a gondolkodasunk kiindul6 pontja az, hogy kell lennie valaminek, amit feladatnak
hivunk, s ez a feladat hatarozza meg az eléarét.

A gyakorlatban nagyon sokféle feladat van. Mi benniik a k6z6s? Ez a kérdés is
tobbféleképpen kozelithetmeg. A mi megkozelitésink szerint a feladat Iényege az,
hogy meghatarozzuk, milyen allapotban vagyunk és milyen allapotba akarunk jutni.
Az, hogy mik az allapotok, a konkrét problématol fligg. Példaul, ha egy autét akarunk
egy hosszabb utra felkésziteni, az allapotat jellemezheti az, hogy mennyi a tankban a
benzin, mennyi az ablakmosé folyadék, mekkora a nyomés a kerekekben, mikddik-e
az irdnyjeld és igy tovabb. A Iényeg az, hogy van a rendszernek valahany jéjemz
ezen jellemék lehetséges értékei egy-egy halmazt alkotnak. Egy ilyen halmaz allhat a
mennyiséget kifejez szamokbdl, lehet akarfamikodik, nem mikddikhalmaz is.

Ha mindegyik jellemd lehetséges értékeinek halmazébdl véalasztunk egy-egy
értéket megkapjuk az autd egy lehetséges allapotat. Mar csak az hianyzik, hogy észre-
vegyluk, a lehetséges allapotok halmaza matematikailag egy direktszorzat.

2.1. Az allapottér fogalma

Az elBként bevezeteridabsztrakt fogalom a fent emlitett lehetséges allapotok hal-
maza.

2.1.DEFINICIO : ALLAPOTTER

LegyenI egy véges halmaz és legyendk i € I tetsdleges véges vagy meg-
X
el
térnek az A; halmazokat pedigipusértékhalmazoknalevezzik.

szamlalhaté, nem lres halmazok. EkkorAz= A, halmazt allapot-

Amikor egy modellt készitlink, el kell dontentink, hogy a valésag mely részét kivan-
juk modellezni, és melyek azok a jellefiiz— és milyen értékeket vehetnek fel —, ame-
lyeket a modelliinkben figyelembe akarunk venni.

25
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Az Allapottér fenti definicidjaban az egyes komponenseket tekintsik Ggy, mint
egyes jellemék lehetséges értékeinek halmazat. A tipusértékhalmaz elnevezés arra
utal, hogy ezek a halmazok bizonyos k&zos tulajdonsaggal rendettemekid! all-
nak. A ké$bbiekben majd kitériink arra is, hogy ez a kdzos tulajdonsag mit is jelent.
Mivel a jellemZk értékhalmaza lehet azonos, az allapottér komponensei kdzott egy
halmaz tébbszor is szerepelhet.

Kikotottik, hogy az allapottérnek csak véges sok komponense legyen. Lehetne al-
taldnosabb definiciot is adni agy, hogy nem kétjuk kildzalmaz végességeét, ekkor a
fent definialt allapotteret az altalanositott allapottér egy (véges) nézetének nevezziik.

Az, hogy a komponensek legfeljebb megszamlalhatok, azt is jelenti, hogy a kom-
ponensek k6z6tt nem szerepelhet pl. a valds szamok halmaza. Természetéastpett
egy tipusértékhalmaz tartalmazhatja ak@-t is. Az {z | In € N : x = \/n} lehet
allapottér-komponens.

2.2. Afeladat

Az allapottér fogalmanak segitségével konnyen megfogalmazhatjuk, hogy mit értiink
feladaton. Azt kell megfogalmaznunk, hogy egy adott allapotbdl (azaz az allapottér
egy elemébl, pontjabdl) milyen allapotba (azaz az allapottér mely pontjaba) akarunk

eljutni.

2.2.DEFINICIO : FELADAT
Feladatnakneveziink egy’ C A x A relaciot.

A feladat fenti definicidja természetes médon adddik abbdl, hogy a feladatot egy
leképezésnek tekintjiik az allapottéren, és az allapottér minden pontjara megmondjuk,
hova kell beble eljutni, ha egyaltalan el kell jutni bik valahova.

Az, hogy egy feladatnak mi lesz az allapottere, természetesen magatél a feladat-
tél fligg, am még a feladat ismeretében sem egyértelm(i. Példaul egy pont sikbeli ko-
ordinatait megadhatjuk derékszdgl koordinata-rendszerben, de megadhatjuk polarko-
ordinatéakkal is.

Mégis, az, hogy mit valasztunk allapottérnek, nagyon fontos, hiszen meghatarozza,
hogy a tovabbiakban mit és hogyan tudunk leirni. Ha tal kevés jefiewizsgalunk
— azaz az allapottér tul kevés komponedishll —, akkor lehetnek olyan fogalmak,
amelyeket nem tudunk benne leirni, ha tdl sok a komponens, akkor féléslegesen tul
bonyolult lesz a modell.

Tekintslik azt az egyszer(i feladatot, hogy 6ssze kell adni két természetes szamot.
Az allapotteret elég kézenfelnmddon harom komponensiinek valaszthatjuk. A harom
komponens a két 6sszeadandoé és az 6sszeg. Aehdtl x N x N, s a feladat

F={((a,b,¢),(z,y,2)) e Ax Ala+b= 2z},
vagy
G ={((a,b,¢),(x,y,2)) e AXx A|b=xésc=yésa+b==z}
A két feladat nem azonos, bar mindketét természetes szam 6sszéy&zol. A

kilonbség koztik az, hogy aZ feladat nem mond semmit arr6l, mi legyen az
0sszeadandokkal,@ pedig kikoti, hogy maradjanak véltozatlanok.
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Felvetidik, hogy nem lenne elég a két komponensi allapottér is? Ledyen
N x N és
H= {((aab)v(lvy)) € AxA | a+b:JZ}

Ezt a feladatot azonban nem Ugy interpretalnank, hogy ,adjunk dssze két természetes
szamot”, hanem agy, hogy ,ndveljink meg egy természetes szamot egy természetes
szammal”.

Megjegyezzik, gyakran fogalmaznak meg feladatot Ugynevezett ,input-output”
modellben is, azaz milyen bemzadatokhoz milyen kimdéhadatokat rendellink. Ez a
szétvalasztas a7 és aG feladat esetében nem okozna gondot, d&hoz hasonlé fel-
adatok esetében mar problémas lehetne, nem is beszélve a bbeezemlitett autos
feladatrol. Az allapotér modell igazi@hyeit a kéébbiekben még tapasztalni fogjuk.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a definicio szerint a feladat relacio, azaz al-
talaban nem determinisztikus, péld&tilés H. A nemdeterminisztikussag azonban
még .érdemibb” is lehet. Legyen a feladat a kovetkehatarozzuk meg egy ter-
mészetes szam egy valddi osztéjat (a szam megvaltoztatasa nélkul)! Ebben az esetben
A=NxNeés

F ={((a,b),(z,y)) € Ax A|a=xésy|rész #yésy # 1}.

Példaul(6, 5) pontF szerinti képg (6, 2), (6,3) }. A 6-nak2 is, meg3 is valodi osztdja,
azaz|F(6,5)| = 2.

Nagyon fontos, hogy pontosan lassuk a killonbségetad &tladat és a kovetkéz
kdzott: hatarozzuk meg egy természetes szam 6sszes valodi osztéjat! Ebben az esetben
az allapottér is mas lesz, hiszen egy természetes szam 0sszes valddi osztdja nem egy
szam, hanem egy halmaz. Teh&it = N x §, ahol§ az N véges részhalmazainak
halmaza.

G ={((a,b), (x,y)) € A x A" |a =z ésy={neN|nlzésr+nésn+1}}

Most |G(6,{5})| =1 ésG(6,{5}) = {(6,{2,3})}.
Megjegyezzilk még, hogPr # A, példaul(5,5) ¢ Dr, deDg = A, példaul
(5,{5}) € Dc €sG(5,{5}) = {(5,{})}-

2.3. A program

Amikor a program fogalmat igyeksziink tisztazni, a szamitégépen futdé programokra
és az altaluk megvaldsitott algoritmusokra figyeliink. Ha egy szamitdgépen egy prog-
ram ,fut”, az abban jelentkezik, hogy a szamitégép memdrigjanak tartalma folyam-
atosan valtozik. Itt most a ,memoriat” altalanosan értelmezziik, beleértiink a sziiken
vett memoriatol a regisztereken keresztil a kép&mynindent, ami informaciot hor-
doz.

Egy program jellem& tulajdonsaga, hogy ,mikédik”, azazd&ben dinamikus
folyamat. A dinamikus rendszerek altalaban nehezebben ke@k]hézsgalhatok,
mint a statikusak. Ezért arra gondolunk, lehet-e helyettesiteni egy dinamikus folyama-
tot egy statikus modellel?

Tekintsiik példaul az alabbi — a programozastél igazan mesfze psoblémat.
Adott egy kémiai kisérlet, amely tul gyorsan jatszédik le ahhoz, hogy az ember pon-
tosan regisztralni tudja az egymas utani eseményeket. Ez a programfutashoz hasonl6an
egy idbben dinamikusan lejatsz6d6 folyamat. Hogyan kévéthgomon mégis a kisér-
let? Példaul ugy, hogy a kisérletet filmre vesszik, és a tovabbiakban a képkockak altal
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rogzitett statikus allapotokat vizsgaljuk. igy aBimen valtozo folyamatot egy statikus
allapotsorozattal irjuk le.

A fenti példa szemléletesen mutatja, hogyan adhatunk statikus modellt egy di-
namikus folyamat leirasara.

A program definici6jadban a programoigeni futasanak jellemzésére adblai
példaval analég modon vezetiink be egy statikus modellt: a futast allapottérbeli soroza-
tokkal irjuk le. Ahogy a program futasa soran a memériatartalom valtozik, ugy ju-
tunk az allapottér Gjabb és Gjabb pontjaiba, igy ezeket a pontokat egy sorozatba flizve
val6jaban ,filmre vesszik” a programfutast.

2.3.DEFINICIO : PROGRAM
Programnaknevezzik as C A x A** relaciot, ha
1. Dg = A,
2. Va € Rg: a =red(w),
3. Va€e A:Va € S(a) : |a] #0ésa; = a.

A fenti definicidval a ,m{kddés” fogalmat akarjuk absztrakt médon megfogal-
mazni, ez magyardzza a sorozatokra vonatkozo kikdtéseket. Bzudtgdonsag azt
jelenti, hogy a program az allapottér minden pontjahoz hozzarendel legaldbb egy
sorozatot, azaz a program minden pontban ,csinal” valamit. A ,rosszul miikddést” is a
miikddéssel, azaz valamilyen tulajdonsagu sorozattal, sorozatokkal irjuk le.

A masodik tulajdonség azt fejezi ki, hogy a program értékkészlete olyan soroza-
tokbal all, amelyekben nem szerepel egymas utan ugyanaz az elem. Egész pontosan,
ha ez mégis éffordul, akkor ez az elem ismétlik végtelen sokszor. A miikodés ab-
ban nyilvanul meg, hogy megvaltozik az allapot, vagy ha mégsem, az az abnormalis
miikddés jele. Emlékeztetlink arra, hogy az allapottér komponensei k6zétt mideen el
fordul, tehat ha barmi is torténik, az mas éallapotérbeli pontot jelent. Az, hogy az al-
lapottér egy pontjdhoz a program végtelen sorozatot rendel, azt jelenti, hogy a program
futasa nem fejerik be.

A harmadik tulajdonsag csak annyit jelent, hogy a sorozat a mikddés teljes
térténetét leirja, beleértve a kiindulo allapotot is, ezért azt, hogy egy program egy pont-
bol elinditva nem csinal semmit, egy €iblaz egy pontbél all6, egy hosszlsagu sorozat
jellemzi.

A programot is relacioként definialtuk, vagyis egy-egy allapottérbeli ponthoz tébb
sorozat is hozza lehet rendelve, azaz a miikddés nemdeterminisztikuso pilais
tasra talan meglép val6jaban természetes. Természetes akkor is, ha szamitégépen,
szamitogéprendszeren futé programra gondolunk, hiszen egy program sok procesz-
szorbdl, sok, akar egymastol nagy tavolsagbaid leemponenstil allé rendszeren
fut. De természetes akkor is, ha figyelembe vessziik, hogy a program-fogalom nem-
csak a gépen futdé program, hanem az algoritmus absztrakciéja is, amik k6zétt lehetnek
LNyitva” hagyott részek is.

2.4. A programfuggvény

Most visszatériink a fejezet elején szeteplitdés példahoz. A feladat az volt, hogy
készitsik fel az autét egy hosszabb Utra. Attél fieyg hogy az auté milyen allapot-
ban van, azaz a jellerbz milyen értékekkel rendelkeznek: mennyi benne a benzin,
mekkora a nyomas a kerekekben, miikodik-e az iranyjekvékenységek sorozatéat
hajtjuk végre, felpumpaljuk a kerekeket, kicseréliink egy izzét és igy tovabb, &&pésr
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Iépésre valtozik az allapot, mikddik a program. Ha végul olyan allapotba jut az autd,
hogy most mar nyugodtan el lehet vele indulni egy hosszabb Utra, akkor a program
megoldotta a feladatot.

Ahhoz, hogy egy program és egy feladat viszonyat megvizsgaljuk, elégbad
programrol tudjuk, hogy az allapottér egy adott pontjabdl kiindulva az allapottér mely
pontjaba jut, mert a megoldas szempontjabdl a kodddilspotok Iényegtelenek.

Az elb6bbiek miatt bevezetjik a programfliiggvény fogalmat, amely a program
futdsdnak eredményét jellemzi.

2.4.DEFINICIO : PROGRAMFUGGVENY
A p(S) C A x Arelacio azS C A x A** program programfuiggvényeha
1. Dp(S) = {a €A ‘ S(a) - A*},
2. p(S)(a)={be A|Ja € S(a) : T(a) = b}.

Az elsh kdvetelmény azt fogalmazza meg, hogy csak azokban a pontokban van
értelme azt vizsgélni, hogy hova jut egy program, ahonnan kiindulva a program nem
,Szall el”. A masodik pont értelemszerlien azt irja le, hogy ahova a program eljut, az a
sorozat utols6 eleme.

Ha két program programfliggvénye megegyezik, az azt jelenti, hogy a két program
mikoédésének eredménye ugyanaz. Ezért mondjuk ebben az esetben azt, hogy a két
program ekvivalens.

A programfliggvény elnevezés megtévésighet, hiszen egy program program-
fuggvénye nem feltétlenill figgvénygtsaz sem biztos, hogy determinisztikus relacié
(parcialis fuggveény). Jobban kifejezi a fogalom tartalméabhatasrelaciéelnevezés.
Mindketttt hasznalni fogjuk.

Megjegyezzik, hogy a programfliggvényen tiul természetesen vannak a program-
nak olyan jelleméi, melyek a program mifségére vonatkoznak, és ezek szempont-
jabdl egyaltalan nem mindegy, hogy a program hogyan oldja meg a feladatot (ilyen
lehet példaul a hatékonyséag, a prograifrids tarigénye), de a tovabbiakban ezekkel
egyebre nem foglalkozunk.

2.5. Megoldas

Fontos, hogy a programfiiggvény ugyanolyan tipusu relacié, mint a feladat volt. igy
tehat a programfiiggvény fogalmanak bevezetéséveldségtink nyilik arra, hogy
kapcsolatot teremtsiink egy adott feladat és egy adott program kdzott. Természetesen
ennek a kapcsolatnak azt kell leirnia, hogy mikor mondjuk egy programrdl azt, hogy
megold egy adott feladatot.

2.5.DEFINICIO : MEGOLDAS
Azt mondjuk, hogy a5 program megoldjaaz F' feladatot, ha

1. Dr C Dys),
2. Ya € Dp : p(S)(a) C F(a).

Ezzel a definicidval végul is azt kivanjuk meg, hogy az allapottér olyan pontjai-
hoz, ahol a feladat értelmezve van, a program csak véges sorozatokat rendeljen (ter-
mindljon), és a sorozatok végpontjait a feladat hozzarendelje &genthoz.

Néha gondot okoz ennek a definicionak a megértése. Miért a programfiiggvény
szerinti kép része a feladat szerinti képnek? ,igy nem kapunk meg minden megoldast!”
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2.1. abra. Megoldas

Pedig elég csak az autds példara gondolni. Példaul a fékfolyadék szintjének a minimum
és a maximum szint jelzése kozott kell lennie. Ezt a karbantartds eredményeképpen
teljesitjik, de egyéltalan nem egyételm(l, hogy mi lesz a bedllitott szint. Annak meg
nincs is értelme, hogy ,minden lehetséges szintet” beallitsunk.

Sokszor felmeril a kérdés, hogy van-e 6sszefliggés két feladat kézott a megoldas
szempontjabdl. Ezzel kapcsolatos a kovetkdefinicio.

2.6.DEFINICIO : SZIGORITAS
Azt mondjuk, hogy azt, C A x A feladat szigoribh mintazF,; C A x A
feladat, ha
1. Dp, C Dp,,
2. Ya € Dp, : Fi(a) C Fs(a).

A szigoritas definiciéjat 0sszevetve a megoldas definiciojaval kdnnyen adddik a
kovetked egyszer(, de fontos allitas:

2.1. allitds: Ha F szigorubb, mintF,, ésS megoldasa'; -nek, akkorS megoldasa
Fy-nek is.

2.6. Programozasi feladat

Létezik-e tetsdleges feladathoz megoldéprogram? Legyer= A x A. Definialjuk

S-et a kovetketképpenva € Dp : S(a) = {red({(a,b)) | b € F(a)} ésVa ¢

Dr : S(a) = {{a,...)}. Nyilvanvald, hogyp(S) = F, tehatS megoldasaF’-nek.

Vagyis tetsbleges feladathoz kénnyen tudunk megolddéprogramot csinalniblEipb
indulva azt gondolhatnank, hogy a programozas nagyon egyszer{ feladat. Ez persze
nem igaz. A programozas feladata val6jdban sokkal 6sszetettebb, mert egy programot
adott programokbdl, rogzitett szabalyok szerint kell 6sszeraknunk, példaul egy prog-
ramnyelv eszkdzeit kell hasznalnunk.

2.7.DEFINiCIO : PROGRAMOZASI FELADAT
LegyenA = ; : 7 A;. Programozasi feladatnakevezzik aZ F, P, K) har-

mast, ahol' C A x A egy feladatP a primitiv (megengedett) programok véges
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halmazayS e P: S C A x A**; K a megengedett programkonstrukciok véges
halmazaVK € K, egy azA-n értelmezett programok halmazan értelmezett
mivelet.

2.8.DEFINICIO : PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA
Az (F,P,KK) programozasi feladatnak &zprogram megoldasa, Haa primitiv
programokbdl a megengedett konstrukciokkabdithato, és megoldada-nek.

A programozasi feladat két értelemben is &ltalanosithato: egyrésbwikib
hett a program mikodésére vonatkozé feltételekkel, ezzel ebben a kdnyvben
nem foglalkozunk. Masrészt nem koveteljlk meg az azonos allapotteret, ehhez
altalanositjuk a megoldas fogalmat, illetve bevezetjik a tipusspecifikacid, tipus,
megfelelés és a tipuskonstrukcidk fogalmat.

Az, hogy milyen programkonstrukciokat engediink meg, sok mirddéingg, mi a
kovetkedkben csak a legegyszeriibbekkel fogunk foglalkozni, mivel ezek is elégsége-
sek egy programozasi feladat megoldasahoz.

Mar most felhivjuk a figyelmet arra a fontos szempontra, hogy val6jaban nagyon
gyakran nem azt az utat kovetjik, hogy meg@leprogramokbél rakjuk dssze a
megoldéprogramot, hanem a feladatot bontjuk fel részfeladatokra, gy, hogy az ezeket
megoldd programokbdl ,automatikusan” megkapjuk az eredeti feladatot megoldé
programot.

2.7. Peéldak

2.1. példa:LegyenA; = {1,2}, A> ={1,2}, A3 ={1,2,3,4,5}, A= A; x Ay x
As. F = {((a,b,c),(d,e, f)) | f = a+b}. F(1,1,1) = ? Hany olyan pontja van az
allapottérnek, amelyekhez a feladat ugyanazt rendeli, mifit,dz 1)-hez?
Megoldas:

F(1,1,1) ={(1,1,2),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,2) }.
Mivel a feladat hozzarendelése nem fligg az allapottér harmadik kompobleadét-
adat ugyanezeket a pontokat rendeli az 6sékels x) alaku ponthoz. Mas pontokhoz
viszont nem rendelheti ugyanezeket a pontokat, mert akkor az 6sszeg nem Bhetne
Tehéat 6t olyan pontja van az allapottérnek, amelyhez a feladat ugyanazt rendeli, mint
az(1,1,1)-hez.

2.2. példa:LegyenA = {1,2,3,4,5},5 C A x A**.

S={ (1,(1251)), (1,(14352)), (1,(132...)), (2,(21)),
(2, (24)), (3.(333333...)), (4, (41514)), (4, (431251)),
(4, (41542)), (5, (524)), (5, (534)), (5,(5234))  }
F={(2,1)(2.4) (4.1) (4,2) (4,5)}.

a) Adjuk megp(S)-t!
b) Megoldja-eS a feladatot?
Megoldas:

a) Mivel a program aZ-hez és &-hoz végtelen sorozatot is rendel, a program-
fliggvény értelmezési tartomanya:

Dyis) = {2,4,5).
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Ekkor a programfliggvény:
p(S) ={(2,1),(2,4),(4,4), (4,1),(4,2), (5,4)}.
b) A megoldas definicidja két pontjanak teljesilését kell belatnunk.
i. Dp ={2,4} C {2,4,5} = Dys).
ii. p(5)(2) = {1,4} C {1,4} = F(2),
p(5)(4) ={4,1,2} {1,2,5} = F(4),

tehat azS program nem megoldasa ézfeladatnak.

2.3. példa: Fejezziik ki a programok uniéjanak programfiiggvényét a programok
programfiiggvényeivel!

Megoldas: LegyenekS;, So C A x A** programok. Ekkor a programfliggvény
értelmezési tartomanyanak definiciojabdl kiindulva:

Dps,usy) = fa€ A (S1US)(a) C A"} =
= {ae€A|Si(a) C A" ésSy(a) C A} =
= Dys,) N Dy(s,)-

Legyena € Dys,) N Dy s,). Ekkor

p(S1US)(a) = {7(a)|a€ (S1US2)(a)}=
= {7(a)|a€ Si(a) vagya € Sz(a)} =
= p(S1)(a) Up(S2)(a).

2.4. példa:LegyenF; ésF; egy-egy feladat ugyanazon az allapottéren! Igaz-e, hogy
ha minden program, ami megoldasanek, az megoldash;-nek is, €s minden prog-

ram, ami megoldasas-nek, az megoldash; -nek is, akkorF; ésF, megegyeznek?
Megoldés: A leggyakoribb hiba, amit ennek a feladatnak a megoldasakor el szoktak
kdvetni, az az, hogy 6sszekeverik az allitas feltételrendszerét magaval a bizonyitando
allitassal, és azt prébaljak bebizonyitani, hogy valamelyik feladatnak minden program
megoldasa. Természetesen altalaban ez nem igaz, de nem is ez a feladat! Abbdl kell
tehat kiindulnunk, hogy pontosan ugyanazok a programok oldjak meg mindkét felada-
tot, és meg kell vizsgalnunk, hogy kovetkezik-e ébbz, hogy a két feladat mege-
gyezik.

Induljunk ki abbdl, hogy minden program, ami megoldd§anek, az megoldasa
Fy-nek, és valasszunk egy olyan programot, amelynek programfiiggvénye megegyezik
az F; relaciéval. Ekkor a valasztott program trividlisan megoldjdafeladatot, tehat
meg kell oldaniafF-t is, azaz:

i. Dp, CDp,
ii. Va € Dg, : Fi(a) C Fy(a).
Most felhasznalva, hogy minden program, ami megolddsaek, az megoldasa;-

nek is, és egy olyan program valasztasaval, amelynek programfliggvénye megegyezik
Fy-vel, az ebz6ekkel analog modon adodnak a forditott iranyu allitasok:

iii. Dp, C Dp,,
iv. Va € Dp, : Fy(a) C Fi(a).
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Az i. ésiii. allitasokbdl kovetkezik, hogy a két feladat értelmezési tartomanya meg-
egyezik, mig azi. ésiv. allitAsok garantdljak, hogy e k6zds értelmezési tartoméany
egyes pontjaihoz mindkét feladat ugyanazokat a pontokat rendelifazazFs.

2.5. példa: Fy C F;y. Az S program megoldjd,-t. lgaz-e, hogys megoldjar’ -et is?
Megoldas: Prébaljuk meg bebizonyitani az allitast. Ehhez a megoldas definicidjanak
két pontjat kell belatnunk.

i. Dr, C Dy(s),
ii. Ya € Dp, : p(S)(a) C Fi(a).
Az i. pont teljesiilése kdnnyen lathatd, ugyasiimegoldasd’-nek, tehat
Dr, € D, € Dy(s)-

Az ii. pont bizonyitasanal azonban gond van, hiszen az alabbi két allitas all ren-
delkezésinkre:

Va € Dp, : p(S)(a) C Fy(a),
VGGDFI : Fl(a) gFQ(G),

és ezekbl a kivant allitas nem bizonyithaté. Elakadtunk a bizonyitasban, lehet, hogy
nem igaz az éllitds? Készitsink ellenpéldéat felhasznélva azt, hogy hol akadtunk el a
bizonyitasban!

LegyenA = {1,2}, F1 = {(1,1)}, F» = {(1,1),(1,2)}, ésp(S) egyezzen meg
az F, feladattal. EkkoiS trivialisan megoldjaf,-t, de nem megoldasa -nek, ugyanis

1€ Dp, esp(S)(1) = F»(1) = {1,2} £ {1} = I (1).
Tehét az alliths nem igaz.

2.6. példa: LegyenekS; ésS; C A x A** programok,FF C A x A pedig feladat.
Tegylk fel tovabba, hogy, C S, ésS, megoldja azF' feladatot. Igaz-e, hogy;
megoldjaF'-et?
Megoldas:Ha S; C S, akkor mit tudunk a programfiiggvényiit? Nézzik ebszor
az értelmezési tartomanyokat! A definicid szerint minden allapottérbeli ponthoz min-
den program hozzarendel legalabb egy sorozatotSigss.S; is. Mivel S; C S ezért
csak az fordulhat é| hogy egy adott pontha%, olyan sorozatokat is rendel, angit
nem. Ha ezek a sorozatok mind végesek, akkor az adott pont vagy benne van mindkét
program programfliggvényének az értelmezési tartomanyaban, vagy egyikében sem;
ha van kozottik végtelen is, az adott pont biztosan nem elésig értelmezési tar-
tomanyanak, de eleme letlBp(S;)-nek. TehaDp(S2) C Dp(S1) ésVa € Dp(S2) :
p(S1)(a) € p(S2)(a).

Mivel S, megoldasd-nek, ezériDr C Dy s,) €sVa € Dr : p(S2)(a) € F(a).
A fentiek miattDp C D, (g, is ésVa € Dy : p(S1)(a) C F(a) is teljestl, vagyisS;
is megoldasd’-nek.

2.8. Feladatok

2.1. Legyend = {Q,®,¥,0,T}, S C A x A**.

S={ (Q(QaTQ), ((QOTIT), (2, (QUd...)),
(@, (), (U, (VO)), (U, (TTTTIY ... ),
(0,(60r00)), (O, (eT0drQ)), (O, (eNred)),
(I, (W), (I, (Iw)), (I, (Tew)) }
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2.2.

2.3.
2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

a) Adjuk megp(S)-t!
b) Megoldja-eS az F' feladatot?

LegyenS program,F' olyan feladat, hogys megoldasd -nek. Igaz-e, hogy

a) haF nemdeterminisztikus, akkaf sem az?

b) haF determinisztikus, akko§ is az?

c) haF nemdeterminisztikus, akkei.S) sem az?

d) hap(S) determinisztikus, akkoF' is az?

e) haF determinisztikus, akkgy(.S) is az?

f) haS nemdeterminisztikus, akkei.S) sem az?
lgaz-e, hogy(S) értelmezési tartomanya éppdn 6sképeS-re nézve?
Mondhatjuk-e, hogy ag program megoldja aZ’ feladatot, ha igaz a kdvetkéz
allitas:

q € Dr = S(q) € A" ésp(S)(q) € F(q)?

LegyenA =N x N, F}, F, C A x A.
By ={((u,v), (z,9)) | ylu},
Fy ={((u,v), (z,y)) | x = u ésy|u}.

Ugyanaz-e a két feladat? (Van-e valamilyen 6sszefiiggés kozottik?)

F C AxA. Sy, S, programokA-n. Az S; és azS; is megoldja az’ feladatot.
lgaz-e, hogy a® = (S U S3) program is megoldja aZ feladatot?

Tekintsiik a kovetkéz szovegesen megadott feladatot: Adott egy sakktabla és
két rajta 1é¥ bastya helyzete. Helyezzlink el a tAblan egy harmadik bastyat ugy;,
hogy az mindketinek az tésében alljon! Készitsik el a modellt: irjuk fel az
allapotteret és a#’ relaciot!

Tudjuk, hogyS megoldjaF-et (azA allapottéren). Igaz-e, hogy laae A, akkor
S(a) £ A" vagyp(S)(a) € F(a) = a ¢ Dp?

LegyenF’ C A x A egy feladat é$§ C A x A** egy program. Jeloljuk’ P-vel
azt a relaciot, amely” ésp(.S) metszeteként all 8l Igaz-e, hogy

a) haDrp = DF, akkor S megoldjaFr-et?
b) haS megoldjar-et, akkorDgp = Dp?



3. fejezet
Specifikacio

A megoldas definicioja kozvetlenil elég nehézkesen hasznalhaté a programok készi-
tése soran, hiszen az, hogy egy program megold-e egy feladatot, a megoldas eddigi
definici6ja alapjan csak nehezen efidahet. Ezért bevezetiink néhany Uj fogalmat,
majd ezek segitségével megadjuk a megoldas egy elégséges feltételét.

3.1. Aleggyengébb difeltétel

El6szér a program miikodésének eredményét adjuk meg egy, a programfliggvénynél
kényelmesebben hasznalhato jellével.

3.1.DEFINICIO : LEGGYENGEBB ELOFELTETEL
LegyenS C A x A** program,R : A — L allitds. Ekkor azS programR
utofeltételhez tartozdeggyengébb elbfeltétebr azif(S,R) : A — L flgg-
vény, amelyre:

[1f(S,R)] = {a € Dp(s)lp(s)(a) < [R]}.

A leggyengébb difeltétel tehat pontosan azokban a pontokban igaz, ahonnan kiin-
dulva azS program biztosan termindl, és az 6sszes lehetséges végallapotra igaz

Természetesen a leggyengébbfeltétel igazsaghalmazan kivil is lehetnek olyan
pontok, amelyBl a program egy futasa eljut az utofeltétel igazsaghalmazéaba, csak
azokbol a pontokbol nem garantalt, hogy oda jut.

Egy program miikédése ugy is jellemezhetogy megadjuk a program tetde-
ges utofeltételhez tartozéd leggyengébbfeltételét. A feladat megoldasa sordn az a
célunk, hogy olyan programot talaljunk, amelyik bizonyos feltételeknek elegét tev
pontokban termindl. Ezért azt mondhatjuk, hogy ha a szamunkra kedégallapo-
tokra megadjuk a program leggyengébbfeltételét, akkor a programfiiggvény meg-
hatarozéasa nélkil jellemezzik a program mikddését.

Emlékeztetlink arra, hogy definialtuk a relacio szerirstkép fogalmat is, ennek
felhasznalasaval azonnal latszik, hogy

[1f(S,R)] = p(S) "' ([R]).

Felhasznalva az igazsaghalmaz definiciojat és a szigort kompozicié saskii tu-
lajdonsagat:

p(S)~H(IR]) = p(S)" (R ({igaz})) = (R© p(8)) ™" ({igaz}) = [R© p(5)].

35
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Mivel R flggvény, a kompozicio és a szigori kompozicié megegyezik, tehét
3.1. allitas:
[Lf(S,R)] = [Rop(S)].

Abban az esetben, hdS) is fuggvény/lf(S, R) = R o p(S).

A fenti 0sszefliggésekre gyakran fogunk hivatkozni.

A most kovetked tétel a leggyengébbdfkltétel néhany nevezetes tulajdonsagarél
szol.

3.1.TETEL: AZIf TULAJDONSAGAI
LegyenS C A x A** program@, R : A — L allithsok. Ekkor
(1) 1f(S, Hamis) = Hamis,
(2) haQ = R, akkorif(S,Q) = 1f(S,R),
@) If(S, Q) ALF(S, R) =1f(S,Q N R),
4@ If(S, Q) VIf(S,R) = If(S,QV R).
Az elsh tulajdonsagot a csoda kizarasa elvének, a masodikat monotonitasi tulajdon-

sagnak nevezzik.
Bizonyités:

1. Indirekt: Tegyuk fel, hogya € [If(S, Hamis)]. Ekkor a leggyengébb &fel-
tétel definicioja szerint € D,,(g) €sp(S)(a) C [Hamis] = (). Ez nyilvanval6
ellentmondas.

2. Indirekt: Tegytk fel, hogyda € [1f(S, Q)] \ [1f(S,R)]. EKkora € D,g) és
p(S)(a) C [Q] Ap(S)(a) € [R]. Ez viszont ellentmond annak a feltételnek,
mely szerinf{ @] C [R]

3. Az allitast két részben, a mindkét iranyu kdvetkezés belatasaval bizonyitjuk.

3.1. abra. A leggyengébbdgeltétel és a metszet kapcsolata

@) If(S,Q) ANIf(S,R) = Lf(S,Q A R), ugyanis:
Legyena € [If(S,Q) A Lf(S,R)]. EKkora € [If(S,Q)] ésa €
[1f(S,R)], azaza € D,s) €sp(S)(a) C [Q], illetve p(S)(a) C [R].
Ekkor azonbap(S)(a) C [Q]N[R] = (Q/\R] azaz € [If(S,QAR)].
(b) If(S,QANR)=1f(S,Q) Nlf(S,R), ugyanis:
Legyena € [If(S,Q A R)]. Ekkor a leggyengébb @&leltétel definicioja
alapjana € D,s) €sp(S)(a) C [Q A R]. Felhasznalva, hogyQ A R] =
[Q] N [R], adddik, hogyp(S)(a) C [Q] ésp(S)(a) C [R], azaza €
[1f(S,Q)] ésa € [If(S, R)],tehdta € [If(S,Q) ALf(S,R)].
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3.2. dbra. A leggyengébbddeltétel és az unié kapcsolata

4. Legyeru € [I1f(S,Q)VIf(S,R)]. Ekkora € [If(S,Q)] vagya € [Lf(S, R)].
Haa € [1f(S,Q)], akkor —a monotonitasi tulajdonség alapjane [1f (.S, QV
R)]. Hasonl6an, ha € [1f(S, R)], akkora € [If(S,Q V R)].

O

A tulajdonsag visszafelé nemigax.S)(a) C [Q] U [ R]-b6l nem kdvetkezik sem
p(S)(a) C [Q], semp(S)(a) C [R]. Természetesen, hdS) determinisztikus, azaz
Va € A : p(S)(a) legfeljebb egy elemii halmaz, akkor az egyesélg fennall.

3.2. Afeladat specifikacidja

A kovetkeBkben bevezetjik a feladat megadasanak egy masik madjat, és kimondunk
egy, a gyakorlat szempontjabdl nagyon fontos tételt.

Altalaban a feladat nem fiigg az allapottér 6sszes komporignagaz az allapot-
tér tobb pontjahoz is ugyanazt rendeli. Ezeket a pontokat fogjuk 0ssze egy pontta a
paramétertér segitségével.

3.2.DEFINICIO : PARAMETERTER
LegyenF C A x A feladat. AB halmazt a feladaparaméterterénekevezzik,
ha van olyanF ésF; relacié, hogy

Fl - 14><B7
F2 - BXA,

F = FQOFl.

Fontos észrevenni, hogy paraméterteret mindig lehet talalni. Példaul maga a fel-
adat allapottere minden esetben valaszthaté paramétertérnek tgy, hogy a definiciéban
szerepb F; relacionak az identikus leképezésh-nek pedig magat a#' feladatot
valasztjuk. Am az, hogy egy konkrét esetben mit is valasztunk paramétertérnek, a fel-
adattol fuigg. Altalaban gy valasztjuk meg a paraméterteret, hogy a koGettitett
kényelmesen tudjuk hasznalni.

3.2.TETEL: SPECIFIKACIO TETELE
LegyenF C Ax Afeladat,B azF egy paraméterteréd; C Ax B, F, C Bx A,
F = F, 0 Fy. Legyenb € B, és definialjuk a kovetkézallitasokat:

[Qb]
[Ry]

{a€Al|(a,b)e F}=F Y@,
{CL cA | (b, CL) € FQ} = Fg(b)
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Ekkor haVb € B : @, = [If(S,Ryp), akkor azS program megoldja aZ’
feladatot.

Bizonyitas: A megoldas definicidja két pontjanak teljesilését kell belatnunk:

1. Dr C Dys), ugyanis:

Legyena € Dr tetsdBleges. Ekkor az", ésF; relaciok definicidja miatt €
DFl és
dbeB:ac Q]

De ekkor a tétel feltétele alapjan:
a € [Qp] CIf(S, Rp)] € Dys)-

2. Va € D : p(S)(a) C F(a), ugyanis:

Legyena € Dy tetsdlegesen rogziteth, € B olyan, amelyres € [Q,]. Ekkor
a feltétel szerint:

p(S)(a) C [Ry] = F2(b) C Fa(Fi(a)) = F(a).

O

A specifikaci6 tétele csak elégséges feltétel a megoldasra, azaz nem megfordit-
hat6: lehet adni olyan feladat-program part, ahol a program megoldja a feladatot, de a
specifikacio tétele nem teljesiil. Ez természetesen attol is fligg, hogy a feladatot hogyan
specifikaljuk, azaz milyen paraméterteret valasztunk, és hogyan bontjuk a feledatot
€sF, relaciok kompoziciéjara.

Azonnal latszik, hogy

U@l = Dr, 2 Dp.

beB
Ha egyb € B-re [Q;] € Dr, akkor[Ry] = 0.

3.3. Avaltoz6 fogalma

Az eddig elmondottak alapjan a specifikacié tétele még nem lenne hatékonyan hasznal-
hat6, hiszen a paramétertér minden pontjara étienink kellene a feltételek tel-
jeslilését. Ezért bevezetjik a valtozé fogalmat, aminek segitségével a feltételrendszer
teljestilése egyszerlibben efieizhebvé valik.

3.3.DEFINICIO : VALTOZO
Az A= ; g 7 A; allapottém; : A — A, egydimenziés projekciés fliggvényeit

valtozéknaknevezzik.

A valtozok hasznalataval egyszerUsithetjuk az allapottéren értelmezett allitdsok
(el6- és utofeltételek, leggyengéblbtdltétel) és relacidk (programfiiggvény) leirasat.

Mivel minden valtozo értelmezési tartomanya az allapottér és értékkészlete egy ti-
pusértékhalmaz, egy valtozét jellemezhetlink egy tipussal, azaz beszélhetiink a valtozé
tipusarol.

Ha a paramétertér is direktszorzat alaki — méarpedig ez gyakran igy van, ugya-
nis altaladban az allapottér egy altere —, akkor a paramétertér egydimenzios projekcios
flggvényeitparamétervaltozoknakevezzik.
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Az allapottér, illetve a paramétertér egyes komponenseihez tartoz6 valtozokat, il-
letve paramétervaltozékat az adott komponens ala irjuk.

Most megvizsgaljuk, hogyan lehet a specifikacié tétele segitségével feladatokat
megfogalmazni.

Tekintslink egy mar ismert feladatot: hatdrozzuk meg két egész szam dsszegét!

El6szor felirjuk az allapotteret agy, mint eddig, csak kiegészitjik a valtozénevek
megadasaval.

A=7Z xX7Z x Z

x Yy z
Az eddigi jeloléseink alkalmazasaval a feladat

F = {((ul,u2,u3), (’Ul,’l}g,vg)) cAx A | V3 = U] + UQ}.

A specifikacio tételének alkalmazasahoz irjuk fél a paraméterteret is:

B=7 xZ

x/ y/

Majd még visszatériink arra, miért éppen igy valasztottuk meg a paraméterteret.

Tehat az allapottér harom egész komponéhah, melyeknek valtozéi rendre,
y ész. A paramétertér két egész komponefisill, az el$ komponens valtozéja’, a
masodikéy’.

Legyen azF; relacio a kbvetkex

F, = {((ul,u2,u;3), (bl,bg)) € Ax B ‘ up = by éSUQ = bg},

F; pedig:
F2 = {((bl,bg), (’1)1,'[}2,’[]3)) €eBxA | v3 = bl + bg}

A fentiekbdl adoédik, hogyF, o F; = F. A paramétertér egy tetSlegesh eleméhez
tartozo eb- és utdfeltételre:

I_Qb.| = {(a17a27a3) e A | a; = b1 éSCLQ = bQ},
[Rb—l = {(a17a27a3) €A | as = bl + b2}7

amit az allapottér és a paramétertér valtozéinak felhasznalasaval is félirhatunk:

(@] {a € Alx(a) =2'(b) ésy(a) = ' (b)},
[Ry] = {acAlz(a) =2a'(b)+y'(b)}.

A fuggvénytereknél targyaltuk, hogy a fliggvénytér elemein a relacidk egy logikai
figgvényekBl all6 teret generélnak:, y, = egy fuggvénytér elemei;’ (b), v’ (b) szin-
tén annak tekinthék, A-n értelmezett konstans fuggvények. Ezért= a'(b) és
y = y'(b) az allapottéren értelmezett logikai fliggvények, ahogy =’ (b) Ay = v/(b)
is az. Ebll kovetkezik, hogy

[Qy] = [z=2"(b)Ay=1(b)],

[Ry] = [z=2'(0) +y/(b)],
és mivel mindegyik figgvény,

Q = (@=2'(0)Ay=y(b)),

Ry = (z=2'(b)+y' ()
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A jeldlés egyszer(isith@t mivel nyilvanvald, hogy a paramétervaltozok argumen-
tuma b, ezek el is hagyhatok,6s altalaban az sem okoz félreértést, ha dr éls
utéfeltételek indexeit elhagyjuk. Ezek a feltételek a paramétertér pontjaihoz tartoznak,
és igy a paramétervaltozok értékeiiliggnek. A feladat specifikacidja tehat:

A=7Z xXZ X7
T y z
B =7 x Z

/ /

oy

Q:(x=2"Ny=y)

R:(z=2"4+7vy)

A tovabbiakban a feladatot ugy definialjuk, hogy megadjuk az allapottargt (

a paraméterterétry), valamint az é- és utofeltételét, illetve R) a paramétertér
minden pontjara, azaz paraméteresen. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a feladatot
megadtuk a specifikacio tételének megféleirmaban, vagy ha nem okoz félreértést,
specifikaltuk a feladatot.

Egy feladatot nagyon sokféleképpen lehet specifikalni, a sokdsbgtkozil az
egyik az, amit é-, utofeltétellel tortéd specifikdcionak szoktak nevezni, és nagyon
hasonlit arra, amit most targyalunk. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a hasonlésag el-
lenére a keti nem azonos.

Paramétertérnek altalaban az allapottér egy alterét szoktuk valasztani. Azokat a
komponenseket valogatjuk ki, amelyek értéiétigg, hogy a feladat mihez mit ren-
del, amelyek paraméterezila feladatot. Lényegében azt fogalmazzuk meg, hogy az
allapottér milyen tulajdonsagu pontjaibdl milyen tulajdonsagi pontokba akarunk jutni.
A paraméterteret arra hasznaljuk, hogy megadjuk, milyen 6sszefiiggés van azéelérend
és a kiindulé allapotok kézott.

Ha egy programnak meg tudjuk hatarozni a (paraméteres) utofeltételhez tartozé
leggyengébb éffeltételét, akkor a specifikacio tétele alapjan konnyen eldonthetjik,
hogy megoldasa-e a specifikalt feladatnak, mas szokbabizonyithatjuk a prog-
ram helyességéMegjegyezzilk azonban, hogy legtdbbszor a ,forditott” utat fogjuk
kovetni, nem a program helyességét bizonyitjuk, hanem bizonyitottan helyes progra-
mot allitunk eb.

A késhbbiekben bevezetiink majd olyan eszk6zoket, amelyek segitségével a fel-
adat specifikaciéjabdl kiindulva olyan programokat készithetiink, amelyek megoldjak
a feladatot.

A valtozokhoz kapcsolédoan bevezetiink még néhany egyszerii fogalmat, ame-
lyeknek a szemléletes jelentése eléggé nyilvanvalo.

Azt mondjuk, hogy a5 programp(S) programfiiggvénye nem fiigg az allapottér
a;: A; VéltOZéJé.tél, ha

Va,y € Dyesy : (Vk € ([1,n] \ {i} : 2 = yx) — p(S)(x) = p(S)(b)).
Azt mondjuk, hogy a5 programa, : A; véltozdja konstans, ha
Va € A:Va € S(a) : (Vk € Dy, : o = a;).

Azt mondjuk, hogy a® program végrehajtdsa nem valtoztatja meg,azA; valtozot,
ha

Va € Dpgy : Vb € p(S)(a) : by = a;.
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3.4. Peéldak

3.1. példa:Legyen A = {Bach, Barték, Kodaly, Liszt, Mozart, Vivaldi}, S C
A x A** program.

S={ Vivaldi — (Vivaldi, Bach), Bach — (Bach, Mozart),
Bach — (Bach, Liszt, Barték), Mozart — (Mozart,Vivaldi),
Liszt — (Liszt, Bartok), Kodaly — (Kodaly, Mozart),
Barték — (Barték, Bach, Liszt)}

Legyen tovabba a® : A — L allitas:

Ve e A: R(x)= (rmagyal.
Mi lesz a fenti prograni?-hez tartozé leggyengébhbiéeltétele?
Megoldas:irjuk fel elészor a program programfiiggvényét:

p(S) ={ (Vivaldi, Bach), (Bach, Mozart), (Bach,Bartdék),
(Mozart,Vivaldi), (Liszt, Barték), (Koddly, Mozart),
(Bartdk, Liszt) }

Ezek utan, a leggyengéblbétltétel definiciojat felhasznalva:
[1f(S,R)| = {Bartdk, Liszt}, ugyanis

p(S)(Vivaldi) = {Bach} < [R]
p(S)(Kodaly) = {Mozart}  [R]
p(S)(Barték) = {Liszt} C [R]
p(S)(Bach) = {Mozart, Barték} < [R]
p(S)(Mozart) = {Vivaldi} € [R)]
p(S)(Liszt) = {Barték} C [R]

3.2. példa:LegyenH,, H; : A — L. lgaz-e, hogy ha mindefi C A x A** programra

lf(S, Hl) = lf(S, Hg), akkor |—H1-‘ = |_H2—|7

Megoldas: Felhasznalva, hogy a leggyengébbfeltételek minden programra mege-
gyeznek, egy alkalmas program valasztasaval a valasz egyszerlien megadhaté: rendelje
azS program az allapottér minden eleméhez az 6nmagébdl allé egy hosszlsagl soroza-
tot. Ekkor kénnyen belathatd, hogy tefitzgesR utofeltétel esetén:

If(S,R) = R.

Ekkor viszont
H, =1f(S,Hy) =1f(S,Hs) = Ha,
tehat a két feltétel megegyezik.
3.3. példa: Specifikaljuk a kovetkezfeladatotA =L x L., F C A x A,

F={((Lk),(mn) | n=kAm=(1Ak)}

Megoldas:

A=L x L
Ty
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B=LxL

.T/ y/
Q:(x=a"Ny=1Y)
R:(z= @' Ny)Ny=1v)

3.4. példa:LegyenF C A x A, S C A x A** program,B egy tetsdleges halmaz.
Legyenek tovabbd} C A x B ésFy, C B x A olyan relacidk, hogy' = F; o F1,
valamintvb € B:

[Q] = F'(b),
[Ry] = Fx(b).

lgaz-e, hogy hab € B : Q, = 1f(S, Ry), akkor S megoldjaF-et?

Megoldas: Prébéljuk meg a megoldas definiciéjanak két pontjat belatni. Legyen
Dr. Be kellene latnunk, hogy € D,s). Nézzik meg a specifikacio tételének bi-
zonyitasat: ott felhasznaltuk, hogy ekkor van olyar B, hogya € [Q,]. lgaz ez

a Q,-re is? Sajnos — mived), -t Osképpel definidltuk — ez nem feltétlenil van igy.
Probéljunk a fenti gondolatmenet alapjan ellenpéldat adni:

Legye[‘\A = {1}’ B :A{172}* F = {(17 1)}1 Fy = {(1’ l)a (172)}! = {(27 1)}
Ekkor@Q, = Hamis ésQs = Hamis, tehat az allitas feltételei teljesilnek, fliggetlenil
a programtél (ugyanis ,hamisbol minden kdvetkezik”). Valasszuk most az alabbi prog-
ramot:S = {(1,< 1,1,... >)}. Ez a program nem megoldasa a feladatnak, de teljesuil-
nek ra is az allitas feltételei. Tehat az allitas nem igaz.

3.5. Feladatok

3.1. Legyend = {1,2,3,4,5}, 5 C A x A**.

S={ (1,(251)), (1,(4352),  (1,(182...)), (2,(21)),
(2, (24)), (3,(333333...)), (4,(41514)), (4, (431251)),
(4, (41542)), (5, (524)), (5, (534)), (5,(5234))  }
és[R] = {1,2,5}. Irjafel az[1f(S, R)] halmazt!

3.2. Mivel egyend i f(S, [gaz)?
3.3. LegyenA tetsdleges allapotté); : A — L (i € N). Igaz-e, hogy ha
Vi e N: Q; = Qiy1,

akkor
(Fn e N: 1f(S,Qn) =1f(S,(3n €N @Qn))?

3.4. Igaz-e, hogy haf(S1, R) = 1f(S2, R), akkorif(S; U Sy, R) = If(S1,R) V

3.5. lgaz-e, hogy h&lz,y € A: =z € [If(S1,P{y}))] < = € [If(S2, P{y}))],
akkorDy(s,) = Dy(s;)?

3.6. 51,55 C Ax A** programok. Igaz-e, hogy W&H : A — L esetérif(S;, H) =
1f(Se, H), akkorS; ekvivalensS,-vel?
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37. A=N. S CNx N*,

S={(ae,<a--->)]a=1 mod (4)}
U{(b, < b>),(b,<b,b/2>)|b=2 mod (4)}
U{(¢,<¢,2¢>)|e¢=3 mod (4)}
U{(d,<d,d/2>)]|d=0 mod (4)},

H(z) = (x paros szam [Lf(S,H)] =?

3.8. AdottazA = V' xV xL éllapotténV = {1,2,3}) ésaB = V xV paramétertér,
tovabbéa az; ésF, feladatok.

Fl = {((a17a27l)7 (blaank)) | k= (al > UQ)},
F3, specifikacidja pedig:

A=V xV xL
aq as l

B=V xV

ay  dh
Q:(ag =aj Nay = dfy)
R:(QANIl=(a) >ah))
Azonosak-e aZ’, ésF, feladatok?

3.9. Tekintsik az alabbi két feladatdt, specifikacidja:

A=7 x 7

z Yy
B =7

x/
Q:(w=2a)
R:(QNz=ly-yl)

F,={((a,b),(c,d)) |c=aAn|d|-d=c}.
Megadhat6-e valamilyen dsszefliggésés F» kdzott?
3.10. irja le szévegesen az alabbi feladatot. Legger?. — Z,

A=7 x7Z x Ny

m n l
B=7 x Z
m'  n

Q:(m=m'An=n"Am<n),
R:(Q@nl= 3 g(i)),
aholg : Z — {0, 1},

[ 1, haVje[m.n]: f(j) < f(i));
9(0) _{ 0 Kalonben !
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3.11. Igaz-e a specifikaci6 tételének megforditasa?{HaegoldjaF'-et, akkorvb €
B: Qp=1f(S, Ry))

3.12. Tekintsiik az alabbi feladatot:

A=7 x7Z
ko p

B =7
k/

Q: (k=K AN0<k)
R :(Q Aprim(p) AYi > 1:prim(i) — |k —i| > |k —p|),
aholprim(z) = (x primszan).

Mit rendel a fent specifikalt feladat az= (10,1) és ab = (9,5) pontokhoz?
Fogalmazza meg szavakban a feladatot!

313.A= N x N x N

T Y z
B= N x N

! y/
Fl,FggAXA

F specifikacidja:

Q:(r=a'Ny=y)

R:(z=2'ANy=y AN2|zNY|z2AVjeN: (&jAY]j) — 2|5)
F, ={((a,b,¢),(d,e, f))|a=désb=-eésfla-bésa|f ésb|f}
Megadhat6-e valamilyen dsszefliggésés Iy kdzott?

3.14. Adottegyf : Z — Z fliggvény.
A= 7Z x Z x Z

m n i
B= 7 x Z

m’ n'
Fl,FggAXA

F specifikécioja:
Q:(m=m'An=n')
R:im=m'An=n'ANic€m.n]AVje [m.i-1]: f(j) < fOA

vj € [i.n]: f(5) < f(D)

F; specifikacidja:
Q:(m=m'An=n')
R:(ie[m .n]AVje[m . n]: f(5) < f3)).

Azonos-e a két feladat?

3.15. Specifikaljuk a kovetkéefeladatot:A = N ésv : N — {0, 1}.

FQAXA,F:{(S,S/)|S/=k§11)(k‘)}
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3.16.
3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.

3.23.

3.24.

Keressuk meg egy természetes szam egy osztéjat.

Keressik meg egy 0sszetett természetes szam egy valédi osztéjat.
Keressuk meg egy természetes szam egy valodi osztéjat.
Keressik meg egy természetes szam 6sszes valddi osztéjéat.
Keressuk meg egy természetes szam legnagyobb primosztéjéat.
Allapitsuk meg, hany valddi oszt6ja van egy természetes szamnak.

Keressuk apn..n] intervallumban az efsolyan szamot, amelyiknek van valodi
osztoja.

Keressuk azn..n] intervallumban azt a szamot, amelyiknek a legtdbb valodi
osztoja van, de nem oszthat6 6-tal.

Az[m..n] intervallumban melyik szdmnak van a legtobb valddi oszt6ja?






4. fejezet

Kiterjesztesek

Az el6z0 fejezetekben bevezettilk a program és a feladatat fogalmat, és definialtuk az
azonos allapottéren I6veladat-program parok kdzott a megoldas fogalmat. A gyakor-
latban azonban altalaban a feladat és a program kul@rddtapottéren van értelmezve;
példaként megemlithetjik azt az esetet, amikor egy feladat megoldaséara a programban
tovabbi valtozdkat kell bevezetni, azaz a feladat allapotterét Ujabb komponensekkel
kell bdviteni.

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy mit tudunk mondani a kullodk@apottéren
adott programok és feladatok viszonyar6l a megoldas szempontjabdl, és ennek alapjan
altalanositjuk (kiterjesztjik) a megoldas fogalmat erre az esetre is.

4.1. A feladat kiterjesztése

Ha egy feladat allapotterét ldbitjik Gjabb komponensekkel, mit jelentsen ez a feladat
vonatkozasaban? Elég kézenfékhogy ebben az esetben a feladat ne tartalmazzon
semmiféle kikdtést az Uj komponensekre.

4.1.DEFINICIO : FELADAT KITERJESZTESE
Legyen aB Allapottér altere azl allapottérnek. Azl C A x A relaciét az
F C B x B feladat kiterjesztésénekevezzik, ha

F' ={(z,y) € Ax A| (prp(z),pra(y)) € F}.

A definiciét ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a feladat kiterjesztése az 6sszes olyan
A x A-beli pontot tartalmazza, amelynek B-re vett projekcidja benneR+en.

4.2. A program kiterjesztése

A program kiterjesztésének definicidjaban az Uj komponensekre azt a kikotést tesszik,
hogy azok nem valtoznak meg a kiterjesztett programban. Ezzel azt a gyakorlati

kovetelményt irjuk le, hogy azok a valtozok, amelyeket a program nem hasznal, nem

véaltoznak meg a program futasa soran.

4.2.DEFINICIO : PROGRAM KITERJESZTESE
Legyen aB éllapottér altere azl allapottérnek, és jeldljd’ a B kiegészid

47
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B/

4.1, 4bra. Feladat kiterjesztése

alterét A-ra. Legyen tovabb& program aB allapottéren. Ekkor a%’ A-beli
relaciot az S progrankiterjesztésénehevezziik, h&a € A :

S'(a) ={a € A | prg(a) € S(prp(a)) AVi € Dy : pre/(a;) = pre/(a)}.

A fenti definicio alapjan a kiterjesztett program értékkészletében csak olyan soroza-
tok vannak, amelyek ,parhuzamosak” valamely sorozattal az eredeti program érték-
készletéBl.

|
B’ A

N N

4.2. bra. Program kiterjesztése

Vajon a kiterjesztés megtartja-e a program-tulajdonsagot? Erre a kérdésre véalaszol
az alabbi allitas.

4.1. allitds: Legyen aB allapottér altere azA allapottérnek, és jeléljeB’ a B
kiegészid alterétA-ra. Legyen tovabb& program aB éallapottéren, é$’ az
S kiterjesztésel-ra. EkkorS’ program.
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A bizonyitas rendkivil egyszeri, a feladatok kdz6tt szerepel.
Két azonos allapottéren definialt programot ekvivalensnek neveztiink, ha a prog-
ramfliggvénylk megegyezett. Most ezt a fogalmat is altalanositjuk.

4.3.DEFINICIO : PROGRAMOK EKVIVALENCIAJA
LegyenekS; C A; x Aj*, So C Ay x A%* programok,B altere mindA; -nek,
mind A5-nek. Azt mondjuk, hogys; ekvivalensS;-vel B-n, ha

pra(p(51)) = pra(p(S2))-

Nyilvanvald, hogy a definicié valéban altalanositasa az egyszer(i esetnek. A defini-
cionak egyszeri kovetkezménye az is, hogy a két ekvivalens program a kdzos altéren
pontosan ugyanazokat a feladatokat oldja meg.

Valojaban attol, hogy két program ekvivalens — azaz megegyezik a programfiigg-
vényiik —, egyéb tulajdonsagaik nagyon ditélehetnek. llyen — nem elhanyagolhaté —
kiilénbség lehet példaul a hatékonysagukban. Egyaltalan nem mindegy, hogy egy prog-
ram mennyi ideig fut, és mekkora mem@riara van szilksége. A program e jélleekz
vizsgéalataval azonban itt nem foglalkozunk.

A definiciokbdl kdzvetlenil adadik a kdvetk@allitas:

4.2. allités: Egy program kiterjesztése és az eredeti program az eredeti allapottéren
ekvivalens.

4.3. Kiterjesztesi tételek

Az alabbiakban kovetkéztételcsoport a megoldas és a kiterjesztések kdzotti kapcso-
latot vizsgélja.

Legyen A egy allapottér, amelyneB altere. A B-n definiélt feladatok és prog-
ramok megfeldinek tekinthetjikA-n a feladatok és programok kiterjesztéstita,
az A-n definialt feladat megfeléjének B-n pedig a feladat vetlletéB-re. Az A-n
definialt programok esetébeniare valo vetités kdzvetlenil nem alkalmazhat6, mivel
egy program vetilete nem biztos, hogy program, ugyanis nem biztos, hogy a sorozatok
redukaltak. Természetesen, fiaC A x A** program, akkor az

S ={(b,f) € Bx B* | (a,a) € S ésb = prg(a) és3 = red(prp(e))}

mar program, és & allapottérens és S ekvivalens. Tehat egy C A x A** prog-
ramhoz mindig talalhaté olya§ C B x B** program, amely vele ekvivalen3-n.

llyen médon, ahogy a 4.3. abra is mutatja, a kiterjesztés és a vetités segitségével
kapcsolatot létesitlink az és B allapottereken definialt programok kdzott.

Természetesen altalaban sok olyan feladat dam aminek a vetiletd”, ilyen
példaul azF' kiterjesztése, de nem csak az. Tehat a 4.3. 4bran folfelé mutatd nyilak
injektiv megfeleltetések, a lefelé mutatok pedig szirjektivek.

Megjegyezzilk még, hogy', vagyis egy olyan feladat, amelynek a vetiiléte
mindig része kiterjesztésének. Ugyanez a programok (programfliggvények) esetében
nem igaz.

Megvizsgaljuk, milyen esetekben kovetkeztethetiinkAazllapottéren fennallé
megoldasbdl, ugyanerrefd llapottéren, és forditva. Ahhoz, hogy a feltételeket meg-
fogalmazhassuk, sziikségiink lesz néhany definiciora.



50 4. KITERJESZTESEK

4.3. dbra. Kapcsolat és B kozott.

4.4.DEFINICIO . BOVITETT IDENTITAS
Legyen B altere A-nak, B’ a B kiegészib altereA-ra, G C A x A relacio.
A G bbvitett identitasB’ felett, haV(a,a’) € G : Ja” € A, hogy (a,a”) €
G Aprp(a) = prp (a”) Aprp(a’) = prp(a”).

B"

Y

4.4. bra. Bvitett identitas

Ha egy feladat Bvitett identitas, az azt jelenti, hogy a feladat ,megengedi”, hogy a
kiegészib altérbeli komponensek véaltozatlanok maradjanak. Konny( latni a definiciok
alapjan, hogy egy feladat kiterjesztése és egy program kiterjesztésének a programfligg-
vénye egyarant@vitett identitas.

4.5.DEFINICIO : VETITESTARTAS
Legyen B altere A-nak, G C A x A feladat. AG vetitéstartoB felett, ha

Vai,az € Dg : (pre(a1) = pre(az)) = (pre(G(ar)) = pre(G(az))).

A vetitéstartas nem jelenti azt, hogy a relacié nem fligg a kie@éalté&r kompo-
nenseibl, hiszen mint a 4.5. 4bra mutatja, két azonos vetilet(i pont képe lehet kulon-
b6z0, csak a vetiiletiik azonos. Ebben az esetben is igaz, hogy egy feladat kiterjesztése
vetitéstartd (még a képek is megegyeznek), és a program kiterjesztése, igy a kiterjesztés
programfliggvénye is vetitéstartd.

4.6.DEFINICIO ;. FELKITERJESZTES
LegyenB altere A-nak,G C A x A feladat,H C B. Azt mondjuk, hogy &&
félkiterjesztédd felett, hapr ;' (H) C Dg.



4.3. KITERJESZTESI TETELEK 51

B/

4.5, abra. Vetitéstartas

D¢

4.6. abra. Félkiterjesztés

A félkiterjesztés szemléletes jelentése, hogy a kiegésdlier febl nézve az
értelmezési tartomanyban nincsenek ,lyukak”. Most is igaz, hogy egy feladat kiter-
jesztése a feladat értelmezési tartomanya folétt félkiterjesztés. Ugyancsak igaz, hogy a
program kiterjesztésének programfliggvénye az eredeti programfiiggvény értelmezési
tartoméanya folott félkiterjesztés.

Az imént bevezetett definiciok segitségével kimondhaték azok az allitasok, ame-
lyek a kiterjesztések és a projekcid, valamint a megoldas kozotti kapcsolatot vizsgald
tételcsoportot alkotjak. A jelélések a 4.3. abranak megielel

4.1.TETEL: KITERJESZTESI TETELEK
Legyen B altere A-nak, B’ a B kiegészib altere A-ra, S programB-n, F' C
B x B feladat,5’, illetve F’ S-nek, illetve F-nek a kiterjesztésd-ra. Legyen
tovabbaF C A x A olyan feladat, melyrerz(F) = F, S C A x A** pedig
olyan program, amely ekvivaleri&sel B-n. Ekkor az aldbbi allitasok teljesiil-
nek:

(1) hasS’ megoldasd"-nek, akkorS megoldasd -nek;
(2) haS’ megoldasa-nek, akkorS megoldasa -nek;
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(3) hasS megoldasd”’-nek, akkorS megoldasa -nek,;

(4) a. ha$S megoldasaF-nek, ésp(S) vetitéstarto B felett, akkor S
megoldasd’-nek;

b. ha S megoldasaF-nek, ésF félkiterjesztésDy felett, akkor S
megoldasd’-nek;

(5) haS megoldasd’-nek, akkorS’ megoldasd™’'-nek;

(6) haS megoldasa -nek, ésf“ bovitett identitasB’ felett és vetitéstart®
felett, akkorS’ megoldasd’-nek;

(7) ha S megoldasaF-nek, ésp(S) félkiterjesztésDy felett, akkor S
megoldasd"’-nek.

Bizonyitas: Miel6tt sorra bizonyitanank az egyes tételeket, vegyiik észre, hogy a (4)
tételdl kovetkezik az el harom, hiszes” ekvivalensS-sel B-n, ésp(S’) vetitéstarto,
illetve prg(F') = F, ésF’ félkiterjesztésDr-en. Hasonlé meggondolasok alapjan a
(6) tételdl is kovetkezik az (5) tétel, hiszdif bbvitett identitasB’ felett és vetitéstarto

B felett. Elegend tehat a (4), (6) és (7) tételeket bizonyitani.

Tekintslik ebszor a (4) tétel bizonyitasat: Legyere Dy tetsdleges. Ekkor

beDp = Ja € Dy :prp(a) =0

megoldas
€Dy

S ekv.S
=7 prpla) € Dy(s)

tehatDr C Dy (), S igy a megoldas edskritériumanak teljestlését bebizonyitottuk.
Tekintsiik most a masodik kritériumot; legyere Dy tetsdlegesen rogzitett. Ekkor

p(S)(b) = U prs®(S)(a)
aEPTEI(b)ﬂDp(s”)
Fb) = U preF(a)

a€pry (b)NDp

Az a. esetben, azaz hp(S) vetitéstarto, akkorvz,y € prg'(b) N D,g)Ta
pre(p(S)(z)) = pre(p(S)(y)). Ekkor tetsBlegesa € pri*(b) N D esetén, mivel a
megoldas definicidja miapt(S(a)) C F(a),

p(S)(b) = pru(p(5)(a)) € pru(F(a)) S F(b).
Tehat a megoldas masodik feltétele is teljesul.
A b. esetben, azaz a félkiterjesztés, akkopr;' (b) C D, azaza € prg'(b) N

Dy = pr'(b), és a megoldas definicioja miatt

Va € pry'(b) : p(S)(a) C F(a),
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tehat
U S@c | Flo

aepry’(b) acpry;'(b)

= me( U pS)@)cms( U F@)
pryt(b) prg'(b)
= U pree®)@)c J praF(a)
pry(b) pryt(b)
= p(5)(b) € F(b),
és ezzel ebben az esetben is belattuk, hogy pmgram megoldja a2’ feladatot.
Nézziik most a (6) tétel bizonyitasat.
1. El6szor belatjuk, hogP ;. C D (g1).
Legyena € Dy. Ekkorprg(a) € Dr. Felhasznalva, hogy megoldasd’-nek,

pre(a) € Dys). A program kiterjesztésének definiciojabol kovetkezik, hogy

ekkora € Dp(S’) .

2. Ezutan megmutatjuk, hogyu € Dy : p(S")(a) C F(a) is teljesl.

a  p(S) o =a"
’ re -~ T T T =
B ~ N
\\\ F A
\\k CL”
v B
4.7. abra.

A 4.7. abranak megfeléén legyerna € Dy ésa’ € p(S’)(a). Ekkor — fel-
hasznélva, hogy’ az S kiterjesztése «’-re fennall az alabbi tulajdonséag:

prp (G/) =prp (a)

Legyend’ = prg(a’). EKkor b’ € p(S)(prg(a)). Mivel S megoldja F-et,
adodik, hogyt' € F(prp(a)). Ekkor — mivel F vetitéstartoB felett, ésF az
F' projekciéja — adédik, hogya” € F(a) : pra(a”’) = b'. Felhasznalva, hogy
F bbvitett identitasB’ felett, 3a” € F'(a), amelyre

prp(a") = pre/(a) ésprp(a”)="V.
Ekkor viszonta’ = o', azaza' € F(a).
Most mar csak a (7) allitas bizonyitasa van hatra:

(1) Legyena € Dp.. Ekkor a feladat kiterjesztésének definicioja alapjap(a) €

Dr. Mivel p(5) félkiterjesztésDr felett,a € D, 4.



54 4. KITERJESZTESEK

(2) Legyena € Dg/, @’ € p(S')(a) ést/ = pre(a’). EKkord’ € p(S)(prp(a)),
hiszen p(S) az S vetillete. Mivel S megoldja F-et, adédik, hogyt’ e
F(prg(a)), de a feladat kiterjesztésének definicidja alapjanc pr;*(b') :
x € F'(a), igyt’ € F'(a). Tehat a megoldas masodik feltétele is teljesdl.

Ezzel a (7) allitast is bebizonyitottukl

4.4. A feladat kiterjesztése és a specifikacio tétele

Emlékeztetiink a specifikacio tételének megfel@rmaban megadott — allapottér,
paramétertér, 8} és utofeltételek — feladatokra. Példaként felirtuk két szam 6sszegét:

A=7Z X Z X Z
T Y z
B=7 x 7
x/ y/
Q:(x=a"Ny=1Y)
R:(z=12"+7Y)
Milesz ennek a feladatnak a kiterjesztése ddy= Z x Z x Z x N x L allapottérre?
A vélasz el$ pillantasra meglef

A=7Z x7Z x7Z x N x L
T Y z U v
B=7Z x 7
2’ y/
Q:(x=a"Ny=1Y)
R:(z=2"4+vy)
Altalanossagban is igaz, hogy a feladat kiterjesztésének specifikacioj@vitétb
allapottérél eltekintve, megegyezik az eredeti feladat specifikaciojaval.

4.5. A paramétertér kiterjesztése

Természetesen nemcsak az allapottér, de a paramétertér is kiterfesx g cifikacio
tétele szempontjabdl két esetet kiilonboztetiink meg.

LegyenB egy paramétertér &3’ egy kiterjesztése. Ha egy feladat specifikalasara
B helyett B’-t hasznaljuk ugy, hogy az @l és utofeltételek nem fliggenek a csak a
B’-ben szerefdl paramétervaltozoktdl, akkor a feladat nem valtozik, hiszer B :
vb' € pri'(b) : ([Qu] = [Qv] €s[Ry] = [Ry]).

Ellenked esetben a feladat is megvaltozhat. Tegyik fel, hogy az U] feladatra tel-
jeslilnek a kovetkezfeltételek:

weB: Q= | Q]

b eprgt(b)
Vb e B:W € prg'(b)([Ry] # 0 és[Ry| C [Ry)),
ekkor azt mondjuk, hogy az Uj feladéinomitasaa réginek.

4.3. allitas: Ha egyF feladat finomitasa eg§ feladatnak, akkoF' szigorubb, mint
G.
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4.6. Peldak

4.1.példa:B = {1,2,3},A = B x {1,2,3}. FC B x B. F = {(1,2),(1,3)}. Mi
az I kiterjesztettjeB-re?
Megoldas: A feladat kiterjesztésének definicioja alapjan:

F={ ((1,1),(21), ((1,1),(22), ((1,1),(2,3)), ((1,2),(2,1)),
((1,2),(2,2)), ((1,2),(2,3)), ((1,3),(2,1)), ((1,3),(2,2)),
((1,3),(2,3)), ((1,1),(3,1)), ((1,1),(3,2)), ((1,1),(3,3)),
((1’2)’(371))7 ((1’2)7(3’2))’ ((172>7(373))7 ((173)7(371))’
((1,3),(3,2)), ((1,3),(3,3)) }

4.2. példa:Adott azIL x L &llapottéren az’ = {((, k), (m,n)) | n = (IAk)} feladat,
ésazA’ =L x L x V éllapottéren{ = {1,2}) a kbvetked program:

S ={ (i, (iil,ih2, hi2)), (i2, (ii2, hh1,iil)),
(it 7<122 th2, hil, hi2)), (ihl,(ih1)),
(ih2, (ih2,4il hh1>) (hil, (hil, hh2)),
(hi2, (hi2, hil,ihl)), (hi2, (hi2, hh1, hh2)),
(hh1, (hhl,z‘h1>), (hh2, <hh2>) }
Megoldja-eS az F' A’-re vald kiterjesztettjét?
Megoldas:irjuk fel az F A’-re valo kiterjesztettjét:
F'={ (iil,41), (i1, hil),  (ii1,ii2),  (iil, hi2),
(132,411), (12, hil),  (i12,4i2), (42, h12)
(¢th1,ih1), (ih1,hhl), (ih1,ih2), (ihl, hh2),
(ih2,ih1), (ih2,hh1), (ih2,ih2), (ih2, hh2),
(hil,ih1), (hil,hh1), (hil,ih2), (hil,hh2),
(hi2,ih1), (hi2,hh1), (hi2,ih2), (hi2, hh2),
(hh1, zhl) (hh1,hh1), (hh1,ih2), (hhl,hh2),
(hh2,ihl), (hh2,hhl), (hh2,ih2), (hh2,hh2) }
Az S program programfliggvénye:
p(S) ={ (iil,hi2), (ii2,ii1),  (ii2,hi2), (ih1,ih1),
(ih2,hh1), (hil,hh2), (hi2,ihl), (hi2, hh2),
(hh1,ihl), (hh2,hh2) }

A megoldas definicidja két pontjanak teljestléset kell belatnimk. C D, (g trivi-
alisan teljesul, hiszen mindkét halmaz a teljes allapottér. Vizsgaljuk meg most, hogy
Va € Dp : p(S)(a) C F'(a) teljesul-e!

p(S)(ii1) = {hi2} C {iil, hil,ii2, hi2} = F(iil)

p(8)(ii2) = {iil, hi2} C  {iil, hil,ii2, hi2} = F(ii2)
p(S)(ihl) = {ihl} C {ihl,hhl,ih2, hh2} = F(ihl)
p(S)(ih2) = {hh1} C {ihl,hhl,ih2, hh2} = F(ih2)
p(S)(hil) = {hh2} C {ihl,hh1,ih2, hh2} = F(hil)
p(8)(hi2) = {ih1,hh2} C  {ihl, hhl,ih2, hh2} = F(hi2)
p(8)(hh1) = {ik1} C  {ih1,hh1,ih2, hh2} = F(hh1)
p(8)(hh2) = {hh2} C {ihl, hhl,ih2, hh2} = F(hh2)
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Tehéat azS program megoldja a#' feladat kiterjesztettjét.
4.3. példa:lgaz-e, hogy h& C B x B, A altere B-nek, akkor

Dyratp(s)) = Pra(Dp(s))?

Megoldas: Probaljuk meg az allitast kétirdnyu tartalmazas belatasaval bizonyitani.
DprA(p(S)) Cpra (Dp(S)> : Legyena S DprA(p(S))- Ekkor

da’ € A: (a,d’) € pra(p(S))
= 3(,0) € p(S):pra®,b) = (a,a)
= b€ Dy = pra(b) = a € pra(Dp(9)).

pra (Dp(S)) - DPTA (p(9)) * Legyena € pTA(Dp(S))- Ekkor

3b € Dy(s) : pra(b) = a
= 3 € B:(bb) € p(S)
= (a,pra(b’)) € pra(p(s))
= @ € Dpry(p(s))-

és ezzel az allitast bebizonyitottuk.

4.7. Feladatok
41.B=NA=BxN.FCBxB.F={(¢gr)|r=q+1}.MiazF
kiterjesztettjeA-ra?

4.2. lgaz-e, hogy haS C A x A** program,B altere A-nak, akkorS B x B-ra
tortérd projekcidjanak kiterjesztésé-ra azonoss-sel?

4.3. Bizonyitsuk be, hogy egy program kiterjesztettje valéban program!

4.4. A= Ay x Ay x---x A,. Mondjunk példat olyan programra, amelynek egyetlen
valddi altérre vett projekcidja sem prografil, = N,k =1,...,n).

4.5, LegyenA altereB-nek, ' C Ax A, F"" C B x B, F' azF kiterjesztettjeB-re.
Igaz-e, hogy

a) haF = pra(F"), akkor F" az F kiterjesztettje?
b) F' = prl V(F) 2ill. F/ = pry'(F) ?
4.6. LegyenF' C AxA, F' C BxB,F" CCxC,F" C DxD,aholB = Ax Ay,
C=AxAs,D=AxA; x Ay, éslegyent”’, F" F"" az F kiterjesztése rendre

B-re,C-re,D-re. Igaz-e, hogy"" az F" kiterjesztéseD-re? Adja meg aZ"” és
az " kozotti kapcsolatot a projekcio és a kiterjesztés fogalmanak segitségével!

47. B ésC altereA-nak. F C Ax A/ F; C Bx B,F, C CxC.F,azF
projekciéja B-re. ' az F; kiterjesztéseA-ra. lgaz-e, hogy a# feladatA-ra
val6 kiterjesztettjének’-re vett projekcidja megegyeziks-vel?



5. fejezet

A megoldas fogalmanak
altalanositasa

Ebben a fejezetben a megoldas fogalmat altalanositjuk. Eredetileg foltettiik, hogy a
program és a feladat allapottere azonos. Ezt a kikétést fogjuk két szempontbdl is
gyengiteni.

5.1. A megoldas fogalmanak kiterjesztése

El6szor a kiterjesztési tételek alapjan altalanositjuk a megoldéas fogalméat. Az allapot-
terek azonosséaga helyett csak azt kdveteljik meg, hogy egy kézos allapottérre kiter-
jesztve a feladatot és a programot, teljestilienek a megoldas feltételei.

5.1.DEFINIiCIO : A MEGOLDAS FOGALMANAK KITERJESZTESE

A= % A ésB = j:JAj.FgAfoeladatésSgBxB**

1el
program. Ha létezilC' allapottér, amelyneld és B is altere, ésS kiterjesztése
C-re — eredeti értelemben — megoldds&’-re vald kiterjesztettjének, akkor azt

mondjuk, S — kiterjesztetértelemben -megoldasa-nek.

Ez a definicié az eredeti definicié altalanositasa, hisken B = C esetén vissza-
kapjuk azt.

A kiterjesztési tételekll, méghozza az 1éb és az 5-Bl azonnal adédik, hogy
a definicioban a ,létezik” sz6t ,minden”-re cserélhetnénk. Az is nyilvanvalé, hogy
,KOz0s tdbbszords” tulajdonsagu allapottér, vagyis amidAek ésB is altere, mindig

P X
létezik: EelulJ Ap.

Ezért a definiciét tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a= Ay, allapot-

X
kelulJ
térre kiterjesztve a feladatot €s a programot, teljestiinek a megoldas feltételei.

A kiterjesztett megoldas fogalmanak ismeretében érdemes a kiterjesztési tételeket
Ujra megvizsgalni. Az 1. és 5. tétel jelésegét a definicional mar targyaltuk. A 2.,
illetve 3. tétel azt jelenti, hogy ha egy program megoldasa egy feladatnak, akkor akar
a program, akar a feladat allapotterén is teljestilnek a megoldas feltételei. Ugyanez
forditva méar csak bizonyos feltételek teljestilése esetén igaz (5., 6. tétel).

57
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5.2. Megoldas ekvivalens allapottéren

Az ekvivalens direktszorzat definicidjanak megfééi megmondjuk, hogy két allapot-
teret mikor tekinttink ekvivalensnek.

5.2.DEFINiCIO : EKVIVALENS ALLAPOTTER

. X . . . X
Azt mondjuk, hogy az4 = icT A; allapottér ekvivalena B = jeJ B;

allapottérrel, ha létezik olyafi : I — J kélcsbndsen egyértelmi megfeleltetés
(bijekcio), hogyVi € I : A; = By ;).

Azt, hogy A, B, f-re a fenti definici6 teljesild L B-vel jeléljuk.
Ha két allapottér ekvivalens, akkor nemcsak az értelmezési tartomanyok, hanem az
allapotterek kdzott is létezik kdlcséndsen egyértelmi megfeleltetés:

vy B — Aésvbe B:Vie I:vp(b)(i) = b(f(i)).

5.3.DEFINICIO : MEGOLDAS ATNEVEZESSEL
LegyenekA L B, F C A x Afeladat ésS C B x B** program. Azt mondjuk,
hogy S az f &tnevezéssel megoldaBanek, ha

1. Dp C D'yfop(S)O'y}_l)’

2.Ya € Dp : 5 0p(S) o7y (a) C Fla).

A definiciéban ugy is fogalmazhattunk volna, hogyo p(S) o Y(_m megoldasa

— az eredeti értelembenF-nek. Av; o p(S) o 7(_1) relacio jelentését Ugy is megfo-
galmazhatjuk, hogy egyi-beli elemet ,atneveziunkB-belivé, alkalmazzuk ra a prog-
ramfliggvényt, s a kapott elemeket ,visszanevezzitelive.

Vilagos, hogy a definicié az eredeti altalanositasa, hiszef kaB ésf = id 4,
akkor visszakapjuk az eredetit.

A kiterjesztés és az atnevezés segitségével megfogalmazhatjuk a megoldas al-
talanos definiciojat:
5.4.DEFINICIO : AZ ALTALANOSITOTT MEGOLDAS

LegyenF' C A x A feladat ésS C B x B** program. Ha létezik olyan' ésD

allapottér, hogy” L D, A altereC-nek, B altereD-nek, ésS kiterjesztés&'-re
atnevezéssel megoldagaC-re valo kiterjesztettjének, akkor azt mondjuk -
altalanosértelemben -megoldasa-nek.

5.3. Relacio szerinti megoldas

Nem csak atnevezéssel és nem csak ekvivalens allapottereket feleltethetiink meg
egymasnak. A megoldast definidlhatjuk téieges allapottereken definialt program
és feladat esetén is, ha az allapottereket valahogy megfeleltetjik egymasnak.

5.5.DEFINICIO : RELACIO SZERINTI MEGOLDAS
LegyenA és B tetsdleges allapottérd” C A x A, S C B x B** program és
~ C B x A. Azt mondjuk, hogyS v szerint megoldas&™-nek, ha
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1. Dp C D’y@p(S)@w(*UI es
2. Ya € Dr vy p(S) @7V (a) C F(a).
Emlékeztetlink arra, hogy a kompozicié és a szigora kompozicié megegyezik, ha

legaldbb az egyik relacio fliggvény. Ezért a megoldas atnevezéssel a relacié szerinti
megoldas specidlis esete. Igy a kdvetkezel arra is alkalmazhato.

5.1.TETEL: RELACIO SZERINTI MEGOLDAS TETELE
Legyen F' tetsdleges feladat, az allapotterg, egy paraméterter®, eld- és
utéfeltétele pedig), és Ry. LegyenS C C x C** program ésy C C' x A
tetsdleges olyan relacio, amelyt®r C R,. Definidljuk a kovetked fuig-
gvényeket:

(@)1 = [Qvon],
[Ry] = [Ryon].

Ekkor havb € B : Q] = Lf(S, R)), akkor azS programy szerint megoldjaz
I feladatot.

Bizonyitas: A v szerintimegoldas definicidja két pontjanak teljesulését kell belatnunk.

1. DF g ID’YQP(S)QV(*U'
Legyena € Dp. Ekkor3b € B :a € [Qy]. Mivel Dy C R,

7"V (a) # 0 ésy "D (a) C Q.
Felhasznalva, hoghyQ, ] C [Lf(S,R})]:
77V (a) € Dys) ésp(5) (v "V (a)) C [R]].
Mivel [R]] = [Ry o ~],

p($) (v "P(a) € D5,

tehat
a € Dyop(s)oy -1

2.Ya € Dr : 7o p(S) @4V C Fla).

Legyena € Dr. A bizonyitas elé részében leirt |épéseket folytatva: mivel
p(8) (v (a)) € [Ry 0],

1(p(S) (5" (a))) € [Ry] € Fa).

O

A kovetked példaban megmutatjuk, hogy i -t gyenge igazsaghalmaz helyett
igazsaghalmazzal definialnank, akkor a tétel nem lenne igaz.

LegyenT = {1,2}, F é&llapottereA = T, és a paramétertér is legyen ugyanez:
B = T. LegyenF specifikacioja:

(] = {1}, [Ra] = {2
[Q] = 0, [R] = {1}
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EkkorDp = {1} ésF(1) = {2}. LegyenE = {qa,b},C' = E és

v(a) =~(b) = {1,2}.

Tegyuk fel, hogyS C C x C**, és rendeljeS az 4llapottere minden pontjahoz az
6nmagabdl allé egy hosszlisagu sorozatot. Ekkor

[Qroy] =0 és [Qaov] =0,
tehat

Qioy = If(S,Ri07),
Q20 = If(S,Ra07).

Az viszont kbnnyen lathatd, hogy
y@p(S) oy V(1) = {1,2} £ F(1) = {2},

tehatS nem oldja meg--et~ szerint.



6. fejezet

Programkonstrukciok

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogyan lehet mégfmogramokbol Uj
programokat késziteni. Természetesen sokféleképpen konstrualhatunk dmegigv
ramjainkbdl Uj programokat, de most csak haromféle konstrukciés muiveletet fo-
gunk megengedni: a szekvencia-, az elagazas- és a ciklusképzé&shbk@egmu-
tatjuk, hogy ez a harom konstrukciés mivelet elegeisda programozasi feladatok
megoldasahoz. Nemcsak definidljuk ezeket a konstrukcidkat, de megvizsgaljuk prog-
ramflggvényiket és leggyengébbfeltételiket is.

6.1. Megengedett konstrukciok

Az elsb definicio arrél szol, hogy egy programot kdzvetlentl egy masik utan végezziink
el. A definiciéban hasznalni fogjuk a kovetkeelolést: legyeny € A*, 3 € A**,

x2(a, B) ::= red(kon(a, 3)).

6.1. abra. Szekvencia

61
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6.1.DEFINICIO : SZEKVENCIA
LegyenekS;, Sy € A x A** programok. AzS C A x A** relaciot azS; ésS,
szekvencigjanakevezziik, é$51; S2)-vel jeldljik, hava € A:

S(a) = {a€A®|ac€ Si(a)} U
U {xa(a,8) € A* | a € Si(a) N A" ésp € Sy(1(a))}.

Vegyuk észre, hogy ha két olyan program szekvencijat képezzik, amelyek
értékkészlete csak véges sorozatokat tartalmaz, akkor a szekvencia is csak véges
sorozatokat rendel az allapottér pontjaihoz.

Hasonléan egyszeriien elfmzhet az is, hogy determinisztikus programok
szekvencigja is determinisztikus relacié (fliggvény).

A programkonstrukciokat szerkezeti abrakkal, igynevestatktogramokkaszok-
tuk abrézolni.

LegyenekS;, Sy programok A-n. Ekkor azS = (S;;52) szekvencia struk-

togramja:
50

S1
Sa

A méasodik konstrukcids leh&ségiink az, hogy mas-mas medlg@rogramot hajt-
sunk végre bizonyos feltételékifliggden.

6.2.DEFINICIO : ELAGAZAS
Legyenekry,...,m, : A — L feltételek,Sy, ..., S, programokA-n. Ekkor az
IF C A x A** relaciét azS;-kbbél képzett,r;-k altal meghatarozotlagazasnak
nevezzik, é¢my : Sy,...,m, : Sp)-nel jeldljuk, havVa € A:

n

IF(a) = U w;(a) Uwg(a),

i=1
aholVi € [1..n]:

_ Si(a), ham;(a);
wila) = {(D kulénben

és

B {{a,a,a,...)}, haVie[l.n]:-m(a);
wola) = { 0 kulénben

Az eldgazas definicidjaban nem kotoéttik ki, hogy a feltételek diszjunktak, tehat az
allapottér egy pontjaban tobb feltétel is igaz lehet. Ebben az esetben az elagazas az
Osszes olyan sorozatot hozzarendeli ehhez a ponthoz, amit legalabb egy olyan program
hozzarendel, amelynek a feltételrésze ebben a pontban igaz. Ezért ha a feltételek nem
diszjunktak, akkor a determinisztikus programokbél képzett eldgazéas lehet nemdeter-
minisztikus is.

Az elagazas definicidjat igy is felirhattuk volna:

IF = Siljrq U{la,...) € A Ja € [[-m]}.

i=1 =1
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6.2. abra. Elagazas

Ha csak olyan programokbol képziink eldgazéast, amelyek csak véges sorozatokat
rendelnek az allapottér minden pontjahoz, az elagazas akkor is rendelhet valamelyik
ponthoz (azonos elemefiballd) végtelen sorozatot, ha a feltételek igazsaghalmazai
nem fedik le az egész allapotteret.

Megjegyezzik, hogy a definicié szerint, ha egy pontban egyik feltétel sem teljesiil,
az elagazas ,elszall”, ellentétben a legtdbb gyakorlatbab hasznalt programnyelvvel.

Legyenek Sy, Ss, ..., S, programok,my,ms,...,m, feltételek A-n. Ekkor az
IF = (m : S1,72: Sa,...,m, : S,) elagazas struktogramja:
\ 1 \ 9 \ N \ T
Sh S e Sh

A harmadik konstrukcios lehéségiink az, hogy egy megtevyprogramot egy
feltétel®l fliggben valahanyszor egymas utan végrehajtsunk. A ciklus definialasahoz
szilkséglink van tovabbi két jelolésre: véges sok, illetve végtelen sok sorozat
konkatenacibéjanak redukaltjara.

Legyeneka',a?,...,a" 1 € A* ésa™ € A**,

xnlah, ..., ") = red(kon(at,a?, ..., a™)).

Legyenekn’ € A* (i € N),
Yoo, 02, .. .) = red(kon(at,a?, .. .)).

6.3.DEFINICIO : CIKLUS
Legyenr : A — L feltétel ésSy programA-n. A DO C A x A** relaciot az
So-bol ar feltétellel képzettiklusnaknevezzik, é¢r, Sp)-lal jeldljuk, ha

o Ya ¢ [r]:
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o Ya € [r]:

DO(a) = {a€cA™|3a,...,a" € A :a=yx,(a!,...,a") és
a' € Sp(a) ésVi € [l.n—1]: (o' € A* és
ot e So(r(at)) ést(al) € [r]) és(a™ € A> vagy
(o € A% ést(a") ¢ [7]))} U
U {a€A®|VieN:Ja' € A" i a = xoo(al,a?,...) és
o' € Sp(a) ésVi e N: (o' € A* ésa’t! € Sy(r(a')) és

7(a') € [7])}.

Elsb ranézésre a definicio kissé bonyolult. Nézzilk meg alaposabban! A ciklus-

6.3. abra. Ciklus

magot —S, — véges sokszor alkalmazhatjuk egymas utan, mert vagy olyan pontba
jutunk, ahol a ciklusfeltétel « — nem teljesil (a 6.3. 4bran az pont), vagy azS,
végtelen sorozatot rendel egy ponthoz (a 6.3. dbramsgzont). Ezeket az eseteket
tartalmazza a definiciéban az @lalmaz. A harmadik leh@ség (a 6.3. abran az

pont) az, hogy a fentiek egyike sem teljestl, azag@zégtelen sokszor alkalmazhat6
egymas utan. Ezt az esetet tartalmazza a definicioban a masodik halmaz.

Ezek alapjan azt is megallapithatjuk, hogy a determinisztikus programbdl képzett
ciklus is determinisztikus lesz, ezzel ellentétben, ha egy, csak véges sorozatokdt rendel
programot foglalunk ciklusba, akkor a ciklus értékkészlete még tartalmazhat végtelen
sorozatot (lasd harmadik lelisEg), azaz kétféle oka is lehet a ,végtelen ciklusnak”.

Megjegyezzilk még, hogy a kilonkdzrogramnyelvekben tobbféle ciklus is
létezik; amit most definidltunk, az az tgynevezett ,while tipusu” ciklus.

LegyensS, program,r feltétel A-n. Ekkor aDO = (7, Sy) ciklus struktogramja:

00 |

™

_—
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A fentiekben leirt konstrukciékat programokra lehet alkalmazni. De vajon progra-
mokat hoznak-e létre? Az alabbi tétel kimondja, hogy d@ztkben definialt harom
konstrukciés mivelet megléyprogramokbdl valdban programokat hoz Iétre.

6.1.TETEL: A SZEKVENCIA, AZ ELAGAZAS ES A CIKLUS PROGRAM
Legyen A tetsdleges allapottérSy, S1,5s,...,5, € A x A** programok,

valamintr, 7wy, mo, ..., m, : A — L feltételekA-n. Ekkor
1. 5= (Sl;SQ),
2. IF = (7T1 : 51,7(2 : SQ,...,ﬂ'n : Sn),
3. DO = (7‘(’,50)

programokA-n.

Bizonyitas: Mindharom konstrukci6 definicidjaban explicit szerepel, hogy része
A**-nak. A tovabbiakban a harom kritérium teljestlését vizsgaljuk meg mindharom
konstrukcié esetén.

1. Legyena € A tetsdleges, ekkorS, (a)-nak van legalabb egy eleme. Ha ez a
sorozat végtelen, a definicié élhalmaza nem Ures, ha véges, létezik végpon-
tja, amihezS; hozzarendel legalabb egy sorozatot, és ezért a definicié masodik
halmaza nem Ures, tehéifa) nem ures.

Legyena € S(a). Ekkor két eset lehetséges:
e Haa € Si(a), ebben az esetben = a ésa = red(a) trividlisan teljesul,
hiszenS; program.
e Haa = xz2(at,a?) Ugy, hogya! € Si(a) ésa? € Sy(r(al)). Ekkor ays
definiciéja miattr redukalt. Masrészt; = o1, tehata; = a.
2. Legyena € A tetsdleges, ekkor vagy valamelyik; feltétel igaza-ra,és igy
w;(a) nem Ures, vagy(a) nem Ures, tehdtF (a) nem Ures.
Legyena € IF(a). Ekkor

o€ U w;(a).

e Tegyik fel, hogya € wy(a). EKkora = (a, q,...), tehét teljesiti a prog-
ram definiciéjanak kritériumait.

e Tegyuk fel, hogydi € [1..n] : @ € w;(a). EKkora € S;(a), igy mivel S;
program, teljesiti a definicibban megkivant tulajdonsagokat.

3. Legyena € A tetsdleges, ekkor vagy minden € N-re teljesil a definicié
masodik halmazanak a feltétele, vagy ha nem, akker teljesiul @z, elgaz a két
halmaz kozil legaldbb az egyik nem ures, teBét(a) nem Ures.

Legyena € DO(a).
e Tegylk fel, hogya ¢ [r]. Ekkora = (a), igy az ebirt tulajdonsagok
trivialisan teljesulnek.

e Tegyuk fel, hogyu € [7]. Ekkor harom eset lehetséges:
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(@) ae A*:
Ekkor3n € N : a = x,(at,...,a"), igy —x, definicidja miatt
— a redukalt. Masrészt felnasznalva, hogy € Sy(a) ésa; = af,
oy = ais teljesdl.

(b) IneN:a=xu(al,...,a")ésVi e [l.n—1] : o' € A* ésq, €
A% Ekkor a kritériumok teljesiilése az6eb ponttal analég médon

ellerdrizhed.

(€) a = xuo(at,a?,...):

Ekkor o @'y, definicidja alapjan redukalt sorozat,@és= ai = a is
teljesdl.

O

6.2. A programkonstrukciok programfiggvénye

Miutan belattuk, hogy meglévprogramokbdl a programkonstrukciok segitségével (j
programokat készithetlink, vizsgaljuk meg, milyen kapcsolat van a konstrualt progra-
mok programfiiggvénye és az eredeti programok programfiiggvénye kozott.

A szekvencia a legegyszeri{ibb programkonstrukcio, ennek mdigalel prog-
ramflggvénye is egyszerlen felirhatd a két komponensprogram programfliggvényének
segitségével. Mivel a szekvencia két program egymas uténi elvégzését jelenti, varhato,
hogy a programfliggvénye a két komponensprogram programfliggvényének kompozi-
ciéja. Azonban, mint latni fogjuk, kompozicié helyett szigori kompoziciét kell alkal-
mazni.

6.2.TETEL: A SZEKVENCIA PROGRAMFUGGVENYE
LegyenA tetsdleges allapottérs,, S, programokA4-n, S = (S1; S2). Ekkor

p(S) = p(S2) © p(S1).

Bizonyitas: Legyena € A tetsdleges. Ekkor

a € Dys) <= S(a) C A* <=
Si(a) C A* ésVa € Si(a) : Sa(1(a)) C A* <=
a € Dp(Sl) éSp(Sl)(a) - Dp(Sg) et
a € Dy(s,)op(51)>

tehat:
Dy(s) = Dp(sa)on(s)-
Legyena € D,,s). EKkor

(a,a’) € p(S2) © p(S1) <=
dbe A:(a,b) € p(Sy) és(b,a’) € p(S2) <
Ja € Si(a),B € S2(b) : 7(a) = bést(f) = o =
(a,a’) € p(9).

O
Vegyuk észre, hogy a nem szigord kompozicié értelmezési tartomanyaban olyan
pont is lehet, amelyhez a szekvencia rendel végtelen sorozatot is. Nézziink erre egy
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egyszer( példat: Legyea = {1,2},

Sy = {(1’<1>)7(1’<
Sy = {(1,(1,2)),(2,(2,2,... )}

Ekkor1 e DP(Sz)Op(S1)’ de(l, 2,2,2,.. > S S(l)

Mivel az eldgazéast tébb programbdl képezziik, a programfliggvényét is csak kissé
kérilményesebben tudjuk megfogalmazni. Hiszen az, hogy egy ponthoz az eldgazas
rendel-e végtelen sorozatot, attdl is fiigg, mely feltételek igazak az adott pontiian. S
ha egy pontban egyetlen feltétel sem igaz, akkor a komponensprogramok program-
fuggvényédl fuggetlenil abban a pontban az elagazas programfiiggvénye nem lesz
értelmezve. Az elagazas programfliggvényét adja meg a ko Getidiet.

6.3.TETEL: AZ ELAGAZAS PROGRAMFUGGVENYE
LegyenA tetsdleges allapotté,, Ss, . .., S, C Ax A** programok, valamint
T, T2y ..., Ty« A — LfeltételekA-n, IF = (71 : S1,...,m, : Sp). Ekkor

e Dyupy={acAlac J[m]ésVie[l.n]: ac[r]=acDysy}
=1

e Ya e Dp(IF):

n

p(IF)(a) = |J p(Si)lx1(a).

i=1
Bizonyitas: Legyena € A tetsdleges. Ekkor

a € Dyipy <= IF(a) C A" <=

Jie[l.n]:ac€ [mr)|és L_J w;(a) C A* <—

i€ [l.n]:a€[r]ésVie(l.n]:ac[r]=acDys,.

Legyen tovabba € D), ;). Ekkor
p(IF)(a) = | J{r(a) | @ € wi(a)} = [ p(Si)|fm1 (a).
=1 =1

O

Természetesen, ha az elagazas-feltételek lefedik az egész allapotteret, akkor az a
feltétel, hogy valamelyile;-nek igaznak kell lennie, nyilvanvaléan teljesdl.
A ciklus programfiiggvényét a feltételre vonatkozo lezart segitségével fejezzik ki.

6.4.TETEL: A CIKLUS PROGRAMFUGGVENYE
LegyenA tetsdleges allapottéis programr feltétel A-n, DO = (., S). Ekkor

p(DO) = p(5S)|m.
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Bizonyitas: Legyena € A tetsdleges. Ekkor
a € Dy(poy <= DO(a) C A*

(@)}, haa ¢ [x];
{a€ A*|IneN:a=x,(al,...,a") és
DO(a) = at € S(a) ésvie [l.n—1]:
atl e S(r(a?)) ést(a?) € [7]) és
T7(a™) & [7]}, . haa € [7].

a ¢ [m|vagy(AB € A® : 81 = aésVi € N: (Bi11 € p(S)(5;) ésf; € [r])
és(AB e A*: (fr=aésVie [1,|08] —1]:
(Biy1 € p(S)(B:) ésB; € []) %57(5) € [7]) ésT(B) € Dy(s))-

a € Drrgy

tehatD, po) = DW' Masrészt legyen € Dy,po)-

e Haa ¢ [, akkor

p(DO)(a) = {a} = p(5)|r(a).
e Haa € [], akkorp(DO)(a) =

= {r(a)]ac A ésqneN:a= yx,(a',...,a") ésa’ € S(a) €és
Vie [Ln—1]: o't € S(r(a?)) ést(al) € [] ésT(a™) ¢ []}

{T(B)| B € A* ésBy = aésVi e [1..|8] — 1] : Bit1 € p(S)(B;) és
Bi € [n] ésT(B) & [n]} =

= {beA|IkeN:be (p(S)n)k(a)ésb ¢ [r]}

= p(9)In(a).

O

6.3. Feladatok

6.1. A=1{1,2,3,4,5,6}. [m1] = {1,2,3,4}. [m2] = {1,3,4,5}.

Si={ 1-14 1-12... 252132 3—36
4—463 4—451 5—563 6—612 },

So={ 1-134 1-121 2—2132... 3—36
4—463 4—451... 5—5632 6—61... }.

Adja meg az(Sy;Ss), [F(m : S1,m2 : Sa), DO(m,S1) programokat és a
programfuggvényeiket!
6.2. LegyenA = {1,2,3,4,5,6}, [m1] = {1,2,3,4}, [m2] = {2,3,4}, [m3] =
{1,4,6} és
S1={ 1-12... 2-23 3—-3456
4—463 9—53 6—62 1
So={ 1-12 2—24 3—3...
4—43 5—5 6—61 1

S3={ 1-12 2—2... 3=31
4—432 5—5... 6—63... }.
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Milesz IF(my : S1,m2 : So, 73 : Sg),Dp(IF),p(IF)?

6.3. LegyenS; és.S; egy-egy program az allapottéren. lgaz-e, hog¥, o 7 o S}
megegyezik S;; Ss)-vel?

6.4. S = (51;52). lgaz-e, hogy

a) Dp(s) = [1f (51, P(Dy(s)))1?
b) tetsBlegesR utdfeltételreif((S1;.52), R) = 1f(S1,1f(S2, R))?

6.5. Van-e olyan program, amely felirhatd szekvenciaként is, elagazasként is, és
felirhatd ciklusként is?

6.6. Ilgaz-e, hogy minden program felirhatd szekvenciaként is, eladgazasként is, és
felirhatd ciklusként is?

n

6.7. IF = (7‘(’1 2SS, Ty Sn). lgaz-e, hogpr(IF) = U (|—7T]J mDp(Sk))?

6.8. LegyenS;, S, ..., S, programA-n! IF = (my : S1,...,7 : Sp). S =51 U
SoU- - -US,. Keressiink olyamy, feltételeket és;, programokat, hogP,,;r) =
A éS'Dp(S) = (!

6.9. [F=(m1:851,...,m:5,).8=5USU---US,. |gaz-e, hogy(IF) része
p(S)-nek?

6.10. Igaz-e? Hal ' = (my : S1, 72 : S2), @KkorDy 1y = ([m1] N [m2] N Dp(syy N
Dp(ss)) U (Dpsyy N ([m]\ [m2])) U (Py(sy) N ([r2]\ [m11))?

6.11. A = {1,2,3,4}.

\ i=1 \ 1< 2
1:=21 SKIP

Milyen sorozatokat rended, So, I F' az allapottér egyes pontjaihoz?

6.12. S = (51;.52). S1 megoldjaF; -et, ésS; megoldjaFs-t. Megoldja-eS az
a) F' = Fy o F) feladatot?
b) F = F; & F; feladatot?

6.13. S = (51;52). S megoldasa agF: © Fy) feladatnak.
Megoldja-eS; az I -et, illetve S, az F>-t?

6.14. IF = (71 : S1,...,m : Sp). FF C A x Afeladat.Vk € [1..n] : S megoldja
azF|f,, feladatot.
a) IF megoldja-e aZ" feladatot?
b) IF megoldja-e a# feladatot, har; vV my V - -+ V m,, =igaz?
¢) IF megoldja-e a#" feladatot, haDp C [my Vo V-V 7, |?

6.15. [F = (m : S1,...,7n : Sp). F C A x Afeladat.] F megoldja azF' feladatot.
lgaz-e, hogywk € [1..n] : Sy megoldja az|, feladatot?
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6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

IF = (m : S1,...,m : Sp). F1,...,F, C A x AfeladatVk € [1..n] : Si
megoldja azF}, feladatot. Megoldja-é F'azF' = F, U - - - U F,, feladatot?

IF = (7 : S1,...,mn 2 Sy). FF C A x Afeladat.] F' megoldja azF feladatot,
és[m|U---U[m,| C Dr.lgaz-e, hogyk € [1..n] : Sy megoldja azF|,;
feladatot?

IF = (m : S1,...,mn : Sp). F1,...,F, C A x Afeladat.Vk € [1..n] :
Dr, C [m], ésS; megoldja azF}, feladatot.F' = F; U --- U F,,. Megoldja-e
IF az F feladatot?

lgaz-e, hOg)JFl = (7T1 : Sy, 52) éslF, = (771 2 S, T ATt S1USy, o
S2)

a) egyend?

b) ekvivalens?
LegyenIF34 = (7T3 : S3,7T4 : 54), IF; = (7T1 : Sl,’frz : IF34), IF, = (7T1
S1, T ANy i S3, 9 ATy : S4>| lgaz-e, hOgy[Fl ésl Iy

a) egyend?

b) ekvivalens?

F C Ax Afeladat.Sy programA-n. S, megoldjaF’-et. Megoldja-e &O(r, Sy)
program azF' feladatr-re vonatkoz6 lezartjat?

LegyenDO = (w, S)! Igaz-e, hogy
a) p(DO) C p(95)?
b) p(S) C p(DO)?

A= Ny x Ny

(3 n

S=((:=0;D0@G #n,IF(2li: i:=i4+1, 2 fi : i:=i42))))

1:=0
1#n
22 2 N1
\ | \ t
=1+ 1 ti=14+2

Milyen sorozatokat rended a (2, 4), illetve a(3,7) ponthoz?



7. fejezet

Levezetési szabalyok

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a programkonstrukciok és a specifikacio kapcsolatat.

El6szor azt fogjuk megvizsgalni, hogy a szekvencia adott utéfeltételhez tartozé
leggyengébb élfeltétele milyen kapcsolatban van@zalkot6é programok leggyengébb
eléfeltételével.

7.1.TETEL: A SZEKVENCIA LEVEZETESI SZABALYA
LegyenS = (57;.52), és adot), R ésQ’ allitas A-n. Ha

(D) Q=1f(5,Q)és
() Q"= 1f(52,R),
akkor@ = If(S, R).

7.1. dbra. A szekvencia levezetési szabalya

Bizonyitas: Legyeng € [Q]. Ekkor (1) miatty € D,,(s,) €sp(S1)(¢q) € [Q"]. Mivel
(2) miatt[Q"] € Dys,): ¢ € Dp(sa)op(si) = Pp(s)-
Tovabba (2) miatp(S2) (p(S1)(¢)) C [R], tehétg € If(S, R). O

A szekvencia levezetési szabalya és a specifikacio tétele alapjan a kdvetkez
mondhatjuk: ha; €sSs olyan programok, amelyekre a paramétertér mirideontja-
banQ@, = 1f(S1,Q}) ésQ; = 1f(Ss, Ry) teljesil, akkor(Sy; S2) megoldja aQy, Ry,
parokkal adott feladatot.
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7.2.TETEL: A SZEKVENCIA LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
LegyenS = (51;52), €s@, R olyan allitasokA-n, amelyekrel) = 1 f(S, R).
Ekkor3dQ’ : A — L allitas, amelyre
(1) @ =1f(5,Q") és
() Q' = 1f(S2. R).

Bizonyitas: Legyen@’ = 1 (S, R). Ekkor (2) automatikusan teljesiil. Csak (1) fenn-
allasat kell belatnunk. Ehhez indirekt médon feltessziik, hogy

Ez kétféleképpen fordulhatdl

® q ¢ Dys,), de ez ellentmond annak a feltételnek, mely szgi@pt C D5y €
Dp(s)-

e p(S1)(q) € [lf(S2, R)]. Ekkor legyenr € p(S1)(q) \ [1f(S2, R)]. Ekkor két
eset lehetséges:

— 1 & Dys,)- EZ ellentmond annak, hogye Dy, (s,)op(s,)-

— p(S2)(r) € [R]: Legyens € p(S2)(r) \ [R]. Ekkors € p(S)(q) és
s & [R], ésezellentmondg(S)(¢q) C [R] feltételnek.

O
Vizsgaljuk meg, mi a kapcsolat az elagazas ésthalkotdé programok adott
utéfeltételhez tartozo leggyengéblfeltétele kozott.

7.3.TETEL: AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYA
LegyenlF = (my : S1,...,m, : Sy), €s adott), R allitAsA-n. Ha
Q= \Vm
i=1
(2) Vi € [1%] QAT = lf(SZ,R),

akkor
Q= I1f(IF,R).

Bizonyitas: Legyeng € [Q], és tegylk fel, hogy valamelyik feltétel igazra, azaz
Ji € [1.n] : q € [m;]. EKkoOrq € Dy (1), ugyanis

Vi€ [L.n]:q € [mj] = q€e[lf(S;,R)] = q € Dys;).-

Mésrészt miveV; € [1..n] : g € [7;] = p(S;)(q) € [R]:

pIF)(q) = |J p(S;)(q) € [R],
jell..n]
a€lm, |
azazq € [If(IF,R)].O
Felhasznéalva a specifikacié tételét és az elagazas levezetési szabalyat azt mond-
hatjuk: Legyen adott a#' feladat specifikaciéja4, B, @, R). Ekkor ha minden € B
paraméterre és mindef) programral, Am; = Lf(S;, Rp), €s minderb paraméterhez
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7.2. abra. Az elagazés levezetési szabalya

van olyanr; feltétel, amelyre&), = ;, akkor az eldgazas megoldj@)a, R, parokkal
specifikalt feladatot.

Hasonléan a szekvencia levezetési szabalyahoz az elagazas levezetési szabélya is
megfordithato, tehat ha egy elagazas megold egy specifikalt feladatot, akkor le is lehet
vezetni.

7.4. TETEL: AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
LegyenlF = (my : S1,..., 7 : Sn), €sQ, R olyan allitasokA-n, amelyekre

Q = If(IF,R).
Ekkor
® Q= Vm
() Vi€ [l.n]: QAm = Lf(S:,R).

Bizonyitas: Haq € [Q], akkorq € Dy, vagyis3i € [1..n] : ¢ € [m;]. Tehat (1)
teljesdl.
Ezutan belatjuk, hogy (2) is teljesiil. Tegyik fel indirekt médon, hogy

Ji € [Ln]: [QAm] L [Lf(Si, R)].
Legyeng € [Q A ;|\ [1f(S;, R)]. Ekkor két eset lehetséges:
® ¢ & Dys,)- Ez ellentmond annak a feltevésnek, hagy D, ;7).
* p(Si)(q) Z [R]. Ekkor
p(Si)(q) € p(IF)(q) € [R],
tehat ellentmondasra jutottunk.

O
Az el6z6 két konstrukcidhoz hasonléan most megvizsgaljuk, milyen kapcsolat van
a ciklus és a ciklusmag leggyengébbfeltétele kdzott.
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7.5.TETEL: A CIKLUS LEVEZETESI SZABALYA
Adott P, @, R éllitasA-n,t : A — Z figgveény, és legye®O = (x,Sp). Ha
1) Q=P
(2) PAN—7m =R,
(3) PAm=1t>0,
4) PAm=1f(So,P),
(5) PAmAt=1ty=1f(So,t <tp),

akkor
Q= 1f(DO,R).

7.3. abra. A ciklus levezetési szabalya

A tétel szerint azt kellene belatnunk, hogy:
(l) Vq € ’VQ-| /S Dp(DO) = Dm és

(2) Vq € [Q] : p(DO)(q) C [R], azazp(So)|~(q) € [R].

Jeldlje a tovabbiakbary a ciklusmag programfiiggvényének a ciklusfeltételre
vonatkozé leszikitését, azgz= p(So)|r-1. Miel6tt magat a levezetési szabalyt bi-
zonyitanank, ennek @relacionak latjuk be két tulajdonségat.

1. allits: Legyenq € [P]. Ekkor

VEk € Ny : g"(q) C [P].
Bizonyitas: k szerinti teljes indukciéval:

o k=0:¢%q) ={q} C [P].

o Tegyik fel, hogyg*(q) C [P]. Legyenr € g*(q) tetsdleges. Ekkor két eset
lehetséges:

—re [P A-m].Ekkorg(r) =0 C [P].
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— r € [P A]|. Ekkor (4) miattr € D,,s,) €sg(r) = p(So)(r) C [P].
Tehat:g*+1(q) C [P].

O
2. &llitas: Legyeng € [ P]. Ekkor

IneN:g"(q) =0.
Bizonyitas: Indirekt: tegyiik fel, hogywn € Ny : g"(q) # 0. EkkorVn € Ny : 3 :

max t(b).
beg™(q) ®)

Ezn = 0 esetén nyilvan igaz. Ha

m = max t(b),
beg™(q)

akkor, mivelg(g™(q)) € p(So)(9™(q)), az (5) alapjavz € g"*1(q) : t(z) < m, tehat
a maximum mindem-re |létezne, &t szigordan monoton csékkenne.

Ez viszont ellentmond (3)-nak, hiszergész értéki fliggvényl
Bizonyitas: (Ciklus levezetési szabalybggyeng € [Q] tetsdleges. Mivel (1) miatt
[Q] C [P], ezértg € [P A —7| vagyq € [P A | teljesdl.

e Tegylk fel, hogy € [P A —7]. Ekkor a ciklus definici6ja alapjgn DO)(q) =
{q}, mésrészt (2) miatt € [R], tehatg € [If(DO, R)].

e Tekintsiik most azt az esetet, amikpre [P A 7] teljesil. Ekkor a (4) miatt
q € [1f(So,P)], azazq € Dys,) és igyp(So)|=(q) = g(q). Tehat a 2. allitas
alapjan

In € No : (p(S0)|x)"(q) = 0,
azaz
4 € Dy(so)l» = Pp(p0)-
Ekkor a feltételre vonatkozo lezart definicioja alapjan:

p(DO)(q) € [-].

Masrészt az 1. allitas miatt

p(DO)(q) € [P],
és ekkor (2) miatt
p(DO)(q) C [P A—m] C [R],

tehat
q € [lf(DO, R)].

O
A levezetési szabdalyban szer@gh allitast aciklus invarianstulajdonsaganak, a
fuggvénytterminalofiggvénynekevezzik. AP invarianciajat az (1) és (4) feltételek

biztositjak: garantaljak, hogy az invarians tulajdonsag a ciklusmag minden lefutasa

elétt és utan teljesul. A terminalofiiggvény a ciklus befépzsét biztositja: az (5)



76 7. LEVEZETESI SZABALYOK

pont alapjan a ciklusmag minden lefutdsa legalabb eggyel cstkkenti a termindléfligg-
vényt, masrészt a (3) miatt a terminalofiiggvénynek pozitivnak kell lennie. A (2) feltétel
garantalja, hogy ha a ciklus befefalik, akkor az utéfeltétel igazsaghalmazaba jut.

A ciklus levezetési szabalyanak és a specifikacio tételének felhasznalasaval elég-
séges feltételt adhatunk a megoldasra: ha adott a feladat specifikétjdaq@, R),
és talalunk olyan invarians allitast és terminal6fiiggvényt, hogy a paramétertér minden
elemére teljesil a ciklus levezetési szabalyanak 6t feltétele, akkor a ciklus megoldja a
(Qs, Ry) parokkal definialt feladatot.

A ciklus levezetési szabalya visszafelé nem igaz, azaz van olyan ciklus, amelyet
nem lehet levezetni. Ennek az az oka, hogy egy levezetett ciklus programfiiggvénye
mindig korlatos lezart, hiszen az allapottér minden pontjaban a terminal6fliggvény
értéke korlatozza a ciklusmag lefutasainak szamat.

Azonban ha egy ciklus programfliggvénye megegyezik a ciklusmag ciklusfeltételre
vonatkozo korlatos lezartjaval, akkor a ciklus levezdihet

7.6.TETEL: A CIKLUS LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
Legyen DO = (m,Sy), és @, R olyan allitAsok A-n, amelyekre@Q =

1f(DO, R), és tegyilk fel, hogy(DO) = p(So)|.. Ekkor létezik P allitas és
t . A — Z fuggvény, amelyekre

1) Q=P

(2) PAN—7m =R,

(B) PAm=1t>0,

(4) PAm=1f(So,P),

(5) PAmAt=tg=1f(So,t <tp).

Bizonyitas: LegyenP = [f(DO, R), és valasszukt Ugy, hogyva € A:

t(a):{ 0, . . haagZDp(Do)ﬁ[ﬂ;
max{i € N |p(So)"(a) N [n] #0}, haaecDypoyN[r].

Ekkor
(1) @ = 1f(DO, R) trividlisan teljesul.

(2) Legyena € [P A —m]. Ekkor mivela € [If(DO, R)], p(DO)(a) C [R]. Mé&s-
részt mivela € [—7], p(DO)(a) = a. Tehata € [R], azaz| P A -] C [R].

(3) t definicidja miatt nyilvanvalo.
(4) Felhasznalva a lezart azon egyszeri tulajdonsagat, hogy
a € Dy = R(a) C Dy,
a kovetked eredményt kapjuk. Legyene [If(DO, R) A 7|. Ekkor
0 €Dys,y 65 p(So)(a) C [1F(DO, R,

tehat
a € lf(S(), P)
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(5) At definiciéjabdl leolvashat6, hogy a ciklusmag egyszeri végrehajtasa csokkenti a
terminaléfiggvény értékét:

Legyena € [P A x|, to = t(a), b € p(Sp)(a). EKkor ha
t(a) = maz{i € N | p(So)'(a) N [7] # 0},

akkor
t(b) < t(a),

azaz
t(b) < tg.

O

Azt, hogy a lezart és a korlatos lezart megegyezikgafinicidjaban hasznaltuk ki:
ez a feltétel garantalja, hogy a definicibban szérephximum véges.

Megjegyzés: mivel a ciklus levezetési szabalya nem megfordithat6, nem minden
ciklus vezethdi le, ez azonban nem jelent érdemi korlatozast. Ha van egy ciklus, amely
megoldasa egy feladatnak, akkor biztosan van olyan ciklus is, amelynek a feltétele
ugyanaz, szintén megoldasa a feladatnak, és a programfiiggvénye korlatos lezart.

A ciklus definiciéjabdl latszik, h&; C Sy, akkorDO; (7, S1) C DOs(7, S2), ésa
2.7. példa szerinDO; megoldasa minden olyan feladatnak, amii&k, megoldasa.
TehatS; akar determinisztikus is lehet, és akkor a lezgsfj ) |.-nek biztosan korla-
tos.

7.1. Feladatok

7.1. Tegyik fel, hogy teljesul a ciklus levezetési szabalyanak mind az ¢t feltétele, és
@ igazsaghalmaza nem Uures. Lehet-e Ures a
a) [P A R] halmaz?
b) [P A =7 A R] halmaz?
7.2. Tegyuk fel, hogy teljesul a ciklus levezetési szabalyanak mind az 6t feltétele,

és(Q A ) igazsdghalmaza nem Ures. Lehet-e Urekfég,, P) ésif(DO, R)
igazsaghalmazanak metszete?

7.3. Tegyik fel, hogy teljestl a ciklus levezetési szabalyanak mind az 6t feltétele.
Legyeng = p(So)|r~ €sq € [P] N [x]. Igaz-e, hogy
a) Vk € No: g*(q) C [P]?
b) b€ g*(q) N [7] N [P] = t(b) < t(q) — k?
¢) g|m = p(So)|r?
d) 3k € No: k < t(q) ésg"(q) C [-7]?
7.4. LegyenS = (51;52) ésQ, Q' ésR olyan allitasok, amelyekre
Q = lf(Sa R)7Q/ = lf(527R)7Q = lf(Slan)

Lehetséges-e, hogy?| N [R] = 0 és[Q] N [Q'] # 0 és[Q'] N [R] # 0?
Indokolja, ha nem, és irjon ra példat, ha igen!



78

7. LEVEZETESI SZABALYOK

75.A= 7 x Ny

7.6.

x y

B= 7 x No
x/ y/
Q: w=vny=y)
R: (=2 -y ANy=0)
So= {{(z,y9),< (z,y),(x —1L,y),(x =1,y —1) >) |z € Z ésy € N}U
{(2:0).< (2.0) >) | z € Z)

DO = {((Z,y),< (I7y)’(z_1vy)a(z_ 1,y—1),(:l:—2,y—1),

(xfQ,y—Q),...,(wfy+1,1),(xfy,1)(xfy,0) >)|

x €Zésy € Ny}
Megjegyzés: AZx,0) parhozl hosszlsagu, az:, 1) parhoz3 hosszusagu, az
(z,2) parhozb hosszlsagu sorozatot rendel a program.
Tudjuk, hogyDO = (=, Sy) valamilyenr-re. Igaz-e, hogy talalhat6 olyaR
allitas ést : A — Z fliggvény, hogy a ciklus levezetési szabalyanak feltételei
teljestilnek, és ha igen, adjon meg egy megfetet, P-t ést-t!

A= 7 X Z x Z x Z x Z

k x 1 a b

Z x Z

a b
S=(k:=5IF(a>b:z:=a—ba<b:x:=b—a);i:=i+1))
Q:(a=ad ANb=V ANi€[0..1] A|a—b|] > 10)
R:(a=ad ANb=bV ANk-i<x)

Bizonyitsuk be, hogy) = 1 f(S, R)!

B



8. fejezet

Elemi programok

A 2. fejezetben a programozasi feladat kapcsan megfogalmaztuk, hogy mindig
feltessziik, létezik a programoknak egy adott halmaza, amebyeldszerakhatjuk a
programjainkat (2.7.). Ezeket a programokat szokpukmitiv programoknakievezni.

Ebben a fejezethen bevezetiink néhany elméleti szempontbdl ,egyszer(” progra-
mot. Ezeket a programokat a kovetkeerjezetekben gyakorta fogjuk hasznalni, ezért
megvizsgaljuk a programfiiggvényiiket és egy adott utofeltételhez tartozoé leggyengébb
eléfeltételliket.

8.1. Elemi programok

8.1.DEFINICIO : ELEMI PROGRAM
Eleminekneveziink egy allapottéren egys programot, ha

Vae A: S(a) C{<a><a,a,a, > <ab>|b#a}l.

A definici6 szerint minden programhoz talalhaté vele ekvivalens elemi program,
csak a sorozatok kdzbidislemeit el kell hagyni, s igy Iényegében, egy adott szinten
minden program elemi.

Az elemi programok kozll kivalasztunk néhany specialis tulajdonsaggal ren-
delke®t, és a tovabbiakban veliik foglalkozunk.

Az els) ilyen program az (res program lesz, ami nem csinal semmit.

8.2.DEFINICIO : SKIP
SKIP-nek nevezziik azt a programot, amire

Va € A: SKIP(a)={<a>}.

A masodik program a téddés, aminek legfontosabb jelleéje, hogy soha sem
terminal.

8.3.DEFINiCIO : ABORT
ABORTtal jel6ljuk azt a programot, amire

Va € A: ABORT(a) ={<a,a,a,--- >}.

79
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Az eddig felsorolt két elemi program val6ban nagyon egyszer(, de — talan reglep
moédon — mégis jelefis szerepik van. A harmadik specidlis elemi program az
értékadas. Az ézdeknél bonyolultabb, de sokkal fontosabb is.

Az értékadas definiciojahoz bevezetink egy jeldlést. Legyen A; x --- x A,
ésvi € [1.n] : F; C A x A;. JeloljukF = (F4, ..., F,)-nelakovetked FF C A x A
relaciot:

n p X
Drp = ﬂolpFi és Va e Dr: F(a) = e [1TL] Fl(a)

8.4.DEFINICIO : ERTEKADAS
LegyenA = Ay x -+ x A, ésF = (Fy,...,F,). Az S program altalanos
értékadashaVva ¢ A :

S(a) = {red(<a,b>)|b€ F(a)}, haa€ Dp;
= {< a,a,a,:--- >}, haa¢DF.

A fenti F; komponensrelaciok pontosan azt irjak le, hogy az adott értékadas miként
véltoztatja meg az allapottér egyes komponenseit.
Az altalanos értékadason belll specidlis eseteket kilonb6ztetlink meg:

e HaDp = A, akkor azS programot értékkivalasztasak nevezzik.

Ha azF relacio fiiggvény, akkor ag programotértékadanak nevezziik.

HaDr C A, akkorS parcialis értékkivalasztas

e HaDpr C A ésF determinisztikus ¥ parcialis figgvény), akkof parcialis
értékadas

Az értékadast és a parcidlis értékadast= F'(a)-val, az értékkivalasztast és a
parcialis értékkivalasztas:c F(a)-val jeloljuk.

Ha egy kivételével az 6ssz&$ projekcio — azaz az értékadas az allapottérnek csak
egy komponensét (csak egy valtozé értékét) valtoztatja meg —, akkdregyszerl
értékadasnak, egyébkéntzimultanértékadasnak nevezziik.

Az értékadas egy kicsit bonyolultabb, mintzd két tarsa, de egy kicsit ,érté-
kesebb" is, hiszen értékadassal minden feladat megoldhaté! A kérdés persze csupan
az, hogy az éppen adott feladat altal definialt értékadas megengedett mlivelet-e. Ezzel
a kérdéssel a kébbiekben — a programozasi feladat megoldasa soran — fogunk
foglalkozni.

Vizsgaljuk meg a fent definialt specialis elemi programok programfliggvényeit!

8.1. allitas:
1. p(SKIP) =ida,
2. p(ABORT) =),
3. pla:=F(a))=F,
4. p(a:€ F(a))=F

A bizonyités trividlis (a feladatok kdzétt szerepel).
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8.2. Elemi programok leggyengébb éifeltétele

Most, hogy megvizsgéltuk a programfliggvényeket, nézzilk meg az elemi programok
adott utofeltételhez tartozé leggyengébbfeltételét.

Mivel a SKIP program programfliggvénye az identikus leképezés, egyletes
R utoéfeltételhez tartozo leggyengéblbfeltétele:

If(SKIP,R) = R.

Hasonléan egyszer(ien lathatd, hogy — miveldd20 RT program programfligg-
vénye Ures — a leggyengéblbtaitétel definicioja alapjan egy tetdegesR utofeltétel
esetén

lf(ABORT, R) = Hamis.

Az altalanos értékadas leggyengébbifeltételét kiilon vizsgaljuk a determiniszti-
kus és nemdeterminisztikus, illetve a globdlis és a parcialis esetben. Felhasznélva a 3.
és a 8. allithsokat:
[lf(a:€ F(a),R)] = [Ro F].

HaF : A — Aflggvény, akkorR o F fliggvény, és ezért
lf(a:=F(a),R)=RoF.

Ha F parcidlis figgvény, tehat az értékadas parcialis, akkor ennek leggyengébb
eléfeltétele:

Ro F(b), habe Dp;

Vbe A:lf(a:= F(a),R)(b) = { hamis, hab ¢ Dy

Most vizsgaljuk azt a két esetet, amikbrnemdeterminisztikus. Feltéve, ho@ =

A, az értékkivalasztas leggyengébbfeltétele

. _ [ igaz, haVbe F(a): R(a);
lf(a:€ F(a),R) = { hamis egyébként.

Ugyanez parcialis esetben:

igaz, haa € Dp ésVb € F(a) : R(a);
hamis egyébként.

lf(a:€ F(a),R) = {

Az értékadast altalaban valtozokkal irjuk le. Legyenek az allapottér valtoz4i rendre

Z1,Za,...,%,. EKkOr aza := F(a) program jeldlésére az alabbi formulat hasznal-
hatjuk:
T, T2, Ty = B0, T2, ), Fo (21,02, T0), - B (21, @0, 00).

A gyakorlatban az esetek tbbbségéliekomponenseinek nagy része projekcio, azaz
Fi(x1,x9,...,2,) = x;. EKkor az értékadas jeldlés#lba bal oldalrélz;-t , a jobb
oldalrol pedigF;(z1, z2, . . ., 5, )-t elhagyjuk. Vegylk észre, hogy egyszer( értékadas
esetén a bal oldalon csak egy valtozé, a jobb oldalon pedig csak egy kifejezés marad.
Jelolésiinket abban az esetben még tovabb egyszerlsithetjik, ha az értékadas jobb
oldala (¢;) nem fiigg minden valtoz6tél. Ekkor a jobb oldalon csak azokat a valtozdkat
tlntetjik fel, amelyekil F; flgg.
Nézziik meg egy egyszerli példan a fent leirtakat. Legyen az allapottér
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A=7Z x L
x l
A tovabbiakban a fentihez hasonléan az allapottér egyes komponenseihez tartozé
véltozékat a komponensek alé fogjuk irni. Legyenek az értékadas komponénsei:
(0,1, (ZQ) € A:

Fl(al,ag) = ai, azaZF1 = pryz, és
Fy(ai,a2) = (a1 >0).

Ekkor aza := F(a) értékadas valtozokkal felirva:

x,l =z, (x> 0).

A jeldlés fent leirt egyszer(isitéseit elvégezve az
l:=(x>0)

egyszer( értékadast kapjuk.

Ha felhasznaljuk, hogy az értékadas leggyengébiekételeRr o F', akkor egy val-
tozokkal felirt értékadas valtozokkal megadoftifeltételét egyszeriien kiszamithatjuk
a kompozicio képzésének megféleh: helyettesitsiik az utéfeltételben az értékadas-
ban szerefl valtozokat az Uj értékiikkel. Erre bevezetiink egy (j jeldlést is: legyenek
z1,To,..., T, rendre az allapottér valtozoi, ekkor

f(ziyy o mi, = F (1, ., )y, Fi (21, .., 20), R) =

R%i1 < Fiy (@1,5n) s @iy — Figy (@1,00,00)

Parcilis értékadas esetén:

lf(xil,...wim = Fil(xl,...,xn),...,Fim(;vl,...,xn),R) =
(xh . 71-”) € Dp A R —Fi (T1,005%0 ), Tigy — Fli (T1,00,T0)

Az értékkivalasztas kicsit bonyolultabb:

Uz, x, € Fy(x1,..,2n)y .o, Fy (21, ,20), R) =

)
Végul a parcidlis érték kivalasztas:
lf(l‘il,. c TG, 1€ Fil (1‘1, . ,Jjn), ey Fim(.ﬁl, - ,JL,J,R) =
(zl,...,xn) S DF /\V(Gil,...76im) € X;‘nzl Fij(xl,.. .,I’n) .

RTi1 Ciq e sTipy Cipy

A tovébbiakban, ha mast nem mondunk, primitiv programnak tekintjik azokat az —
esetleg parcidlis — értékadasokat, amelyek jobb oldalan a szok&sos aritmetikai, logikai
kifejezésekkel felirt figgvények allnak.

8.3. Az értékadas mint feladatspecifikacio

Az értékadas lényegében egy programfliggvényével definialt program. Kézénfekv
hogy ezt a programfliggvényt feladatnak is tekinthetjik. Egy értékadas altal definialt
feladat kdnnyen atirhat6 a specifikacio tételének medgfétemara is.
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Legyen zy,...,z, = Fi(x1,...,20), ..., Fo(z1,...,2,) C A x A egy
értékadas. Az allapotér valtozoi értelemszerien, . . ., z,,.
Tekintsiik a kovetkez feladatspecifikaciot:

A=A4, x ... x A,

I In
B=B) x...x B,

Q: (=24 NNz =2))

R:(x1=Fi(ay,...al) A  Axy = Fp(al,...x)))

Nyilvanvald, hogy éppen ag fliggvényt specifikaltuk.

Ha nem értékadasrdl van sz6, hanem értékkivalasztasrol, akkor az utéfeltételekben
nem=, haneme szerepel.

A parcidlis esetekben azdgéltételeket célszeri leszikiteni Azértelmezési tar-
tomanyara az; € Dy, feltételek hozzavételével.

8.4. Feladatok

8.1. A =1{1,2,3}, B = {a,b},C = A x B. LegyenS programA-n, S = {1 —
(1),2 — (2222...),3 — (31)}.

LegyensS; az S kiterjesztése”'-re, M pedig olyan progrand’-n, hogy M ekvi-
valensS-sel A-n.

(a) Elemi program-&?

(b) Elemi program-651, €s biztosan elemi programad?

8.2. Tekintsilk az alabbi allapotteret:

A=NxN

€ Y
Miaz (z,y) := F(z,y), F = (F1, F2), Fi(z,y) =y, Fa(x,y) = z, azaz az
F(p,q) ={be A|z(b) = ¢ Ay(b) = p} értékadaR = (z < y) utdfeltételhez
tartozo leggyengébb &keltétele?

8.3. Legyen A tetsdleges allapottér. Melyek azok a feladatok4n, amelyeknek
megoldasa & K I P program?

8.4. Legyen A tetsdleges allapottér. Melyek azok a feladatok 4, amelyeknek
megoldasa aa BORT program?






9. fejezet

A programkonstrukciok és a
kiszamithatdsag

Ebben a fejezetben kis kifirtesziink a kiszamithatésag-elmélet felé, és megmutatjuk,
hogy az imént bevezetett hArom programkonstrukcio segitségével minden — elméletileg
megoldhato — feladatot meg tudunk oldani. Enhhez kapcsolatot létesitiink a kiszamithato
fuggvények és a ,jol konstrualt” programok kozétt, és ezzel megmutatjuk azt is, hogy
ha egy feladat megoldhat6, akkor megoldhat6 levezetéssel is.

A kiszamithatésag fogalmat altaldban a parcidlisan rekurziv fliggvények
bevezetésén keresztill szokds megadni. Mas definiciéstsstyetdl, példaul a
Turing-gépdl, bizonyithatd, hogy a kiszamithatésag szempontjabol egyenértékiiek a
parciélisan rekurziv fiiggvényekkel.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben a fejezetben fiiggvény alatt mindig parcialis
fliggvényt értink. A mindenditt definialt fliggvényekre a totalisgelmsznaljuk.

9.1. Parcialisan rekurziv fliggvények

A kiszamithatéséag parcialisan rekurziv fliggvényekre alapozott modelljéberf esak
N — N" tipusu fliiggvények szerepelnekdEkor az alapfliggvényeket definialjuk:

e suc: N— N, VreN:
suc(z) = x + 1,

e VneNy: an) :N* - N, V(z1,...,z,) € N

cgn)(xl, ceyTp) =1,

e VneN:Vie[l.n]: prgn) ‘N = N, Y(x1,...,2,) € N™

(n)(

pr; (z1, .., %n) = T4

A tovabbiakban definialunk néhany elemi fllggvény-operatort:

Kompozicio. Legyenf € N™ — N" ésg ¢ N* — N, Az f ésg kompozicidja az
alabbi fuggvény:

85
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gofeN™ =Nk Dy ={xeDs| f(x) €Dy} ésVr € Dyoy:

(go f)x) = g(f(x)).

Vegyuk észre, hogy ez az operator megegyezik az alapfogalmaknal bevezetett
relacidk kozotti kompozicidval (tulajdonképpen a szigori kompoziciéval, de
fliggvények esetén ez a kgtizonos).

Direktszorzat. Legyenk € N rogzitett, és7i € [1..k] : f; € N™ — N"i, E fliggvé-
nyek direktszorzat@fy, fa, ..., fr) € N™ — N x - oo x N" D o gy =

k
4n1 Dy, esvVx € D(f17f27~--»fk):

1=

(f1, f2s s fi) (@) = (fr(@), ..., fu(2)).

Rekurzié. Legyenn rogzitett,f € N* — N ésg € N**2 — N, Az f fuggvényg
szerinti rekurzidjao(f, g) € Nt — N, és

Q(fvg)(mla"'awnv]-) = f(xlwuvl'n)a
olfyg) (@1, ... xn,k+1) = glay,...,xn, k,0(f,9)(x1,..., 20, k)).

o(f, g) értelmezési tartoménya azon pontok halmaza, ahonnan kiindulva a fenti
rekurzio elvégezhét

u-operator. Legyenf € N**! — N. A u-operatort erre a fliggvényre alkalmazva
aztap(f) € N* — N fuggveényt kapjuk, amelyr®,, sy = {(x1,...,2,) €
N |3y eN: f(z1,...,2n,y) =1AVie [l.y—1]: (z1,...,20,%) € Dy},
éSV(ZL’l, ceey Cﬂn) € Du(f):

w(H) (1, xn) =min{y | f(x1,...,zn,y) =1}

A fenti alapfuggvények és a bevezetett operatorok segitségével mar definialhaté a
parcialis rekurziv fliggvények halmaza.

9.1.DEFINICIO : PARCIALIS REKURZIV FUGGVENY
Az f: N™ — N"(n,m € N) fuggvény akkor és csak akkparcialis rekurziy
ha az aladbbiak egyike teljesuil:
e [ az alapfliggvények valamelyike;

e [ kifejezheb a fenti operatoroknak parcialis rekurziv figgvényekre t@rtén
véges sokszori alkalmazésaval.

9.2. A parcialis rekurziv flggvények kiszamitasa

Ahhoz, hogy a fenti fliggvényeket kiszdmité programokat tudjunk adni, definialnunk
kell az ilyen flggvények altal meghatarozott feladatot. Legyen N™ — N" egy
tetsdleges fuggveényrf, n rogzitett). Azf altal meghatarozott feladat specifikacioja:

A=Nx...x N x N x...x N

Z1 Tm U1 Ym
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B=Nx...x N
4 Ton
Q:(x1=24N-Nay =2, N(x1,...,2m) € Dy)
R: (Q/\(y1,...,yn) :f(x/hﬂx;n))
Feltessziik, hogy az alapfiiggvényeket kiszamité programok benne vannak a
megengedett programok halmazéban. Ezt nyugodtan megtehetjik, hiszen minden prog-
ramozasi nyelv tartalmaz ilyen utasitasokat.

Megmutatjuk, hogy az elemi fliggvény-operatorok (kompozicid, direktszorzat,
rekurzio,u-operator) kiszamithaték j6l konstrualt programokkal.

Kompozici6. Legyenf € N™ — N" ésg € N* — NF. Ekkor ag o f altal
meghatarozott feladat specifikacidja:

A=Nx...x N x N x...x N

T Tm n Yk
B=Nx...x N
21 T,

Q:(xy =2/ AN ANy =2, AN21,...,2m) € Dyoy)
R:(QA (Y1, yn) = (go )@, ..., 27,))
Jeldljuk zy,...,2, = f(x1,...,2,)-mel azt a programot, amely kiszamitfa
et, és hasonléat, ..., yr := g(z1,..., zn)-nel azt, amelyik kiszamitja-t. Tegyuk
fel, hogy ez a két program jol konstrualt program. Ebben az esetben a két program
szekvencidja kiszamitjao f-et, azaz megoldja a fent specifikalt feladatot. Leg¢¥n
a masodik progrank utofeltételhez tartozé leggyengébibfeltétele:
Q (QNg(z1,...,20) = (go f)@h,....xl,) A(z1,...,2n) € Dy)

Most vizsgdljuk meg az efsprogram ezern)’ utofeltételhez tartozé leggyengébb
eléfeltételét:

f(z1y o yzn = flar, ., 2m), Q) = (Q A g(f(21,...,2m))) =
((go /)@y, ...;xl )N f(z1,...,2m) € Dg A(x1,...,%m) € Dy)

Kdnnyen lathatd, hogy ez a leggyengéhfifeltétel kovetkezil)-bol, és igy a szekven-
cia levezetési szabalyanak és a specifikacié tételének alkalmazasaval belattuk, hogy a

21y 2n = f(X1,. 00, Tm)

Yty Yk ::g('zlw”azn)

program megoldja a fent specifikalt feladatot, azaz kiszanfii§ag kompozicidjat.

Direktszorzat. Legyenk € N rogzitett, é8/i € [1..k] : f; € N™ — N"i. Ekkor az e
fuggvények direktszorzata altal meghatarozott feladat specifikacioja:

A=Nx...x N x N x...x N x...x N x...x N

x1 Lm Y11 Yin, Yk1 Ykn,,
B=N x...x N

Q : (l‘l = lll N Ny, = x;n A (xlv' . »,xm) € D(fh---,fk))
R: (Q/\ ((ylla-”aylnl)a'--a(yk‘la-"aykn,k)) = (fh"')fk)(xlla"'ax;n))
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Tegylk fel, hogy a komponensfliggvények kiszamithatok jol konstrudlt prog-
rammal. Jeloljey;y, ..., yi,, = fi(®1,...,2,) azi-edik fuggvényt(l < i < k)
kiszamitd programot. Ekkor ezeknek a programoknak a szekvencigja megoldja a fenti
feladatot. Legyer), a k-adik programR utdfeltételhez tartozo6 leggyengéblbielté-
tel:

Qk : (Q A ((9117 s 7y1n1)a ceey (ykflp e 7yk71nk71)7 fk(xla e 7xm)) =

(fi,- s )@, .., x,) Az, ..., Tm) € Dy,)

Tovabba minden € [1..k—1] esetén jeldlj&); azi-edik progrant); . -hez tartoz6 leg-
gyengébb difeltételét. Konnyen lathat6, hogy az értékadas leggyengéliitételére
vonatkoz6 szabalyt alkalmazva:

Q1:(QAN(frlzr, - sxm), - fo(zr, oy @m)) = (frs - fo) (@, oo 2N
(xla'~-7x’rrL) eDﬁ /\"'/\(ajla'“axm) Eka)

Ha mostQ-t ésQ;-et 6sszehasonlitjuk, észrevehetjik, hogy megegyeznek. A szekven-
cia levezetési szabalya és a specifikacio tétele alapjan az

yllv" '7y1n1 = fl(xla"'a'rnl,)

yk17"'7yknk = fk(xla"'7xm)

program megoldéasa a fent specifikalt feladatnak, azaz kiszapfitja. . , fi)-t.

Rekurzi6. Legyenn rogzitett, f € N* — N ésg € N**2 — N. Tegyiik fel,
hogy mindketten kiszamithaték jél konstrualt programokkal.fAZiggvényg szerinti
rekurziéja altal meghatérozott feladat specifikéacidja:

A=Nx...x N xN

Z1 Tpt1 Y
B=N x...x N
xll J"{n-‘rl
Q:(x1 =2y AN ANtpy1r =25 A2, .., Tng1) € Dyrg))
R:(QNy=o(f 9)(,...,2041))
Jeldlje azf-et és ag-t kiszamité programoy := f(z1,...,z,), illetve y =
g(z1,...,zn+2). Oldjuk meg a feladatot egy olyan ciklussal, amelynek invarians tu-
lajdonsaga:

P:(QANEelixp)ANy=o(f,9)(a),...,x, k)
A ciklus levezetési szabdlyat vizsgalva azt talaljuk, hagipdl nem kovetkezikP.
Ezért adunk egy olyarp’ feltételt, amelyBl mar kdvetkezikP, és adunk egy prog-
ramot, amelyQ-bdél ’-be jut (igy a megoldéprogram egy szekvencia lesz, amelynek
masodik része egy ciklus). Legy€)i az alabbi:

Q,(QAkZI/\y:f(Ilav:rn))

Ez ak,y := 1, f(x1,...,2,) Szimultdn értékadassal elérbefAz értékadas leg-
gyengébb difeltételére vonatkoz6 szabaly felhasznalasaval konnyen lathato, hogy az
kovetkezik@-bal.

A ciklus levezetési szabalyanak masodik pontja alapjan a ciklusfeltétel,, 1
lesz.



9.2. A PARCIALIS REKURZIV FUGGVENYEK KISZAMITASA 89

A harmadik pontnak megfeléén valasszuk a= z,,1 — k kifejezést terminalo-
fliggvénynek.

Az 6todik pont azt irja le, hogy az imént definiélt terminél6fuggvény értékének a
ciklusmagban csokkennie kell. Ez elérhetk eggyel valé ndvelésével.

A négyes pont kielégitéséhez vizsgaljuk meg, mi lesz a leggyengéfditéiele a
k-t ndéveb értékadasnak B-re vonatkozdan.

Q" =1f(k:=k+1,P) = (QANk+1€[l.zpu] A
y=o(f,9)(x1,..., 25,k +1))

Most méar — a szekvencia levezetési szabalya alapjan — csak egy olyan programot kell
talalnunk, amelyreP A (k # x,41) = 1f(S,Q"). Ez a program a rekurzi6 defini-
cidjahoz illeszkeden éppy := g(x1,. .., xn, k,y) lesz.

igy a szekvencia és a ciklus levezetési szabalya, valamint a specifikacio tétele
garantdlja, hogy a

kay:: 1,f(l’1,...,$n)
k#anrl
y:=g(x1,..., 20, k,y)
k:=k+1

program megoldja a( f, g) altal meghatarozott feladatot, azaz kiszamftja szerinti
rekurziéjat.

u-operator. Legyenf € N*"t! — N, és tegyik fel, hogy kiszamithat6 egyszer
értékadassal vagy jol konstruélt programmal. Tekintsjik/g altal meghatarozott fel-
adatot:

A=N x...x N x N

T In Yy
B=Nx...x N

/ /

Ty Ly

Q:(xrr =2y NNz =2, AN(21,...,Zns1) € Dycy))
R:(QAy=p(f)@),... 27))

Jeldljez := f(x1,...,2n,x,41) @z f-et kiszdmitd programot. Oldjuk meg a fel-
adatot egy olyan ciklussal, melynek invariansa:

P:(QAz= @, tn,y) AVi€ [Liy — 1]t f(er,... 200i) £ 1)

Az invarians az,y = f(x1,...,2,,1),1 szimultdn értékadassal teljesithet
Egyszeriien belathat6, hogy ennek a programnak-i@ vonatkozd leggyengébb
eléfeltétele,

If(z,y:= f(x1,...y2n, 1), 5P) = (QA f(x1,...,2n,1) = f(z1,...,2,,1)
AVi€[11—1]: f(z1,...,2n,0) #1)

kovetkezikQ-bdl. A ciklus levezetési szabalyanak masodik pontja alapjan a ciklus-
feltételz # 1 lesz.

A feladat ebfeltétele garantdlja, hogy van olyam € N szam, amelyre
flxy,...,x,,m) =1fenndll. LegyenV egy ilyen tulajdonsagu, rogzitett természetes
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szam. Ennek az értéknek a segitségével definidlhatjuk a terminalofuggvenii—y.
Ez kielégiti a levezetési szabaly harmadik pontjat.

Az 6todik pont megkivanja, hogy a terminaléfiiggvény a ciklusmag lefutasa soran
csokkenjen. Ezt elérhetjikeggyel valé névelésével.

A negyedik pont teljesitéséhez legyéh ennek a ndévelésnek B-re vonatkozd
leggyengébb éffeltétele:

Q, : (Q/\Z = f(zla"'a'r7L7y+1) AVi € [ly_ 1] : f(zla"'v'CCTL?i) # 1)
Most mér csak talalnunk kell egy programofPan (z # 1) ésQ’ allitasok kdzé. A
z:= f(z1,...,2n,y + 1) értékadésra teljesdl, hogy

PA(z#1)=1f(z:= f(x1,..., 20,y +1),Q").

A specifikacié tétele, valamint a ciklus és a szekvencia levezetési szabalya garantdlja,
hogy a

Z,y1:f<x1,...7$n,1),1
z#1
Z::f(‘r17"'7xnay+1)
y:=y+1

program megoldja a( f) altal meghatarozott feladatot, azaz kiszamitj#)-et.

Kovetkezmény. Az el6z6ekben megmutattuk, hogy ha az alapfiiggvények kiszamit-
hatok, akkor a bélik — a parcialis rekurziv fliggvényeknél megengedett — opera-
torokkal felépitett fliggvények is kiszamithatok jol konstrualt programokkal. Ennek
alapjan kimondhatjuk az alabbi tételt;

9.1.TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATOSAG
Minden kiszamithato fliggvény kiszamithat6 egy jol konstrudlt programmal.

9.3. Relaciok

Forditsuk most figyelmuinket a relacidk felé. Ahhoz, hogy a relaciok kiszamithatésagat
megvizsgalhassuk, definialnunk kell a kiszamithato relacio fogalmat.

9.2.DEFINICIO : REKURZIVAN FELSOROLHATO RELACIO
LegyenR C NF x NF tetsdleges relacioR akkor és csak akkarekurzivan
felsorolhat ha van olyanf € N?* — N parcidlis rekurziv fiiggvény, amelynek
értelmezési tartomanyara; = R.

A kiszamithatosag-elmélethez igazodva a tovabbiakban csak rekurzivan felsorol-
hato relacidkkal fogunk foglalkozni. Ahhoz, hogy megmutassuk, minden kiszamithato
(rekurzivan felsorolhaté) feladat — emlékezzink, hogy minden feladat egy relacié —
megoldhato strukturdlt programmalBekdr megadjuk a rekurzivan felsorolhato rela-
ciok egy masik jellemzését.

9.2.TETEL: KLEENE[1936]
Ha R egy tetsbleges relacid, akkor az alabbi harom allitas ekvivalens:

(1) R rekurzivan felsorolhato.
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(2) R egy f parcialis rekurziv fliggvény értékkészlete.
(3) R = () vagy R egyp rekurziv fliggvény értékkészlete.

Ennek a tételnek a bizonyitdsa konstruktiv, azaz megadja rhindind pedig
o felépitését. Mi ezt ap fuggvényt fogjuk hasznalni a kiszamithatd feladatunk
megoldéprogramjaban.

LegyenF C NF x NF egy rekurzivan felsorolhat6 relacio, és jelofjeaz ebzod
tétel konstrukcidjaval kapott (totalis) rekurziv figgvenyt. Specifikaljuk a feladatot az
alabbi modon:

A = NF x Nk
x oy
B = N
x/

Q:(x=a"Nz €Dp)
R:(QAN(x,y) € F)
Ez a feladat megoldhat6 egy olyan ciklussal, amelynek invarians tulajdonséaga:
P:(QNieNA(z,y) = ¢(i))
A ciklus levezetési szabalyanak felhasznalasaval kdnnyen belathato, hogy az alabbi
program megoldasa a fenti feladatnak:

i, (Zay) =1, 90(1)
z#x
(Z’ y) = 90(7; + 1)
1:=1+1

A bizonyitasban a terminaléfiiggvény megadasanal ugyanazt a technikat alkalmaz-
zuk, mint au-operatornal.
Ezzel az éhzbleg fiiggvényekre vonatkozd tétellinket altalanosithatjuk relacidkra:

9.3.TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATO RELACIOK
Minden kiszamithato relacié kiszamithato egy jol konstrualt programmal.

Megjegyezzik, hogy ezek az eredmények kiterjesathatrelative kiszamithatd
fuggvények (ugyanezen operatorokkal egy t&isges alaphalmazbol képzett fliggvé-
nyek) vagy a parcidlis rekurziv funkcionalok halmazara is [Odi 98].






10. fejezet

A tipus

Az allapottér definicidjaban szeréphalmazokat tipusértékhalmazoknak neveztik, és
csak annyit mondtunk réluk, hogy legfeljebb megszamlalhatoak.

A tovabbiakban arrdl lesz sz6, hogy ezek a halmazok hogyan jonnek létre, milyen
k6zos tulajdonsag jellendzaz elemeikre.

10.1. A tipusspecifikacio

El6szér bevezetink egy olyan fogalmat, amelyet arra hasznalhatunk, hogy pontosan
leirjuk a kdvetelményeinket egy tipusértékhalmazzal és a rajta végenligtletekkel
szemben.

10.1.DEFINICIO : TiPUSSPECIFIKACIO
A 7, = (H,I,,F) harmasttipusspecifikdcibnakevezzik, ha teljesiinek ra a
kovetked feltételek:

1. H az alaphalmaz,

2. I, : H — L a specifikaciés invarians,

3. Tr ={(7,z) | z € [I;]} a tipusértékhalmagz

4. F = {1, F,..., F,} atipusmiveletek specifikacitja, ahtl € [1..n] :
Fy C A x Ay, Ap = Ay x - x Ay, gy, hogydj € [1.ng]: Ay, =Tr .

Az alaphalmaz és az invarians tulajdonsag segitségével azt fogalmazzuk meg, hogy
mi az a halmaz]r, amelynek elemeivel foglalkozni akarunk, mig a feladatok hal-
mazaval azt irjuk le, hogy ezekkel az elemekkel milyen miiveletek védizbkt

Az allapottér definicidjaban szeréplipusértékhalmazok mind ilyen tipusspecifi-
kacidban vannak definialva. Az allapottér egy komponensét egy program csak a tipus-
miveleteken keresztil valtoztathatja meg.

10.2. Atipus

Vizsgaljuk meg, hogy a tipusspecifikaciéban leirt kovetelményeket hogyan valositjuk
meg.

93
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10.2.DEFINICIO : TiPUs
AT = (p,1,S) harmasttipusnaknevezziik, ha az aldbbi feltételek teljesiinek
ra:

1. o C E* x T areprezentacids figgvény (relacid),
T atipusértékhalmaz,
E az elemi tipusértékhalmaz,
2. I : E* — L tipusinvarians,
3. S={51,5,...,5,} ahol
Vi € [1.m] : S; C B; x Bf* program,B; = B;, X -+ X B, agy,
hogydj € [l.m;] : B;, = E* €ésAj € [L.m;] : B;; =T.

pusértékhalmaz lehet egy tetézges masik tipus tipusértékhalmaza vagy egy, valami-
lyen madon definiat, legfeljebb megszamlalhat6 halmaz.

Elemi tipusnakieveziink egy” = (o, I,S) tipust, hal’ = E, ésp|; = Idg.

Meg kell még adnunk, hogy egy tipus mikor felel meg a tipusspecifikacionak, azaz
mikor teljesiti a specifikacidban leirt kovetelményeket.

Legyen a tovabbiakbah, = (H,I,F),7 = (o,I,S), F € F,ésS € S, F C
AXA A=A x---xA),SCBxB*", B=DB; x---x B,.

LegyenA altereC-nek ésB altere D-nek.

Azt mondjuk, hogy &C = Cy x --- x C. ésD = D; x --- x D, allapotterek
illeszkednekha
E*, haC; =Tr;

Viell.r]:D; = { C;  kilénben.

Ebben az esetben legyen & D x C relacié a kbvetkex:
Vd € D :y(d) = v1(d1) X 72(d2) X ... X (dy),
aholVi € [17"] 1y C D; x C; és

[ olin, haC;=Tr;
Vi = idp, kulénben.

Vegyik észre, hogy a tulajdonképpen a egyfajta kiterjesztése tobb komponenst, de
egymashoz illeszkédallapotterek esetére.

10.3.DEFINICIO : MEGOLDAS p-N KERESZTUL
Azt mondjuk, hogy azS C B x B** program ag-n keresztil megoldjaaz
F C A x A feladatot, ha vannak olya@’ és D illeszked terek, amelynek
altere A, illetve B, hogy S’ v szerint megoldas&”-nek, aholy C D x C a
fenti értelemben definialt leképezé¥, az S kiterjesztéseD-re, I’ pedig azF'
kiterjesztése’-re.

A kiterjesztési tételek szerint, ha vannak a definicionak medgfdlebzked terek,
akkor mindegyik ilyen.

10.4.DEFINiCIO : MEGFELELES
EgyT = (o,1,S) tipus megfelen7, = (H, I,,F) tipusspecifikaciénak, ha
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10.1. abra. Ao-n keresztiili megoldas illeszkédllapotterek kdzott

1. o([I]) =Tr,
2. VF €F:3S €S: S ap-nkeresztil megoldj&-et.

Természetesen egy tipusspecifikacionak tébb kiléhbpas is megfelelhet. Ekkor
az, hogy melyiket valasztjuk, a reprezentacié6 és a miveletek implementacidinak
tovabbi tulajdonsagaitol — ilyen példaul a reprezentacié memériaigénye vagy az imp-
lementacidk miveletigénye — fligg. Ez a ddontés mindig a megoldand6 programozasi
feladat fliiggvénye.

10.3. Atipusspecifikacio tétele

A tipusspecifikacié és a tipus fogalmanak bevezetésével tulajdonképpen a feladat fo-
galmét altalanositottuk, mig a megfeleltetés a megoldas fogalmanak volt egyfajta al-
talanositdsa. A specifikacio tétele a megoldasra adott elégséges feltételt. Most a
keresztilli megoldasra adunk egy hasonlé feltételt.

10.1.TETEL: TIPUSSPECIFIKACIO TETELE
Legyen7, = (H,I;,F) és7T = (p,1,S) adott tipusspecifikacio és tipus, és
tegyuk fel, hogy a reprezentécioé helyes, azdel|) = T7. Legyen tovabba
F € T, azF é&llapottereA, egy paraméterterB, eld- és utdfeltétele pedi@, és
Ry. LegyensS € S, és tegyik fel, hogy allapottere illeszkedil” allapotteréhez.
Definialjuk a kdvetked allitasokat:

[Q1 = [@vonl,
[Rzﬂ = ’VRb © ,-ﬂ ;
ahol~ a program és a feladat allapottere kdzotti;tmkeresztiili megoldas defini-

ci6jaban szereplleképezés. Ekkor heb € B : Q] = 1f(S, R]), akkor azS
program ap-n keresztil megoldja aZ feladatot.

Bizonyitas: A relacié szerinti megoldas tétele miatt csak azt kell beldtnunk hogy
Dr C R, teljestil. Ez pedig nyilvanval6, mivel foltettiik, hogy[I]) = Tr.
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O

Az, hogy a fenti tétel feltételei kozott kikotottik, hogy a program allapottere
illeszkedik a feladat allapotteréhez, tulajdonképpen elhagyhaté. Ekkor a tétel a fel-
adat és a program olyan kiterjesztéseire mondhaté ki, amelyek allapotterei illeszkednek
egymashoz (pontosan ugy, ahogy a megfeleltetést definialtuk nem illésakedot-
terek kozott).

10.4. Absztrakt tipus

Ebben a részben a megfelelés fogalmanak altalanositasaval foglalkozdskoiEl
definialjuk az ekvivalens feladat fogalmat. Ez az 5. fejezet alapjan eléggé kézénfekv
Az 5.2.-ben bevezetett jeldléseket hasznaljuk.

10.5.DEFINIiCIO : FELADATOK EKVIVALENCIAJA
Az F, C A x AésazF, C B x B feladatotekvivalensnekevezziik, hat L B
éS’Yf(FQ) = Fi.

Most megadjuk két tipusspecifikacio ekvivalenciajanak definiciojat. Két tipusspeci-
fikaciét ekvivalensnek neveziink, ha Iényegében csak a nevilkben kilénbéznek, azaz:

10.6.DEFINICIO : TIPUSSPECIFIKACIOK EKVIVALENCIAJA
ATy = (Hi,1Is1,Fq) és aZ,, = (Ha, Iy, Fo) tipusspecifikacié ekvivalens
ha[l,] = [Is,], és létezike : F; — F5 bijekcio, hogyVF € Fy : &(F) ~
FT:=Ti ghol
FI=T = [(2T2=T yTo=T) | (2,y) € F}, ahol

22=T = {(i,a®™=T) | (i,a) € x}, ahol

Tt _ ) (Ti,e), haa = (7z,¢);
a = .
a kulénben.

Ezutan a megfelelés fogalmat altalanositjuk.

10.7.DEFINICIO : MEGFELELES ALTALANOSITASA
Azt mondjuk, hogy &7 = (p, I,S)tipus — &ltaldnos értelembenmegfelela
7, = (H, I,,T) tipusspecifikacionak, ha létezik olyan ekvivalens tipusspecifika-
ci6, aminek az eredeti értelemben megfelel.

A tipusértékhalmazokat, mint parok halmazait definialtuk. A fenti definicid
értelmében azonban, a megfelelés szempontjabdl, @Zetlmponensnek — a névnek
— nincs jelensége, ezért azzal a tovabbiakban nem is foglalkozunk.

A programfiiggvény altalanositasaként definialhatjuk az absztrakt tipust:

10.8.DEFINICIO : ABSZTRAKT TiPUS
LegyenT = (p,1,S) egytipus. Ap(7T) = (p(0),p(S))-t 7 absztrakt tipusanak
nevezzik, ha

1. Ve € E* : p(o)(e) = ol (e)2,
2. p(S)={p(S)| S €S}
A programokhoz hasonléan@ = (o1, I1,S1) és als = (02, I2,Ss) tipust ekvi-

valensnelnevezzik, ha(7;) = p(72). Az elnevezés azért indokolt, mert a megfelelés
szempontjabol az ekvivalens tipusok egyformak.
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10.5. Peéldak

10.1. példa:A tipusértékek halmaza legyen a magyar abécé maganhangzéi: { a, 4, e, é,
i,i,0,6,06,6,u,q,U,0}. Szeretnénk tudni, hogy egy adott maganhangzénak melyik a
(révid, illetve hosszu) pérja. Legyen egy olyan tipusmUveletiink, amely erre a kérdésre
véalaszt tud adni. Az elemi tipusértékek halmaza legyena {0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14 } halmaz! Adjon tipusspecifikaciot, és készitsen el egy olyan tipust, ami
megfelel a specifikacionak!
Megoldas: irjuk fel elészor a tipusspecifikaciot! Legyen a maganhangzok halmaza
MGH. Ekkor

T, = (MGH, Igaz,{F}), aholF C Tr x Tr,

F={(@a)(aa)(ee)@e),i,C(l°i,/ o,o),
(6, 0), (6,6), (6, 6), (u, 1), (4, u), (4, ), (@, a) }.

Felhivjuk a figyelmet arra, hog¥r elemeit az egyszerliség kedvégrt, =) helyett
z-el jeléltik. Tovabbiakban is ezt a megoldast fogjuk alkalmazni. Adjuk meg a tipust!
7 =(o,1,{S}),aholp C E* x MGH,

o= {(<0>a),k14>,4),k1>,e),k13>,6),2>,i),
(<12>,0),(x3>,0), 11 >,0), (x4 >,0), (<10 >, 6),
(<5>,u),9>,0),6>,0),8>,0 ¥

Ya € E* :

[ igaz, hala]=1ésa; #T,;
| hamis egyébként.

S = (@), {(1),(14—4)) |i€e E}U
U {(a,<a,a,->) ] |a] #1}.

Az, hogy a most megadott tipus megfelel a fenti tipusspecifikacidonak, kdnnyen lathato:
a reprezentacié helyességepa@s azl definiciéjabdl leolvashatd, mig az, hogy az
S program ap-n keresztll megoldja a#' feladatot, a program egyszerii hozzaren-
delésébl és ap ,trikkds” megvalasztasabol latszik.

Természetesen masmilyen reprezentécios figgvényt is meg lehet adni, de ekkor
meg kell valtoztatnunk a tipusinvarianst és a programot is.

10.2. példa:Specifikalja azt a tipust, melynek értékdia127] halmaz részhalmazai,
tipusmiiveletei pedig két részhalmaz metszetének és unidjanak képzése, illetve an-
nak megallapitasa, hogy egy elem eleme-e egy részhalmaznak. Adjon meg egy tipust,
amely megfelel a specifikacionak! (Az elemi értékek halmdpai}, a programokat

elég a programfiiggvényiikkel megadni.)

Megoldas:7; = (H, I,,F), ahol

H 0([0..127)),
I Igaz,
F = {FmaFque}a

ésA, =T xTxT,F,, CA,, xXAn,

FmZ{((a,b,c),(p,q,r)) \pzaéSQZbéSr:aﬂb};
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A, =T xTxT,F, CA, XAy,
F, ={((a,b,¢),(p,q,7)) | p=aésq=0>bésr =aUb};
A, =T x[0.127] x L, F, C A, X A,
F.={((h,e,),(h,€,I')) | h =1 ése=¢ ésl' = (e € h)}.
Adjunk a fenti specifikdcionak megfetetipust!7 = (o,1,S), ésp C E* x p(N),
Va € E* :
o(a) ={{i| ait1 =1} L
I:E* —>L\NacE*:

[ igaz, hala] =128,
(o) = { hamis egyébként

S = {Sm, Su,Sc}, ésB,, = E* x E* x E*, S,, C B,,, X By, program:

p(Sm) = {((@,8,7), (e, 8,7)a € [I]€sp € [I] sy € [I] ésa =’ és
B=p ésVie[1.128] 1 v, = a; - B}

B,=FE*x E* x E*, S, C B, x B, program:

p(Sy) = {((a,B,7),(,3,7)|a e [I]éspe[I]ésy €[I]ésa=caés
B = ésViec [1.128]: v = a; + B — i - Bi};
B, = E* x[0..127) x L, S, C B, x B, program:
p(Se) = {((a, 2, 1), (&, 2",1")) | @ € [I] ésa = ' ésx =2’ ésl’ = (az+1 =1)}.

Vajon megfelel a most leirt tipus a fenti tipusspecifikaciénak? A reprezentécio helyes,
ugyanis a pontosan 128 hosszu sorozatokat a reprezentécios fuggvény éppen a kivant
részhalmazokba képezi le, azaz

Vizsgaljuk meg a programok és a feladatok viszonyat. Vegyuk észre, hogy a progra-
mok allapotterei illeszkednek a megféldeladat allapotteréhez, tehat felirhaté kozoét-
tik a~ relacio.

Y = (@,m;qm;@ )
Yu = (9’m;9|m;g fﬂ)’
Te = (9| ek idjo..127]; idL).

Ezek felhasznalasaval @an keresztlli megoldas egyszeriien adodik a reprezentacios
fliggvény és a programfiiggvények szemantikajabal.

10.3. példa:Legyen7; = (H, I,,F) egy tipusspecifikacidf = {F'}. LegyenekZ;
(01,11,S1) ésTy = (02,12,S,) tipusok, melyekreS; = {S1},S, = {S2}, 01
02, [11] = [I2), €sS5 C 5.

Igaz-e, hogy h&; megfelel7,-nek, akkor7; is?
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Megoldas: A reprezentacio helyessége = o, €s[I1] = [I2] miatt trividlisan teljesl,
hiszen ekkor:

02([12]) = o1 ([N]) = [Ls].

Azt kell tehat megvizsgalnunk, hogy vajon &z program megoldja-e a#' felada-
tot a p2-n keresztil. Mivel a programok allapottere k6z6s, feltehetjik, hogy a progra-
mok allapottere és a feladat allapottere egymasnak megfelefietiisten ellenkez
esetben mindkét megoldas-vizsgélatnal a feladatnak ugyanazt a kiterjesztését kellene
hasznéalnunk, és igy az eredeti feladatot ezzel a kiterjesztéssel helyettesitve az alabbi
gondolatmenet végigvih@t

Mivel Sy C S1, a két program programfiiggvényére teljesil a kdvdikez

i Dp(sy) € Dp(se);

i1. Ya € Dpyg,) : p(S2)(a) € p(S1)(a).

Jeldljik most isy-val a program és a feladat allapottere kdzotti, a megfeleltetésben
definialt leképezést. Kdnnyen lathatd, hogy: atulajdonsag miatt

Dyop(snon-1 € Dyop(sy)oy-n-

Masrészt mivel a%; program megoldjd’-et ap-n keresztul,

DF c D»y@p(sl)@ry(fl)

is teljesiil. A fenti két allitas alapjan

Dr € Dyop(ss)on -1+

Hasznaljuk fel a masodik tulajdonsagot is! Aztulajdonsag miatt igaz az alabbi
allitas is:

Va € Dyopisyyon-n 1Y O p(S2) @7V (a) Sy o p(S) @+ (a).

Ekkor viszont, mivel a%; program — a-n keresztil — megoldasa a feladatnak, teljesdl,
hogy
Va € Dr v @ p(S1) @Y (a) C F(a),

és ezért
Va € Dp : 7@ p(S2) @4 "V (a) C Fl(a),

azaz azS, program is megoldja aZ' feladatot ap-n keresztll, tehét &5 tipus is
megfelel a specifikacionak.

10.6. Feladatok

10.1. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacios fiiggvényt, tipust (ami megfelel a
specifikacionak). A lehetséges értékgk:99999]. A miveletek: a kovetkerzés
az ebz6 100000 szerinti maradékkal. Az elemi értékek a decimalis szamjegyek:
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Mutassa meg, hogy a tipus megfelel a tipusspecifika-
ciénak!
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10.2. E={0,1,2},T ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0},F = {F}.
F={((a,b,¢),(d,e,f))|Fk€Z: f+k-10=a+b}
Készitsen egy olyan tipust, amely megfelel a specifikacionak!
10.3. LegyenT,, = (Hi, Is1,F1), Tso = (Ha, 155, F2) két tipusspecifikacio!
1. allitas: Minder7 tipusra:7 megfelel7;,-nek< T megfelelZ;,-nek.
2. allitas:[Is] = [I55] ésFy = Fs.
Ekvivalens-e a két allitas?

10.4. Adott a7, = (H, I,,TF) tipusspecifikacio, tovabba adottakia= (o1, I1,S:),
7—2 = (QQ,IQ,SQ) tipUSOk. Tegyuk fel, hog{/Il] = [IQ],Sl = SQ éSgl([Il]) =
02([12]), ésVa € E* : ga(a) C p1(a), valamint7; feleljen megZ;-nek!

Igaz-e, hogyZs is megfelelZ;-nek?

10.5. Legyen 7, = (H,I,,F) egy tipusspecifikacioZs = (01,11,S1),T =
(02, 12,S2) . Legyen[Iy] C [1,],S1 = Sz éso1([11]) = o2([I]), és¥a € E* :
o2(a) = o1(«), valamint7; feleljen megZ;-nek!

Igaz-e, hogyZ; is megfelel7,-nek?
10.6. Legyen7s = (T, Is,F) a kdvetked tipusspecifikacio:

IS = Igaz,Tg = N(),]F = {Fl,FQ}.
I specifikacioja:

A= T
X
B=T
I’l
Q:(x=2a')

R:(32€Z: 24, =82+ 125650 < x5 <8)
F>, specifikacidja:

A= T x T x L

x y l
B=T x T
x/ y/

Q:(z=2"Ny=y)
R:(l=@'=y)rhae=2"Ny=1)
T = (Qalag)aE = {0517273a4a55677},
|e]
Ve € B*: o(e) = {(T, Y (e; - 8l¢1=9)}
i=1
a)

I(e) = igaz, hale| >1és(e; =0=le|=1);
| hamis egyébként
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b)

[ igaz, hale| > 1;
I(e) = { hamis egyébként

Ve e E*: Si(e) ={a € (E*)*| |a|=|e| és
Vie[l.al]: || =|a|—i+1és
Vi € [2|O[H : VJ S [1|OZZ|] DOy = ai,1j+1)}

Sy C (E* x E* x L) x (B* x E* x L)**
Ve,de E*: Vliel.:

Sa(e,d,l) ={f € (E* x E* x L) x (E* x E* x L)**|
18] = min(lel, d]) + 1 és
Vi€ [2..|8]] : Bi = (ee,dd,ll) és
Il = (V] € [12 — 1] Tee; = dd]) és
lee| =i —1és|dd| =i—1) és
Vjie[li—1]: (eei—j = €je|—jt1 €Sdd;_j = djg—j1+1))}

irja le szavakkal aZ",, F, feladatot, ap relaciot és azs;, S, programfiiggvé-
nyét! Megfelel-e a tipus a specifikacidnak az a), illetve a b) esetben?

10.7. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacios fliggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacionak)! A tipusértékek: a sikvektorok halmaza, a
mlveletek: két vektor 6sszeaddsa, valamint annak eldontése, hogy két vektor
szamszorosa-e egymasnak.

10.8. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacios fliggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacionak)! A tipusértékek: a térvektorok halmaza, a miiveletek:
két vektor kivonésa, valamint egy vektornak egy szammal val6 szorz4sa.

10.9. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacids fuiggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacionak) a komplex szamok tipusara, ahol a miveletek
két komplex szam Osszeaddsa és egy komplex szam képzetes részének
meghatarozasa.

10.10. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacios flggvenyt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacionak) a komplex szamok tipusara, ahol a miveletek két
komplex szam 6sszeszorzasa és egy komplex szélik (n € N) hatvanyanak
meghatarozasa.

10.11. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacios flggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikdcidnak). A tipusértékek a kdrlemezek halmaza, a miiveletek:
egy korlemez eltolasa és annak eldéntése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e a
kérlemezen.

10.12. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacios flggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacionak). A tipusértékek: a gdbmbdok halmaza, a miveletek:
egy gomb eltolasa és annak eldontése, hogy egy térbeli pont benne van-e a
gbmbben.
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10.13. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentaciés fluggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikacidnak). A tipusértékek: a négyzetek halmaza, a miiveletek:
egy négyzet eltolasa, egy négyzet méretének megvaltoztatasa, egy négyzet
terliletének kiszamitasa és annak eldontése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e
a négyzeten.

10.14. Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentacids fuggvényt, absztrakt tipust (ami
megfelel a specifikcionak). A tipusértékek: a kockak halmaza, a miveletek: egy
kocka eltolasa, egy kocka méretének megvaltoztatasa, egy kocka térfogatanak
kiszamitasa és annak elddntése, hogy egy térbeli pont benne van-e a kockaban.



11. fejezet

Tipuskonstrukciok

Azzal mar foglalkoztunk, hogy milyen leHetégeink vannak megléyprogramokbdl

Ujak készitésére. A tovabbiakban azt fogjuk megvizsgalni, hogyan hasznalhatunk fel
megléw tipusokat Uj tipusok létrehozasara. Ezeket a mddszereket tipuskonstrukcios
moddszereknek, az altaluk megkaphato tipusokat tipuskonstrukciéknak nevezziik.

A legkézenfek®bb lehebség Uj tipus létrehozasara, hogy egy adott tipus
miveleteinek halmazat megvaltoztatjuk, Gj miveletet vesziink hozza, elhagyunk
belble, megvaltoztatunk meglévmliveletet. Ez egy egyszer{i és nagyon gyakran al-
kalmazott eljaras.

A masik, egy kicsit bonyolultabb lehitég az invarians tulajdonsag megvaltoz-
tatdsa. Az invarians sz(ikitése kdnnyen kezéligstjol hasznalhato lettetég.

A harmadik lehdiség a reprezentacios fliggvény megvaltoztatadsa. Ez is egy fontos
leheBség. A tovabbiakban ennek altaldnosabb esetével fogunk foglalkozni, eglev
reprezentacids figgvényeddallitunk eb Gjakat.

11.1. A megengedett konstrukciok

Természetesen sokféle lebségiink van meglévreprezentacids fliggvényeljat
csindlni, de mi a tovabbiakban csak harom specidlis konstrukcioval foglalkozunk: a
direktszorzattal, az unidval és az iteralttal. Ezeket fogjuk megengedett tipuskonstruk-
cioknak nevezni.

Az els tipuskonstrukciés médszer, amivel megismerkediink, a direktszorzat. Le-
gyenek7; = (o;,1;,S;) (i = 1,2,...,n) tipusok, és jeldljukr}, Ts,. .., T,-nel a
nekik megfeled tipusértékhalmazokaly;, E-, ..., E,-nel pedig a hozzajuk tartoz6
elemi tipusértékhalmazokat, és vezessik bé&iaz F, U E; U --- U E, ésB =
Ty X Ty x -+ x Ty, jelolést.

11.1.DEFINICIO : DIREKTSZORZAT
AT = (p,I,S) tipus direktszorzata7; , 75, ..., 7, tipusoknak, ha

0=y oYy
aholpn C Bx T,y C E* x Bés

vo = {(e,b) e E*x B|Vi€[l.n]:3e; € Ef : (i,b;) € 0; N
e =kon(ey,...,en)}.

103
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A direktszorzat értékhalmazéara bevezetjuk & (71,75, ..., T,) jelolést.

Ha po kolcséndsen egyértelm(i leképezés, akkor a direktszorrekordtipusnak
nevezzik. A direktszorzat-tipusok altalaban rekordok, de nem mindig. Példaul tekint-

B=7ZxZ,pn CBxQ:
(z,9),t) € oo <=y #0At =z/y

Egyszerlien lathatd, hogy a fent definialy relacié a raciondlis szadmok halmazat
reprezentdlja, de nem kdlcsénosen egyértelm.

11.1. &bra. Rekord konstrukci6

Nagyon fontos tovabba, hogy az Uj tipusértékhalmdt fe keverjik 6ssze a
kozbild direktszorzattal B), hiszen egy adotB ésT kozott nagyon sokféleos
leképezés megadhato, és az U] tipus szempontjabdl egyaltalan nem mindegy, hogy ezek
kozul melyiket valasztjuk.

Tekintsik példaul a komplex egészek+ bi,a,b € Z alaki szdmok) halmazat.
Legyen tovabb® = Z x Z,z,y € Z, és

<)0D1((x7y)) = ‘T+ylv
ep,((2,y)) = y+ui

A két pp kdzotti kildnbség efssorban akkor valik szignifikanssa, ha példaul a komp-
lex egészek kozotti szorzasmiveletet kell implementalnunk a szamparok szintjén,
hiszen ekkor az efsés a masodik komponens értékét az

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

formula alapjan kilonb@&maodon kell kiszamitani.

A kovetked mddszer, amivel régi tipusokbdl Gjakat hozhatunk létre, az unié. Le-
gyenekZ; = (o;,1;,S;) (i =1,2,...,n) tipusok, és jeldljd’, Ty, ..., T, a hozzajuk
tartozé tipusértékhalmazokat, illet¥q, E-, ..., E,, a nekik megfeld elemi tipusér-
tékhalmazokat. Vezessiik be tovabbdaz E,UE,U---UE, ésB = T \UTyU- - -UT,,
jeloléseket.

11.2.DEFINICIO : UNIO
Azt mondjuk, hogy & = (o, I,S) tipus unidjaa7y, 72, ..., 7, tipusoknak,
ha
0 = Py o Py,
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aholpgy C B xT,v¢y C E* x B és
Yy ={(e,b) e E* x B|3i €[l.n]: (g,b) € 0;}.
Az uni6 értékhalmazanak jelolésE:= (T1;Ts; ... ; Th).

Ittis kilon elnevezést adtunk annak az esetnek, amikgr leképezés kblcsdndsen
egyértelm(, ekkor az uniéeégyesitésnetevezzik.

11.2. &bra. Uni6 konstrukcio

Ebben az esetben is nagyon fontos, hogy mindig megkulénbdztessik a konstrukcio
kozbild szintjén led uniét (B) az uj tipusértékhalmaztdr).

A harmadik megengedett tipuskonstrukciés mivelet az iteralt, amellyel egy
meglew tipusbdl alkothatunk 0] tipust. LegyeRy = (0o, lo,So) tipus,Ty a neki
megfeleb tipusértékhalmaz; a7, tipus elemi tipusértékhalmaza Bs= T .

11.3.DEFINICIO : ITERALT
Azt mondjuk, hogy & = (o, I,S) tipus iteraltja a7, tipusnak, ha

0= @303,
aholoy C B x T, 195 C E* x T és

vy = {(g,b) € E* x B| 351>-~~75|b\ € E*: (g4,b;) € 00 A
SZkJOTL(é‘l,...,e’-jM)}.

Az iteralt tipusértékhalmazanak jelolége= it(7Tp).

Az iteralt tipuskonstrukciénak harom specialis esetét kulonboztetjik meg aszerint,
hogy ap5 leképezésre milyen feltételek teljesiinek.

e Ha apy leképezés kdlcsdndsen egyértelmii, akkorozattipuskonstrukciorél
beszélunk, és tipusértékhalmaZéat seq(Tp)-lal jeldljuk.
e Ha
(o, 1), (B,t) € p3 < a € perm(f),

akkor az iteralt konstrukciétkombinaciétipusnak nevezzik. A kombinacié
értékhalmazanak jel6lésE: = com(Ty).
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e Ha
la 18]

(@, 1),(8,t) € p3 & U{ai} = Ui}

=1
akkor halmaztipuskonstrukciérél beszéliink. A halmaz tipus értékhalmazanak
jeloléseT = set(Ty).

Természetesen az imént felsorolt harom eset csak specialis formaja az iteraltkép-
zésnek; létezik olyan iteralt is, amely egyik fenti kritériumot sem teljesiti.

11.3. abra. lteralt konstrukcié

A programokhoz hasonléan, ha mast nem mondpniknitiv tipusnakfogjuk te-
kinteni azokat az elemi tipusokat, amiknek a tipusértékhalmaza a természetes szamok,
az egész szamok, a logikai értékek vagy a karakterek.

11.2. Szelektorfuggveények

Az el6z6ekben definialt tipuskonstrukcidékra most bevezetiink néhany olyan fiiggvényt
és jelolést, amelyek leegyszerUsitik a rajuk vonatkozé allitdsok, programok megfogal-
mazasat.

LegyenT = (11,15, ...,T,) rekord. Acp(@_l) fliggvény komponenseit’& rekord
szelektorfliggvényeinetagy réviden szelektorainak nevezzik.

A fenti rekordnak tehat pontosandarab szelektora van, és bavel jeléljik az
i-edik szelektort, akkos; : ' — T;, és

VteT: po(si(t),sa(t),...,sn(t)) =t.

Tehat a szelektorfliiggvényeket arra hasznalhatjuk, hogy lekérdezziik a rekord egyes
medinek (komponenseinek) az értékét. A szelektorokat bele szoktuk irni a ti-
pusértékhalmaz jeldlésébe; a fenti esetben a szelektorokkal felirt jeldlés:

T=(s1:T1,82 :To,...,8,:Tp).

A rekordtipushoz hasonléan az egyesitéshez is bevezetiink szelektorfliggvényeket.
Mivel az unié esetében a kozblszinten a tipusértékhalmazok uniéja szerepel, igy
nincs értelme komponer@rbeszélni. Hogyan definialjuk ez esetben a szelektorokat?
Azt fogjak visszaadni, hogy egy addttbeli elemet melyik eredeti tipusértékhalmaz
egy eleméhez rendelte hozzaa fuiggvény.
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LegyenT = (T1;T5;...;T,) egyesités tipusy; : T — L (i = 1,...,n). Azt
mondjuk, hogy az, logikai fliggvények dl" egyesités szelektorai, ha € [1..n] :

VteT:
sit) = (¢ M eT).

A rekordtipushoz hasonlé médon az egyesités szelektorait is bele szoktuk irni az (j
tipusértékhalmaz jel6lésébe. A szelektorokkal felirt tipusértékhalmaz jeldlése:

T={(s1:T1;82:Ta;...;58,: Ty).

Az iteralt tipuskonstrukcidk kozil a sorozathoz definialunk szelektorfliggvényt.
A sorozattipusban a kdzbdlsszintenTy-beli sorozat szerepel, a szelektor ennek a
sorozatnak a tagjait adja vissza.

Formalisan: Legyed’ = seq(Tp). Az s : T x N — T, parcialis fuiggvény &
szelektorfiiggvénye, h& € T : Vi € [1..|po{" (1)):

. —1
s(t,8) = o5 ().
A sorozat szelektorat nem szoktuk kiloén elnevezni, helyette indexelést alkalmazunk,
azaz &; = s(t, 1) jelolést hasznaljuk.

11.3. Az iteralt specifikaciés fliggvényei

Ha az iterdlt tipus az ék6ekben bevezetett harom specidlis osztaly valamelyikébe tar-
tozik, akkor tovabbi fuggvényeket definidlunk hozza.
LegyenT = it(Ty), (a,t) € g, és tegylk fel, hogy az iteralt sorozat, kombinacié
vagy halmaz. Ekkotlom : T' — Ny,
o], haT = seq(Ty) vagyT = com(Tp);
d t) = la
om(t) | U{as}l, hal = set(Ty).

i=1

A dom fliggvény tehat aelemeinek szamat adja meg. A fliggvény jol definiélt, ugyanis
felhasznalva a sorozat, kombinacié és halmaz tipus definiciojat, kdnnyen lathato, hogy
a fliggvényérték fiiggetlen azvalasztasatol.

A tovabbiakban a sorozattipussal fogunk foglalkozni. Ahol kilén nem jel6ljik, ott
T = seq(Tp), (a,t) € p3,a = (a1,02,... qq))-

e Nem Ures sorozat élss utolso eleméov :€ T — Ty, hiv :€ T — Ty,
lov(t) = ay;
hiv(t) = ajq-
e Sorozat kiterjesztése a sorozat elején vagy végén (legyefly): loext : T X
To — T, hiext : T x Ty — T,
loext(t,e) = 5(con({e),));
hiext(t,e) = 5(con(a, (e))).
e Nem (res sorozat disvagy utols6 elemének elhagyasaval kapott sorozat:
lorem €T — T, hirem: €T — T,

lorem(t) = 5({az,...,qq)));
hirem(t) = w3({a1,...,Qa)-1))-
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11.4. A fliggvenytipus

A gyakorlatban nagyon fontos szerepet jatszik egy specialis rekordtipus. LEgygn
tetsdleges (megszamlalhaté) halmaz, amelyen van egy rakdvetkezési relacié. Jeléljik
ezt a rakovetkezési relacidt.cc-cal, és inverzére vezessik bgrad jellést.

11.4.DEFINICIO : FUGGVENYTIPUS
LegyenE egy tetsbleges tipus értékhalmaza. Ekkorlaz= (H, seq(E)) rekor-
dot figgvénytipusnakevezzik, é$’ = fun(H, E)-vel jeloljuk.

A fliggvénytipusra is bevezetiink néhany fontos specifikaciés figgvényt. A tovab-
biakban legyer¥ = fun(H, E), ((h,t), f) € vo. EKkor

e dom : F — Ny,
dom(f) = dom(t).

e [ob: ' — H,
lob(f) = h.
e hib: F — H,
hib(f) = succ™H=1(p),
e Jov:e F — F,
lov(f) = lov(t).
e hiv:ie ' - F,

hiv(f) = hiv(t).

loext, hiext : F x E — F,

loext(f,e) = wo(pred(h),loext(t,e));
hiext(f,e) = o(h,hiext(t,e)).

e [orem, hirem : € I — F,

lorem(f) = @o(succ(h),lorem(t));
hirem(f) = o(h,hirem(t)).

A sorozathoz hasonléan a fliggvénytipusra is bevezetiink egy szelekciés parcialis
fuggvényt. Tekintsik a fentiekben hasznfket. Ekkors; :€ H — E, D, =
{succ'(lob(f)) | 0 < i < dom(f)}, és hag € Ds,, g = succk(lob(f)), akkor
sf(9) = tht1-

A fliggvénytipus szelektorfliggvényét nem szoktuk kiilén elnevezni, helyette a matema-
tikaban — a fliggvény helyettesitési értékének jeldlésére — hasznalt zarodjeles hivatkozast
hasznaljuk, vagy egyszeriien indexelink, azaz

fg= flg) = Sf(g)-

A flggvénytipus elnevezés azt a szemléletes képet tiikrozi, hogy egy fliggvénytipu-
su érték felfoghaté egyl — FE tipusu parcidlis figgvénynek, amelynek értelmezési
tartomanya alpb-tol a hib-ig tart”, értékeit pedig a sorozatkomponens tartalmazza.
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Az elébbiekben bevezetefbm, lov, hiv, lob, hib figgvényeket kiterjeszthetjiik az
egész allapottérre is: komponaljuk a megfélehltozoval. Tehat ha példaul egy
sorozat tipusi valtozé, akkdom o = egy, az egész allapottéren értelmezett fliggvény.
Az ilyenfajta fliggvénykompozicidkra bevezetiink egy Ujabb jeldlést:antenti fligg-
vények valamelyike, és a neki megfeld tipusi valtozé, akkor o z helyettz.i-t
frunk.

11.5. Atipuskonstrukciék tipusmdiveletei

A tipuskonstrukciok eddigi targyalasabol még hianyzik valami: nem beszéltink még
a konstrudlt tipusok muveletéir Az eldbb felsorolt specidlis esetekhez — az imént
definialt figgvények segitségével — bevezetiink néhany tipusmdiveletet.

A tovabbiakban megengedett feltételnek fogjuk nevezni azokdt az L allitaso-
kat, amelyek lehetnek elagazas vagy ciklus feltételei.

LegyenT = (s1 : Th,...,8n = Ty) rekord,t : T, t; : T; (i € [1..n]). Mivel
t az allapottér valtozoja, komponélhato a szelektorfiiggvényekkel, és igy az allapot-
téren értelmezett fliggvényeket kapunk. Azt fliggvénykompoziciot a tovabbiakban
t.s;-vel fogjuk jelélni. Egy rekord tipusnal a szelektorfliggvény hasznalatat megenge-
dettnek tekintjuk.

Ezenkivil bevezetjik as; := t; jellést is. Ezen azt a:= ¢’ értékadast értjuk,
amelybent’.s; = t;, ést’ minden mas komponense megegyezikegfelety kompo-
nensével.

A fenti tipusmiveletek arra adnak lefiséget, hogy egy rekord ,mémnek" az
értékét lekérdezhessik, illetve megvaltoztathassuk. A fent definialt miiveletben zavar6
lehet, hogy egy fiiggvénynek §;) ,adunk értéket". Ezért fontos megjegyezni, hogy ez
csupén egy jeldlése az értékadasnak.

LegyenT = (s : T1;...;8, : Ty,) egyesitést : T, t; : T; (i € [1..n]). Ekkor
a rekord tipusnél bevezetett jeldlést az egyesités esetén is bevetzatjikazs; o ¢
kompoziciét értjiik, és megengedett fliggvénynek tekintjik.

Ezen kivil megengedett mivelet a= ¢y (¢;) értékadas. Ennek az értékadasnak a
jelolését leegyszer(sitjik, a tovabbiakbag- ¢; alakban fogjuk hasznalni.

A fenti értékadast bizonyos ésszerii korlatozasok bevezetésével ,megfordithatjuk”.
lgy kapjuk a kdvetke@ parcialis értékadast; := t. Ez az értékadas csak akkor
végezhdi el, hat.s; igaz.

A sorozat tipuskonstrukcié nagyon gyakori, és sokféle mivelet definialhaté vele
kapcsolatban. Attol figien, hogy melyeket tekintjik megval6ésitottnak, kulériboz
konstrukciékrol beszéliink. Most@b megadunk néhany lehetséges miveletet, majd
a sorozattipusokat osztalyokba soroljuk a megengedett miveleteik alapjan.

Legyen a tovabbiakbafi = seq(E), ¢ : T, e : E. EKkor az iménti szelektorokhoz
hasonl6an bevezetjik az alabbi jeltléseket:

domot — t.dom
lovot — t.lov

hivot — t.hiv
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Természetesehlov ést.hiv csak parcidlis figgvények. Ezenkivil az alabbi (esetleg
parcialis) értékadasokra a kdvetkgeldléseket fogjuk hasznalni:

t:=lorem(t) — t:lorem

t:= hirem(t) — t:hirem
t:=loext(t,e) — t:loext(e)
t := hiext(t,e) — t: hiext(e)
e, t :=lov(t),lorem(t) — e, t:lopop
e,t := hiv(t), hirem(t) — e, t: hipop

A bevezetett jel6lések didatasra zavarba éjnek tlinhetnek, hiszen ugyanazt a kulcs-
sz06t a bal oldalon fliggvényként, a jobb oldalon pedig a miivelet neveként hasznaljuk.
Lényeges ezért megjegyezni, hogy a jobb oldalon talalhaté mliveletek csak a bal oldali
értékadas egyszer{sifeldlései

Attél figgden, hogy a fent definialt miveletek kézil melyeket tekintjik megenge-
dettnek, kilonbda konstrukciokrol beszéllnk.

LegyenT = seq(F). Ekkor aT

e szekvencialis input fajha csak dopop a megengedett mivelet;

e szekvencialis output fajha csak aicxt a megengedett mivelet;

e verem ha a megengedett mlveletekoaxt és alopop, vagy ahicxt €s ahipop;
e sor, ha a megengedett miiveletekixt €s alopop, vagy aloext és ahipop.

Ahhoz, hogy a szekvencialis input fajlepop mivelettel hasznalhat6 legyen, tud-
nunk kell, hogy mikor olvastuk ki az utols6 elemet a fajlbol. Ezt a problémat Ggy szok-
tuk megoldani, hogy bevezetiink egy extremalis elemet, és kikotjik, hogy a fajlban ez
az utolsé elem (tehat még az Ures f4jl is tartalmazza). Ez a technika valésul meg azok-
ban az operacios rendszerekben, ahol a szdvegfajlok végét fajlvége (EOF) karakter
jelzi.

Mivel a lopop miivelet bizonyos esetekben kényelmetlen lehet — gondoljunk arra,
amikor nehézkes extremalis elemet talalni —, bevezetiink egy masik olvasomiveletet
is. Hasznaljuk az olvasés sikerességének jelzésgreran, abnorm} halmaz elemeit.

Ekkor azsx, dz, x : read miveleten az aldbbi szimultan értékadast értjuk:

norm, lov(zx),lorem(z), hadom(x) # 0;

Sz, dz, T : read = { abnorm, dz, z, hadom(z) = 0.

Ha egy szekvencidlis fajlra acad miivelet van megengedve, akkor nincs sziikség
extremalis elemre, helyette az valtozé értéke alapjan lehet elddnteni, hogy végére
értiink-e a fajlnak.

LegyenF = fun(H,E), f : F,e: E,i: H. Ekkor a sorozat tipushoz hasonléan
bevezetjiik az alabbi jeloléseket:

domo f — f.dom
lovof — f.lov
hivof — f.hiv
lobof — flob
hibo f —  f.hib
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A fenti fuiggvényeken kivil a fliggvénytipus szelektorfliggvényéi)-t is megen-

gedettnek tekintjik. A rekord tipusnal bevezetett szelektorra §ragzvonatkozo
értékadasnak jelen esetben is van medgb@elaz f (i) := e parcidlis értékadas. Az
értékadas azért parcialis, mert csak akkor végézbletaf.lob < i < f.hib. Ekkor a

fenti jelolésen azt af := f’ értékadast értjiik, amelyre:

#'.10b = f.lob A f'.hib= f.hib A f'(i) = e A
Vj € [f.lob..f.hib] 1 j # i — f'(j) = f(5).

A sorozatokra bevezetett kiterje§zes elhagyd mdveleteket fliggvény tipusra is
definialjuk:

=lorem(f) — f:lorem
f = hirem(f) — f: hirem

= loext(f,e) — f:loext(e)
f = hiext(f,e) — [ : hiext(e)

Ha ezen utolsé csoportban felsorolt miiveleteket egy fliggvénytipusra nem enged-
juk meg, akkor egy specidlis fliiggvénytipushoz, a vektorhoz jutunk. Az altalanos fligg-
vénytipustél megkulonboztetetich vektortipusra kilon jeldlést vezetiink Bé: =
vekt(H, E).






12. fejezet

Programozasi tetelek
(Levezetés)

Elészér néhany egyszerli feladatra keresiink megolddprogramot. Ezek a felada-
tok két szempontbdl is fontosak szamunkra. Egyrészt sok olyan konkrét feladat
van, amelyeknek ezek altalanositasai, igy megoldasukdsbget ad sok konkrét
(konkrétabb) feladat megoldasara is; ezért neveZa programozasi tételeknek.
Masrészt megoldasukon keresztil megmutatjuk, hogyan lehet megold6programot le-
vezetni. Ezutdn néhéany Osszetettebb tételt vezetiink le. Végill a tételek egy fontos
csoportjaval, specialis tulajdonsagu fliggvények helyettesitési értékének kiszamitasa-
val foglalkozunk.

Ebben a fejezetben a feladatok megfogalmazasaban hasznaljuk a kbvdijkez
lentést: adott azf : X — Y flggvény. Ezen azt fogjuk érteni, hogy a feladat
allapotterének van egy olyaH altere, amin azX — Y fuggvényeket definialjuk, és
a H altér valtozoit egy-egy megfelelparamétervaltozoval azéel és utédfeltételben
rogzitjik.

12.1. Programozasi tételek intervallumon
A kovetked tételeknek sok k6zds vonasa van. Mindegyik arrél szdl, hogy[regy:|

intervallumon teljesil egy tulajdonsag. Ay az intervallumon kiviil az allapottér sza-
mos mas komponeng#is fligghet.

A=7Z X7 x ...
B=7 x7Z x ...
m'

Q:(m=m'An=n"Am <n(+1))

R:(QNp(m,n,...))

Az, hogy az dbfeltételbenn + 1 vagy n szerepel, attdl fligg, hogy a feladatnak
van-e értelme Ures intervallum esetén, vagy nincs.

Az ilyen feladatokat ciklussal oldhatjuk meg. Invaridns tulajdonsagnak azt

valasztjuk, hogyp nem az egéspn..n] intervallumra, hanem csak efy...k] részére
teljestil, ezért az allapotteret Kibitjik egy Uj egész komponensskg),(és kiterjesztjik

113
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a feladatot az Uj allapottérre. Természetesen a kiterjesztésnek csak eldigégnvan,
hiszen a kiterjesztett feladat specifikacioja formalisan csak az allapottérben killénbdzik
az eredetiil. Tehat az invarians tulajdonsag:

P=(QANEke[m(-1).n]Ap(m,k,...))
Ez az invarians tulajdonsag azért megf@élelert:

1. A ciklusfeltételtx # n-nek valasztvaP® A —-n = R, azaz teljesul a ciklus leve-
zetési szabalyanak a 2. feltétele.

2. A levezetési szabdly édeltétele altalaban nem teljesil, de kénnyen tudunk
olyan@’-t valasztani, amifl mar kovetkezikP, és kdnny( eljutn)-bol '-be.
Ez aQ’ rendszerint az Ures, illetve néha az egy hosszusagu intervallum esete,
azaz
Q' =QANk=m(=1)Ap(m,k,...).

3. Még terminalo6fiiggvényt kell valasztani, ilyen esetekben kézebfellasztas:

t=(n—k),hiszenigyP Am =1t > 0.

4. Most mér a csak kovetkékeét feltételnek kell teljestinie:
Q= lf(Sl,Q/) ésPAT Nt =1ty = lf(So,P Nt < to).

Altalanossagban még annyit mondhatunk, hogy a masodik esetben kézgnfekv
hogy.Sy-t szekvencia formaban keressik. Egyszer(ien belathat6, hogy a szekven-
cia masodik tagjaként alkalmazott

ki=k+1

értékadas csokkenti a terminéléfuggvény értékét. Azért, hogy az invarians tulaj-
donsag is teljesiiljon, a szekvencia kozbiilsajdonsaga

Q" = (If(k:=k+1,P) At =tg) = (P 1 At =1)
lesz, mivel igy
Q" = (f(k:=k+1,PAt<ty) = (PF ' An—k—1<t)
valéban teljesul.

A specifikécio tétele értelmében, §a és.S; olyan programok, hogyb € B-re, vagy
masképpen fogalmazva, a paramétervaltozok édékeggetiendl

Q= 1f(51,Q")
és
PATAt=ty=1f(S2,Q" Nt=tg)
teljesul, akkor a megoldéprogram sémaja:

- 5
k#n
PAT At =t
S2 Q"
k=k+1

R PAt <ty
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12.1.1. Osszegzés

Legyen adott azf : Z — Z fuggvény. Feladatunk az, hogy egy adptt..n] C Z
intervallumban 6sszegezziik adliggvény értékeit. Specifikaljuk &zor a feladatot.

A=7 X7 x Z
m n S
B=7 x Z

m n

Q:m=m'An=n"Am<n+1)
R:(@QAs= 3 (i)

Ebben az esetben

igy az invarians tulajdonsag:

J=m

k
P= (Q/\ke[m—l..n]/\sz Zf(ﬂ))v

a(Q)’ éllitas:

Q =QANk=m—-1As=0).
Most még keresniink kell egy olyan programot, apgibdl Q’-be jut. Ak, s =
m — 1,0 értékadas megfelel ennek a kritériumnak, hiszen
Q=I1f(k,s:=m—-10,Q)=(QAm—-1=m—-1A0=0)=Q.
Mar nincs més dolgunk, mint talalni egy olyan programot, & m A t = to-bol
Q"-be jut, ahol

E+1
Qu:(pmmlm:to): (QAk+1e[m1..n]As Zf(j)/\tto).

Nézzik meg, hogy mi nem teljes@’-ben: mivelk € [m — 1..n] (P) ésk # n (m),
k+1 € [m—1..n) fennall.s értéke viszont nem j6, meR szerint csak-ig tartalmazza
f értékeinek 6sszegél) szerint pedig méak + 1-ig kell. A fenti meggondolas alapjan
tehats novelésef (k + 1)-gyel j6 lesz, azaz:

PArAt=tyo=1f(s:==s+ f(k+1),Q") =

k+1
=(Q@Ak+1le[m—1njAs+ fk+1)= X f(i)/\tt()).
A fenti levezetés alapjan kimondhaté az alabbi tétel: o
Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt

feladatnak:

Q k,s:=m—1,0
!/
Q k#n
PAT At =t
si=s+ f(k+1) 0"
k=k+1

R PAt<ty
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12.1.2. Szamléalas

Legyen egy, az egész szamokon értelmezett logikai figgvény. A feladat az, hogy
szamoljuk meg, hany helyen igézaz [m..n] C Z intervallumban.

A=7 x7Z x Ny

m n d
B=7 x Z
m' n

Q:m=m'An=n"Am<n-+1)
R:(@nd= 5 x(30)

A fenti specifikacidbary : L — {0, 1}, amelyrex(igaz) = 1 ésx(hamis) = 0.
A feladat megoldasa analdg az 6sszegzés tételénél leirtakkal:

az invarians tulajdonsag:

k
P= (Q/\k‘e [m—1.n]Ad= Zx(ﬁ(ﬂ))) .
a ()’ allitas:

Q' =QANk=m-1Ad=0).

A Q-bol Q'-be jutd program &, d := m — 1,0 értékadas, mivel
Q=I1f(k,di=m—-1,0,Q)=(QAm—-1=m—-1A0=0) =Q.

k+1
Q' = <Q/\k+l€[m—l..n]/\d=ZX(ﬁ(i))/\t:t(J)

Most is azt kell megvizsgalni, hogi? A © A t = to-b6l kovetkezik-eQ"”. Ha
-8(k + 1), akkor kovetkezik, mig3(k + 1) esetén — az 6sszegzéshez hasonléan —
meg kell névelniinkd értékét. Ezért & A m At = to-bdl Q”-be jutd program az
IF(B(k+1):d:=d+1,-8(k+1): SKIP) eldgazés lesz, ugyanis az elagazas
levezetési szabdlyat alkalmazva:

PArAt=toANB(k+1) = If(d:=d+1,Q"),
PArAt=toAN-Bk+1) = If(SKIP,Q")

miatt PAw At =ty = If(IF,Q") teljesll.
A fenti meggondolasok alapjan nyilvanval6 az alabbi tétel:
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Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikélt
feladatnak:

g, k,d:=m—1,0
k#mn
ﬂ(k+1) PAT At =t
\
di=d+1 | SKIP o
k=k+1
R PAt <ty

12.1.3. Maximumkeresés

Legyen™ egy tetsbleges rendezett halmaz és Z — H egy adott figgvény. Fel-
adatunk az, hogy egy addit..n] C Z intervallumban keressiik meg gzfiggvény
maximumat és egy olyan helyét, ahol ezt a maximumértéket felveszi.

A=7 X7Z xZ x H
m n ) max

B=7Z x1Z

m n

Q:(m=m'An=n"Am<n)
R:(QANi€[m.n]Amax = f(i) ANVj € [m..n]: f(5) < f(3))
Az elbbbiekkel ellentétben ebben a specifikacidban nem engedtilk meg az Ures

intervallumot. Ennek oka rendkivill egyszer(: Ures intervallumon nincs értelme
megkérdezni, hogy hol van a maximum. Most

e(m,n,i,maz) = (i € [m..n] Amax = f(i) AVj € [m.n]: f(j) < f(7)).

Tehat az invarians tulajdonsag:

P=(QAke€[m.n]Ai€[m.k]Amax = f(i) A\V] € [m.k]: f(j) < f(Q)),

Q =QAk=mAi=mAmaz = f(m)),

ésS; ai, k, max := m,m, f(m) értékadas. A
Q'=(QANEk+1e[m.n]Ai€m.k+1 Amaz = f(i)A
Vi€ m.k+1]: f(7) < f(i) Nt =to).
A P Am At =ty-bol Q"-be jutd program itt is egy eldgazas lesZ(f(k + 1) >
max : i,max =k + 1, f(k+1); f(k+ 1) < maz : SKIP), ugyanis

PATAt=toAflk+1)>=max = If(i,maz:=k+1,f(k+1),Q"),
PAmAt=toA f(k+1) <=max = If(SKIP,Q")

miatt P Am At =to = If(IF,Q") teljesul.
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Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt
feladatnak:

QI i, k,max := m,m, f(m)
Q k#n
P/\ﬂ'/\t:to
\ flk+1) > max \ f(k+1) < mazx
i,mar :=k+1, f(k+1) SKIP o
k=k+1
R PAt <ty

12.1.4. Feltételes maximumkeresés

LegyenH egy tetsbleges rendezett halmaz £s Z — H egy adott fliggvény. Legyen
3 egy, az egész szamokon értelmezett logikai figgvény. Hatarozzuk figdgyém..n]
halmaz felett azf fuggvény maximumat és a halmaz egy olyan elemét, amefyan
maximumértékét felveszi.

A=7 xZ xZx H xL
m n ) max l
B=7 x7Z

m'  n

Q:m=m'An=n"Am<n-+1)
R:(QANl=(Fiem.n]:B3GE)Al— (i€ [m.n]APBGE)Amax = f(i)A
Vj € [m.n]: B(j) — f(§) < (i)
Itt Ujra megengedhétaz Ures intervallum, és ekkor az a valasz, hogy az interval-
lumban nincs3 tulajdonsagu elem.
A levezetés az ékdekhez hasonléan:
P=QAkem—-1.n]Al=(Ti€[m.k]l:BE)ANl— (i€ [m.k]ABGEA
maz = f(i) AVj € [m..k] : B(j) — f(j) < f(2)))
Q' =(QANEk=m—1A1l= hamis)
Q'=@Q@ANk+1lem—-1an]Al=(Fie€[m.k+1]:8@)A
Il — (i€ [m.k+1)AB>GE) Amazx = f(i) A
Vj € [m.k+1]: B(j) — f(J) < f(i)))
P A7 ésQ)” 6sszehasonlitasaval lathat6, hogy harériehetség van:

e —(3(k + 1): ekkor SKIP;

e B(k + 1) A —l: ez az el§ [ tulajdonsagu elem, tehéti, max := igaz, k +
L f(k+1);

o ((k + 1) Al: ekkor a maximumkeresésnél megismert két eset lehetséges:

— f(k+1) >=max: ekkori,maz := k+ 1, f(k+ 1),
— f(k+1) <= max: ekkorSKIP.
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Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikélt
feladatnak:

kl:=m-—1,]
k#n
\ﬂﬁ(k+1)\ Bk+1) A=l \ Blk+1)Al
\f(k+1)2max\f(k+1)§ma:p
SKIP lyi, max = i, max = SKIP
TLh+Lf(E+1) | k41, f(k+1)
k:=k+1

12.1.5. Lineéris keresés

Legyeng : Z — L adott figgvény éém..n] egy intervallum. Keressilk meg az &Is
olyan helyet azm..n] intervallumban, ahob igaz értéket vesz fel, ha egyaltalan van
ilyen hely.

A=7 x7Z x Z x L

m n ) l
B=7 x Z
m n

Q:(m=m'An=n"Am<n+1)
R:(QANl=(3je[m.n]:B{)ANl— (i €m.n]AB>EA
Vj € [m.i—1]:=5(j)))

A ciklus invarians tulajdonsaga:
P=(QAie[m—1n]Al=(3je[m.i:B(3)AVjeE[m.i—1]:-8()),
Q' = (QANi=m—1AI1= hamis),
Q'=QANi+1em—-1.n]Al=3j€[m.i+1]:6())

AYJ € [m..i] : 28(J) ANt =to),
és igy a ciklusmag efsfele azl := (i + 1) értékadas lesz.

Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt

feladatnak:

Q i,l:=m — 1, hamis
Q/
R EX
- PATAt =t
l:=00+1) 0"
1:=1+1
R PAt<ty

Megjegyzés: ezt a programozasi tétitearis keresés 2.8altozatnak is nevezzik.

12.2. Tételek ,feltételig” valtozata

A tovabbiakban haszndljuk a kovetkeglolést. Legyen : Z — L ésm € Z. Tegylk
fel, hogy3i > m : §(4). Jeldljuk a(m, §)-val az el$ olyan egész szamot, ami nem
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kisebb, mintm, ésigaz ra &, azaz
a(n,d) c=min{x € Z|x > mésé(x)}.

Az el6z6 rész tételeit fogalmazzuk meg most kicsit mas formabany Ael-
jesuilését most nem edyn,n] intervallumon, hanemn-t8l az el ¢ tulajdonsagu
helyig koveteljuk meg.

A=7 x ...
B=7 x ...
m/

Q:(m=m'AJFi>m:5@))

R:(QANp(m,a(m,d)...))

A megoldas most is egy ciklus lesz. Az &llapotteret egy egész és egy logikai kom-
ponenssel terjesztjik ki, legyenek a megféledltozokk ésv. A ciklus invarians tu-
lajdonséaga pedig az, hody> m — 1. A ¢ m-t8l k-ig teljesil,v annak megfelélen
igaz vagy hamis, hogg-ra ¢ igaz-e, és végiil még azt is megkoveteljik, hégsiott
nincsé tulajdonsagu hely, azaz

P=QANE>m—-1A@(m,k,...)A

v=73i € [m.k]: (i) AVj € [m..i—1]:=6(5)).
A ciklusfeltétel:—v, mivelv A P = R.
Ebben az esetba’-nek valaszthato:

Q' =QANk=m—1ANp(m,k,...)A-w).
A termindléfliggvény a kdvetkéz az ebfeltétel miatt 1étezik olyanV egész szam, ami
nagyobbn-nél, és igaz ra; legyen
t=(N-k),

ami P A\ —v esetén biztosan pozitiv.
Most is szekvenciaként hatarozzuk meg a ciklusmagot. A szekvencia masodik fele
legyen
kvi=k+1,0(k+1)

és
"= (If(kyvi=k+1,6(k+1),P) At =tg) = PRRHLvoltl) A g — .

Mivel
Prektlo=d(tl) — (QAE+1>m—1Ap(mk+1,...) A
dk+1)=3Fi€m.k+1]:50)AVY] € [m..i —1]: =8())),
haP A At = tg teljesll, akkorQ” teljesiléséhez mar csak az kell, haglmn, k +
1,...)isigaz legyen.
Tehat, kildvitve a paraméterteret is egy egész és egy’ logikai komponenssel,
mar csak a kovetkézkét programot keressuik:

Q = lf(ShQ/)
és

PATAk=K Nv=v =1f(S2,p(m,k+1,...)Nk=kK ANv="1").
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Tehat a megoldbprogram séméja:

Q/ s,
Q - ,
ATNAt =1
S, i 0
Q//
kov:=k+1,0(k+1)
R PAt<ty

12.2.1. Osszegzés feltételig

Legyenek adottak af : Z — Z ésf : Z — L fuggvények. Tegyuk fel, hogy létezik
i > m, amired igaz. Feladatunk az, hogy az adettt6l az el$ olyani-ig, amelyred
igaz, 6sszegezzik gzfliggvény értékeit. Specifikaljuk @zor a feladatot.

A=7 X Z
m S
B=17Z
m’
Q:(m=m'ANTj>m:5()))
a(m,d)
R:(QAs= 3 f())

j=m

Ebben az esetben tehat

j=m

vagyis ugyanaz mint az intervallumos 6sszegzésnél volt, ézémek valaszthatjuk a
k,s,v:=m — 1,0, hamis értékadast é§,-nek ugyanazt, mint amit az intervallumos
0sszegzésnéd:= s+ f(k+1).

Tehéat kimondhat6 a kdvetkézétel:
Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt
feladatnak:

Q k,s,v:=m — 1,0, hamis PAmA
Q' -0 t=to
s:=s+ f(k+1)) Q"

kovi=k+1—6k+1) [P A
R t <ty

12.2.2. Szamlalas feltételig

Legyeneks ésé az egész szamokon értelmezett logikai fliggvények. Tegyuk fel, hogy
létezik: > m, amelyred igaz. A feladat az, hogy szamoljuk meg, hany helyen igaz
azm-t6l az el® olyani-ig, amired igaz.

A:ZXNQ
m d
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B=7
m/
Q:(m=m'ANFi>m:6(i))
a(m,d)

R:(@Nd= 3 x(B(2)))

i=m
A feladat megoldasa analdg az 6sszegzeés tételénél leirtakkal.
Tétel: Az aldbbi, struktogram forméaban megadott program megoldéasa a fent specifikalt
feladatnak:

Q

o k,d,v:=m —1,0, hamis PATA
-v t:to
\ Bk+1)
di=d+1 | SKIP Q"
kovi=k+1,0k+1) PA
R t<to

12.2.3. Maximumkeresés feltételig

LegyenH egy tetsbleges rendezett halmaz ¢s Z — H egy adott fliggvény ésaz
egész szamokon értelmezett logikai fliggvény. Tegyik fel, hogy |étezik:, amired
igaz. Feladatunk az, hogy az-t6l az el$ olyani-ig, amelyred igaz, keressiik meg az
f fuggvény maximumat és egy olyan helyét, ahol ezt a maximumértéket felveszi.

A=7 x7Z x H
m 1 mazx
B =7

ml

Q:(m=m'A3i>m:d(i)mbox)

R:(QNi€ [m.a(m,d)] Amaz = f(i) AVj € [m..a(m, )] : f(§) < f(i))
Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt
feladatnak:

Q i, k,mazx,v :=m,m, f(m),d(m) PATA
Q' v t=1o
\ flk+1) > mazx \ f(E+1) <mazx
i,maz:=k+1, f(k+1) SKIP Q"
kyvi=k+1,0(k+1) P
R t <t

12.2.4. Feltételes maximumkeresés feltételig

LegyenH egy tetsbleges rendezett halmaz ¢s: Z — H egy adott fliggvény.
Legyeneks éso az egész szamokon értelmezett logikai figgvények. Hatarozzuk meg
a[g] N [m..a(m,d)] halmaz felett, ha az nem Ures, AZliggvény maximuméat és a
halmaz egy olyan elemét, amely¢ra maximumeértékét felveszi.
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A=7Z x7Z x H xL
m 7 max l

B=2Z

ml
Q:(m=m'ANTj>m:46(j))
R: (QAl=(Fie€m.aim,0)]:p#) Al — (i€ [m.a(m,d)]ABE)A
maz = f(i) AYj € [m..a(m, )] : B7) — (£(G) < £(0))))
Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt
feladatnak:

Q k,l,v:=m — 1, hamis, hamis
@ k#mn PATA
B+ D] B+ )AL | Bk +1) Al t=t

\f(k:—i—l)zmax\f(k:—i—l)gmax
SKIP l,i,max := i, max = SKIP
TLh+Lfk+1) | ka1, fk+1) Q"

kyvi=k+1,6(k+1) PooA
R t<to

12.2.5. Lineéris keresés

Most egy kicsit eltériink az altalanos sématdl, és tébb specialis esetet vizsgalunk meg.
Legyens : Z — L adott tulajdonsag. Az disfeladat az, hogy keressiik meg azt a
legkisebhg tulajdonsagu egész szamot, amely nem kisebb, mint azadet?Z szam,

feltéve, hogy van ilyen.

A=7Z x7Z
m )

B =7
m/

Q:(m=m'ATj>m:pL()))

R:(QAi>mAB3E)AVY) € [m.i—1]:=56(5))

A feladatot ciklussal oldjuk meg. Az invarianshoz gyengitjiik az utéfeltételt, el-
hagyjuk beble 5(i)-t:

P=(QANi>mAVYje[m.i—1]:-0(j))

) Q=(@Ai=m)
2) ™ =—p(i)

3) LegyenN > m tetsBlegesen rogzitett olyan szam, amelgfeV) igaz (ilyen az
eléfeltétel miatt Iétezik). Ekkot = N — 4.

5) Azi:= i+ 1 értékadas csokkenti a termindléfiiggvény értékét.

4) PANm=1f(i:=i1+1,P)
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Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt
feladatnak:

Q :
Q’ 17:=Mm
ﬁ (Z> PAT
] ii=i+1
R P

A fenti program csak akkor megoldasa a feladatnak, h@ dulajdonsag
megengedett feltétel. Ha ez nem igy van, akkor méasik megoldast kell keresnink.
Valasszuk az aldbbi invarianst (a feladat marad ugyanaz!):

P=(QAi>m—1ANj€[m.i—1]:-6()ANl=73Tj€[m.i]:B())
Ekkor:

1) Q' =(QANi=m—1A1l= hamis)
2) m=-l

3) LegyenN > m tetsdlegesen rogzitett olyan szam, amelg(éV) igaz (ilyen az
eléfeltétel miatt létezik). Ekkot = N — .

5) Azi:=1i+ 1 értékadas csokkenti a terminaldfiggvény értékét.

4) A ciklusmag szekvencia lesz, melynek kozffifisltétele:
Q'=QANi+1>m—1A(j € [m..i:=8() Al=3Tj € [m.i+1]:5())),
és igy a ciklusmag elsfele azl := (i + 1) értékadas lesz.

Tétel: Ekkor az alabbi program is megoldasa a specifikalt feladatnak.

Q/ L,l:=m—=1,]
Q -
- PAT
l:=0(i+1) 0"
ti=1+1
R P

Legyenek adottak &,6 : Z — L és azm egész szam. Jeldljuk-val a~ Vv 6-t,
és tegyuk fel, hogy létezik > m, hogy 5(j). Keressiuk meg a legéls > m : (i)
elemet (ha van olyan), amelyé (m-t6l kezdve) nem volt igaz! Ennek a valtozatnak
mar a specifikacidja is més lesz, hiszen a feladat is megvaltozott.
A=7 x7Z x L
m % U
B=17

m/

Q:(m=m'ATFj>m:B()))
R:(QANu=3j=>m:v()AVk € [m..j—1]:=6(k))A
u— (i >mAvGE)AVY) € [m.i—1]:-08(5)))
A feladatot megoldé ciklus invaridnsa:
P=@QAi>m—-1Au=(3j€[m.id:v(y))Av=(3j €[m.i]:5())A
Vj € fmei — 1] : =()
Ekkor:
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1) Q' =(QANi=m—1Au=hamis ANv = hamis)
2) m=-uA-w

3) LegyenN > m tetsdlegesen rogzitett olyan szam, amelg(éV) igaz (ilyen az
eléfeltétel miatt 1étezik). Ekkot = N — 1.

5) Azi:=i+ 1 értékadas csokkenti a terminéléfliggvény értékét.
4) A ciklusmag szekvencia lesz, melynek koziiifisltétele (f (i := i + 1, P)):

Q'=@QANi+1>m—-1Au=(3j € [m.i+1]:7())A
v=(3j€[m.i+1]:6(4))AVj € [m.i]:=8(7) Nt =ty),

és igy a ciklusmag efsfele azu, v := (i + 1), (¢ + 1) értékadas lesz.

Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt
feladatnak:

Q

hL,u,v:=m-—1,],| PATA
!/
Q —u A —w t=to
N ; Q//
u,v:=7(+1),6(i +1)
i—i+1 P
R t <tp

Megjegyzés: A lineéris keresés fenti harom valtozatét rendieedaris keresés 1.,
2., 3. valtozatanak is szoktuk nevezni.

12.2.6. Tételek masképpen

A fejezetben szerepltételeket kimondhattuk volna kicsit mas formaban, formakban
is. Ezzel a tételek kildnféle valtozatat kaphatjuk. Nézziink néhany példat!

Eddig a ,feltételes” tételeinket Ugy fogalmaztuk meg, hagyeljestlésétn-tol
az el ¢ tulajdonsagu helyig koveteljik meg, ezb aulajdonsagu helyet is beleértve.
Kimondhatnanldket Ugy is, hogyp teljesilésétn-t6l csak a-¢ tulajdonsagu helyekre
koveteljik meg.

Tegyuk fel, hogydi > m — 1: §(i), és legyen

a'(m,d) i=maz{z—1€Z|xz>més-i(x)}.

A=7 x
m
B =7 x

m .

Q:(m=m'ANJi>m:(i))

R:(QAp(m,a/(m,5)...))

A megoldas nagyon hasonlo lesz a#ahoz, csak az invaridns tulajdonsagban
[m..k] helyett[m..k + 1] szerepel

Pr=Q@QANk>m—1ANp(m,k,...)A

v=3i € [m.k+1]:6(i)AV] € [m.i—1]:-4(5))
és@’-ben pedig-v helyettv = §(k)
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Qi =QNk=m—1ANp(m,k,...)ANv=>25(k)).

Innen kezdve a levezetés teljesen azonos médon megy, és a megoldéprogram
sémaja:

Q 5
Q' -~
PATAt =t
So
Q//
kvi=k+1,6k+1)
R PAt <ty
ahol S; specifikacitja
Q= 1f(S1,QY),
ami azt jelenti, hogy a konkrét tételekbe.,v := ... hamis helyett... v :=

..,0(m) kerul.

Egy masik lehdiség valtozatokra: az ebben és dizélrészben szereplprogra-
mozasi tételeket megfogalmazhattuk volna altalanosabban is.

A fuggvényeket értelmezhetjik az egészek helyett egydleges, olyan halmazon,
amelynek minden elemének van rakoévetiez succ) és megdzbje (pred). Ez semmi
kulonos problémét nem okoz, csakt- 1 helyettsucc(x)-et, z — 1 helyettpred(z)-et
kell irni.

Kicsit bonyolultabb a helyzet, ha csak azt tessziik fel, hogy a halmaz barmelyik
eleméldl megkaphatjuk barmelyik elemétaucc) vagy a(pred) véges sokszori alka-
Imazasaval, ami egyébként sokszdifetdul6 eset a gyakorlatban. A megoldas ebben
az esetben hasonlo,/aés aQ)’ moédositasaval (§; programot specifikalunk.

12.3. Bonyolultabb feladatok

Ebben a részben néhany kevésbé egyszerii tételt vezetiinkderblan azért, hogy
megmutassuk, 6sszetettebb feladatok esetén is hasznalhat6 a levezetés, masrészt az igy
kapott tételek is elég fontosak.

12.3.1. Logaritmikus keresés

LegyenH egy olyan halmaz, amin értelmezve van egy rendezési relacio. Lefyyen
7, — 'H monoton névekedifliggvény. A feladat az, hogy dontsik el Afliggvényol,

az adottfm..n| C Z intervallumon felveszi-e & € H adott értéket, és ha igen, akkor
adjuk meg az intervallum egy olyan pontjat, ahol a fliggvényérték

A=7 X7Z x H xZ x L

m n h 1 l
B=7 x7Z xH
m' n N

Q:m=m'An=n'Ah=WKNAm<n+1AVk,je [m.n]:
(k <j) = (f(k) < £(4)))
R:(QANl=3jem.n]: f(j)=h)ANl— (i € [m..n]A f(i) =h))
A monotonitast felhasznélva az intervallumot mindkét végszikitjik az invari-
ansban:
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P=(QA[u.v] C[m.n]AYj € [m.n]\ [u.v]: f(j)#hA
I — (i €u.v]Af(i) =h))
Ekkor:

1) Q' =(Q@ANu=mAv=nAl=hamis)
) mr=-lANu<w

3) Informalisan fogalmazva jeldljea még megvizsgalandé elemek szamat. Ezt egy
esetszétvalasztassal adhatjuk meg:

£ = v—u-+1, ha-l;
10, hal.

4) A ciklusmag legyen egy szekvencia, melynek kozbfddtétele:

Q" =(Q A [u..v] C [m..n] AVj € [m.n]\ [u..v]: f(§) Zh A
=l (i€ [u..v]))

Ekkor a szekvencia didele lehetne az: € [u..v] értékkivalasztas. Hatékonysagi
szempontokat is figyelembe véve azonban valasszuk az intervallum kédéps
mét:i := [(u + v)/2]. A ciklusmag masodik felében harom eset lehetséges:

— f(i) < h: ekkor azu := i + 1 értékadas az invarianst megtartja;

— f(#) = h: ekkor megtaldltuk a keresett elemet, tehat igaz;

— f(4) > h: ekkor av := i — 1 értékadéas az invarianst megtartja.

5) Egyszeriien ellditizheB, hogy a fenti elagazas mindharom aga cstkkenti a ter-
mindéléfuggvényt.

Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifikalt
feladatnak:

Q/ u, v, L :=m,mn, |
@ SlAu <o
i = [(u+tv)/2] PATAE=to
\ fi) <h \ f@@)=h \ f(i)>h @
ui=1+1 l:=7 vi=1—1
R PAt <ty

12.3.2. Visszalépéses keresés

LegyenN € N, ésN > 1. LegyenekU; (i € [1..N]) tetsdleges véges, legaldbb
kételeml halmazokl(< o; = |U;| < 00). U = Uy X -+ X Uy.

Legyenp : U — L, amely felbonthat®; : U — L (i € [0..N]) tulajdonsagok
sorozatara az alabbi médon:

1. 0o = igaz;
2. Vi€ [0.N —1]:Vu € U : gj11(u) — 0i(u);
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3. Vie[l.N]:Yu,v e U: (Vj € [1..d] : uj = v;) — 0i(u) = 0;(v);

4. 0= onN-.

A feladat annak eldontése, hogy Iétezik-e olyan elérhan, amelyre teljesil a
feltétel, és ha igen, adjunk meg egy ilyen elemet.

A=UxL

U l
B = {x}
Q: Igaz

R:(I=3weU:ow)Al— (uelUAo(u)))

Szdmozzuk med/ elemeit a kdvetkéz médon. Mindenl; halmaz elemeit sz&-
mozzuk meg nullatéb; — 1-ig. EzutdnU mindenu eleméhez van egyiy, ..., in)
rendezettV-es, amelyre, = (u;,, ..., u;, ), ahol0 < i3 < o1,...,0<iy <on.E
megszamozas egy lexikografikus rendezést defifial

LegyenN = [0..0;7 — 1] X -+ x [0..0y — 1]. Ekkor a fenti megszamozas egy
bijekciot 1étesitN ésU kozott. Jeldlje ezt an” — U leképezésp.

Vegyuk észre, hogy a&” halmaz elemei felfoghaték vegyes alapi szamrendszer-
ben felirt szamként is. Ez alapjan egys ' N-es szamértéke:

N
fw) = > vi-Q,  ahol
=1

N
Q = [ s Gelr.N).

j=i+1

A bevezetett jelolésekkel a feladatot Gjra specifikaljuk, és most mar megkdvetel-
hetjik azt is, hogy ha létezik keresett tulajdonsagu elem, akkor @dys adjuk meg:

A=N xL
v l

B = {x}

Q: Igaz

R:(l=3ueN:o(p(p)A
I — (o(p)) AV e N = f(p) < f(v) — —o(p(p))))

Ha nem hasznaljuk ki a specialis tulajdonsagait, akkor a fenti feladat megoldhat6
lineéris kereséssel,[@..|N| — 1] intervallumon. Vizsgéaljuk meg, hogyan hasznalhat-
nank ki o specialitasat! Nevezetesen azt, hogy & tulajdonsaga miatt, ha;(¢(v))
igaz, g;11(p(v)) pedig hamis, akkor minden olyari € N-re, amelynek esi + 1
komponense megegyezikels) i + 1 komponensévep; .1 (p(v')) is hamis lesz.

Legyeney = (0,...,0) € N ésVi € [1..N] : ¢; € N olyan, hogyj € [1..N] \

{i} : &, = 0 €sg;, = 1. Nyilvanvalo, hogyf(so) = 0, f(en) = 1 €sVj € [1..N] :
f(Eq) = Qi.

Egészitsik ki a-t egy ,tdlcsordulasbittel”, amelynek 1 értéke azt jelzi, hagy
értéke mar nem ndveltiet

Terjesszik ki az fliggvényt az alabbi modon:
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f:{O,l}X./\/'HNo,

fvo,v) = Vo*Qo+Zvi-Q,;, ahol:
=1

N
Q() = H gj.
Jj=1

Ezeket a jeloléseket hasznalva definialjuk az 6sszeadas miveletéthadt elem
kozott.

I//+l/,/ — V/// PN f(V/)+f(1///) :f(VO,V///)

Most mar megfogalmazhatunk egy egyszer(, de fontos allitast, ami alapjan kihasznal-
hatjuk a megoldas soranspecialis voltat.

12.1. allitas: Legyenv € N, valamilyeni € [1..N]-re—o;(¢(v)), ésVj € [i+1..N] :
v; = 0. Ekkor¥u-re, ami nagyobb, mint, és kisebb, mint + ¢;, —g;(p(v)).

A kovetkedkben a vegyes alapu szamrendszerbeli szamot tipusnak tekintve
definidlunk két tipusmiveletet is, a fenti allitast is figyelembe véve.

Az elsh mliveletr megndvelése,,,-mel.

Anbvel = N X NO X {071}

v m 1y
Bnével = N X N(]
V/ m/

Qniver : W=V Am=m'Am' € [1.N]AVi € [m' +1.N]:v; =0)
Rusver - (v, V) =V + e A € [0..m/] A
Vie[m+1.N]:v; =0Av, #0)

A megoldas egy ciklus, amelynek invarians tulajdonsaga:
Prsver : (f(v) +v0 % Qm = f(V') + Qv Am € [0..m/] A

Vie[m+1.N]:v; =0AVie[l.m—1]:v; =)
Ciklusfeltétel:vg # 0 A m # 0, és a terminalofiiggvényy + m.
Ekkor a megoldoprogram:

novel (vg, v, m)]

vy =1
l/o7é0/\m$é0

\ Um = 0Om — 1

m,Vpm :=m—1,0 ‘I/o,Vm =0,vpm +1

Definidljuk a méasik mlveletet is, amely amellett, hogyp(v))-t eldonti, azt a
legkisebb indexet is megadja, amelyiép(v)) hamis.

Aperes = N x Ny x L
v m l
Bk‘eres = N X NO

v m



130 12. PROGRAMOZASI TETELEK (LEVEZETES)

Qreres : (v =V Am=m' Am’ € [L.N] A g —1(p(v)))
Rkeres . (V - I/ ANl = g((p(y)) A
=l — (m € M. .NIA om-1(0®)) A —0m(p¥))A
l—m=N))

Ennek a feladatnak a levezetése majdnem azonos a linearis keresésével.

keres(v,m,1)

m,l:=m —1,igaz
INm#n

= omt1(p(v))
m:=m+1

Megjegyezzik, hogy az utéfeltétel utolsé sora esetiinkben folésleges, de a vissza-
lépéses szamlalasnal majd épitlink ra.

Mindezek birtokdban mar egyszerii lesz a megoldéprogram levezetése. Legyen az
invarians tulajdonsag:

P=(VpeN:0< f(0,p) < flro,v) = —ole(u) Al = olp(v)A
=l — (Vo =1Vm € [1.N] A =0m(p®)) A om—1(0(¥))A
Vie [m+1.N]:v; =0))

A ciklusfeltétel és a terminalofiiggvény kézenfékwmoédon adddik=-I A vy = 0 és

N
H 0j 7f(1/07l/)'
j=1

Az invarians tulajdonsag teljestilését a
Q/:(V:e’:‘o/\l/o:()/\

I = 0(¢(e0)) A=l — (m € [L.N] A= (p()) A om-1(2(1))))
garantalja.

Q'-t egy szekvenciaval érjiik el, amelynek a kézBitldajdonsaga
Q'=WwW=eggANvg=0Am=1).

A Q"-bBl kovetkezikQreres, €Z€rt @ szekvencia masodik tagjanakeaes(v, m,1)-
t valasztva teljestiRy.,.s, amibdl pedig kdvetkezik)'. Természetesen a szekvencia
el tagjanak a, vy, m := ¢¢, 0, 1 értékadast valasztjuk.

A ciklusmag levezetése is egyszeFi m-bdl kdvetkezikQ,, 5., €z€rt a ciklusmag
el feléneknovel (vy, v, m)-t valasztva igaz les®,,;,c;, Ot P-t és a 12.1. allitast
figyelembe véve az is igaz, hogyy € NV : 0 < f(0,u) < f(vo,v) — —o(p(p)).
Abban az esetben, hg = 1 isigaz,P is teljesil. Hayy = 1, akkor még

-l = o(p(¥)) A

Sl — (v =1Vm € [L.N]A=9n(p®)) A om—1(e(V)) A
Vie[m+1.N]:v =0)
teljestilésédl kell gondoskodni, de ehhe&y....s mar elég lenne, az pedig igaz lesz
keres(v,m,l) utdn, merQy.,.s igaz volt.

Mivel novel (v, v, m) nyilvan csdkkenti a terminalofiiggvény értékeét, a kdvetkez

program megoldasa a feladatnak:
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v, vy, m = €g,0,1

keres(v,m,l)

=lAvy=0

novel (v, v, m)

\ V():O
keres(v,m,1) ‘ SKIP

12.3.3. Visszalépéses szamlalas

A visszalépéses kereséshez hasonl6an tobb visszalépéses technikat alkalmazé algorit-
mus is levezethét példaul a visszalépéses szamlalas.

A:NXNO

v d
B = {x}
Q :Igaz

R: (dz < (ZVO’V) Q(w(u)))

A feladat megoldasa most is egy ciklus lesz, amelynek az invarians tulajdonsaga

P=(d= . (ZVO’U) ol () A

(vo=1Vme[L.N]Agm-1(p®)) AVi € [m+1.N]: v, =0)).
Az invaridns mésodik sora garantalja a 12.1. alliths alkalmazhat6sagéat. Most az
invarians teljesilését egy szimultan értékadassal érhetjikebn, d := ¢y, 0, 1, 0.
A ciklusfeltételvy, = 0 lesz. A termindléfliggvény ugyanaz, mint a visszalépéses
keresésnél.
Az invarians tulajdonsaghbol kovetkeziRyq,.s, ezértkeres(v, m,l) Utdn Rycrcs

igaz lesz. Hanl, akkor( < (EVO’V) o(e(p)) = u< (EVO,V) Q(‘P(M)))egyébként
( < (27:/(),1/) o(p(u) +1= w < (zjjo’y) o(p())

Végul, andvel(vy, v, m) megtartja az invarians tulajdonsagot a 12.1. allitas miatt,
és csokkenti a terminélofiggvény értékét. Megjegyezzik, hogy itt hasznaltuk ki azt,
hogy a keresési feladatbaly(v))) esetén is meghatéaroztuk, mi legyerértéke.

v, vy, m,d :=¢€g,0,1,0

VOZO

keres(v,m,1)
l
\
di=d+1 | SKIP

novel (v, v, m)
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12.4. Fuggvényertek kiszamitasa

A tovabbiakban bizonyos specidlis fliggvények helyettesitési értékének kiszamitasaval
fogunk foglalkozni. Tegytik fel, hogy van egy: X — Y fliggvénylnk, ahoX ésY
tetsdleges halmazok. A feladat specifikacidja tehat:

A=X xY
z Yy
B=X

.I/

Q:(x=2")

R: (y= f(a))

Természetesen az:= f(x) értékadas megoldasa a feladatnak. Ha ez az értékadas
nem megengedett program, és semmi mast nem tudunk a flug@liéakkor a

megoldéprogram éAhllitasarol sem tudunk mondani semmit. Ezért az elkdvétkez
ben tovabbi feltételezésekkel fogunk élni.

12.4.1. Fuggvénykompozicioval adott fliggveny
kiszamitasa
Tegyuk fel, hogyf = hog,aholg: X — Z ésh : Z — Y flggvények.
Ekkor a feladat megoldasa egy szekvencia leszOMitiiik az allapotteret egy Gjabb

(Z tipusu) komponenssel, melynek valtozoéja legyeA szekvencia kozbisfeltétele
legyen

Q" (z=g(@").

Tétel: A kompozicid helyettesitési értékét kiszamitoé program:

g(z)
h(z)

Z
Yy

12.4.2. Esetszétvalasztassal adott flUggvény kiszamitasa

Legyenekry, ma, ..., m, : X — L feltételek égy1, g2, ..., 9, : X — Y flggvények,
és tegyuk fel, hogy a; feltételek lefedik azX halmazt. Legyerf : X — Y az aldbbi
maédon definialva:

g1(z), ham(z);

g2(x), hamy(zx);

gn(z), ham,(z).
Az elagazés elsfeltételef definicioja miatt teljesiil. Az := g;(x) értékadasok
garantaljak a masodik teljesiilését is.
Tétel: Az esetszétvalasztassal adott fliggvény értékét kiszamol6 program:

1 (2) \ o () L T (2)

y:=g1(x) Yy = g2(z) e Y = gn(z)
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12.4.3. Rekurziv formulaval adott fliggvény kiszamitasa

LegyenH egy tetsdleges halmaz; > 0 egy egész szam, tovabba: Z x H* — H
fuggvény,to,t_1,...,t_r11 € H rogzitett, és definidljuk af : Z — H parcialis
fuggvényt az alabbi médon:

f(m) = tOv
fim=1) = t_y,
fm—k+1) = t_pyi;

tovabbav: > m:
faG+1)=F@GE+1,f3G0),...fG—Ek+1)).
Feladatunk az, hogy meghatarozzukfaiiggvényn > m helyen felvett értékét.
A=7Z xX7Z x Hx Hx ...x H

m n Y to R ]
B=7 x7Z xHx...x H
m' n Ot th+1

Q:m=m'An=n"An>mAtg=1t4A- Nt_pp1 =t'—k+1)
R:(QANy=f(n))

Ez a feladat is a fejezet elején targyalt intervallumos feladatok kozé tartozik. Leve-
zetése ennek megfefen ugyanudgy torténik. A ciklus invarians tulajdonsag®)’ &s
aQ"

P=(QAi€[mn]Ay=f(i)y—1=fli—1)A - Ay_ger=f(i —k+1)),

Q/ = (Q/\i:m/\y:to/\y_l =t 4N - ANY_ky1 :t_k+1),

Q'=@Q@QnNi+1lemn]Ay=fl+1)Ay_1=f@E)A...

ANyY—i1 = f(i —k+2)).

AZ iy, Y_1,.,Y_ka1 = 0,t0,t_1,..,t_gy1 SZimultan értékadag-bol Q’-be jut,
ésP A m-bbl kovetkezik

Zf(% Y—-15 - Y—k+1 = F(Z +1, Yoo y7k+1>7 Y- y7k+2)a Q”)'

Varians fuggvénynek — i-t valasztva az := i 4+ 1 értékadas csokkenti azt.

Tétel: Az alabbi struktogrammal adott program megoldasa a specifikalt feladatnak:

Gy Y1y Ykl 2= Myto, b1, ot gg1
Y Y—1,-Y—k+1 = F(Z + 17y7 "'7y—k+1)ay7 "7y—k+2)
=1+ 1

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatb&nnagyon sokszor egyehlkeggyel, ezért erre
az esetre kulon is felirjuk a megoldoprogramot.

1,Y = m,tg
1#n
y:=F@G+1,y)
1:=1+1
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12.4.4. Elemenként feldolgozhato6 figgvény

A tovabbiakban legyenell; és H, tetsdleges halmazokX ésY pedig az alabbi
forméban felirhaté halmazok:

X = Xix..xX,,

Y = Y x..xY,,
aholVi € [1.n] : X; = {z € p(H;) : || < oo}, azazF(H;) ésVi € [1.m] : Y; =
{y € p(H2) : |ly] < o}, azazF(Hz). Amint az a fenti leirasbdl kiderll, aX az
0sszes olyan halmar-est tartalmazza, amelyeknek minden komponense az Hdott

halmaz véges részhalmaza. Hasonl6éany aglemei pedig az olyan halmaz-esek,
amelyekH,-beli véges részhalmazokbdl allnak.

12.1.DEFINICIO : TELJESEN DISZJUNKT FELBONTAS
Azt mondjuk, hogyz,z € X teljesen diszjunkt felbontasac X -nek, ha
I) Vi € [ln] X =T Uii és
i) Vi,j e [1’(7,] 1T ﬂfj = 0.
Vegyuk észre, hogy h& egydimenzids, akkor a teljesen diszjunkt felbontds meg-

egyezik a diszjunkt felbontassal, de tdbbdimenzids esetben a teljesen diszjunkt felbon-
tas egy joval @isebb feltételt jelent.

12.2.DEFINICIO : ELEMENKENT FELDOLGOZHATO FUGGVENY
Legyenf : X — Y. Ha mindenz € X mindenz, 7 teljesen diszjunkt felbon-
tasara
i) Vie[l.m]: fi(z) U fi(T) = fi(x) és
i)y Vie[l.m]: fi(Z)N fi(Z) =0,
akkor f -et elemenként feldolgozhaténakvezzik.
Példa: LegyenH egy tetsbleges halmazX; = Xo =Y = {z € p(H) : |z| < oo},
f:XixXo =Y, f((x1,22)) = x1 Uxs. Ekkor f elemenként feldolgozhato, ugyanis

tekintsiik az(xq, x2) halmazpér egy tetéteges(z1, z2), (z1,x2) teljesen diszjunkt
felbontdséat. Ekkor a teljesen diszjunkt felbontés definicidja alapjan:

TIUT = 21, T2UZy = o9
TINT, = 0, ToaNZTy = 0
T1NTy = (Z), ToNT1 = 1]

Vizsgaljuk most meg az elemenként feldolgozhatésag két kritériumat:

1. f((x1,22)) U f(z1,22)) = (F1 UT2) U(F1 UTa) = (71 UT1) U (T2 UTo) =
x1Uzg = f((21,22)),

2. f((z1,22)) N f((21,22)) = (T2 UT2) N (F1 UT2) = (T1 NT1) U(T1 NT2) U
(T2aNT1) U (T2 NTo) = 0.

Tehat a — kétvaltozds — unié elemenként feldolgozhatd fiiggvény.
A kovetked tételt gyakran fogjuk hasznalni arra, hogy elemenként feldolgozhatd
fuggveényt definialjunk.
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12.1.TETEL: ELEGSEGES FELTETEL ELEMENKENTI FELDOLGOZHATOSAGRA
LegyenX = X; X ... x X,,, Y =Y; x .. x Y,,, X; = F(Hy) i€ [l.n]és
Y, =F(Hz) i€[l.m].

Az f : X — Y flggvény elemenként feldolgozhat6 ha

Vjel.m]: fi(z1,...,2,) = U fi(s1(e),- .., snle))

ecxriU---Uxy
és
Va,bex U ---Uxp,a#b:
Vj e [l.m]: fi(si(a),...,sn(a)) N fi(s1(D),...,sn(b)) =10,
ahol

Vi € [1.n] : si(e) = { ?e} E:Z g Z’

Bizonyitas: A tétel egyszeriien kdvetkezik abbdl, hogyha teljesen diszjunkt fel-
bontasar-nek, akkor

(flU--~UTn)U(ﬁU~--U$:n)leu---an

(TTU---UTy)N(TTU---UT,) =0.

O

A tovabbiakban az elemenként feldolgozhato fiiggvények helyettesitési értékének
kiszamitasaval fogunk foglalkozni.

Miel6tt belekezdenénk a feladat specifikalasaba és megoldasaba, bevezetiink két
olyan, halmazokra vonatkoz6 parcialis értékadast, amelyeket aztdn a megolddprogra-
mokban primitiv miveletnek tekintink.

e LegyenH egy tetsbleges halmaz, és definialjuk dz € F(H)x H— §(H)
parcialis fuggvényt:
fr(h,e) =hU{e} hae ¢ h.
e Ugyanezt a jeldlést hasznaljuk akkor is, fla:€ §(H) x §(H) — F(H) és

]"’G(h,g):hUg7 hahng=10.

e Hasonlbéan, legyeit! egy tetsbleges halmaz, és definidljuk gz :€ F(H) x
H — §(H) parcidlis fuggvényt:

f~(h,e) = h\ {e}, hae € h.
e Ebben az esetben is, ifa :€ §(H) x §(H) — §(H) parcialis fuiggvény:
f~(h,g) =h\g, hag C h.

A fenti figgvényeket kiszamitd := fG(h,x), illetve h := f~(h,x) parciélis
értékadasokat a tovabbiakban= h U z-szel ésh := h ~ z-szel fogjuk jeldIni.
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Egyvaltozos egyértékl eset

El6szor vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor mfidmind Y egykomponenst(, azaz
m = 1 ésn = 1. Ekkor azf fiiggvény egy halmazhoz egy masik halmazt rendel.

A=X xY
x Yy
B=X

x/

Q:(z=2a)
R:(y=[f(a'))
Oldjuk meg a feladatot ciklussal: az invaridnsban azt fogalmazzuk meg, hagy az

halmaz a még feldolgozandd elemeketydmimaz pedig a mér feldolgozott elemgk
szerinti képeinek unidjat tartalmazza, azaz

P=(Uflz)=f@)rynflz)=0).

Vizsgaljuk meg a ciklus levezetési szabalyanak feltételeit:

1) Q-b6l azy = (0 fennallasa esetén kovetkezik ezért a ciklus elé ag := ()
értékadas kerul.

2) Azinvariansbolf (z) = 0 esetén kovetkezik az utofeltétel, am ez jé eséllyel nem
egy megengedett feltétel (hiszen épgfeat akarjuk kiszamitani). Vegyik észre
azonban, hogy elemenkénti feldolgozhatésaga miatt= () eseténf(z) =
is teljesil (az Ures halmaznak két Ures halmaz egy teljesen diszjunkt felbontasa).
Tehat a ciklusfeltételr = (x # 0).

3) Ha(a ciklusfeltétel szerint) nem Ures, akkor terminélofiiggvénynek valaszthaté
x SzZamosséga, azéz |x|.

5) x szamosséagat ugy tudjuk csokkenteni, ha elhagyuriddelby — benne lév—
elemet. Ezt megtehetjik az imént bevezetett parcialis értékadassal: ~ e.

4) Irjuk fel a fenti parcidlis értékad&B-re vonatkozo leggyengébbiééltételét:
Q" (U fe\{e}) = fF@) Ayn fla\{e}) =Dneea)

Jél lathato, hogy e? A w-bbl nem kdvetkezik. Vegyiik azonban észre, hogy ha
e egyz-beli elem, akkoKe} ész \ {e} z-nek egy teljesen diszjunkt felbontasa,
tehatf elemenkénti feldolgozhatésaga miatt:

flen) U flz\{e}) = [fl(o)
fdehnfl@\{e}) = 0

igy azy ==y U f({e}) értékadas mar majdnem elegéndiszen

=y 0 f({e}), Q") = U f{eh) U fl\{e}) = f(=') AlyU F({e)) N

fx\{e}) =0Aree€Eu).

Ezt a feltételt 6sszevetvB A w-vel lathatd, hogy mar csak aze «x allitast kell

teljesitentink. Ezt viszont megtehetjikaz x értékkivalasztdssal, amelynek a
fenti allithsra vonatkoz6 leggyengéblbfeltételeP A .
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Tétel: Ekkor a kévetke@ program megoldasa a specifikalt feladatnak:

Ql y:=10 PATA
Q x# 0 t=1o
ecx Q/H
y:=yU f({e}) Q"
ri=xc~e PooA
R t<tg

Bizonyitas: A tétel a fenti levezetési kdvetkezik.

Kétvaltozds egyértéki eset

Legyenf: X xY — Z (X,Y, Z C §(H) elemenként feldolgozhat6 fliggvény.
A=X xY x Z

x Y z
B=XxY
l'/ y/
Q:(@=a"Ny=y)
R:(z=f(2",y))
Tétel: Ekkor a kévetke@ program megoldasa a specifikalt feladatnak:
z:=10
rEOVYy#D
e:€ (zUy)

\ ecxhedy \ ecxNecy \ e¢rhecy

zi=20 f({e},0) |z:=20f({e}{e}) | 2:=20 £(0,{e})

ri=rx~e xZ

xT

1

e yi=y~e

yi=yxe

Bizonyitas: A tétel az egyvaltozés esettel analég modon levezéthet invarians tu-
lajdonsagnak az alabbi allitast:

P=(zUf(z,y) = fa",y) Az f(z,y) =D A
@\z)Ny=0A (" \y)na=0),
termindléfuggvénynek pedig= |z U y|-t valasztjukJ

Egyvaltozés kétértékil eset

Legyenf: X =Y xZ (X,Y,ZCF(H), f1: X =Y, [2: X > Z f=(f1,/2))
elemenként feldolgozhaté fliggvény.

A=X xY x Z
T Y z
B=X

1,/
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Q:(z=2a)

R:(y=f") Nz =fa(z'))
Tétel: Ekkor az alabbi program megoldasa a specifikalt feladatnak:
y,z2:=0,0

z#0
e:ex

y.z:=y U fi{e}), 2 U fa({e})

x =z~ {e}

Bizonyitas: A tétel levezetése az egyértékll e8kettsak az invarians tulajdonsag
megvalasztasaban tér el:

Pi(yu fi(z) = fr(@) Ayn fi(z) =0 A
2U fox) = fa(a') A 20 fa(x) = 0)

A terminalofiiggvény marad, és a levezetés Iépései is megegyéznek.

Altalanos valtozat

Legyenekn, m rogzitett természetes szamok,: X; x --- x X, — Y X --- X
Y (X3,Y; € §(H), (i € [1.n],j € [1..m])) elemenként feldolgozhaté fliggveny,
éslegyenek af; : X; x --- x X, = Y; (5 € [1..m]) fuggvények azf komponens-
fuggvényei, azaz = (f1,..., fm).

A=X; x ... x X, xY] x...xY,

Z1 Tn Y1 Yn
B=X x...x X,
} ,

Q:(xy =24/ N Nzp=12)
R:(y1=fil@), ..., 2 )) Ao  Aym = fr(@], ..., 20))
Tétel: Ekkor az alabbi program megoldasa a specifikalt feladatnak:

o Viel:ecx; AVie[l.n]\I:edu; o

Yis- -5 Ym =

Y1 U f1(51(€), - 80(€)), -, ym U fin(s1(€), - .., sn(€))
Viel:x; =z ~{e}

aholI C [1..n] ésI # 0,

Vi€ [ln]:si(e) = { éfh EZ; ; ?
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Az eldgazés ,againak” szam& — 1.
Bizonyitas: A tétel az alabbi invarians tulajdonsaggal és terminaléfliggvénnyel kony-
nyen levezethét

P:(Vjel.m]: (y; U fj(z1,...,xzn) = fi(zh, ..., 2l)A
yi N fi(@1,.. . @) =0AVEL k€ [Ln] : (2] \ 25) Ny = 0))
U =
=1

t=

O
Megjegyzés: a fenti programozasi tétetlékkdvetkezik, hogy a 12.1 tétel feltétele
nemcsak elégséges, de sziikséges feltétele is az elemenkénti feldolgozhatésagnak.

12.5. Feladatok

12.1. Adott egy f : Z — Z fliggvény. Hatarozzuk meg, hogy a fiiggvény melyik két
pontban veszi fel a maximumat és a minimumat-azn] intervallumban!

12.2. Hatarozzuk meg az és azy természetes szamok legnagyobb koz6s osztéjat!
12.3. Hatarozzuk meg az és azy természetes szamok legkisebb kdzos tobbszorosét!

12.4. Hatarozzuk meg —a hatvanyozas miveletének hasznalata nélkid szamn-
edik hatvanyét!

12.5. Dontsuk el, hogy & természetes szam osztja-emaermészetes szamot!
12.6. Dontsik el, hogy az természetes szam primszam-e!

12.7. Adottak azx ésy vektorok ¢c.dom = y.dom ). Képezzik az: + y és azr — y
vektorok skalaris szorzatat!

12.8. Hatarozzuk meg az vektor elemeinek 6sszegét Ugy, hogy a paratlan indexi
elemek a negaltjukkal szerepeljenek az 6sszegzésben!

12.9. Adott egy egész szamokbdl allé vektor és két egész szam. Allapitsuk meg, hogy
a két szam défordul-e a vektorban, és ha igen, akkor melyiil#!

12.10. Adott az egész szamokat tartalmazéektor. Permutaljuk a vektor elemeit (hely-
ben!) gy, hogy a vektor egy eleme a monoton rendezés szerinti helyére kertljon,
azaz ne élzze medit nala nagyobb elem, és utana ne legyen nala kisebb!

12.11. Adott az = négyzetes matrix. Hatarozzuk meg az als6 haromszdg elemeinek
Osszegét!

12.12. Adott azz négyzetes matrix. Tukroézzik (transzponaljuk) a mellékatléjara hely-
ben (azaz az eredménmyben keletkezzen)!

12.13. Adott azx négyzetes matrix. Tukrdzzik (transzpondljuk)datfojara helyben
(azaz az eredményrben keletkezzen)!

12.14. Adott azx vektor. Szamitsuk ki avektor (b.dom < x.dom ) elemeinek értékét
ugy, hogyb i-edik eleme az ets: darabz-beli elem 6sszege legyen!

12.15. Adottak azn ésk szamok. Szamitsuk Ki) értékét!
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12.16.

12.17.

12.18.

12.19.

12.20.

12.21

12.22

12.23.

12.24.
12.25.

12.26.

12.27

Az x egész szamokbal allé vektor egy decimalis szam szamjegyeit tartalmazza
helyi érték szerint csokkénsorrendben. Szamitsuk ki az abrazolt szam értékét!

Adott egy természetes szam. Azegészértékii vektorban allitsulbeh szam
szamjegyeit helyi érték szerint csokiesorrendben, és adjuk meg azt is, hogy a
szam hany szamjeggball!

Az x egész szamokbol allé vektor egy decimalis szam szamjegyeit tartalmazza
helyi érték szerint csokkénsorrendben. Allitsuk 8lz-ben az eredetinél eggyel
nagyobb szdm ugyanilyen abrazolasat, illetve mondjuk meg, ha tulcsordulas
volt!

Az x egész szamokbal allé vektor egy decimalis szam szamjegyeit tartalmazza
helyiérték szerint csokkénsorrendben. Allitsuk élxz-ben az eredetinél eggyel
kisebb szam ugyanilyen abrazolasat, illetve mondjuk meg, ha alulcsordulas volt!

Az azonos értelmezési tartomany(ésy vektorok egy-egyr.dom jegyl deci-

malis szam szamjegyeit tartalmazzak. A kisebb indexeken vannak 10 magasabb
hatvanyainak egyutthatéi. Képezzik-avektorban a szdmok 0sszegét, illetve
allapitsuk meg, hogy keletkezett-e tulcsordulas!

. Adott azz vektor, melynek eleméi?-es szamrendszerbeli szamjegyek. Allitsuk

el az igy reprezentalt szakas szamrendszerbeli jegyeit azektorban (a szam
magasabb helyi értékeit a vektor alacsonyabb indexi helyein talaljuk)!

. Adott azx vektor, melynek elemei-s szamrendszerbeli szamjegyek. Allitsuk

el6 az igy reprezentalt szakt-es szamrendszerbeli jegyeit aaektorban (a
szam magasabb helyi értékeit a vektor alacsonyabb index( helyein talaljuk)!

Egy vektor egy egész szamot reprezental gy, hogy a vektor minden eleme a
szam egy decimalis szamjegyét tartalmazza. Csokkentsik ezt a szamot egy adott
helyi értéken egy — —9 kozotti értékkel!

Hatarozzuk meg az természetes szam decimalis alakja szamjegyeinek szamat!

Hatadrozzuk meg azc természetes szam decimalis alakja szamjegyeinek
Osszegét!

Adott egy egész szamokbdl allé vektor. Rendezzik a vektor elemeit (helyben)
csokkerd sorrendbe!

. Adott azz ésb vektor Ugy, hogy azx indexeildl veszi fel elemeit. Az vektor

mindenb;-edik elemének helyére irjunk nullat!



13. fejezet

Transzformaciok

Ebben a fejezetben azzal fogunk foglalkozni, hogyan lehet a programozasi tételeket
konkrét feladatok esetében alkalmazni.

El6szor egy olyan feladatot néziink meg, amelynek latszélag semmi kéze a prog-
ramozashoz: oldjuk meg aZ — 5z + 6 = 0 egyenletet. Az egyik lehéség az, hogy
valamilyen gondolatmenettel (gyokok és egyutthatok kdzotti dsszefliggés vagy teljes
négyzetté alakitagy —3)(z —2) = 0 alakra hozzuk, és azutdn megoldjukiaz3 = 0
és azx — 2 = 0 egyenleteket. Vagyis az eredeti feladat helyett két masik, de egysz-
erlibb feladatot kell megoldani. Pontosan edexvezetédényege is. Ezt a modszert
alkalmaztuk az €iz6 fejezetben.

A masik lehebség az, hogy megoldjuk a kévetkeditalanos feladatotiz? + bx +
¢ = 0. Belatjuk azt a tételt, hogy ha+£ 0, akkor a gydkoket a kdzismert gyokképlettel
kapjuk meg:

—b+Vb% — dac
2a

Ezutan alkalmazzuk a tételt: a képlethehelyébel-et, b helyébe—5-6t ésc helyébe
6-ot helyettesitve megkapjuk a gydkdket. A programozasban ezt a médszert nevezzik
visszavezetésnek

A masodfokl egyenlet gydkképletét gyakran alkalmazhatjuk nem masodfoku
egyenletek megoldasa esetén is, példaul legyen a megoldando egyénlei? +4 =
0. Az 22 = y helyettesitést alkalmazvara kapunk egy masodfoku egyenletet, amit
megoldva mar csak az?> = 1 ésx? = 4 egyenleteket kell megoldanunk. Azt mond-
hatjuk, hogy egytranszformécicegitségével oldottuk meg a feladatot.

A tovabbiakban d€lszér a visszavezetéssel foglalkozunk.

13.1. Visszavezetés

A legegyszeriibb esetben a megoldandé feladat és a programozési tételek allapottere
azonos, legfeljebb a jelélésben kilonbozik, és atjeldlés utantazésl utofeltételek
is megegyeznek. Ekkor a megoldoprogramot is egyszer(i atjeldléssel kapjuk meg. Ez
az eset azonban elég ritka, erre szoritkozva a visszavezetés hasznalhatésaga nagyon
korlatozott lenne.

Emlékeztetlink azonban arra, hogy a megoldas 5.1. definicioja szerint a feladat és a
program allapottere kulénb64s lehet; masrészt felhasznalhatjuk azt az 6sszefiiggést,

141
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hogy egy szigorubb feladat megoldasa egyben megoldasa a gyengébb feladatnak is,
lasd a 2.1. allitast.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a tétel utéfeltétele szigorabb, mint a feladaté, vagy ha
a tétel allapotterében szerepelnek olyan komponesek, amelyek a feladatéban nem (a
kiterjesztés 4.1. definici6ja szerint a tétel ebben az esetben is szigorubb), akkor a té-
tel programja, esetleges atjeldlés utan, megoldasa lesz a feladatnak. llyen esetekben
mondjuk azt, hogyszigoritassalezetiink vissza.

Ha a feladat allapottere tartalmaz olyan komponenseket, amelyek nincsenek benne
a tétel allapotterében, igy a 4.2. definici6 szerint a tétel megoldéprogramja nem valtoz-
tatja megdket, az ilyen valtozoknak a feladabeks utdfeltételében egy-egy paraméter-
valtozdval rogzitettnek kell lennitk. Az ilyen valtozokatvasszavezetés paramétere-
ineknevezzik, és rendszerint a tétel ,adott fliggvényeit” hatarozzak meg.

El6fordul, hogy a tétel feladatanak értelmezési tartomanya szlikebb, mint a
megoldand6 feladaté, ebben az esetben edgltétel segitségével lesz{kitjuk
az értelmezési tartomanyt. Val6jaban itt levezetési Iépést alkalmazunk, a feladat
megoldasa egy elagazas, ha a feltétel teljesil, a megoldéprogram a tétel programja,
egyébként vagy mas tételt, vagy levezetést alkalmazunk.

13.2. Egyszer( programtranszformaciok

A kovetked transzforméciok segitségével olyan, az eredetivel ekvivalens programot
hozunk létre, amely valamilyen szempontbd@relésebb szamunkra, mint az eredeti.

A szempont alapvéen kétféle lehet. Az egyik: a transzformalt program megengedett
programkonstrukcid, mig az eredeti nem az. Gyakran fordyhelgy visszavezetéssel

nem megengedett programot kapunk. A masik szempont is a visszavezetéshez kapcso-
I6dik: sokszor a levezetéssel kapott program nagyon ugyetlen, és a transzformaciéval
ezen javitunk.

Nem megengedett feltétel kitranszforméladsa eldgazasbdlLegyenS C A x
A S =TF(my : Sty T 2 Sp), A = Ay x...x Ay, Konstrudljuk azs’ € A’ x A”™
programot az alabbi médon:

A=A x ... x A, xL x...x L
aiq QA ll ln

byl i=m(ar, @), ooy mp(an, o, am)

IF(ll : Sl, ...,ln : Sn)

Ekkor azS’ program ekvivalens-sel A-n.

Nem megengedett ciklusfeltétel kitranszformalasa. LegyenS C A x A** S =
DO(7 : Sp), A = Ay x ... x A,,. Konstrudljuk az5’ C A’ x A”** programot az alabbi
maodon:

A=A x ... x A, xL

aq [07%% l
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li=m(ay,...,am)
l
So

l:i=m(ay,...,am)

Ekkor azS’ program ekvivalens-sel A-n.

Szimultan értékadas helyettesitése egyszerl értékadasokkalLegyenS C A x
A** a kovetked szimultan értékadas:

A=A x ... x A,

al QA
A1y ooy O 2= [1(A1, ey @)y eny frn (@1, ooy @) ‘

Konstrualjuk azs’ € A’ x A”™* programot az alabbi modon:

A=A x ... x A, x A] x ... x A,
aq (4799 b1 bm

5

bl = fl(al, ...,am)

b = fm(a1, ..., am)

ay = b1

Ekkor azS’ program ekvivalens-sel A-n.

Szekvencia sorrendjének felcseréléseHa S1o = (S1;52), S21 = (S2;51), és az
allapottér azon komponenseit, amely@kiz S; figg, So nem valtoztatja meg, és vi-
szont, akkoiS,, ekvivalensSs;-gyel.

S1a So1 ]
Sl S2
SQ Sl

Ciklusmagbeli szekvencia sorrendjének felcseréléselLegyenS = DO(x : Sy),
So = (i := i+ 1;S01), és tegyuk fel, hogy az konstansSy;-ben. Legyen tovabba
S = (S(nZHlJrl;i =1+ 1)



144 13. TRANSZFORMACIOK

== E=

™

i=1i+1 Sht
So1 i=i+1

Ekkor S ekvivalensS’-vel.

Flggvény helyettesitése véltozdval.LegyenS C A x A**, A = A; X ... X A, és
legyenf egy, azA;, x ... x A;, altér felett definialt fliggveny, melynek értékkészlete
H. Tegyuk fel tovabba, hogy az, , ..., a;, valtozék konstansok-ben, és készitsiik el
azs’ C A’ x A”™ programot az alabbi modon:

A=A x...x A, x H

ay Qm z

z:= f(ai, ..., i)

GF(aiy i, )z

Ekkor S’ ekvivalensS-sel A-n.

Rekurzivan definialt figgvény helyettesitése. Legyen H egy tetsbleges halmaz,
k > 0 egy egész szam, tovabla: Z x H* — H fuggvény,to,t_1,...,t_p41 € H
rogzitett, és definidljuk af : Z — H parcidlis fuggvényt az alabbi médon:

f(0) = to,
f(=1) = t_q,
f(_k: + 1) = t—k+17

tovabbdavi > 0:
fG+1)=F@GE+1,f¢@),...fe —k+1)).

Tekintslik az alabbb' programot:

So
=1+ 1

ahol ¢« mind Sp-ban, mindS;-ben konstans, éS,-ban hivatkozas torténik(: + 1)
értékére. EkkoS ekvivalens az alabbi programmal:
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i? Ry R—1s ey R—k+1 = O7t07t—17 "7t—k’+1
S
m
Ry R—1s-0y R—k+1 = F(Z + 15 f(z)v cey f(Z —k+ 1))3 Ry ey Bk42
Sof(i+1)<—z
1:=1+1

Mindegyik esetben egyszerlien belathaté a programfiiggvények azonossaga.

13.3. Tipustranszformaciok

Tipustranszformaciéréhkkor beszélhetlink, ha az allapottér bizonyos komponenseit
valami kapcsol6do tipusra cseréljik.

A programozasi tételek — és altalaban véve a (feladat, megoldéprogram) parok —
az alabbiakban bemutatasra kériitanszformaciokon keresztiil altalanosithatok, ha
az allapotterek kdzotti transzformacié tulajdonképpen tipustranszformacid. Ekkor az
abran lathaté valamely tipuson megoldott program egyszer(i szabalyok segitségével
atvihe® egy kapcsol6dé tipusra.

fuggvény halmaz

/

flggvénytipus <> gsorozat

/

vektor input fajl

13.1. &bra. Tipusok kozotti kapcsolatok

A programozési tételek atirasa mas tipusra. Az aldbbi séméak a programozasi
tételek tipusok kozotti transzformécidjakor elvégz@rtlyettesitéseket definidljak.
A transzformacié ugy torténik, hogy az élsipus adott miiveletét a masodik tipus
megfeleb (azonos sorban I&y miiveletére cseréljik.

Induljunk el az intervallumon értelmezett fliggvény@®@k® fliggvénytipusra valod
attérés lényegében nem igényel transzformaciot, hiszgn: ganc(Z, H) értéke egy
[lob(f)..hib(f)] intervallumon értelmeze® — H fliggvény. Ha olyan programrdl
van sz6, ahol a fliggvény rogzitett — a tételeink ilyenek —, akkor egyuttal vektorra is
transzformaltunk.

e Intervallum felett definialt figgvényr 6l sorozatra

Az s : seq(H) sorozat is tekinthétaz [1..dom(s)] intervallumon értelmezett

7 — H fuggvénynek, de a miiveletek kdzott nem szerepel az indexelés. Ezért
nem is minden programunk irhaté at sorozatra. Tegyuk fél, hogy egy program-
ban mindig csak aZ (i + 1)-re hivatkozunk, aholf az [m..n] intervallumon
értelmezett figgveény. Az dishivatkozast megékbeni := m — 1, utdna pedig

azi := ¢ + 1 programok kivételével minden mas programhéaonstans. Ha
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ezek a feltételek teljesiiinek, akkor garantalhaté a kovétkearians tulajdon-
Sag:s =< f(i+1),..., f(n) >. Azaz a kdvetke helyettesitéssel transzfor-

malhatjuk a programot:

1:=m—1

i1#n a.dom # 0

fE+1) f(a.lov)

1=1+1 a : lorem

Példa (szamlaléas tétele):

k,d:=m—1,0 d:=0
k#n a.dom # 0
\ Bk +1) \ B(a.lov)

di=d+1 | SKIP di=d+1 | SKIP

k=k+1 a : lorem

e Sorozatrél szekvencidlis input fajlra (dz, x : lopop vagy sy, dy, y : read)

A két tipus kozotti megfeleltetés: ha azorozat nem Ures, akkor megegyezik
aloext(x,dzx) ésloext(y, dy) sorozatokkal, mig Ures sorozat eseténcasy

sorozatokkal.

dx,x : lopop sy, dy,y : read
a.lov dx dy
a:lorem dx,x : lopop sy,dy,y : read
a.dom # 0 dx # extr sy = norm

A transzformalt program egy plusapop (vagyread) mivelettel kezddik, ezért

ezt a transzformaciéeldéreolvasasi technikanakevezziik.

Példa (szamlalas tétele):

sy,dy,y : read
d:=0 d:=0
a.dom # 0 sy = norm
L Glado) AW
di=d+1 | SKIP di=d+1 | SKIP
a : lorem sy, dy,y : read

e Halmazrdl sorozatra (egy input halmaz/sorozat esetén)

A két tipus kozotti megfeleltetés: azésb sorozatok tagjai felsoroljdk azésy
halmazok elemeit.
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y:=10 bi=<>
x#0 a.dom # 0
e:€x
e a.lov
y U b: hiext
T~ a : lorem

A fenti megfeleltetést alkalmazhatjuk az elemenkénti feldolgozas esetén is,
feltéve azf fuggvénybl, hogy egy egyelemi halmazhoz egyelemi halmazt ren-
del hozza. Ez viszonylag ritkan teljesil, az azonban mar nagyon gyakori, hogy
legfelebb egyelem( a kép. Ebben az esethenhicxt helyébe egy eldgazés,
IF(d=0:SKIP,d#0: (b: hiext(d))) kerul.

Megjegyezzik, hogy az :€ = miivelet helyett az := a.lov értékadast is irhat-
tuk volna, ami szintén szigoritast jelent az eredeti értékkivalasztdshoz képest.

Példa (egyvaltozos egyértékl elemenkénti feldolgozas):

y:=10 b:=<>
x40 a.dom # 0
eEx b: hiext(f({a.lov}))
y::yLNJf({e}) a: lorem
Ti=xT~e

Az elb6zbekben targyalt éreolvasasi technika segitségével megkaphatjuk a
szekvencidlis fajlra vonatkoz6 valtozatot is.

Példa (egyvaltozos egyértékli elemenkénti feldolgozas):

b:=<>
b:=<> sx,dx,x : read
a.dom # 0 sx = norm
e :=a.lov e:=dx
b: hiext(f({e})) b: hiext(f({e}))
a: lorem sr,dx,x : read

e Sorozatrol vektorra

A transzformaciot az akadalyozza, hogy a vektor értelmezési tartomanyat nem

valtoztathatjuk meg. Ezt a problémat kénnyen kezelhetjiik input sorozat ese-

tén, de az output sorozat esetében a transzformacié csak akkor hajthaté vég-
re, ha foltesszik, hogy a sorozat elemeinek szdma nem haladja meg a vektor
értelmezési tartomanyanak szamossagat.

Feleltessuk meg az (ésy) sorozatnak aZu, ) (illetve (v, j)) part, aholu, v
vektorok ési, ; nemnegativ egészek, oly médon, haggz = (illetve j azy)
sorozat elemeinek szdma, és az elemei @ktoru,, jop, - - - , Uy.10p+i—1 (illetve
av vektoruvy, jop, - - -, Uy 10b+i—1) €lemeivel egyeznek meg.
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x.dom # 0 i#£0
z.lov Uy lob+i—1
x : lorem ti=1—1
y : hiext(d) Vy.lobtj,J =d,j+1
Y i=<> 7:=0

Példa (egyvaltozés egyértéki elemenkénti feldolgozas):

Y i=<> 7:=0
x.dom # 0 i#0
y : hiext(f({z.lov})) Vu.lobtjrJ = [({Uutobti-1}),5 +1
x : lorem i:=1—1

e Halmazokrdl sorozatokra

Kettd (tbbb) input halmaz a targyalt tételek kdzétt a két(tbbb)valtozos ele-
menkénti feldolgozas esetében fordub.e” kétvaltozés elemenkénti feldol-
gozasnal az okozhat gondot, hogy el kell tudnunk donteni, egy adott elem
melyik sorozatban van benne. Ezért feltessziik, hogy a sorozatok riiiareken-
dezettek, mert igy mindkét sorozat legeldeme a legkisebb, és ha ezek kozil

a kisebbiket vélasztjuk, akkor a tartalmazéas egyszerlien elddntegyébként

a transzformaci6 tébbi része megegyezik az egyvaltozds esetnél leirtakkal (itt
is szilkséges, hogy a fiiggvényérték legfeljebb egyelem legyen). Természetesen
az elem kivalasztasa itt is elhagyhatd, hiszémam(velet a sorozatnak mindig
ugyanazt az elemét adja vissza.

ci=<>

a.dom # 0V b.dom # 0

(a.dom #0Ab.dom #0A| (a.dom #0Abdom #0A| a.dom #0Ab.dom #0A
a.lov < b.lov) V b.dom = 0| a.lov > b.lov) V a.dom = 0 a.lov = b.lov
c: hiext(f({a.lov},0)) ¢ : hiext(f(0, {b.lov})) ¢ : hiext(f({a.lov},
a:lorem b:lorem {b.lov}))
a:lorem
b: lorem

A teljesség kedvéért bemutatjuk a szekvencialis fajlokra vonatkoz6 valtozatot is,
alkalmazva az éreolvasasi technikat:
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sx,dx,x : read

sy, dy,y : read

ci=<>

ST = norm\V sy = norm

sy = abnormV sx = abnormV sT = sy
st =syNdzr < dy sx = sy Adx > dy dr =dy
¢ : hiext(f({dz},0)) c : hiext(f(0, {dy})) c : hiext(f({dz}, {dy}))
sr,dxr, T : read sy,dy,y : read sr,dr, T : read
sy,dy,y : read

Megjegyezzik, hogy a feltételekben azért irhattunk= norm A sy = norm
helyettsz = sy-t, mert a ciklusfeltétel szerint nem lehet mindetbrnorm.

13.4. Allapottér-transzformacio

Az aldbbiakban egy olyan példat mutatunk be, amelyben az allapottér-transzformacié
nem egyszer{ tipustranszformécio. A feladatot Ugy fogjuk megoldani, hogy eredeti
allapottér helyett egy 0] (absztrakt) allapotteret valasztunk, azon megoldjuk a feladatot,
majd a megoldasban szeréphiiveleteket megvalositjuk az eredeti téren.

13.4.1. Szekvenciélis megfel@l

Egy feladat megoldasa soran sokszor szembesiliink azzal a problémaval, hogy kilon-
b6z tipusértékhalmazokba @ertékek kdzotti kapcsolatot kell leirnunk, vagy ilyen
értékeket kell 8sszehasonlitanunk. Erre leggyakrabban akkor kerll sor, ha valamilyen
allapottér-transzformaciot végziink, és meg kell adnunk az eredeti és az absztrakt tér
kozotti kapcsolatot. Az ilyen megfeleltetések formalis megadasa altaldban elég ne-
hézkes. A szekvencialis megfelefégalmanak felhasznalasaval azonban ezek a kap-
csolatok is egyszeriibben irhatok fel.

LegyenekE, Es, ..., E, elemitipusok. Legyen

E = UEi ésF = {FE\,E,,...,E,}.
=1
Tegyk fel, hogy & tipus reprezentacios fliggvényére igazak az alabbi megszoritasok:
e pC E*xT,
e o kdlcsdnosen egyértelm( (bijektiv),

e o megengedett tipuskonstrukcio (azaz direktszorzat, unié és iteralt konstrukciok-
bél épll fel).

Legyen tovabb& = {B;, Bs, ..., B,,} az Ugynevezettbazishalmazahol B; (i =
1,...,m) tetsdleges tipusértékhalmaz. Ekkot & T elem B béazisra vonatkoztatott
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szekvencidlis megfeléje:

(t), haT e B;
0 hal ¢ BAT € F;
seq(t|B) = ¢ R(t|B), haT ¢ BAT ¢ F ésT rekord

E(t|B), haT ¢ BAT ¢ F ésT egyesités
S(t|B), haT ¢ BAT ¢ F ésT sorozat

ahol
R(t|B) = kon(seq(t.s1|B),...,seq(t.sk|B));
E(tB) = seq(py' (t)|B);
S(t|B) = kon(seq(t1|B),...,seq(tiom)|B))-

A jeldlés egyszerlsitése végett, ha a bazis egyelemi, akkor a bazishalmaz helyett az
elem is irhatd, azaB = {B; } esetén

seq(t|By) = seq(t|B).

Tekintsiik a kovetkeZ példat:

T = seq(R),
R = (nev:NEV,szul:SZUL),
NEV = seq(CHAR),
SZUL = (hely : HELY,ido : DATUM),
HELY = seq(CHAR),
DATUM = (ev:EV,ho: HO,nap: NAP),
EV = Ny,
HO = Ny,
NAP = N,.

LegyenF = {CHAR,Ny},t € T. Ekkor

seq(t|NEV) at sorozatbeli rekordok név részeinek sorozata
(e NEV*);

seq(t|CHAR) at sorozatbeli rekordok név részének és sziletési
hely részének egyméas utan flizésével kapott
karaktersorozat;

seq(tl{HELY,EVY}) a t sorozatbeli rekordok sziletési hely és év

részének egymas utan flizésével kapott sorozat
(e (HELY UEV)*);

seq(seq(t|NEV)|CHAR) at sorozatbeli rekordok név részéibképzett
karaktersorozat;

seq(t|R) tres sorozat.

13.5. Példa allapottér-transzformaciora

Tegyuk fel, hogy van egy karakterekball6 szekvencialis fajlunk, ami egy széveget
tartalmaz. A feladat az, hogy szamoljuk meg, hany olyan csupa@ieilib rész van a
szdvegben, amelynek hossza nagyobb, mint egy megaéaték!
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igy elsb ranézésre a feladat nem vezetheissza egyetlen ismert programozasi
tételre sem. A feladatot ezért ugy transzformaljuk, hogy bevezetiink egy Uj allapot-
teret. Tegyuk fel, hogy a szovegfajl helyett egy olyan fajlunk van, amelyben szavak —
bet(iki®l allé sorozat — és elvalaszt6 részek — csupa nem betli karékédidsorozat
—vannak. Azaz az eredeti allapottér:

A= X x N, X = file(CH),
T d
Y = seq(N),

és az uj allapottér:

A= F x N, F=file(SZO;ELVR,

f d
SZO= seqt(BETU), ELVR= seqt(NBETU),

aholBETU jelenti a bet(i, é8IBETU a nem bet(i karakterek halmazat. Azre még egy
invarians tulajdonsagot is folirunk. Két egymast kdvetlem tipusa nem lehet azonos,
vagyis

Ir(z) = (Vi € [1..dom(z) — 1] : ;.SZ0+# zi + 1.SZ0).

Mi a kapcsolat a két allapottér k6z6tt? Természetesen az,hégy ugyanazokbol
a karakterek®@l all, és a sorrendjik is azonos. Ezt fejezi ki az, hogy

seq(x|{BETU,NBET}) = seq(f|{BETU,NBETU}).

Most mar meg tudnank fogalmazni, hogy a szavak hosszait akarjuk meghatarozni,
de ehhez az elvalaszto részekre nincs is sziikség, ezért azokat el is hagyjuk.

A"= G x N, F=file(SZ0,
g d

és azf ésg kozotti kapcsolat
seq(f{SZQ}) = seq(fI{SZQ).

Mivel nekiink nem a szavakra, hanem csak a hosszukra van sziikségink, tovabb
transzformaljuk az allapotteret.

A" = H x N  F= file(N)
hoood

és ag ésh kozotti kapcsolat
dom(h) = dom(g) ésVi € [1..dom(g) : h; = dom(g;).

Tehat a feladat specifikaciéja:

A=H x N
h d
B=H
X
Q:(h="h)
dom(h

)
R:(d= ; x(hi > k))

Ez a feladat visszavezetlded szamlalas tételének szekvencialis fajlra felirt val-
tozatara:



152 13. TRANSZFORMACIOK

open(h)
sh,dh,h : read
d:=0
sh = norm
\ dh >k /
d:=d+1 SKIP
sh,dh, h : read

Hatra van még az absztrakten ésread miiveletek megvaldsitasa.

Az absztrakt fajlnak pontosan akkor van még eleme, ha az eredgijlban van
még karakter. Ezért van sziikségazn mliveletre, amely arra hivatott, hogy biztositsa
aread mivelet elején megkivant invarians tulajdonsagot: vagy- abnorm vagydz
a kovetked sz6 el$ karakterét tartalmazza. Ezen invarians tulajdonsag segitségével a
read miveletben kdnnyen el lehet donteni, hogy lesz-e visszaadott érték, vagy mar az
absztrakt fajl is kidrlt.

Az absztrakt fajlok kezelésének altalaban is ez a technikajavggy mivelettel
biztositjuk arcad elején megkivant invarians tulajdonsagot, és gondoskodunk réla,
hogy aread mivelet ezt az invaridns tulajdonsagot megtartée absztraktread
mindig egy eldgazaswad definicidjanak megfeléen.

Nézzik tehat az absztrakt miiveletek megvalésitasat az eredeti allapottéren: ezek,
mint lathaté, szintén programozasi tételek egyszerii alkalmazasai:

open(h)j

sx,dx,x : read

sx = norm A dx € NBETU

sr,dx,x : read

sh,dh, h : read

ST = norm

sh := norm sh := abnorm
dh:=0
sx =normAdx & NBETU
dh :=dh+1

st,dr, : read

sz = norm A dx € NBETU

’ sx,dxr,x : read

13.6. Programinverzio

13.6.1. Egyvaltozos eset

LegyenekC, D, E ésF tetsdleges tipusok. Legyen tovadbBa = seq(FE) ésY =
seq(F), valamintf; : C — X, fo: X — Y ésf3; : Y — D flggvények.
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Tekintsik az alabbi specifikacidval adott feladatot:

A=C x D
c d
B=C
C/
Q:(c=C)

R:(d= fzo fao fi(c))

Tegylik fel, hogy a7 fliggvény értékét kiszamitd program az alabbi alakban irhato

fel:
A=C x X
c T
B=C
C/
Q:(c=¢)
R:(x= fi())
SH(C)
T i=<>
T
512(0, 6)
x : hiext(e)
Slg(c)

Ha az S, S12 ésS13 programok végrehajtadsa nem valtoztatja meg aAltozd
értékét, akkor a fenti programalemenként eléallitprogramnak nevezziik.

Hasonlbéan, tegyik fel, hogy af fliggvény értékét kiszamité program pedig az
alabbi formaban irhato fel:

A=Y x D
Y d
B=Y
y/
Q:(y=y)
R:(d= fs(y'))
S31(d)
y.dom # 0
Sza(d, y.lov)
y : lorem
S33(d)

Ha azS31, S32 €s.S33 programok végrehajtasa nem valtoztatja meg &Altozo
értékét, akkor a fenti programalemenként felhaszngibogramnak nevezziik.
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Tegylk fel tovadbbéa, hogy a#, figgvény elemenként feldolgozhat, és min-
den egyelem(i halmazra a fluggvényérték egyelem(. Ekkor a fliggvénykompozicio
helyettesitési értékének kiszamitdsara vonatkozd programozasi tétel alapjan a feladat
megoldhato a fenti elemenkénbdllité, egy elemenként feldolgozé és az imént bemu-
tatott elemenként felhasznal6 program szekvenciajaként.

A feladatra azonban egy hatékonyabb megoldast is adhatunk a k&vetieggam-
transzformaciéval, melyeprograminverziénakivunk. A kdzbil$ két sorozat tipust
kihagyjuk, és a harom ciklust egybeirjuk az alabbi médon:

Si1(a)
S31(d)
Sia(a,e)
e:= fo({e})
Ssa(d, €)
Si3(a)
S33(d)

13.6.2. Kétvaltozoés eset

LegyenekAl, A%, B, C ésD tetsdleges tipusok. Legyen tovabBa = seq(B) és
Y = seq(C), valamintf] : A' — X, f2: A2 - X, fo: XxX =Y ésfs:Y - D
fliggvények.
Tekintsiik az alabbi specifikacidval adott feladatot:
A=A"x A2 x D
a' a® d
B = A' x A?
all a2/
Q: (a' =a' Aa? =a?)
R:(d= fyo fo(fi(a"), f2(a?)))
Legyenek azf] és f% figgvényeket kiszamito elemenkénba@llité programok az
alabbiak:

Sti(a') St1(a®)
ol i=<> 2 i=<>
i 2
Sip(a',el) Sty(a’, e?)
2! hiext(el) 22 : hiext(e?)
Sis(a') Sts(a?)

és tegyuk fel, hogy az ééllitott »! ész? sorozatok rendezettek.
Legyen f3, mint kordbban, elemenként felhasznal6 prgrammal kiszamitott fligg-
vény. Tegyuk fel, hogyf> egy olyan kétvaltozos, egyértékii elemenként feldolgozhaté
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fuggvény, amely minden olyan halmazparhoz, amelynek tagjai legfeljebb egy elemet
tartalmaznak, egy egyelem(i halmazt rendel hozza.

Ekkor a fuggvénykompozicid helyettesitési értékének kiszamitasara vonatkozé
programozasi tétel alapjan a feladat megoldhatéd a fenti két elemenkitiité] a
kétvaltozos, egyértékii elemenként feldolgozé ég-pat kiszamité elemenként fel-
hasznalé program szekvenciajaként. Vajon ebben az esetben is dsszeinvertalhatéak a
fenti programok?

A valasz természetesen: igen, de a megoldas itt nem olyan egyszer(i, mint az
egyvaltozos esetben volt. A probléma a szekvencialis fajloknal felmerilttel analég: az
elemet eballité program £%, illetve S1) az egyes elemeket ugyanugy szolgéltatja, mint
ha fajlbdl olvasnankdket: csak akkor nézhetjiik meg a kdvetketemet, ha legeneral-
tatjuk. Ez sugallja azt a megoldast, hogyadzész? sorozatokat tekintsiik absztrakt
fajloknak az elemenként feldolgozasban. Az elemenként felhasznalé program bein-
vertalasa nem okoz gondot, ugyanugy térténik, mint az egyvaltozés esetben.

open(z1), open(z?)
sxt, dxt, 2l : read, sx?, dz?, x? : read
S33(d)
szl = normV sz? = norm
sz? = abnorm V (sxz! = sz? szl = sx? szl = abnorm V (sz! = sz?
A dzt < dx?) Adat = da? Adxt > dx?)
e = fo({dz'},0) ¢ = fa({do'}, {do?}) e = f2(0, {dz*})
szl dxt, 2zl : read szl dxt, 2! : read sx?, dx?, 22 : read
sz2, dx?, 22 : read
S3a(d, e)
Sis(at)
5%3(512)
S33(d)
ahol az absztrakt fajl miveleteinek megvaldsitasai:
1 2
open(xt) open(z?)
| Sha) | L S
[sxl, dat, z! read] [3x2,da:2,a:2 : read)
[ [
7T1 7T2
szl :=norm | sz':= abnorm sz? :=norm | sz?:= abnorm

Siy(at, dzt) S2,(a?, dz?)
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13.7. Peldak

13.1. példa:Keressiik meg aZ : Z — Z fuggvény olyan értékeinek a maximumat az
[a, b] intervallumon (és egy hely indexét), ahol az argumentum és a hozz4 tartoz6 érték
paritdsa azonos!

Megoldas:
A= 7 x Z x Z x Z x L
a b ) max {

B=7Z x Z
a' v
Q:(a=d Ab=bV Na<b+1)
R:(Q@ANIl=(3e€lab:2i+ fi)) Nl — (i € [a..b] A2]i+ f(i) A maz =
f@) VG € fab]: 215+ (7)) — (f() < f(0))))
A specifikacid nagyon hasonld a feltételes maximumkeresés programozasi
tételéhez. Az eltéréseket az alabbi tablazattal foglalhatjuk éssze:

feladat feltételes maximumkeresés
a g m
b — n
2i + f(i) B(i)

Az olyan feladatokat, amelyek specifikacioja csak atnevezéseket tesz egy mar is-
mert programozasi tétel specifikacidjahoz képemtnészetes visszavezetdsold-
hatjuk meg. Az emlitett atnevezés érintheti a tétel valtozéinak neveit, az altalanos
kifejezéseket (pl5(i)-t) vagy az utdfeltétel allando értékd kifejezéseit. Ismert prog-
ramozasi tételeknek tekintjik a programozasi tételek kilodadizasait (pl. vektorra,
sorozatra, input fajlra).

Amennyiben a specifikaciokat ily modon sikeriil egy alakra hoznunk, akkor az atne-
vezéseket a programozasi tétel mar ismert programjan elvégezve megkapjuk a kitlizott
feladatot megoldé programot.

k,l:=a—1,hamis
k#Db
2 f(k+1+ f(k+1)) 21k+14+ f(k+1)) | 2[(k+1+ f(k+1))
A =l Al
fk+1) |f(k+1)
li o > max < mazx
SKIP ‘ i, max :=
igaz k+ 1, f(k+1) [
k+1, f(k+1) SEIP
k:=k+1

13.2. példa:Adjunk meg egy, az. és2n természetes szamok kézé&egximszamot!

Megoldas:
A= N x N

n D
B= N

n/
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Q:(n=n"A3Fje€ [n.2n]:prim(5))
R:(Q Ap € [n.2n] Aprim(z))

A lineéris keresés 1. valtozatanak specifikaciéja hasonlé. Lassuk, hogy az alabbi
atnevezések utan milyen kilonbségek maradnak!

feladat linearis keresés 1.0
n d m
D - {

prim(i) B(i)

Kilénbség, hogy az éfeltétellink szigoribb, hiszenjdutéindexnek nem csupan
n folétt, hanem2n alatt kell lennie. (Megjegyezzik, hogy a specifikaciéfeltétele
az altalanossagot nem szoritja meg, ugyanis mimdemmészetes szam esetén létezik
egy primn és2n kdzott (Csebisev-tétel).

A lineéris keresés 1. utéfeltételének behelyettesités utani alakja:

R =(Q Ap>nAprimp) AVj € [n.p—1]: -prim(5))

Ez az utofeltétel biztositja aR feltételt a Csebisev-tétel miatt. Hiszen, panek
olyannak kell lennie, hogy — 1-ig ne legyen primn-t6l, ésp prim, akkorp biztosan
2n-nél kisebb. Ugyanakkor a& nem koveteli meg, hogy — 1-ig minden szam-tol
kezdve Osszetett legyen, ezért a két feltétel kozott eggeéglnem, csupan kovetkezés
all fenn (' = R).

Tehat a tétel szigortbb, mint a feladatunk, ezért szigoritassal vezetlink vissza.

pi=n
—prim(p)
p=p+l

13.3. példa:Hatarozzuk meg az természetes szam osztéinak a szamat!

Megoldés:
A= N x Ny
n d
B= N
n/
Q:(n=n)
R:(QANd= ;x(iln)>

A specifikacio nagyon hasonl6 a szamlalas programozasi tételéhez. Az eltéréseket
az alabbi tablazattal foglalhatjuk 6ssze:

feladat szamléalas
1 — m
in B(i)

Ez a visszavezetés majdnem természetes visszavezetés. Bpkiagy a fel-
hasznalni kivant programozasi tétel specifikaciéjaban saeédjalpottér Bvebb a fel-
adatunk allapotterénél. Tehat a mi feladatunk allapottere altere a programozasi tétel
allapotterének. Ha a feladatunkat kiterjesztjiik a tétel allapotterére, ééfaitétélt
kibovitjuk azm = 1 feltétellel, akkor ezzel a tétel feladatanak értelmezési tartomanyat
szlkitettik le, azaz megint szigoritassal vezethetiink vissza.

A fenti tulajdonsaggal rendelkézvisszavezetésilteres visszavezetésnek, azon
beliil konstanssal helyettesitésrigknevezziik. Edl akkor beszéliink, ha a feladat al-
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lapotteréidl olyan komponens hidnyzik, amit a programozasi tétel programja nem val-
toztatna meg. Ekkor ugyanis az a valtozé nyilvan helyettesithledr egy konstanssal
is a visszavezetés soran.

Ellendrizni sziikséges, hogy a konstans érték, amellyeét helyettesitettik,
teljesiti-e a szamlalasdkltételének rd vonatkoz6 nem trividlis részgh(< n+1) =
(1 <n+1)(n e N)y).

Ezekkel a megjegyzésekkel most mar felirhatjuk a megoldéprogramot:

k,d:=0,0
k#n
k+1n
d:=d+1 SKIP
k:=k+1

13.4. példa:Allapitsuk meg, hogy van-e ag : Z — Z fliggvény értékei kozott paros
szam azm..n] intervallumban!

Megoldas:
A= Z x Z x L

m n l
B= 7Z x Z

m’ n’
Q:m=n"Am=m'"Am<n+1)
R:(QAL=(3j € [m.n]:2[f(5)))

Alinearis keresés 2.8 specifikacidja hasonld. Lassuk, hogy az alabbi atnevezés utan

milyen kilénbségek maradnak:
feladat linearis keresés 2.8
2[f(@)) < (i)

A klldnbség az, hogy aizt, azaz azt az eredménykomponenst, ami mutatna a meg-
talalt paros elem helyét, az allapotteriink nem is tartalmazza. Ez a kilénbség persze
indukalja az utofeltétel 6sszes olyan tagjanak kiesését is, anneltett kikdtést.

Ebben az esetben a feladatunk kiterjesztésénél a tétel nyilvan szigoruibb, igy szigo-
ritassal vezetiink vissza.

Ezt a visszavezetést is nevezhetpikeres visszavezetésndiiszen a feladatunk
allapottere altere a programozasi tétel llapotterének. Ugyanakkor itt most nem arrol
van sz6, hogy azt a komponenst konstanssal helyettesitettiik volna. Amikor a progra-
mozasi tétel allapotterének egy eredménykomponensét (tehat aminéliékéke tet-
sleges, de az utofeltétel tesz ra kikdtést) nem talaljuk meg a feladat allapotterében (és
igy természetesen az utéfeltételében sem), akkor az alteres visszaa#takiassitott
esetédl beszélunk.

Természetesen a feladatot ekkor is Ugy oldjuk meg, hogy a programozasi tétel-
ben irjuk &t a tébldzatunkban Osszeszedett valtoztatasokat, és végeredményben a
megoldéprogram nem fog kisebb &llapottéren futni. Azt, hogy a program mas ered-
ményeket is elér, amelyre mi nem vagyunk kivancsiak, megtirjik.
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i, :=m — 1, hamis

)
1:=2|f(i+1))
1:=1+1

13.5. példa:Keressiik meg azn..n] intervallumban azt a legkisellbszamot, amelyre
p ésk relativ primek!

Megoldas:
A= N x N x N x L x N
m n k l P
B= N x N x N
m/ n/ pl

Q:(n=n"Am=m'"Am<n+1Ap=yp)
R:(QANl=(3j€[m.n]:inko(p,j)=1) ANl — (k€ [a..b] A Inko(p, k) =1 A
Vi € [m..k — 1] : Inko(p, j) # 1))

A specifik&cié nagyon hasonlé a linearis keresés 2.8 programozési tételéhez. Az
eltéréseket az alabbi tablazattal foglalhatjuk 6ssze:

feladat linearis keresés 2.8
k — )
Inko(p,i) =1 <« B(1)

Ez a visszavezetégaraméteres visszavezetdésert az allapottér @vebb, és a
helyettesib tablazatban @ (i) helyettesitésekor fel is hasznaljuk ezt a plusz kompo-
nenst. Ugyanakkor a bevezetpthz ebfeltétel szerint adott érték{i és a program soran
nem valtozik (az utéfeltételben is szerepel rejtye-a p’).

k,l:=m — 1, hamis
SlANk#n
l:= (Inko(p,k+1)=1)
E=k+1

13.6. példa: Allapitsuk meg, hogy van-e af fiiggvény értékei kozott olyan szam,
amelyk-hoz relativ prim!
Megoldas:
f:[m,n] =N
A= 7 x Z x L x N
a b l k
B= 7 x Z x Z
a o K
Q:(a=d Ab=VANa<b+1ANE=F)
R:(QAl=(3j €la.b]:inko(k,j)=1))

Ezt a linearis keresés 2.8 tételre vezethetjik vissza, azonban a visszavezetés al-
talanositott alteres, hiszen nem vagyunk kivancsiak a keresés altal visszaadott flig-
gvényargumentumra, amellyel a fliggvényérték relativ grihoz. Ugyanakkor a vis-
szavezetés paraméteres iparaméter szerint.
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A helyettesitések:

feladat linearis keresés 2.8
a and m
b — n
Inko(k,i) =1 < B(1)

i,l:=a—1,hamis
-lNi#Db
l:= (Inko(k,i+1)=1)

=1+ 1

13.7. példa:Adott a kezdpontja szerint névek¥sorrendben a szamegyemésiarab
intervalluma. Allapitsuk meg, hogy/aszam hany intervallumba esik bele.
Megoldas:
Iv=(ah:Z,fh:7Z)
Ir,(i) = (i.ah <i.fh+1)
= vekt([1..N], Iv)
V x Z x Ny

v k d
B=V
v K
Q:(v=vANk=FK AVie[l.N —1]:v[il.ah < v[i + 1].ah)

R:(QANd= JZV: x(v[i].ah < k < v[i].fh))

1=1
A specifikacié nagyon hasonl6 a szamlalas programozasi tételéhez. Az eltéréseket
az aldbbi tablazattal foglalhatjuk dssze:

feladat szamlalas
1 — m
N — n
viz].ah <k <wvlz].fh < B(x)
i — k

A visszavezetés paramétereskaszerint, tovabbd a szadmlélas programozasi
tétele nem koveteli meg a bentenektor valamilyen rendezettségét, tehat a feladat
eléfeltétele edsebb, mint a tételé, igy szigoritunk.

i,d:=0,0
i#N
v[i+1].ah <k <wvfi+1].fh
d:=d+1 SKIP
1:=1+1

13.8. példa:Dontsiik el a monoton névekéd figgvénybl a szigoru értelemben vett
monotonitast!
Megoldas:
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fim.n]—>Z
A= 7Z x Z x Z

m n l
B= 7Z x Z
Q:m=m'An=n"Am<n+1AVic[m.n—1]: f(i) < f@i+1))
R:(QANl=Miemmn—1]:f@) < f(i+1))=(QA-l=(Fie[m.mn—-1]:
fl) = f(i+1)))

Ha az utéfeltétel masodik alakjat vessziik figyelembe, akkor a specifikacié hason-
lit a linearis keresés 2.8 specifikaciéjahoz, par aproé eli@irékekintve. llyen eltérés
(a tablazatban dsszefoglalhatékon kivil), hogy a tétdlapottér-komponense a mi
specifikacionkban nem szerepel, illetve az, hogy a tétel nem kdvetelné meg a vizsgalt
fliggvény monotonitasat. Tehat egyrészrszerint altalanositott alteres, masrébzr
az ebfeltételek kildnbdasége miatt — szigoritasos ez a visszavezetés.

feladat linearis keresés 2.8
fO=fi+1) o A(0)
=l — l
n—1 — n

Az n-nekn — 1-gyel valo helyettesitése esetén axfeltétel csak akkor teljesil, ha
m < n, ezért a visszavezetéshez erre a kiegéseltételre is sziikség van.

A visszavezetés paramétereskaszerint, tovabba a szamlalas programozasi
tétele nem kdveteli meg a benternektor valamilyen rendezettségét, tehat a feladat
eléfeltétele edsebb, mint a tételé, igy a visszavezetés egyben szigoritott is.

i,—l:=m — 1, hamis

=l ANT#En—1
Sli=f>i+1) > f(i+2)
1:=1+1

Ezzel a struktogrammal tobb probléma is van. A legnagyobb az, hogy szerepel-
nek benne nem definialt értékadasok. Hiszen az értékadas definicidjakor a jeldlésben
csak azt engedtik meg, hogy a bal oldalon valtozénevek alljanak. Itt azonban egy kife-
jezés, nevezetesen-d all, aholl mar valtozonév. Egyszerli meggondolasok alapjan
azonban lathatjuk, hogy az ilyen tipusu értékadasok atirhatdk érvényessé, ha ,mindkét
oldalt még egyszer tagadjuk”, majd a kialakuh formuldk helyére egyszeriien csak
[-et irunk. Ezzel az utolsé Iépéssel a struktogram masik félosleges alaku kifejezését, a
benne szerepl—-—I részt is kikliszoboltik.

igy:

i,l:=m —1,igaz
INi#n—1
Li=f(+1) < f(i +2)
t:=1+1

13.9. példa:Keressiink af..b] intervallumban ikerprimeket! Feltehetjiik, hogy> 2.
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Megoldas:
A= N x N x L x N

a b l P
B= 7 x Z

a v
Q:(a=d ANb=bV ANa<b+1Aa>2)
R:(QANIl=(3ié€]la.b—2]:(prim(i) A prim(i+2))) Al — (p € [a.b —2] A
prim(p) A prim(p + 2)))

A specifikacié hasonlit a linearis keresés 2.8 specifikaci6jahoz, par apré élkérést

eltekintve. Ezeket foglalja 6ssze a tablazat:

feladat linearis keresés 2.8
prim(i) A prim(i 4+ 2) < B(1)
p — 1
a — m
b—2 — n

Az utolsé helyettesités esetében axfeltétel csak akkor igaz, ha< b — 1, ezért
ezt fel kell tenntink.

A visszavezetés szigoritott, hiszen aifeltétel az intervallumok tekintetében szi-
gorubb a feladatban, mig az utéfeltétel gyengébb a feladatban, mint a tételben (mi nem
koveteljuk meg, hogy az diskerprimet taldlja meg a program).

p,l:=a — 1, hamis
“IANpF#b—2
[ :=prim(p + 1) A prim(p + 3)

p=p+l1

A megoldasban szerdpl := prim(p + 1) A prim(p + 3) értékadast egy Uj fel-
adatként is megfogalmazhatjuk: allapitsuk meg gggamrol, hogyd maga és a nala
kettbvel nagyobb szam prim-e! Ez a feladat az eredeti allapottér egy alterén specifikal-
hato:

A =1L x N
l p
B'= N
p/

Q:(p=p Np>2)
R-(Q@AT=(Vie2.p—1]: (=(ilp) A —(il(p+2))) = (Q A -l =(Tic
2.p—1]: (ilp Vil(p +2))))

Ez visszavezethéta linearis keresés 2.8-ra. A visszavezetés az alteres vissza-
vezetés mindkét esetével 6sszeegyeztéitiszen az intervallum kezdetét konstanssal
helyettesitettiik, ugyanakkor a tétetredménykomponensét nem hasznaltuk a speci-
fikcidban). A visszavezetés 4ltalanos is, mivel Rikpnstanssal mint az intervallum
elejével és @ — 1 > 2 kifejezéssel mint az intervallum végével az Ures intervallum
feldolgozasat kizartuk az @feltételben, igy az szigoribb a tétebltételénél.

feladat linearis keresés 2.8
ipVillp+2) < B(i)
=l — l
2 “— m
p—1 — n
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Q::prim(p) /\prim(p+2)
I

i,l:=1,19az
INi#p—1

L= (it Dlp A=+ DI(p+2)
t:=1+1

p,l:=a—1,hamis

-IANp#b—2

1,1 :=1,igaz

INi#p—1

l:i==(i+D|p+1) A=(i+1)|(p+3)

=1+ 1

p=p+1

13.10. példa:Keressik meg af : Z — Z fuggvény értékei kozott & szamp-edik

el6fordulasat aza..b] intervallumban!
Megoldas:

A feladat megfogalmazasahoz definidlunk egg Z — N, parcidlis fliggvényt,
ahol g(7) azt adja meg, hogy hanyszor vette fel fZliggvény ak értéket aZa..i]

intervallumban.
gla—1)=0,Viela—1,0—1]:

) (i), haf(i+1) # k;
9(’“):{ g(i)ﬂ, haf(i+1) = k.

A= 7 x Z x Z x N x Z x L
a b k D i l
B= 7 x 7Z x Z x N
a’ y k' p/
Q:(a=d ANb=bVANa<b+1Ak=K ANp=)p)
R:(QAl=3Fj€a.b]:9(j)=p)Al—(i€a.b]Ag(i)=pA f(i)=k))
feladat linearis keresés 2.8
a > m
b > n
ai)=p < 8(i)

i,l:=a—1,hamis
“INi#D

L= (g(i+1) #p)
=141
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Felhasznélva a rekurziv fliggvény valtozdval vald helyettesitésének programtransz-
formaciés modszeregtre:

z:=0

i,l:=a—1,hamis
S ER
z:=F(i+1,2)
= (=)
t:=1+1

Ha ismerjik az elagazassal definialt fliggvény kiszamitdsanak programozasi tételét,
akkor ebldl megkaphatjuk a megoldéprogramot, ha Bate alkalmazzuk:

z:=0

i,l :=a—1,hamis
SINT#D
fG+1)=k

z=z+1 z = z(< SKIP)
l:=(z#p)
t:=1+1

13.11. példa:Keressiik meg apgn..n] intervallumbanf : Z — Z fliggvény egy olyan
értékét, amely egyedla kdzvetlen szomszédai atlagaval!

Megoldas:
A= 7Z x Z x L x Z

m n l i
B=7Z x Z

m’ n'
Q=m=m'An=n"Am<n+1)
R=@QAIl=GFjem+1,n—1]: (f(j) = LEDHEEDY A g (; ¢
[m+1,n—1] A f(i) = LE=0EIGED )

A lineéris keresés 2.8 specifikacidja hasonld. Lassuk, hogy az aldbbi dtnevezés utan
milyen kulénbségek maradnak:

feladat linearis keresés 2.8
m+1 — m
n—1 — n

J0) = TR o Bi)

Az elsb két helyettesités esetében a tétéfadtétele csak akkor igaz, ha < n,
ezért ezt fel kell tenndnk.

A visszavezetés altalanositott, hiszen nem koveteljik meg, hogy azlgtn
specidlis tulajdonsagu elemet talaljuk meg.
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i,l := m, hamis
“lINi#En—1
= (f(i+1) = L)
1:=1+1

13.8. Feladatok

A feladatokban szereplfiggvények (ha méas nincs kikdtve) egész szamok egy inter-
valluman vannak értelmezve és egész értekiek.

13.1.

13.2.
13.3.
13.4.

13.5.
13.6.
13.7.

13.8.

13.9.

13.10.
13.11.
13.12.
13.13.

13.14.
13.15.
13.16.

13.17.

Hatarozzuk meg az fliiggvény azon pozitiv értékeinek a szamat, amelyek
kozvetlenil egy negativ érték utan allnak!

Allapitsuk meg, hogy az természetes szamnak van-e paratlan valédi osztéja!
Hatarozzuk meg az természetes szam legkisebb paratlan osztojat!

Adottak azx ésy vektorok, aholy elemei azr indexei koziil valok. Keressiik
meg azr vektornak azj-ban megjel6lt elemei kodzil a legnagyobbat!

Adjuk meg, hany olyan elem van azvektorban, amely kisebb az indexénél!
Hatarozzuk meg az természetes szam legkisebb egyszeres osztojat!

Adottak az azonos értelmezési tartomanfy@s g fuggvények. Azf értékei
egészeky pedig csak @, 1 értékeket veszi fel. Hatarozzuk meg azoknak a paros
f-értékeknek a szamat, amelyek olyan pozicidban vannak, afdliggvény
értékel!

Keressik meg az fliggvény értékei kdzoétt azt a szamot, amelynek decimalis
alakjaban az egyesek helyén a legnagyobb szamjegy all!

Az z vektor egy szoveget tartaimaz. Allapitsuk meg, hogy visszafelé olvasva a
szbveg ugyanaz-e!

Adott egy graf a csticsmatrixaval. Allapitsuk meg-adik cstcs fokszamat!
Hatarozzuk meg af fliiggvény legnagyobk-val oszthato értékét!
Hatarozzuk meg az természetes szam valddi paros osztdinak szamat!

Hatarozzuk meg af fiiggvény lokéalis minimumai koziil a legnagyobbat! (Egy
érték akkor lokalis minimum, ha mindkét szomszédjanal kisebb.)

Adjuk meg azf fuggvény egyk-val oszthat6 értékéhez tartoz6 argumentumat!
Hatarozzuk meg af fuggvénynek &-nél kisebb legnagyobb értékét!

Adott a kdzéppontjaval és a sugaraval a sikon egy kor, és tovélalairab pont.
Keresstuink egy olyan pontot, amely a kdrbe esik!

Hatarozzuk meg az fliggvénynek aza,d] intervallumba e$§ legnagyobb
értékét!
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13.18.

13.19.

13.20.

13.21.

13.22.

13.23.

13.24.

13.25.

13.26.

13.27.

13.28.

13.29.

13.30.

13.31.

13.32.

13.33.

13.34.
13.35.

13.36.

Hatarozzuk meg af figgvény azon értékeinek a szamat, amelyek vady d#
vagy alc, d] intervallumba esnek!

Hatarozzuk meg af fiiggvénynek azt a legnagyobb értékét, anielal osztva
1-et ad maradékul!

Adjuk meg azf fuggvénynek azt az értékét, amehod N a legnagyobb!

Adottak az azonos értelmezési tartomarfyés g figgvények. Az(f(:), g(i))
szamparok egy-egy sikbeli pont koordinatai. Szamoljuk meg, hogy a pontok
kozil hany esik azzg, yo) kozéppontly sugarl korbe!

Keressilk meg af fliggvénynek az etsn-nél kisebb vagy értékét!

Adottak azx ésy vektorok, valamint & szam. Azy vektor azx indexeinek egy
részhalmazat tartalmazza. Szamoljuk meg, hany olyaal oszthaté elem van
z-ben, amelynek indexe megtalalhatdan!

Adott azz vektorban egy széveg. Allapitsuk meg, hogy a szbveg tartaimaz-e
maganhangzot!

Keressiik meg af fliggvény egy olyan értékét, amely beleesika?] és alc, d|
intervallumba is!

Az x vektor egy szoveget tartalmaz. Szamoljuk meg, hany maganhangzo van a
szOvegben!

Allapitsuk meg, hol van a monoton néveked fiiggvényben a legnagyobb
ugras, azaz af(k) — f(k — 1) érték melyk-ra maximalis!

Hatarozzuk meg af fiiggvény legnagyobb péaros értékéhez tartoz6 argumentu-
mot!

Keressink az: vektorban két olyan szomszédos elemet, amelyek szorzata
negativ!

Adottak az[m, n] intervallumon értelmezejt ésg fuggvények. Allapitsuk meg,
hany egész koordinataju pont esik a figgvényértékek kdzé!

Adottak azr ésb vektorok. ,Fektessiikb-t azx vektorra folyamatosan egymas
utén, ahanyszor csak lehet, és szamoljuk meg, hany helyen egyeznek az egymas
feletti értékek!

Adott azn természetes szam. Hatarozzuk meggy valddi osztojat!

Adjuk meg azf fliggvénynek azt az értékét, amelynek szomszédai atlagatol valé
eltérése a legnagyobb!

Keresslink az vektorban egy olyan elemet, amely oszthaté az indexével!

Adott azax matrix, amelynek elemei sorfolytonosan névélsorozatot alkotnak.
Keressilk meg a méatrixban azrtéket!

Adott egy = vektor, amely szineket tartalmaz sotétesbrrendben ( szineken
értelmezve van egy ugynevezett stétsegi relacié, amely teljes rendezés). Keres-
stk meg az: vektorban a vilagoskéket!
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13.37.
13.38.
13.39.

13.40.

13.41.
13.42.

13.43

13.44.

13.45.

13.46.

13.47.
13.48.
13.49.
13.50.

13.51

13.52.

13.53
13.54.

13.55.

13.56.

13.57.

13.58.

Adott a sikonN darab pont. Keressilk meg az orig6tél legtavolakibpntot!
Adjuk meg azf fuggvény utolsé pozitiv értékének argumentumat!

Adott azz vektor, amelynek elemei nullak és egyesek. Szamoljuk meg, hanyszor
fordul el a vektorban a0101’ szakasz!

Allapitsuk meg, hogy van-e af fliggvény értékei kozott olyan szam, amely
k-hoz relativ prim!

Hatarozzuk meg az természetes szam legkisebb valodi nem prim osztéjat!

Adottak azf ésg monoton noé fiiggvények, valamint & szam. Allapitsuk
meg, talalhat6-e olyanésj argumentum, amelyré(i) + g(j) = k!

. Adjuk meg azx matrix egy olyan soranak indexét, amely nem tartalmaz pozitiv

elemet!

Allapitsuk meg, hogy & vektorban leb széveg difordul-e a karakteres vek-
torban!

Adott az injektiv f figgvény. Adjuk meg azf egy olyan értékét, amelyet
legaldbb egy nala nagyobb megz

Hatarozzuk meg af figgvénynek azt az értékét, amely leghamarabb fordul el
masodszor!

Keressilk meg az matrixnak azt a sorat, amelynek minden elerhe
Adjuk meg, hany primszam van &z b] intervallumban!
Hatarozzuk meg az-nél kisebby-hez relativ prim természetes szamok szamat!

Adott két egybevag@n-szog. Mindketb oldalait véletlenszerlien kékre vagy
pirosra festettiik. Helyezziik egymasra a két sokszdget tigy, hogy & lebtibb
helyen legyenek azonos szin(i oldalak egymason!

. Szdmoljuk meg a7 : [m,n] x [m,n] — Z fuggvény nulla értékeit!

Szamoljuk meg, hogy az matrixban hany olyan sor van, amely csak egyetlen
nullatol kulénbod elemet tartalmaz!

. Allapitsuk meg, melyik aZ fiiggvény leggyakrabban felvett értéke!

Hatarozzuk meg az fliggvénynek azt az értékét, amelyet a legtdbb nala na-
gyobb elem &z meg!

Keressilk meg a négyzetesnatrixnak azt az oszlopat, amelyberBdifigonalis
feletti elemek 6sszege a legnagyobb!

Hatarozzuk meg a négyzetesmatrixnak a édiagonalis alatti legnagyobb ele-
mét!

Szamoljuk meg, hogy az matrixnak hany olyan sora van, amely csak egy nul-
latol kiilonbod elemet tartalmaz!

Adott a sikV pontja. Allapitsuk meg, melyik a két legtavolabbi pont!
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13.59.

13.60

13.61.

13.62.

13.63.

13.64.

13.65.

13.66.

13.67.

13.68.

13.69.

13.70.

13.71.

13.72.

Egy sakkbajnoksag végeredményét egyegyzetes matrixban taroltuk, ahol az
1-edik sorban g-edik elem az-edik jatékos és a-edik jatékos kodzti médzés
eredményét jelenti azedik jatékos szempontjabola ; értéke0, haj nyert;

2, hai nyert; 1, ha a jatékosok dontetlenben egyeztek meg). Keressik meg a
bajnoksag (egyik) gdztesét (g§ztes az, akinek a legtdbb pontja van)!

. Adott egyf : [a,b] — Z flUggvény. E fliggvény értelmezési tartomanyanakiegy

pontjat a fliggvény csicsanak nevezzikyhee [i + 1,b] : f(j) < f(¢). Adjuk
meg, hany cslcsa vafinek!

Keressilk meg az: négyzetes matrixnak azt @diagonalissal parhuzamos
atlojat, amelyben az elemek 6sszege a legnagyobb!

Adott a0, 1 értékeket felved f fliggvény. Keressiik meg a fliggvény értelmezési
tartomanyanak azt az elemét, amely a leghosszabb egyes-értéksorozat kezdete!

Egy fuggvény értelmezési tartomanyanak azt a szakaszat, amelyhez tartozé
értékek negativok ugy, hogy a szakaszt jobbrol és balrol nemnegativ érték vagy
az értelmezési tartomany vége hatérolja, a fliggvény negativ szigetének nevez-
zik. Adjuk meg azf figgvény értelmezési tartomanyaban a negativ szigetek
szamat!

Allapitsuk meg, van-e negativ szam gzfuggvényértékeinek (kef) rész-
letdsszegei kdzott!

Adjunk meg egy olyark szamot, amelyre az természetes szam binaris alakja-
nak k-adik helyi értékén-es all!

Adjuk meg azf fliggvény értelmezési tartomanyanak azt a leghosszabb sza-
kaszat, amelyen belll az értékek novéék!

Allapitsuk meg, hogy az szam binéarisan felirt alakjaban hany datads szere-
pel!

Adott az 2 vektor, amelynek elemei karakterek. A vektor szavakat tartalmaz,
amiket egy-egy vesézvalaszt el egymastél. Adjuk meg a leghosszabb szénak a
kezdindexét!

Egy f : [a,b] — Z fuggvény értelmezési tartomanyanak azon szakaszat,
melynek két végpontja a fiiggvény lokalis minimumhelye gy, hogy a végpon-
tok kdzotti elemek nem azok, a fliggvény egy hegyének nevezziik. Adjuk meg a
legszélesebb hegy kezgontjat!

Egy vektornak azt a szakaszat, amely csupa negativ elemet tartalmaz agy, hogy
a szakaszt jobbrol és balrél nemnegativ elem vagy a vektor vége hatarolja, a
vektor negativ szigetének nevezzik. Adjuk meg aektor legnagyobb negativ
szigetének keziindexét!

Egy mUzeumban azdik 6rabanx; latogatd érkezik ég,; latogaté megy el.
Melyik éraban volt a legtobb latogaté a mizeumban?

Adott az egész szamok egy vektora és két egész szam. Allapitsuk meg, hogy a
két adott szam éfordul-e a vektorban; és ha igen, akkor melyiél#!
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13.73.

13.74.

13.75.

13.76.

13.77

13.78.
13.79.

13.80

13.81

13.82.

13.83.

Helyezziink eh darab vezért egy x n méretl sakktablan ugy, hogy egyik vezér
se tdmadjon masikat!

Héanyféleképpen helyezhetlink eldarab vezért egy. x n méretl sakktablan
ugy, hogy egyik vezér se tamadjon masikat?

Legfeljebb hany vezért lehet egyx n méretli térikus sakktéblan elhelyezni tgy,
hogy egyik vezér se tamadjon masikat?

Adottn fil és ugyanennyi lany. Egylogikai matrixban taroljuk a filk és lanyok
kozotti szimpétiat (ez egy szimmetrikus reléacio) a kovetikeppen:z, ; igaz,

ha azi-edik fili és aj-edik lany szimpatizal egymassal, hamis, ha nem szimpa-
tizalnak egymassal. A feladat az, hogy ha lehet, akkor parositsuk (hazasitsuk)
0sszedket gy, hogy minden parban a felek szimpatizaljanak!

. Adott egyn x m méretl sakktabldi, j) mezején egy huszar. Végig lehet-e

vezetni a tablan Ggy, hogy minden ndee Iép, de csak egyszer, és minden |épése
szabalyos (huszarlépés)?

Hanyféleképpen lehet forintot kifizetni m kilonb62 cimletl pénz6l?

Hanyféleképpen lehet forintot kifizetni m kilonbdd cimletli pénzbl, ha
legfeljebbd,, do, . . ., d,, hasznalhato fel?

. Adott a természetes szamok efjwéges részhalmaza. Kivalaszthato-e@hb

darab elem Ugy, hogy az 6sszegtikegyen?

. Az z szekvencialis fajl (megengedett miiveletsaz dx, x : read) egy vallalat

dolgozéirél a kbvetke adatokat tartalmazza:

e adolgozé azonosité szama,
o vezed beosztasban van-e;
¢ legmagasabb iskolai végzettsége.
Valasszuk ki av sorozatba azoknak a dolgozoknak az adatait, akik Gezet

beosztasban vannakza&orozatba azoknak az azonositéit, akik véimtosztas-
ban vannak és nem érettségiztek!

Az z szekvencidlis f4jl (megengedett miveletsazdz, x : read) foldrengések
adatait tartalmazza. Egy elem a kéveibel all:

e az észlelés helyének koordinatai;

e arengeés drssége;

e arengés idtartama;

e afoldrész azonositoja;

e arengést dre jelezték-e.

Vélasszuk ki & sorozatba az éte nem jelzett foldrengések észlelési helyeit, a
z sorozatba pedig 20 masodpercnél hosszabb foldrengések adatait!

Adott a keresztnevek és a viragnevek fajlja, mindketbécésorrendben ren-
dezett (megengedett mlvelet az, dx,x : read). Hatarozzuk meg azokat a
keresztneveket, amelyek nem viragnevek!
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13.84.

13.85.

13.86.

13.87.

13.88.

13.89.

Adott egy egész szamokat tartalmazé fajl. Ha a fajl tartalmaz pozitiv elemet,
akkor keressiik meg a legnagyobbat, kilénben a legkisebbet!

Egy fajlban (megengedett mlveletaop extremdalis elemmel) adottak az egyes
kaktuszfajtakrdl a (névfshaza, virdgszin, méret) adatok. Valogassuk ki egy
fajlba a mexikéi, egy masikba a piros viragu kaktuszokat!

Adott egy fajlban (megengedett miivelet az,dx,x : read) egy OTP-
nyilvantartas (név, 6sszeg) parok alakjaban. Adjuk meg annak a nevét, akinek
nincs tartozasa, de a legkisebb a betétallomanya (ha van ilyen)!

Az x szekvencidlis f4jl egész szamokat tartalmaz (megengedett miivelet az
sx,dx, x : read). Keressink a fajlban lokalis maximumot, vagyis olyan értéket,
amely mindkét kdzvetlen szomszédjanal nagyobb!

Adott azx vektor és azy szekvencidlis fajl, amelynek elemei egyarant pozitiv
egész szamokz:-ben égy-ban egy szam legfeljebb egyszer fordw,ets mind-
ketth névekwen rendezett. Az egy olyan szekvencidlis fajl, amelyre csak a
lopop miivelet megengedett, és a fajl végét egy negativ szam jelzi. Allitéuk el
rendezett sorozatot, ami ésy elemeit tartalmazza!

Adottak azx szekvencialis fajlban (megengedett miiveletsazdx, x : read)

egy évfolyam hallgatéinak adatai. Egy elem a hallgatd nevét, csoportszamat és
tiz db osztalyzatot (a nulla azt jeldli, hogy az osztalyzat hianyzik) tartalmaz. A
fajl a csoportszamok szerint néveélen rendezett. Allitsuk élazy sorozatot,

ami a hallgatok nevét, csoportszamat és atlagat tartalmazza!



14. fejezet

Absztrakcios stratégia

A programozasi feladatok megoldasa soran mindig valamilyen absztrakcids eljarast
kovetliink, ami a megoldas soran lehet végig azonos, de |épésenként valtozhat is. A
kilénb6 programozasi modszereket az jellemzi, hogy déntmilyen absztrakcids
stratégiara épitenek.

Az el6z6 részben mutattunk egy egyszeri példat az allapotér-transzformaciora. Az
allapottér-transzformaciora égistratégidkatadatabsztrakcidstratégianak is nevez-
z(ik, hiszen az allapotér az adatok absztrakcidja.

Most ezt a feladatot Gjra megoldjuk, de egészen mas gondolatmenettel. Nem az
allapoteret alakitjuk at, hanem az eredeti allapottéren definialunk olyan fliggvényeket,
amelyek segitségével az utodfeltétel kényelmesen felirhaté, és kdnnyebben Kezelhet
feladathoz jutunk. Ebben az esetbfilggvényabsztrakciérddeszéllnk.

Tehét a feladat a kovetkézZTegyik fel, hogy van egy karaktereltallo szekven-
cialis fajlunk, ami egy sztveget tartalmaz. Szamoljuk meg, hogy hany olyan csupa
betuktbl allo rész van a szévegben, amelynek hossza nagyobb, mint egy melgadott
érték!

Legyenx egy karakterekfil 4ll6 sorozat. Definialjuk a kdvetkézparcidlis figg-
vényt:

f(0)=0¢és

Vi € [0..dom(x) — 1] :

) [ fG)+1, haz;, € BETU;
fe+1)= { 0, haw;s, ¢ BETU.

Az f figgvény azt adja meg, hogy ahelyen hanyadik betlje van egy megszakitas
nélkuli betiisorozatnak az-ben. Ezért a feladat specifikacioja:
A =X x N ha X = file(CH),

T d
B==x

I,/
Q: (a=2a')

dom(z")

R:(k=FKANd= ;‘O X(f(2) = k))

Erre a feladatra alkalmazva a megszamlélas tételének szekvencidlis fajlra
vonatkozé véltozatat és a rekurziv fliggvény helyettesitése véaltozoval transzformaciot
kapjuk a kdvetke@ megold6 programot.
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sx,dxr,x : read
z:=0
d:=0
ST = norm
\ dr € BETU
z=2z4+1 ‘ z=0
\ z=k
d=d+1 \ SKIP
sr,dr,x : read

A kovetkedkben egy dsszetettebb feladaton mutatjuk meg e két afaptratégia
0sszehasonlitasat.

14.1. Az iddszer(sités definicidja

El6szor néhany, a sorozatok (szevencialis fajlok) estén gyakran hasznalt jeldlést, fo-
galmat vezetiinkbe. Legyen egy sorozat{z} jel6li a sorozat elemeinek halmazat,
azaz

dom(x)
{zy= |J {ai}
i=1
Gyakran hasznalunk olyan sorozatot, amelyRalcsavan. Ez azt jelenti, hogy
S = seq(X),aholX = (k: K,d: D) ésK egy rendezett halmaX a kulcsok,D az
adatrészek lehetséges értékeinek halmaza. Legyef, ekkor{s.k} az s kulcsainak

halmaza, azaz
dom(s)

{s.k} = U {s;.k}.
i=1
Azt mondjuk, hogy az € S sorozatkulcs szerint rendezetia
Vi € [1..dom(s) — 1] : 8;.k < s;41.k.

Ha S minden eleme kulcs szerint rendezett, akkokulcs szerint rendezett sorozat
tipus.
Ha azs € S sorozat minden elemének kulcsa kilonbozik, azaz

Vi, j € [l..dom(s)],i # j : si.k # s;.k,

akkor azt mondjuk, hogy egyértelmi kulcsgorozat. H&5 minden eleme egyértelmi
kulcsu, akkorS egyértelmii kulcsu sorozat tipus.

LegyensS egyértelmii kulcsu sorozat tipus. Definialjuk a kovetkEz.e S x K —
X parcidlis figgvényt:

(s,q) € Dx & q € {s.k}
és
K(s,q) € {s} ésK(s,q).k =q.

Most lassuk az iiszerisités feladatat. Induljunk ki egy olyan adatfajlbol, amelyben
azonos tipusu elemek talalhatdéak. Ezt a fafitzsfajhak fogjuk nevezni. Legyen az
elemek tipusd&’, ekkor
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T = seq(E).
Legyen adott tovabba egy olyan fajl, amely transzformaciok sorozatéat tartalmazza. Ezt
a fajlt fogjuk modositofajhak nevezni. Legyed' = {f | f : T — T}, ekkor

M = seq(F).
A feladat az, hogy i@szerUsitsiik a torzsfajlt a modositéfajlban leirt transzforma-
cidkkal. JeldljeY az iddszerisités transzformaciot. EKKbr: T x M — T és

T(ta 7’7’)) = Mdom(m) © "+ ©0M20 ml(t)

Ahhoz, hogy a feladatra megoldast adjunk, ez a leirds még tul altalanos, ezért
tovabbi kikotéseket tesziink a fajlokra.

1. Az idbszerlsités kulcsos.

LegyenE = (k : K,d : D) ésF = (k : K,v : V), ahol K kulcs részeD
a torzsrekord adat része; pedig az elvégzeridtranszformaciét definialé tipus.
Feltessziik még, hogy mind a t6zsfajl, mind a médositofajl a kulrs£erint
rendezett.

2. Atorzsfajl a kulcs szerint egyértelm.

3. Atranszformacio csak a kdvetkieharomféle (torlés, beszuras, javitas) lehet:

V= (tr:Wy;be: Wa; jav : Ws);
Wi = {a},
Wy, = (d: D),
Wy = (¢9:G), aholG=seq(H),H={vy|~:D— D}.

Hatra van még annak a leirasa, hogy hogyan hatnak a fenti transzformaciok a
torzsfajlra. Mivel a torzsfajl kulcs szerint egyértelm( és rendezett, elég csak azt
megadni, hogy milyen elemeé&ball.

Harom esetet kuldnboztetiink meg attol fégg, hogy a transzformacio torlés,
beszlras vagy javitas.

(@) m;.tr, azazm, torlés:

{e|e€tések #m;k}, ham;ke{tk};
{t} kilonben

{mi(t)} =

(b) m;.be, azazm; beszuras:

{t} U{(m;.k,m;v.d)}, ham;k & {t.k};
{mith = { {t} kilonben

(¢) m;.jav, azazm, javitas:

{e|e€tések #m;k}U
(mit) = {(mi.k, mi.Gaom(ms.g) ©---  ham;.k € {t.k}
v <omy.g1 (K(t, my.k).d)) };
{t} kilénben
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4. Ajavitds mivelet csere.

Ez azt jelenti, hogylom(m;.g) = 1 ésm,.g; konstans. Ebben az esetben a

A feladat specifikaciéja tehat:

A=T x M xT
to m t
B=TxM
t, m
Q: (to =t, A'm =m' és azl..x pontok teljesuinek
R:(t="(t;,m))

Ha a fenti specifikaciobam = 3, akkor k6zonségeshaxr = 4, akkor egyszer(
id6szerisitédd beszélink.

14.2. |dbszerUsités egyértelmld modositofajllal

A tovabbiakban az egyszer{idsizerUisitéssel fogunk foglalkozni. Kézonségésnk-
rlsités esetére csak utalni fogunk.

A feladatot harom iranybdl is megprébaljuk megoldani: visszavezetjiik halmazok
uniodjara, egyvaltozos egyértékd; illetve kétvaltozos egyértékii elemenkénti feldolgo-
zasra.

14.2.1. Visszavezetés halmazok unidjara

Ez a megoldas Dijkstradnyvében [Dij 76] talalhat6. Az alapgondolat az, hogy a
elemei vagy olyanok, hogy a kulcsuk-ban is kulcs vagy olyanok, hogy a kulcsuk
m-ben is kulcs. Tehaft} = z Uy, aholz = {e € {t} | e.k € {to.k} ésy = {e €
{t} | e.k € {m.k}.

A transzformalt feladat tehat a kovetiées. — L :35 x ?
B=T xT
x/ y/
Q:(z=a"Ny=1Y)
R:(t=zUy)

Idézziik fel azuni6 programjat:
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t:=0
TEOVYy#£D
e:€ (xUy)

\ eexNedy \ e¢xNecy \ ecrhecy
t:=tUe t:=tUe t:=tUe
Ti=x e yi=y~e Ti=x e

yi=y~e

Most mar csak a fenti programot kell transzformalni az eredeti allapottérre.

TEOVYy#D — toAOVm#AD
e:€(xVUy) — ek:€ {to-k}U
ecx — eke{tok}
ecy — eke{mk}

Jeldljukg-val aze.k kulcsot, ekkor a megfelélprogram:

{m.k})

t:=10

to;«é(l)\/m;é@

q

€ ({to.k} U {m.k})

\q € {to.k} Nqg ¢ {m.k}

\q

€ {to.k} Ng e {m.k}

X & {to.k} Ng € {m.k}

S

Sa

S3

Vizsgaljuk meg most, hogy mit kell tenni az elagazéas egyes agaiban:

1. Ha ag kulcs csak d( eredeti torzsfajlban szerepelt, akkokKé, ¢) elemre nem

vonatkozott médositas, valtoztatas nélkul kell kiirni az (j torzsfajlba.

2. Ha aq kulcsérték mind az eredeti torzsfajlban, mind pedig a mddosit6fajlban
szerepelt, akkor a térlés és a javitas miiveletek végéklettEbben az agban a

(5

t =10 K(to,q)

to :=to ~ K(to, q)

q kulcsu elemet mindkét f4jIbdl el kell hagyni.
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3. Ha ak kulcs csak a médositéfajlban szerepelt, akkor csak a beszurads miiveletet

Ha a programnak hibajelzést is kell adnia, akkor azt a fenti struktogramokban
HIBA-val jelzett helyeken kell megtennie. Térjlink most vissza az eredeti feladatra,
ahol halmazok helyett szekvencialis fajlok szerepelnek. Legyen az input fajlokon a

K(m,q).tr \K(m,q).be \ K(m,q).jav
SKIP | HIBA | 4.4 (g.K(m.q)d)
m:=m ~ K(m,q)
to 1= to =~ K(to, q)

lehet elvégezni, és@kulcsu elemet ki kell térélni a médositofajlbol.

@

K(m,q).tr \ K(m,q).be \K(m,q).ja
HIBA | .40 (g K(mq)d) | HIBA
m:=m~K(m,k)

read mivelet értelmezve. Ekkor a program az aldbbiak szerint alakul:

ahol

sto, dto, to : read; sm,dm,m : read

ti=<>

st = norm V sm = norm

(sto = sm A dto.k < dm.k) sto = sm A (sto = sm A dtg.k > dm.k)
\ Vsm = abnorm \ dto.k = dm.k \ Vstg = abnorm
t : hiext(dto) S3 S3
sto, dto, to : read
S5 )
SKIP HIBA t : hiext(dm.k,dm.d)
sto, dto, to : read
sm,dm,m : read
S; )
HIBA t : hiext(dm.k,dm.d) HIBA

sm,dm,m : read
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14.2.2. Visszavezetés egyvaltozds elemenkénti feldolgozasra

Allapottér-transzformaciot alkalmazunk. Legyéh = seq(Y) ésY = (k : K,d :
D' v:V"),aholD' = DU {"iires”} ésV/ =V U {"ires” }.
Legyenz € X és{xz.k} = {to.k} U {m.k}.

. o "dires”, haxz;.k ¢ {to.k};
vi € [La.dom]:zid = { K(to, z:.k).d, haz;.k € {to.k}.
o "iires”, haxz;.k ¢ {m.k};

rev = K(m,z;.k)v, bhaz,.k e {m.k}.

Legyenf : X — T.
fl@)={J f{e}) es

ec{x}

(e.k,e.d), hae.v = "tires”;

"ires”, hae.v.tr A e.d = "iires”,

(e.k,ev.d), haewv.beAed="ires”,
f{e}) =< Vires”, hae.v.jav A e.d = "lires”;

"ires”, hae.v.tr A e.d #£ "iires”,

(e.k,e.d), haew.be Ae.d#"ures”,

(e.k,ev.d), haew.javAe.d#"ires”.

A specifikacio:
A=X xT
x t
B=X

l'/

Q:(x=2a)
R:(t=f()

A halmazokra felirt megoldoprogram:

0
U
e:€cx

e.d #"ures” N | ed#"ures” N | ed="dres” A

t:
T

RN

\ e.v = "ures” \ e.v = "lures” \ e.v = "lures”

d = (e.k,e.d) So S3

ahol
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e.tr \ e.be \ e.jav
HIBA d = (e.k,ev.d) HIBA
e.tr \ e.be \ e.jav
d:=10 HIBA d:= (e.k,e.ge.d))
Térjunk vissza most az eredeti allapottérre:
’ x#0 ‘ = ’ toEDVm#D ‘
| e €x | = g€ {tok}U{mi}) |
’ e.d £ "ures” Aew = Viires” ‘ = ’ q € {to.k} Nqg ¢ {m.k} ‘
’ e.d ="ures” Aew # "ires” ‘ = ’ q & {to.k} Nge {mk} ‘
’ e.d # "ures” Aew # Vires” ‘ = ’ q € {to.k} Ng € {m.k} ‘
| rTi=r~e | = [acttoht] aeftoh} | a¢ {tok}
ANq ¢ {m.k} Aqge {mEk} Aqe{mk}
to :=to ~ to =ty ~ m:=m ~
K(to, q) K(to, ) K(m, q)
m:i=m ==
K(m, q)

Haszndljuk fel azt a tényt, hogyda:= f({e}) értékadast kiszadmitd programokban
és azr := x ~ ¢ értékadas megfel@ében szereplelagazasok feltételrendszere meg-
egyezik, tovabba a:=t U d értékadast csak azokba az agakba irjuk bele, amelyekben
d # (). Ekkor ugyanazt a programot kapjuk, mint azéetsegoldasban.

14.2.3. Visszavezetés kétvaltozos elemenkénti feldolgozasra

A feladat megoldasanak talan legegyszeri(ibb modja az, ha kétvaltozés egyértéki — hi-
bakezelés esetén kétértékli — elemenkénti feldolgozasra vezetjik vissza, Ugy, hogy az
elemeket a kulcsukkal azonositjuk az elemeket. Tekintsik a feladat eredeti specifika-

cidjat.

Ha a médositofajl kulcs szerint egyértelm, akkor asbrisités fliggvény&'f
a kulcsokra nézve elemenként feldolgozhaté. A kulcsértékekre felirt fliggvény:

T(q,0) = K(to,q)
haiC(m, q).tr;
T(0.q9) = {(q,/C(m,q)d), haC(m, q).be;
haiC(m,q).jav.
haC(m, q).tr;
T(g.q) = { (to, q), hakl(m,q).be;
K(m,q).9(K(to, q).d)), hak(m,q).jav.
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Ha ezt a fenti fuggvényt behelyettesitjik a kétvaltozds elemenkénti feldolgozés
tételébe, akkor ugyanahhoz a megoldoprogramhoz jutunk — csak sokkal révidebb Gton
—, mint az el megoldasban.

A harom megoldast dsszehasonlitva, két észrevételt tehetiink. NMegiégon
harom latszélag teljesen kilonkibmegoldasi stratégiaval ugyanahhoz a programhoz
jutottunk. Val6jaban az eredmény nem annyira megjldypszen tudjuk, hogy az unié
kétvaltozos elemenkénti feldolgozas.

A masik észrevételiink az, hogy minébeebb tételt alkalmazunk, anndl egysze-
rbben jutunk el a megoldéprogramhoz.

14.3. lddszerlsités nem egyértelmld modositofajllal

Vajon miben valtozik a feladat, ha a médositéfajl kulcs szerint nem egyértelm(i? Ebben
az esetben a feladat nem elemenként feldolgozhatd, hiszen az elemek nem takinthet
azonosnak a kulcsukkal. Erre a problémara kétféle megoldasi médot is megvizsgélunk:
az egyik jellemden adatabsztrakciés masik elédlegesen figgvényabsztrakcids
megkozelités.

14.3.1. Megoldas adatabsztrakcioval

Mint az eBbb mar emlitettiik, ha a modosito fajl kulcs szerint nem egyértelm, akkor
a feladat nem elemenként feldolgozhat6. Prébaljuk meg azzéa tenni. Ehhez arra van
szilkség, hogy a madositéfajlt kulcs szerint egyértelm(ivé tegyik. Ezt egy allapottér-
transzformacio segitségével kdnnyen elérhetjiik, ugyanis csak annyit kell tennink,
hogy az azonos kulcsti médositérekordokat egy Uj rekordba fogjuk dssze. igy az (j
maodositorekord a kovetkéképpen fog kinézni:

(kulcs, transzformaciésorozat)

Az allapottér transzformaciot két Iépésben adjuk meg. Ledyen seg(U), aholU =
seq(F).

A=TxVxT
t() v t
A v-re teljesul, hogy'i € [1..dom(v)] : Vj € [1..dom(v;) —1] s v;, K = v;,_, . K,
v egyértelml kulcsu, és a kapcsotatésv k6zott: seq(m|F') = seq(v|F).
LegyenS = seq(V); ésF' = (k: K,s:S) ésX = seq(F").

A =TxXxT
to x t

z kulcs szerint egyértelmx. K} = {v.K} ésseq(z|V) = seq(v|V).

Ezzel a moédositéfajllal tehat eljutottunk a kétvaltozés egyértékl (hibafajl
hasznalata esetén kétérték(l) elemenkénti feldolgozashoz. Az egyetlen kilénbség csak
az, hogy az adott transzformaciésorozat végrehajtasat meg kell valésitanunk az ere-
deti allapottéren. Ehhez sziikséglnk lesZ @zes” szimbdlumra, amely értéket hoz-
zavesszik az adat rész tipusahb?: = D U {"iires”}. Az, hogy egy torzsrekord
adatrészéiires”, azt jelenti, hogy a rekordot nem kell kiirni az eredményfajlba.

Az elemenként feldolgozhat6 fuiggvényunk:

T(e,0) = K(to,e.k)
T(he) = (ek,K(z,ek).s("iires”))
YT(e,e) = (ek,K(z,ek).s(K(tg,e.k).d))
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A transzformaciésorozat elvégzése csak a transzformaciok mégselekendje esetén
lehetséges. Ha egy transzformaciésorozat egy tagjat nem lehet elvégezni, akkor azt a
sorozatbol ki kell hagyni (esetleg hibat kell jelezni). Ezzelafziggvény egyértelmiien
definialt.

irjuk fel tehat a fenti megfontolasok alapjan a kétvaltozos elemenkénti feldolgozas
programjat a megfelélbehelyettesitésekkel:

t:=0

sto, dto, to : read

sx,dzx,x : read

sto = norm V Sr = norm

sto, dto, to : read

ad := dz.v(dto.d)
t: HIEXT (ad, ak)

sto, dto, to : read

st = abnorm V (sx = sto st = stg A sto = abnorm V (sx = sto
\ Adto.k < dz.k) do.k = dto.k Adz.k < dto.k)
t : hiext(dto) ak = dx.k ak :=dx.k

ad = dzx.v("ires”)
t: HIEXT (ad, ak)

sr,dx,x : read

sr,dx,x : read

Definialnunk kell még, hogy mit jelent a fenti struktogramban a transzformécio-
sorozat elvégzése. Ehhez bevezetjilf aiN, — D’ rekurzivan definiélt fliggvényt:

dx.w(p) = f(dz.v.dom),
ahol
£(0) p;
fli+1) dx.vip1 (f(2))-

A fenti definiciéban szerepldz.v; 1 mivelet elvégzésén az alabbi fliggvényértékeket
értjuk. Legyend € D’, ekkor:

“ires”, hadr.v.it Ad#£"ures”;
d, hadz.v.t ANd ="1res”;
i@ =3 o, et e
dr.v.d, hadzv.jANd#"ures”;
d, hadx.v.j Ad="1res”.
Az f fuggvényt kiszamité — a mddositassorozatot eléegprogram:
ad = dx.v(p)]
d:=p
dx.v.dom # 0
\ dx.v.lov.t dx.v.lov.b \ dx.v.lov.j
\ ad = "ures” I\ ad = "lres” I\ ad = "lres”
HIBA| ad :="iires” | ad := dzv.v.lov.d |[HIBA|HIBA| ad := dz.v.lov.d
dx.v : lorem
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Mivel az aktudlis adat értéke leheétires” is, ahiext mivelet helyett az alabbi

programot hasznaljuk:

t: HIEXT (ak,ad)
[

ad = "lres”

t : hiext((ak,ad)) ‘

SKIP

Térjiink most vissza az eredeti allapottérre. Ekkas@dgram:

t:=0

sto, dto, to : read

sm,dm,m : read

sto = norm V sm = norm

A dto.k < dm.k)

sm = abnorm V (sm = stg

sm = stg A
dm.k = dto.k
o 0 \

sto = abnorm V (sm = sto
A dm.k < dto.k)

t: hiext(dto)

sto, dto, to : read

ak :=dm.k
ad := TR(dto.d, ak)
t: HIEXT(ad,ak)

sto, dto, to : read

ak :=dm.k
ad := TR(iires”, ak)
t: HIEXT (ad, ak)

Az ad := TR(p, ak) a méar kordbban definialt rekurziv fliggvényt kiszamité prog-
ram megvaldsitdsa az eredeti allapottéren:

ad := TR(p, ak) |

ad:=p
sm = norm A ak = dm.k
\ dm.t dm.b dm.j
ad ="ures” / ad ="1ures” / ad ="ures” /

HIBA ‘ ad :="lres”

ad = dm.d \HIBA

HIBA \ ad = dm.d

sm,dm,m : read

14.3.2. Megoldas fuggvenyabsztrakcidval

Egy adott feladat megoldasat mindig elkertlhetetlentl befolyasolja a specifikacio

mddja. A fliiggvényabsztrakcié Iényege abban rejlik, hogy a megoldast egy alkalmasan

valasztott fliggvény helyettesitési értékének kiszamitasara vezetjiik vissza.

Kulcsok egyértelm(isitése. A gyakorlatban sokszor talalkozhatunk olyan fajlokkal,
amelyek rekordjaiban van valamilyen kulcsrbgeami szerint a fajl rendezett, de a fajl
mégsem egyértelm( kulcs szerint és igy a kulcéimerzonatkoztatva nem elemenként
feldolgozhatd. A kovetkdikben egy olyan technikat fogunk bemutatni, amelyben egy
Uj kulcsot definidlunk a fajlra, és ezen (] kulcs szerint a fajl méar egyértelma.
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Tegylk fel, hogy afajU = (k : K, z : Z) tipusu rekordokbal all. Az Gj kulcsot tgy
kapjuk, hogy az egymas utan feazonos kulcsokat megsorszamozzuk. Legyen tehat
V=(h:H,z:Z),aholH = (k : K, s : N). Legyen tovabbg : seq(U) — seq(V):

1. g(u).dom = u.dom
2. g(u);.s =1ésVi e [l.u.dom — 1]

| (1, haw;.k # w;y1.k;
g(u)z+1.8 = { g(’u)75 + 1’ hauqk = Ui—‘,—l'k'

3. Vi € [1..u.dom]:
g(u)ik = u;.k ésg(u);.z = u;.z.

Ekkor tetsblegesu € seq(U) esetén — feltéve, hogy a k kulcs szerint rendezett —
g(u) ah kulcs szerint rendezett és egyértelma.
Természetesen a fenti megszadmozast altaldban csak az absztrakcid leirasara
hasznaljuk, és csak ritkan forduléelhogy ag fiiggvény altal definidlt absztrakciot
meg is valésitjuk.

Megoldas extremalis elemmel. Induljunk ki egy olyan absztrakt fajlbél, mint ami-
lyet az egyvaltozds elemenkénti feldolgozasra valé visszavezetésben hasznaltunk. Ter-
mészetesen, mivel most a modositéfajl nem egyértelm(i kulcs szerit,adosztrakt
fajl definici6ja kissé médosul: ha egy kulcs mindkét fajlban szerepel, akkor a térzsre-
kordot az elé ra vonatkoz6 médositérekorddal vonjuk dssze, és az esetlegéfan el
dulé tovabbi azonos kulcst médositérekordokbdl pedig egy-egy olyan absztrakt rekor-
dot képeziink, amelynek adat réSiges”.

Ez az absztrakcié az imént bemutatott egyértelmlseképezésen keresztil imp-
licit médon irhato le: legyen, € T', m € M ésx € X. Ekkor

{g(2).h} = {g(to).-h} U {g(m).h} U{(extr, 1)},

ésvi € [1..x.dom)|:

o(2)id { ffil(fe(ig),g(w)i-h)% khu?gr(uﬁzaiﬁhe {g(to)-h};
K(g(m),g(x);.h).v, hag(z);.h € {g(m).h};
s = { st oty

Figeljik meg, hogy ez a megoldas egy a gyakorlatban sokszor hasznos eszkozt
hasznal, az utols6 utani elem bevezetéséid extremalis elemmel).

A jobb attekinthebség érdekében a fiiggvényt most komponensenként fogjuk
felirni. f:Ng—>Tx K' x D', f= (fl,fg,fg) :

f0) = (<>, <ures>, <iires>)
fl(i)7 han(Z) =xiy1.kV
fili+1) = (f2(@) # i1k A fs(i) = Viires”);
hiext(f1(i), (f2(), f3(1))), hafz(i) # zip1.k A f3(i) # "iires”.
L man(BG), haf() =z
fs(l * 1) - .Iiiii.’l}(.ri.;.l.d), hafi (Z) 7é .Z‘lj:k
fli+1) = f2(4),  hafz(i) = zit1.k;

:Ei+1.k, hafz(l) 76 $i+1.k.
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Ezt a fliggvényt hasznalva a feladat specifikacioja:

x T
t

sl
I
B o B

Q:(x=2a)
R: (t = fi(a'.dom))

Ez a feladat visszavezetibeta fajlra felirt rekurzivan megadott fliggvény
helyettesitési értékének kiszamitasara:

open(x)

sx,dx,x : read

t,ak,ad = <>,"ures”, <iuires>

ST = norm

\ ak =dx.k /
ad = "tires”
ad := dz.v(ad) | SKTP ‘ t : hiext(ak,ad)
ak :=dz.k
ad := dzx.v(dz.d)

sx,dr,x : read

Az x absztrakt fajl miveleteinek megvalésitasa:

sx,dx,x : read

dx.k = extr /
ST = ST = norm
abnorm sm = norm V stg = norm )
sm = abnorm V sto = abnorm V
(sm = sto sm = sto A (sm = sto
Adto.k < dm.k) dto.k = dm.k A dto.k > dm.k)
da.k = dto.k da.k = dm.k daok :=dmk | dvk:=
dz.d = dto.d dx.d := dtg.d dz.d :="1ires” extr
dx.v :="ures” dr.v:=dm.v dz.v:=dm.v
sto,dto,to : Tead | sto,dto,to : read | sm,dm,m : read
sm,dm, m : read
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open(x)

sm,dm,m : read

sto, dtg, tg : Tead

dz.k = "ures”

A transzformacio elvégzésének megvalositdsaraatzsztrakt fajlt hasznaljuk:

ad := d:c.v(p)j
dx.v =" ures”
dx.v.t dx.v.b \ dx.v.j
ad ::p p:”uresﬂ / p:”ﬁ,’,esﬁ / p:”'U/I“GS”
HIBA| ad:="iires” |ad:=dz.v.d \ HIBA HIBA\ ad := dz.v.d

A fenti megoldasi moédokat 6sszehasonlitva lathat, hogy minél magasabb abszt-
rakcios szint(i fogalmakat hasznalunk, anndl egyszer(ibben tudjuk kezelni a feladatot.

Nagyon sok esetben az adat- és fiiggvényabsztrakcié is alkalmazhaté egy feladat
megoldasakor,& mint azt az iménti példa mutatja, a Kkekkombinacidja is egy lehet-
séges ut.

Megoldas fluggvénykompoziciéval. Olyan megoldast is adhatunk a feladatra,
amelynek a specifikacidjaban az utofeltétel egy kompoziciéval adott fiiggvény
kiszamitasa, ahol a kompozicio egy rekurziv médon megadott fliggiibéylegy eset-
szétvalasztassal definialt fliggvédyhll. Ebben az esetben nincs sziikség utolsé utani
elemre.

A=X xT
T t
B=X
m,I
Q:(z=2)

R:(t=HIEXT(f1(2'.dom), (f2(z'.dom), f3(z'.dom)))),

aholf: Ny — T x K x D',

f(0) = (<>, EXTR,”iires”)
(f1(3), f2(i), zit1.0(f3(4))), haz;.1.k = f2(i);
FUHD =Y (HIBXT(£6), (£200). H).
$i+1.k, xi+1.v(xi+1.d)), haxiﬂ.k 7é fg (Z),

6SHIEXT : T x (K x D') — T,

hiext(t, (k,d)), had # "ures”;

HIEXT(t, k,d) = { t, had = "iires”.

Az f fuggvény kez@értékének definiciéjaban szer@@ X T'R kulcsérték tetszleges
olyan kulcsérték lehet, amely egyik fajlban sem forddl el
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Mivel az utéfeltétel figgvénykompoziciéval adott, a megoldas egy szekvencia lesz,
amelynek el§ része azf, masodik része pedigd I EXT fiiggvényt szamitja ki. Az
f fuggvény egyes komponenseinek rendred:, ad valtozok felelnek meg.

open(x)

sr,dx,x : read
t,ak,ad == <>, EXTR,”ures”

sT = norm
ak = dz.k
ad := dz.v(ad) t: HIEXT (ak,ad)
ad := dz.v(dz.d)
ak :=dx.k
sr,dx,x : read
t: HIEXT (ak,ad)

\

Az x absztrakt fajl miveleteinek megvaldsitasa:

st,dx,x : read

sm = norm V stg = norm /
sx 1= norm ST =
sm = abnorm V (sm = stg sm = stg A sto = abnorm V (sm = sto| gbnorm
A dto.k < dm.k) dto.k = dm.k \ A dto.k > dm.k)
dr.k := dto.k drv.k := dm.k dr.k := dm.k
dx.d ;= dto.d dx.d ;= dtg.d dx.d :="ures”
dx.v :="lres” dz.v:=dm.wv dz.v:=dm.w
sto, dto, to : read sto, dto, to : read sm,dm,m : read
sm,dm,m : read

open(x)]

sm,dm,m : read

stg, dtg, to : read

Hatravan még a transzformacio elvégzésének megvaldsitasa:

ad = dz.v(p)
dz.v =" ures”
dx.v.t \ dx.v.b ‘ dx.v.j
ad ::p p:”,l'iresﬁ / p:”ﬁresﬂ / p:”u,resﬁ
HIBA| ad:="iires” |ad:= dz.v.d \ HIBA HIBA\ ad := dz.v.d
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14.4. Feladatok

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

14.6.

14.7.

14.8.

Adott az egész szamokat tartalmazdektor. Valogassuk ki az sorozatba a
vektor pozitiv elemeit!

Adott két vektorban egy angol-latin szétar: az egyik vektedik eleme tar-
talmazza a masik vektaredik elemének a jelentését. Valasszuk ki egy vek-
torba azokat az angol szavakat, amelyek szdalakja nem egyezik meg a latin
megfelebjével.

Adott egyx sorozat, ami egy vallalat dolgozéinak adataibdl all. Egy dolgoz6rél
a kovetked adatokat tudjuk:

e azonosité szam;

e sziiletési adatok (i hely, anyja neve);

e lakcim;

iskolai végzettség;

e a munkaviszony kezdete;
e beosztas;

o fizetés.

Adott még azy sorozat, amely azonositékat tartalmaz. Mindkét sorozat az
azonosité szam szerint rendezett. Adjuk megsorozatban azoknak a dolgo-
zb6knak az adatait, akiknek az azonositdja szergfiien, és a munkaviszonyuk
kezdete egy adott évnél régebbi!

Az x sorozat egy szoveget tartalmaz. Tomoritsik a szdveget ugy, hogy min-
deniitt, ahol t6bb sz6kdz van egymas mellett, csak egy székdzt hagyjunk meg!

Adott egy szoveg, ami mondatokbdl all, és a mondatok végén pont van. M6-
dositsuk a széveget gy, hogy minden mondat végéi jmimntot pontosvesére
cseréliink! A mondatokban lehetnek idézetek, és az idézetek is tartalmazhatnak
idézeteket tet€leges mélységben (az idézetet egy Kertédjel vezeti be és

egy zar6 idégjel jelzi a végét). Azok a pontok, amelyek egy idézet belsejében
vannak, nem jelentik a mondat végét! Feltessziik, hogy a szévegben &z idéz
jelek kiegyensulyozottak.

Adott azz sorozat, amely egy szdveget tartalmaz. Masoljuk-ét az sorozatba
ugy, hogy a kerek zardjelek kdzé irt széveget elhagyjuk! (A zardjelekkel egyiitt.)

Egy szekvencidlis fajl (megengedett miiveletsazdz, x : read) szdveget tar-
talmaz, melyben a szavakat sz6kdzok (esetleg tébb sz6k6z) valasztjak el. Sza-
moljuk meg, hany jelnél rovidebb sz6 van a szévegben!

Adott egy szekvencidlis fajl (megengedett miiveletaziz, = : read), ami egy
bank tranzakcioit tartalmazza: egy lgyfél adatait tartalmazé rekord utan olyan
rekordok kdvetkeznek, amelyek az tugyfél tranzakcioit irjak le.

o Ugyfél = (Azonositd, Szamla 6sszege)
e Tranzakci6 = (Kivét-betét, Osszeq)
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14.9.

14.10.

14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

Allitsuk el6 azt a fajlt, ami az ugyfeleknek a bankbandepillanatnyi 6sszegeit
tartalmazza ugyfél tipusu rekordokban!

Adott egy karakterekll all6 szekvencialis fajl (megengedett mivelet az
sx,dx, x : read). Szamoljuk meg, hogy a széveg hany sz6bal all, ha pelnél
hosszabb szavakat két szonak tekintjik! (A szavakat@kstges szamu szokoz
vélaszthatja el.)

Adott azx szekvencidlis f4jl (megengedett miiveletsaz dzx, x : read), amely
egy szoveget tartalmaz. Allapitsuk meg, hany olyan sz6 van a szévegben, amely
tartalmaz ,,R” betit!

Adott azz szekvencidlis fajl, melynek elemei egy vezetéknevet és egy kereszt-
nevet tartalmaznak. A fajl a keresztnevek szerint rendezett. Gydjtsiik ki a fajlbol
a kiilonbod keresztneveket és azt, hogy hanyszor szerepelnek!

Az x sorozat egy szOveget tartalmaz, ahol a szavakat egy vagy tébb székoz
valasztja el. Szamoljuk meg, hogy a sorozatban Watet(inél hosszabb sz6
van!

Adott egy évfolyam-nyilvantartas névsor szerint a kovetikadatokkal: név, cso-
portszam, atlag. Félévenként moédositjdk a nyilvantartast, ekkor az alabbi val-
tozasok torténhetnek:

johetnek Uj hallgatdk az évfolyamra;

elmehetnek hallgatok (t6rélni kell a nyilvantartas-bol);

valtozhat a hallgat6 atlaga;

megvaltozhat a hallgat6 csoportszama.

A valtozasok is névsor szerint rendezett fajlban vannak. Végezziik el az adatok
frissitését.

Végezzik el egy aruhaz osztalyain kint @arukészlet nyilvantartasanak napi
frissitését. Az adatbazisban az arukrol nyilvan van tartva, melyik osztalyon
arusitjak, mi a neve, mennyi az ara, és hany db vadldel boltban. A nyilvan-
tartds osztalyok szerint, azon belil arunév szerint rendezett. EQy médositéfajl
tartalmazza ugyanigy rendezve a napi fogyast, egy masik az (j szallitmanyt, egy
harmadik pedig az &rvaltozasokat.

Adott egy raktarnyilvantartas (aru, mennyiség) adatokkal, névsor szerint ren-
dezve. Minden nap érkezik harom f4jl:

e a gyartotdl: szallitas; melyik arub6l mennyit hozott;

¢ a bolthdl: igénylés; melyik arubol mennyit rendel a bolt;

e afénokol: selejtezés; csak aruneveket tartalmaz, amiket térélni kell a nyil-
vantartasbol.

Végezzik el az adatok mddositasat. Ha nincs annyi aru, amennyit a bolt igényel,
akkor ezt jelezzik, de amennyit lehet, adjunk ki a boltnak. Ha egy aru mennyi-
sége O-ra csokken, akkor tordljuk ki a nyilvantartasbol. Ha a gyart6 olyan arut
hoz, amilyen még nincs, azt fel kell venni a nyilvantartasba.
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14.16. Adott a virdgokrél egy nyilvantartas (virdgnév, szin, magassag) adatokkal,
viragnév szerint novelden rendezve egy fajlban. Adott tovabba harom
ugyanilyen szerkezetli médositoféd, b, c). Végezzik el az fajl frissitését a

kovetkedk szerint:
e Ha egy virdg benne vamban, akkor szurjuk be-be.
e Ha egy virag benne vaiben, akkor médositsuk-et ab-beli rekorddal.
e Ha egy virag benne varben, akkor t6roljike-bol.

Ha egy rekord az, b, ¢ fajlok kdzil tdbben is benne van, akkor a médositasokat
a fenti sorrendben kell elvégezni@eizora, majdb ésc).
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