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14. Systolische Systeme
(Autor: E. Zehendner)

Systolische Felder — die wohl perfekteste Form von Spezialrechnern — sind in ihrer
einfachsten Auspridgung nur zur wiederholten Ausfilhrung einer einzigen Rechen-
operation fiahig. Dennoch besitzen sie eine Fiille praxisrelevanter Anwendungen,
hauptséchlich in Gebieten iterativer Verfahren wie der numerischen Mathematik,
der kombinatorischen Optimierung, der linearen Algebra, der algorithmischen Gra-
phentheorie, der Bild- und Signalverarbeitung, der Sprach- und Textverarbeitung,
und so weiter.

Ein systolisches Feld kann nidmlich der Struktur dieses einen auszufithrenden
Algorithmus statisch so exakt angepasst werden, dass Ort und Zeit der Ausfithrung
jeder Operalion ein fiir alle Mal festliegt, miteinander kommunizierende Zellen di-
rckt und permanent verbunden sind, das Schalten von Verbindungswegen iiberfliissig
wird: Der Algorithmus ist direkt in Hardware gegossen. Die systolischen Algorith-
men werden deshalb in diesem Zusammenhang auch als ,,Hardware-Algorithmen”
bezeichnet.

Der Begriff ,systolische Algorithmen” meint also nicht eine Menge konkre-
ter Algorithmen zur Loésung eines bestimmten, fest eingegrenzten Berechnungspro-
blems (wie etwa ,Sortieralgorithmen™), sondern stellt vielmchr einen besonderen
Spezifikations-, Programmier-, Berechnungsstil dar. Algorithmen aus vielen verschie-
denen Anwendungsgebieten konnen von der Art her ,,systolisch” sein, ohne dass sich
alle bekannten Algorithmen eines solchen Gebiets schon deshalb in eine zur systoli-
schen Abarbeitung geeignete Form bringen lassen.

Es liegt daher nicht in der Absicht dicses Kapitels, ,,die” systolischen Algorith-
men oder auch nur die ,,wichtigsten” systolischen Algorithmen vorzustellen. Statt-
dessen soll an Hand weniger, einfacher, aber typischer Beispiele die Grundlage fiir
das allgemeine Verstindnis systolischer Algorithmen gelegt werden.

14.1. Grundziige der Systolik

Die Bezeichnung systolisch leitet sich aus dem Operationsprinzip der systolischen
Architektur ab. Unter einer systolischen Arbeitsweise ist die intensive gemeinsame
Anwendung von Pipelining und Parallelitit zu verstehen, gesteuert von einem glo-
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14.1. Abbildung. Rechteckiges systolisches Feld fiir Matrixmultiplikation: (a) Feldaufbau mit
Dateneingabeschema; (b) Zellstruktur.

balen und véllig synchronen Takt, wodurch sich Strome von Daten ergeben, die
rhythmisch durch das Verbindungsnetzwerk pulsieren, gerade so wie Stréme von
Blut vom menschlichen Herzen durch die Adern des Kérpers getrieben werden. Pi-
pelining findet dabei nicht nur in einer einzigen Richtung statt, sondern betrifft alle,
sich in verschiedene Richtungen bewegende, sich in den Zellen des systolischen Feldes
kreuzende Datenstrome.

Ein systolisches System bestcht typischerweise aus einem Wirtsrechner und dem
eigentlichen systolischen Feld. Der Wirtsrechner ist konzeptionell von untergeordne-
ter Bedeutung; er dient nur der Ansteuerung des systolischen Feldes sowie seiner Ver-
sorgung mit Daten. Das systolische Feld kann verstanden werden als spezialisiertes
Netzwerk von Zellen, die mit Hilfe massiver Parallelitit datenintensive Berechnun-
gen mit hoher Geschwindigkeit durchfithren. Das von den Zellen eines systolischen
Feldes gemeinsam ausgefithrte Programm stellt den systolischen Algorithmus dar.

So verschieden systolische Felder auch sein mdgen, sie teilen doch meist eine
Vielzahl von gemeinsamen Eigenschaften: Das diskrete Zeitschema, die synchro-
ne Arbeitsweise, den reguliren (hiufig zweidimensionalen) geometrischen Aufbau,
Kommunikation nur zwischen unmittelbar benachbarten Zellen sowie die Verwen-
dung einfachster Steuerungsmechanismen.

In diesem Abschnitt sollen zunichst grundlegende Phinomene im Zusammen-
hang mit systolischen Feldern an einem durchgingigen Beispiel eingefiihrt und er-
ldutert werden. Zu einem Berechnungsproblem gibt es hiufig viele Losungen durch
verschiedene Ausprigungen von systolischen Feldern, deren beste meist sehr kom-
plex sind. Fiir dic folgenden Ausfithrungen stcht jedoch nicht die Giite der gezeigten
Variante im Vordergrund, sondern die Moglichkeit, wichtige Konzepte kompakt und
intuitiv zu préisentieren.

14.1.1. Ein einfiihrendes Beispiel: Matrixmultiplikation

Abbildung 14.1 zeigt ein aus 15 Zellen bestehendes, rechteckiges systolisches Feld zur
Multiplikation einer (3 x N)-Matrix A mit einer (N x 5)-Matrix B. Der Parameter N
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spielt fiir den Aufbau des systolischen Feldes in Abbildung 14.1 keine Rolle, wohl aber

fiir das Dateneingabeschema sowie die Gesamtausfihrungsdauer des Algorithmus.
Das abgebildete Dateneingabeschema beruht auf der speziellen Wahl N = 4.

Abbildung 14.1 zeigt also die Losung des folgenden konkreten Problems:

A-B = C

mit

ail a1z a1z ai14

A = as1 @22 G23 Go4

a31 asz 433 434

bi1i biz biz bia bis
o bor Doz baz bas s

B =

bs1 bsz b3z b3s bss

bar iz baz bas bus

Ci1 Ci2 Ciz3 Ci4 Cis

Cc = C21 C22 C23 C24 C25

€31 €32 €33 C34 C35

4
cy = Y amxby 1<i<3,1<5<5
k=1

Die Zellen des systolischen Feldes konnen untereinander Daten iiber Verbindun-
gen austauschen, die in Abbildung 14.1(a) als Pfeile zwischen den Zellen eingezeich-
net sind. Randzellen des systolischen Feldes konnen dariiber hinaus mit der Aufen-
welt kommunizieren. Alle Zellen des systolischen Feldes verfiigen iiber das gleiche
Verbindungsmuster zur Kommunikation mit ihrer Umgebung. Durch den vollstandig
regelmifigen Aufbau des systolischen Feldes (Platzierung der Zellen und Struktur
der Verbindungen) ergeben sich regulire Datenflisse lings der verschiedenen Ver-
bindungsachsen.

In Abbildung 14.1(b) ist die interne Struktur einer Zelle dargestellt. Zu sehen
sind ein Multiplizierwerk, ein Addierwerk, drei Register und vier Kandle sowie Lei-
tungen zwischen diesen Einheiten. Alle Zellen besitzen dabei denselben Aufbau.

Jedes der Register RA, RB, RC kann einen Zahlenwert speichern. Die Bezeichnun-
gen der Register sind hier suggestiv gewdhlt, im Prinzip aber beliebig. Die Register
RA und RB erhalten ihre Werte von Fingangskandlen, in Abbildung 14.1(b) darge-
stellt durch kleine Kreise am linken beziehungsweise oberen Rand der Zelle. Ein
solcher Kanal stellt eine Schnittstelle zur entsprechenden, von aufen an dic Zelle
angeschlossenen Verbindung dar.

Die aktuellen Werte der Register RA und RB werden als Operanden des Multipli-
zierwerks verwendet und gleichzeitig iiber Ausgangskandle der Zelle weitergegeben
(Kreise am rechten beziehungsweise unteren Rand). Das Ergebnis der Multiplikati-
on wird dem Addierwerk zugefiihrt, dessen zweiter Operand aus dem Register RC
stammt. Das Ergebnis der Addition iiberschreibt anschlieffend den bisherigen Wert
von RC.
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14.1.2. Problemparameter und Feldparameter

Die 15 Zellen des systolischen Feldes sind als rechteckiges Schema von drei Zeilen mal
fiinf Spalten organisiert (genau wie die Matrix C). Diese Dimensionen entsprechen
direkt der Anzahl der Zeilen der Matrix A beziehungsweise der Anzahl der Spalten
der Matrix B. Die Grofle des systolischen Feldes ist also hier auf dic Grifle der
Datenstrukturen des zu 16senden Problems abgestimmt. Miissten wir im allgemeinen
Fall eine (N7 x N3)-Matrix A mit einer (N3 x Ny)-Matrix B multiplizieren, so wiirden
wir ein systolisches Feld mit Ny Zeilen und Ny Spalten benétigen.

Der in Abbildung 14.1 gezeigte Aufbau wiirde allerdings auch zulassen, ein sy-
stolisches Feld mit mehr als N Zeilen oder mehr als N, Spalten zu benutzen. Dies ist
fiir den Fall wichtig, dass wir ein fest dimensioniertes systolisches Feld zur Multipli-
kation von Matrizen variierender Dimension heranziehen wollen. Wir wiirden dann
nur den jeweils bendtigten, aus N7 Zeilen und N, Spalten bestehenden, rechteckigen
Ausschnitt des gesamten Feldes nutzen, der sich zum Beispiel ganz links oben in der
Ecke der Feldes befindet. Die iibrigen Zellen wiirden zwar ebenfalls arbeiten, jedoch
keinen Beitrag zur Losung des Gesamtproblems erbringen (andererseits aber auch
keinen Schaden anrichten).

Die Grofen Ny, No, N3 stellen Parameter des zu l6senden Problems dar, weil die
Anzahl der durchzufiihrenden Operationen von jedem von ihnen abhingt; sie sind
also Problemparameter. Dagegen hingen Dimension und Aufbau des systolischen
Feldes nur von den Gréfen Ny und Ny ab, die damit auch zu Feldparametern werden.

14.1. Bemerkung. Fiir dic Matrizmultiplikation werden wir in Abschnitt 14.2 ein
weiteres systolisches Feld kennenlernen, das in seinen Abmessungen von allen drei
Problemparametern Ny, No, N3 abhdingt.

14.1.3. Raumkoordinaten

Wir wollen nun jeder Zelle eines systolischen Feldes eindeutige Raumkoordinaten
zuordnen, als eine Charakterisierung der geometrischen Lage der Zelle relativ zum
gesamten Feld. In einem rechteckigen systolischen Feld kénnen wir zum Beispiel
einfach die jeweiligen Zeilen- und Spaltennummern hierfiir verwenden. Die mit ¢q4
beschriftete Zclle in Abbildung 14.1 bekdme so dic Koordinaten (1,1), dic mit ¢;0
beschriftete die Koordinaten (1,2), die mit ¢y beschriftete die Koordinaten (2,1),
und so weiter. Wir wollen die so gebildeten Raumkoordinaten als fiir den Rest dieses
Abschnitts gegeben voraussetzen.

Im Prinzip ist es egal, wo sich dabei der Koordinatenursprung befindet, in wel-
che Richtung dic Koordinatenachsen gelegt werden, welche Raumrichtung der ersten
Koordinate entspricht und welche der zweiten. In der gerade fiir das Beispiel vorge-
stellten Festlegung wurde die Aufzahlung wie bei der Benennung von Matrixkom-
ponenten gewihlt, es steht also die erste Koordinate fiir die von oben nach unten ab
der Position 1 nummerierten Zeilen, die zweite Komponente fiir die von links nach
rechts ab der Position 1 nummerierten Spalten.

Wir hétten natiirlich auch eine ganz anderec Wahl fiir das Koordinatensystem
treffen konnen. Aber das vorgestellte Schema passt einfach ideal zum vorliegen-
den systolischen Feld: Die Indizes des in einer Zelle berechneten Matrixelements c;;
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stimmen genau mit den Koordinaten dieser Zelle {ibercin. Die eingegebenen Zcilen
der Matrix A tragen dieselbe Nummer wie die erste Koordinate der Zellen, die sie
durchlaufen; entsprechendes gilt fiir die zweite Koordinate beziiglich der Spalten der
Matrix B. Simtliche Verbindungen (und damit alle dariiber realisierten Datenfliisse)
sind achsenparallel und in Richtung aufsteigender Koordinaten orientiert.

Nicht immer ist es so klar, wie aussagefihige Raumkoordinaten bestimmt werden
kénnen; als Beispiel sei hier auf das systolische Feld aus Abbildung 14.3(a) verwiesen.
Aber wie auch immer das Koordinatensystem gewahlt wird: Es ist wichtig, dass sich
der regelmafige Aufbau des systolischen Feldes in den jeweiligen Koordinaten der
Zellen augenfillig widerspiegelt. Deshalb werden eigentlich stets ganzzahlige Koor-
dinaten benutzt. Die Koordinaten von Zellen mit minimalem cuklidischen Abstand
sollten sich dariiber hinaus nur in einer Komponente und dort nur um den Wert 1
unterscheiden.

14.1.4. Serialisierung generischer Operatoren

In jeder aktiven Zelle (4,7) aus Abbildung 14.1 wird genau das Element c;; der
Ergebnismatrix C berechnen. Hierfiir muss die Zelle das Skalarprodukt

4
E Qi X bkj
k=1

auswerten. Dies geschieht iterativ: In jedem Schritt wird ein Produkt a;; x bg; er-
mittelt und auf die bisherige Teilsumme fiir ¢;; aufaddiert. Die Teilsumme muss
natiirlich zu Beginn der Berechnung auf Null (oder, falls dies gewiinscht wird, auf
einen anderen definierten Startwert) gesetzt werden. In Anlehnung an die klassische
Notation imperativer Programmiersprachen wiirde sich die allgemeine Vorgehens-
weise damit etwa folgendermafen beschreiben lassen:

MATRIXPRODUKT(Ny,Ny,N3)

1 fori+—1to N;
2 do for j < 1 to Ny
do ¢(i,j)+ 0
for k < 1 to N3
do c(i,j) < c(i,5) + a(i, k) = bk, 7)

Ok W

Der Summenoperalor Y gehért zu den sogenannten generischen Operaloren,
mit denen eine beliebige Anzahl von Operanden verkniip(t werden kann. In dem
systolischen Feld aus Abbildung 14.1 werden zwar alle zu einer bestimmten Summe
gehorenden Additionen in derselben Zelle durchgefiihrt. Jedoch gibt es geniigend
andere Beispiele, bei denen die Einzeloperationen eines generischen Operators auf
verschiedene Zellen verteilt sind (siehe etwa das systolische Feld in Abbildung 14.3).

14.2. Bemerkung. Weitere Beispiele fiir generische Operatoren wdren: Produkt,
Minimum, Mazimum sowie die Booleschen Verkniipfungen Und, Oder und Exklusiv-
Oder.
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Generische Operatoren miissen daher im Allgemeinen serialisiert werden, be-
vor die auszufiihrenden Berechnungen den Zellen des systolischen Feldes zugeordnet
werden kénnen. Sie sind damit grundsétzlich anders zu behandeln als gewthnliche
Operatoren mit fester Stelligkeit, etwa die zweistellige Addition, da es bei der Durch-
fithrung dieser Aufteilung gewisse Freiheitsgrade gibt.

14.1.5. Zuweisungsfreie Notation

Zur Beschreibung von systolischen Programmen verwenden wir statt einer imperati-
ven Form wie in Algorithmus [Matrixprodukt] besser eine zuweisungsfreie Notation,
dic auf einem Gleichungskalkiil beruht. Dadurch vermeiden wir Seiteneffekte und
konnen Parallelitit direkt ausdriicken. Im vorliegenden Fall stért das Uberschreiben
der Programmvariablen c(i, 7). Diese ersetzen wir daher durch eine Folge von In-
stanzen c(i, j, k), die fiir die nacheinander angenommenen Zustéinde der Programm-
variablen ¢(i, j) aus Algorithmus [Matrixprodukt]| stehen. Es entsteht hierdurch eine
sogenannte Rekurrenzgleichung. Wir kénnen dic allgemeine Matrixmultiplikation aus
Algorithmus [Matrixprodukt] damit zum Beispiel durch folgende Ausdriicke zuwei-
sungsfrei formulieren:

FEingabeoperationen
Berechnungen

cli,j k) =c(i,jk—1) 1<i<N,1<j< Ny 1<k<N; (14.1)
+ a(i, k) = b(k, 5)

Ausgabeoperationen

cij = (i, j, N3) 1<i<N,1<j<N,

Das System (14.1) beschreibt explizit dic Feinstruktur des ausgefiihrten systoli-
schen Algorithmus. Mit der oberen Gleichung werden alle Eingabedaten beschrieben,
mit der unteren alle Ausgubedaten; im systolischen Feld sind fiir diese Gleichun-
gen keine Berechnungen, sondern nur Ein-/Ausgabeoperationen auszufithren. In der
mittleren Gleichung sind die eigentlichen Berechnungen aufgefiihrt.

Zu jeder Gleichung des Systems gehort, rechts davon notiert, eine Quantifizie-
rung, in der dic Menge der abzuarbeitenden Belegungen der Iterationsvariablen i
und j (sowie fiir die mittlere Gleichung auch k) angegeben wird; jede solche Menge
wird eine Trdgermenge genannt. Die Iterationsvariablen i, 7, & der mittleren Glei-
chung kénnen zu einem Iterationsvektor (i, j, k) zusammengefasst werden. Fiir die
Ein-/Ausgaben hiitte der Tterationsvektor zuniichst nur die Komponenten 4 und j.
Um eine geschlossene Darstellung zu erhalten, kénnen wir dicsen Vektor um eine
dritte Komponente k& erweitern, die aber einen festen Wert trigt. Eingaben sind
dann durch k& = 0 gekennzeichnet, Ausgaben durch k = Ns. Es ergibt sich damit:
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Eingabeoperationen
Berechnungen

c(i,j k) =i,k —1) 1<i<N,1<j< Nyl <k<Ng (14.2)
+a(i, k) = b(k, )

Ausgabeoperationen
C”:C(l‘]‘]f) 1§Z§N1:1§]§N2,k:N3

Zu beachten ist, dass dic Trigermengen fiir dic Ein-/Ausgaben nun zwar cben-
falls formal die Dimension 3 besitzen, im geldufigen geometrischen Sinne faktisch
aber nur zweidimensional sind.

14.1.6. Elementare Berechnungen

Aus Gleichungen wie in System (14.2) lassen sich direkt die elementaren, also nicht
weiter zergliederbaren, Operationen ablesen, die in den Zellen des systolischen Fel-
des durchzufiihren sind. Es sind dies die in jeweils einer Gleichung des Systems
beschricbenen Operationen, bezogen auf einen konkreten Tragerpunkt der zugeho-
rigen Quantifizierung. Kommen dabei in einer Gleichung mehrere Teiloperationen
vor, werden diese als zusammengehorig, das heifit als Verbundoperation aufgefasst,
und immer gemeinsam in einem Arbeitsschritt in derselben Zelle abgearbeitet.

In der mittleren Gleichung von System (14.2) treten zum Beispiel die Multipli-
kation a(z, k) = b(k, 7) und die darauf bezogene Addition ¢(7, 7, k) = (3, j, k— 1)+ -
auf. Die zusammengehorenden Einzeloperationen Multiplikation und Addition wer-
den in der Tat als ,,multiply-add” durch die in Abbildung 14.1(b) gezeigte Zelle des
systolischen Feldes ausgefiihrt.

Wir kénnen nun jeder solchen elementaren Berechnung eine Bezeichnung zu-
ordnen. Nennen wir diese ruhig ebenfalls Koordinaten. Als einfache Moglichkeit, zu
geeigneten Koordinaten zu kommen, bicten sich dic Iterationsvektoren (i, 7, k) an,
die in den Quantifizierungen angegeben sind.

In Anwendung auf das System (14.1) kénnen wir zum Beispiel der Berechnung
e(i, 7. k) = e(i, i,k — 1) + a(i, k) = b(k,j) das Koordinatentripel (i,j, k) zuordnen.
Ebenso kénnen wir der Eingabe ¢(4, 7, k) = 0 ebenfalls das Koordinatentripel (i, j, k)
zuordnen; hier gilt allerdings immer & = 0. Die zugehorigen Trigermengen sind
iibrigens im Beispiel disjunkt gew&hlt.

Wenn wir immer nur die Iterationsvektoren als Bezeichner der Berechnungen
und der Ein-/Ausgabeoperationen benutzen, brauchen wir zwischen diesen beiden
Konzepten nicht mehr zu unterscheiden. Dies bedeutet dann aber auch, dass alle zu
einem Tragerpunkt gehdrenden Operationen zusammen wieder eine Verbundopera-
tion darstellen — sclbst wenn sie in verschicdenen Gleichungen vorkommen sollten
und miteinander vielleicht gar nichts zu tun haben. Tm Folgenden benutzen wir zur
Vereinfachung immer nur die Iterationsvektoren als Koordinaten.
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14.1.7. Diskrete Zeitschritte

Die einzelnen elementaren Berechnungsvorgénge in den systolischen Zellen finden im-
mer in diskreten Zeitschritten statt. Alle solchen Zeitschritte in einem systolischen
Feld sind gleich lang. Uberdies arbeiten alle Zellen eines systolischen Feldes vollstzin-
dig synchron, das heilt, sie beginnen und beenden ihre jeweiligen Kommunikations-
und Berechnungsschritte alle gleichzeitig. Die cinzelnen Zeitschritte einer Zelle schlic-
fen immer nahtlos aneinander an.

14.3. Bemerkung. Nun wissen wir ja spitestens seit den Erkenntnissen von Albert
Einstein, dass sich wirkliche Gleichzeitighkeit physikalisch nicht erzwingen ldsst. Es
geht hier in der Tat nur darum, dass die Zellen des systolischen Feldes einigermafien
zeitlich aufeinander abgestimmit arbeiten. Technisch wird dies durch Versorgung aller
systolischen Zellen mit einem gemeinsamen Toktsignal garantiert, das alle Register
des Feldes durchschaltet. Im Rahmen der dabei erreichbaren Genauigkeit findet die
Kommunikation zwischen den Zellen hinreichend gleichzeitig statt, so dass bei kor-
respondieren Lese- und Schreibvorgingen keine Daten verloren gehen. Es ist daher
durchaus angemessen, bei theoretischen Uberlegungen fest von einer konzeptionellen
Gleichzeitigkeit auszugehen.

Wir kénnen deshalb die physikalische Zeit in Einheiten eines Zeitschritts dis-
kretisicren und dic Zeitschritte fortlaufend durchnummericren. Dabei spielt es keine
Rolle, wo der Ursprung der Zeitachse liegt; die Zeit 18uft ja fiir alle Zellen synchron.
Eine plausible Entscheidung ist es, den Zeitschritt der ersten Eingabe in eine Zelle
als Zeit t = 0 zu wihlen. Mit dieser Festlegung wiirde die durch (i, j, k) bezeichnete
elementare Verbundoperation des Systems (14.1) zum Zeitpunkt i+ 7 +k — 3 ausge-
fithrt. Andcrerscits ist es genau so stimmig, den Koordinaten (7, 7, k) den Zeitpunkt
i + 7 + k zuzuordnen; dic Zeit crscheint dann lediglich global um drei Einheiten
verschoben.

Nehmen wir also fiir das Folgende an, dass die Ausfiihrung einer Berechnungs-
instanz (i, 7, k) zum Zeitpunkt i + j + k erfolgt. Der erste Berechnungsschritt findet
dann zur Zeit £ = 3 statt, der letzte zur Zeit + = Ny + Ny + N3. Die Gesamtausfiih-
rungsdauer betrigt damit Ny + Ng + N3 — 2 Zcitschritte.

14.1.8. AuRere und innere Kommunikation

Die zur Berechnung nétigen Daten fiir das systolische Feld befinden sich normaler-
weise zu Beginn der Berechnung noch nicht in den Zellen des Feldes. Sie miissen
dem Feld vielmehr von der Aufenwelt zugefiihrt werden. Diese Auficnwelt bestcht
aus einem Wirtsrechner, in der Regel einem skalaren Steuerprozessor mit Zugriff
zu einem zentralen Datenspeicher. Der Steuerprozessor holt zur richtigen Zeit die
bendtigten Daten aus dem Speicher, fiihrt sie dem systolischen Feld in geeigneter
Weise zu und schreibt die berechneten Ergebnisse wieder in den Speicher zuriick.
Jeder Zelle (i, ) miissen fiir den k betreffenden Zeitschritt die Operanden a;
und by; zur Verfiigung stchen. Aber nur dic Zellen der ersten Spalte des systolischen
Feldes in Abbildung 14.1 erhalten die Elemente der Matrix A direkt als Eingabe-
daten von der Aufenwelt. Alle iibrigen Zellen sind darauf angewiesen, dass ihnen



14.1. Grundzige der Systolik 711

dic benétigten Werte a;; von einer Nachbarzelle zugeleitet werden. Dies wird iiber
die horizontalen Verbindungen zwischen benachbarten Zellen in Abbildung 14.1(a)
bewerkstelligt. Das Element a,; durchliuft nacheinander die Zellen (i, 1), (4,2), ...,
(i, N2). Entsprechend wird auch der Wert by; nur iiber die Zelle (1, ) eingebracht
und von dort mittels der vertikalen Verbindungen iiber die Zellen (2, 7), (3,7), ... bis
zur Zelle (Vy, j) weitertransportiert. Eine Pfeilspitze in der Abbildung kennzeichnet,
in welche Richtung eine solche Verbindung genutzt wird.

In verteilten/parallelen Architekturen ist es hiufig problematisch, einen Wert in
einem Zeitschritt iiber groffe Distanzen zu transportieren. Daher erfolgt in unserem
Beispiel die Weitergabe des Wertes a;;, von Zelle (4, ) zu Zelle (¢, 7 + 1) nicht bereits
in demsclben Zeitschritt, in dem Zelle (4, 5) dicsen Wert von Zelle (4,7 — 1) oder
der Aufienwelt erhalten hat, sondern erst einen Zeitschritt spéter. Entsprechendes
gilt auch fiir den Transport der Werte by ;. Diese Verzdgerung wird aus der Detail-
zeichnung der Zelle in Abbildung 14.1(b) ersichtlich: Jeder Pfad zum Durchreichen
von Eingabedaten durch eine Zelle verlduft iiber ein Register, und jedes passierte
Register bewirkt eine Verzdgerung um genau einen Zeitschritt.

14.4. Bemerkung. Fir systolische Architekturen wird generell vorgeschrieben, dass
Pfade zwischen verschiedenen Zellen immer dber mindestens ein Register verlaufen
— auch wenn es nur um einen Datentransport zu einer Nachbarzelle geht. Alle
Register der Zellen werden durch das globale Taktsignal des systolischen Feldes syn-
chron durchgeschaltet. Dies fiihrt zu einem charakteristischen, rhythmischen Daten-
verkehr auf allen Verbindungen des systolischen Feldes. Der medizinische Begriff
der ,Systole” stand denn auch wegen der bildlichen Verwandschaft mit pulsierenden
Blutgefifien Pate fiir den Namen des Konzeptes.

Um dicsc verzogerte Weitergabe von Werten zu verdeutlichen, erweitern wir
das Formelsystem (14.1) nochmals, indem wir nun auch fiir alle mehrfach gelesenen
Werte wie a;, separate Instanzen einfiihren (diese Vorgehensweise ist ganz typisch
fiir den Entwurf systolischer Algorithmen):

FEingabeoperationen

a(i, 7. k) = ai 1<i<N,7=0,1<Ek<N3

c(i,j,k) =0 1<i< N, 1<j< Ny k=0

Berechnungen

a(i,j.k) = a(i,j — 1, k) 1<i<N,1<j< Ny 1<k<Ny (143)
b(i,j, k) =b(i — 1,5, k) 1<i<N;,1<j<Ng,1<k< N3
C(l‘]‘k):C(l‘]‘k—l) 1§Z§N1:1§§N2,1§k§N3

Ausgabeoperationen

ci; = (i, j, k) 1<i<Ny,1<3j<Nok=N;
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Jede der Teilsummen ¢(i, j, k) zur schrittweisen Berechnung von ¢;; wird in ei-
nem bestimmten Zeitschritt berechnet und lediglich einmal, nfimlich im n&chsten
Zeitschritt, benutzt. Zelle (4, j) muss daher iiber ein Register verfiigen (RC in Ab-
bildung 14.1(b}), in das der Wert von ¢(i, j, k) einen Zeitschritt lang abgelegt wird.
AnschlieRend wird ¢(4, j, k) nicht langer bendtigt, das betreffende Register kann also
mit ¢(4, j, k + 1) iiberschricben werden. Nach Abschluss der Berechnung des Skalar-
produkts bleibt der Wert ¢(¢, j, N3), also das auszugebende Resultat ¢;;, in diesem
Register stehen. Vor Beginn der Berechnung muss das Register geldscht, das heifst
mit dem Wert Null (oder einem anderen gewiinschten Wert) beschrieben werden.

Die Werte a;, und by; miissen dagegen nicht dauerhaft in Zelle (i, j) gespeichert
werden. Wie aus dem Dateneingabeschema in Abbildung 14.1(a) ersichtlich, wird je-
de Zcile der Matrix A gegeniiber der vorhergehenden um einen Zeitschritt verzogert
eingegeben. Ebenso wird jede Spalte der Matrix B gegeniiber der vorhergehenden um
einen Zeitschritt verzdgert. Damit kommen die Werte a(i,j — 1, k) und b(i — 1,5, k)
exakt im Zeitschritt der Berechnung von c(i, j, k) in Zelle (i, j) an, werden in die
Register RA beziehungsweise RB geschrieben, daraus aber sofort wieder fiir die Mul-
tiplikation verwendet sowie an dic Nachbarzellen weitergereicht. Nachdem dic Werte
a;i; und by; in Zelle (¢, j) multipliziert wurden, sind sie fiir diese Zelle nicht mehr von
Belang. Sie brauchen daher in der Zelle auch nicht langer verfiigbar gehalten werden.
RA und RB werden deshalb im néchsten Zeitschritt mit neuen Werten iiberschrieben.

Es ist aus diesen Ausfithrungen schon ersichtlich, dass wir zur Reduzierung des
Speicherbedarfs einer Zclle bemiiht sein miissen, alle Berechnungs- und Kommu-
nikationsvorginge raumlich und zeitlich so zu koordinieren, dass die Speicherung
von Werten durch sofortige Verwendung und Weitergabe auf ein méglichst kurz-
es Zeitintervall beschrinkt wird. Eine solche Koordinierung wird, auffer durch den
allgemeinen Aufbau des systolischen Feldes, im Wesentlichen durch die Wahl eines
geeigneten Ein-/Ausgabeschemas und dic Festlegung einer passenden Anzahl von
Verzégerungsschritten in den Zellen erméglicht. Abbildung 14.1(b) zeigt diesbeziig-
lich nur die kleinstmé&gliche Verzdgerung um einen Zeitschritt.

Das FEin-/Ausgabeschema des Beispiels entstand geometrisch durch Anwendung
einer Scherung auf die Matrizen A und B. Die dadurch freiwerdenden Plitze in den
Eingabestrémen wurden hier durch Null-Elemente gefiillt, da diese fiir die vorliegen-
de Berechnung unschéidlich sind. Die Linge der Eingabestréme ist vom Problempa-
rameter N3 abhéngig.

Die Elemente der Matrix C werden laut Abbildung 14.1 stationdr berechnet, das
heifit, die einzelnen Berechnungsschritte zum Aufbau eines endgiiltigen Matrixele-
ments erfolgen alle in derselben Zelle. Stationdre Variablen bewegen sich wihrend
der Berechnung iiberhaupt nicht im systolischen Feld. Die Ergebnisse miissen ab-
schliefend in einem zusétzlichen Vorgang zu den Rindern des Feldes transportiert
werden, da sie erst von dort an die Aufienwelt abgeliefert werden kénnen. Hinzu
kommt die Notwendigkeit einer Initialisierung des Registers fiir ¢;;. Die Losung die-
ser beiden Zusatzaufgaben ist mit einem hohen Aufwand an Zeit und auch Material
verbunden, was in Abschnitt 14.4 noch genauer studicrt werden wird.
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14.1.9. FlieBbandverarbeitung

Die charakteristische Arbeitsweise mit diskreten, gleich langen, global synchronisier-
ten Zeitschritten und strikter zeitlicher Separierung der Zellen durch Register weist
die systolischen Felder als spezielle Anwendung der FliefSbandverarbeitung aus. Die
Register der Zellen entsprechen hicrbei den bekannten Pipeline-Registern. Klassische
Pipelines sind allerdings immer lincarc Strukturen, wihrend systolische Felder (wie
im Beispiel gezeigt) hiufig einen zweidimensionalen Aufbau haben. Ein mehrdimen-
stonales systolisches Feld kann aber durchaus als eine Menge miteinander verfloch-
tener Pipelines aufgefasst werden. Damit sollte klar sein, dass sich grundsétzliche
Eigenschaften der eindimensionalen Fliefbandverarbeitung anch bei mehrdimensio-
nalen systolischen Felder wiederfinden.

Fin typischer Effekt der FlieRbandverarbeitung ist die reduzierte Auslastung am
Beginn und am Ende einer Berechnung. Zunichst ist die Pipeline leer, keine der Pi-
pelinestufen arbeitet. Dann erhilt die erste Stufe Daten und nimmt die Berechnung
aul; alle weiteren Stufen sind immer noch unbeschaftigt. Im nfichsten Zeitschritt gibt
dic erste Stufe Daten an dic zweite Stufe weiter und nimmt sclbst neue Daten entge-
gen; nur diese beiden Stufen arbeiten. Dies geht so weiter, bis schlieflich alle Stufen
in jedem Zeitschritt Daten erhalten und verarbeiten, die Pipeline also erstmalig voll
ausgelastet ist. Nach einer Folge von Zeitschritten mit voller Last, deren Dauer von
der Linge des Datenstroms abhéngt, reifit die Eingabe ab, die erste Stufe der Pipe-
line hért damit auf zu arbeiten. Im néichsten Zeitschritt stellt auch dic zweite Stufe
dic Arbcit ein, und so weiter, bis schlieBlich keine der Stufen mehr arbeitet. Die
Phasen reduzierter Aktivitdt schmélern die durchschnittliche Leistung der gesamten
Pipeline, und der relative Wert dieser Leistungseinbufie ist dabei um so grofer, je
mehr Stufen die Pipeline in Relation zur Linge des Datenstroms besitzt.

Wir kénnen dieses Phiinomen in seiner speziellen Ausprigung beim zweidimen-
sionalen systolischen Feld an Abbildung 14.1 recht gut studieren. Auch hier gibt
es quasi unbeschéftigte Zellen zu Beginn und am Ende der Berechnung. Tm ersten
Zeitschritt verrichtet nur die Zelle (1,1) sinnvolle Arbeit; alle iibrigen Zellen fiih-
ren zwar auch Berechnungen durch, die aber wie Leerschritte wirken (miissen). Im
zweiten Schritt kommen die Zellen (1,2) und (2,1) hinzu; dieser Zeitschritt ist in Ab-
bildung 14.2(a) dargestellt. Dies geht so weiter, bis schlieRlich auch dic Zelle (N, Na)
zur Berechnung beitragt. Sobald das letzte eigentliche Datenclement die Zelle (1,1)
verlassen hat, erbringt diese keinen Beitrag mehr, sondern reproduziert nur noch
den berechneten Wert von ¢;¢. Schritt fiir Schritt fallen immer mehr Zellen aus der
aktiven Arbeit, bis schlieRlich nur noch die Zelle (Ny, N3) einen letzten notwendigen
Berechnungsschritt erbringt; Abbildung 14.2(b) zeigt diesen finalen Zeitschritt.

Ubungen

14.1-1. Wie miisste das Dateneingabeschema aus Abbildung 14.1(a) verdndert wer-
den, wenn auf demsclben systolischen Feld eine (2 x 6)-Matrix mit einer (6x 3)-Matrix
multipliziert werden sollte? Konnte die Berechnung auch so organisiert werden, dass
die Ergebnismatrix in der rechten unteren Ecke des systolischen Feldes anfallen wiir-
de?
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14.2. Abbildung. Zwei Momentaufnahmen zu Abbildung 14.1 (Ausschnitte).

14.1-2. Warum ist es fiir die Matrixmultiplikation in der Fassung von Abbildung
14.1 unschidlich, nicht benétigte Plitze in den Eingabestromen mit Nullen zu fiillen?

14.1-3. Wenn das systolische Feld aus Abbildung 14.1 als Pipeline interpretiert
werden sollte: Welche Anzahl von Stufen miisste dann angesetzt werden, um das
Verhalten angemessen zu beschreiben?

14.2. Raum-Zeit-Abbildung und systolisches Feld

Der im vorhergehenden Abschnitt benutzte Zugang reicht zwar fiir ein erstes Ver-
stdndnis in der Regel aus, geniigt aber nicht mehr, wenn die Eigenschaften systoli-
scher Felder quantitativ exakt erfasst und bewertet werden sollen. Insbesondere das
Auftreten parametrischer Aufgabenstellungen erfordert mathematische Hilfsmittel.
In diecsem Abschnitt werden daher zentrale Konzepte einer auf linearen Abbildungen
basierenden Theorie uniformer systolischer Algorithmen formal behandelt.

14.2.1. Beispiel: Matrixprodukt ohne stationire Variablen

Das System (14.3) kann aufer durch das systolische Feld aus Abbildung 14.1 durch
viele weitere Arten systolischer Felder berechnet werden. In Abbildung 14.3 ist zum
Beispiel ein solches systolisches Feld dargestellt. Obwohl dieselbe Funktion berechnet
wird wie bei dem System in Abbildung 14.1, ist das Erscheinungsbild ein véllig
andcres:

e Die Zahl der Zellen ist nun wesentlich grofer, insgesamt 36, statt 15.

¢ Die Kontur des Feldes ist hexagonal, statt rechteckig.

s Jede Zclle hat nun drei Eingénge und drei Ausginge.

e Die Zufithrung der Daten verliuft deutlich anders als in Abbildung 14.1(a).
e Und schlieklich: Die Matrix C flieit nun ebenfalls durch das ganze Feld.
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14.3. Abbildung. Hexagonales systolisches Feld fiir Matrixmultiplikation: (a) Feldaufbau und
Prinzip der Dalenein-/ausgabe; (b) Zellstruktur.

Die Zellstruktur in Abbildung 14.3(b) scheint zunéchst nicht wesentlich ver-
schieden von der in Abbildung 14.1(b). Dennoch sind die Unterschiede relevant:
Es gibt keine zyklischen Wege in der neuen Zelle, stationdre Variablen kénnen des-
halb nicht mehr vorkommen. Stattdessen hat die Zelle nun drei Eingangs- und drei
Ausgangskanile, iiber dic Elemente aller drei Matrizen durch dic Zelle fliefen. Die
Kommunikationsrichtung der Kanéle an der rechten und linken Seite der Zelle hat
sich verindert, die Zuordnung der Matrizen zu den Kanélen ebenfalls.

14.2.2. Die Raum-Zeit-Abbildung als globale Sichtweise

Wie héngt nun das System (14.3) mit der Abbildung 14.3 zusammen? Tn Abschnitt
14.1 konnten wir die Arbeitsweise des dort beschriebenen systolischen Feldes ohne
Hilfsmittel gut nachvollziehen. Fiir das vorliegende Beispiel ist dies aber wesentlich
schwieriger — nun sind wir wohl besser motiviert fiir den Einsatz mathematischer
Hilfsmittel.

Wir kénnen jeder auszufithrenden Operation — um ihre Abarbeitung im sy-
stolischen Feld zu beschreiben — zwei fundamentale Kenngroffen zuordnen: den
Zeitschritt, in dem die Operation ausgefiihrt wird, und die Zelle, in der die Ope-
ration ausgefiihrt wird. Wie noch ersichtlich werden wird, sind mit der Festlegung
dicser Raum-Zeit-Abbildung dic wesentlichen Freiheitsgrade des Entwurfs bereits
ausgeschopft; nahezu alle weiteren Gestaltungsmerkmale folgen zwingend aus der
Raum-Zeit-Abbildung.

Wie schon fiir das systolische Feld in Abbildung 14.1 erfolgt auch im systolischen
Feld der Abbildung 14.3 die Ausfiihrung einer Instanz (4,7, k) zum Zeitpunkt ¢+ =
i+ 7+ k. Wir kénnen dies auch als Skalarprodukt eines Zeitvektors

r=(11 1) (14.4)
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mit dem Iterationsvektor v = (i, 7, k) beschreiben,

t=m-wv, (14.5)
hier also )
i

t=(1 1 1)-| j |=i+j+k. (14.6)
k

Die Raumkoordinaten z = (z,y) der ausgefithrten Operationen im Beispiel aus
Abbildung 14.1 lassen sich gemif unserer Festlegung in Abschnitt 14.1.3 als z = (4, j)
aus den Iterationsvektoren v = (i, j, k) herleiten. Die dabei gewiihlte Abbildung stellt
eine Projektion des Raums R? lings der k-Achse dar. Diese lineare Abbildung kann

durch eine Projektionsmatriz
1 00
P= ( 01 0 ) (14.7)

beschricben werden. Die Raumkoordinaten crhalten wir nun durch Multiplikation
der Projektionsmatrix mit dem Iterationsvektor v, was durch

z=P-v (14.8)

beschricben wird.

Die Projektionsrichtung wird durch jeden Vektor dargestellt, der zu allen Zeilen
der Projektionsmatrix orthogonal verlduft,

P.u=0. (14.9)
Zur Projektionsmatrix P aus (14.7) ist zum Beispiel u = (0,0,1) ein moglicher
Projektionsvektor.

Projektionen werden sehr hiufig zur Beschreibung von Raumkoordinaten beim
Entwurf systolischer Felder eingesetzt. Auch in unserem Beispiel aus Abbildung
14.3(a) cntstchen dic Raumkoordinaten durch Projektion aus den Itcrationsvekto-
ren. Hier ist eine Projektionsmatrix durch

0 -1 1
P= ( 1o ) (14.10)
gegeben. Ein zugehoriger Projektionsvektors wire u = (1,1,1).

Projektionsmatrix und Zeitvektor kénnen wir in einer Matrix T’ zusammenfassen,
die dann die sogenannte Rauimn-Zeit-Abbildung beschreibt,

(i)z(i>.v:T-v. (14.11)

Die ersten beiden Zeilen von T werden durch die Projektionsmatrix P gegeben, die
dritte Zeile durch den Zeitvektor .

Fir das Beispiel aus Abbildung 14.1 lautet dic Matrix 7' der Raum-Zeit-
Abbildung

100
=01 0|, (14.12)
111
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fiir das Beispiel aus Abbildung 14.3 stattdessen

0 1 1
T= -1 10]. (14.13)
111

Die Raum-Zeit-Abbildung kann als globale Sichiweise auf das systolische System
verstanden werden. Durch Anwendung einer (hier linearen, durch T beschriebenen)
Raum-Zeit-Abbildung auf ein System von Rekurrenzgleichungen ergeben sich direkt
die dufleren Merkmale des systolischen Feldes, also seine Architekiur (Raumkoordi-
naten, Verbindungsstruktur, Zellstruktur).

14.5. Bemerkung. Statt rein linearer Abbildungen kommen alternativ auch affine
Abbildungen in Frage, die dann noch einen vektoriellen Anteil tragen, T-v+h. Affine
Abbildungen sind aber nicht nétig, solange wir alle Iterationsvektoren mit derselben
Raum-Zeit- Abbildung behandeln.

14.2.3. Symbolische Bestimmung der Raumkoordinaten

Wenn die Trigermengen zahlenmifig vorgegeben und insbesondere klein sind, kann
iiber die Beziehung (14.11) leicht die konkrete Menge der Raumkoordinaten aus-
gerechnet werden. Sind aber die Trigermengen parametrisch wie im System (14.3)
gegeben, miissen die Positionen der Zellen symbolisch bestimmt werden. Die folgen-
den Ausfithrungen widmen sich speziell dicsem Problem.

Wir betrachten jede Zelle als geometrisch durch einen Punkt mit den Raum-
koordinaten z = (x,y) in dem zweidimensionalen Raum R? dargestellt. Aus jedem
Tterationsvektor v der Trigermenge S erhalten wir mit Beziehung (14.8) die Raum-
koordinaten z eines bestimmten Prozessors, z = P - v, die durch v symbolisierte
Operation wird auf dic Zclle z projeziert. Die Menge der so erhaltenen Raumko-
ordinaten P(S) = {P -v : v € S} gibt die Positionen aller fiir die Funktionsweise
notwendigen Zellen des systolischen Feldes an.

Ublicherweise werden Tragermengen verwendet, die als Menge aller ganzzahli-
gen Punkte eines konvexen Gebietes (hier im R?) darstellbar sind (dichte konveze
Tragermengen). Die konvexe Hiille einer solchen Trigermenge (mit einer endlicher
Anzahl von Trigerpunkten) ist ein Polytop, dessen Ecken Triagerpunkte sind. Po-
lytope werden durch beliebige lineare Abbildungen wieder in Polytope iiberfiihrt.
Nun kénnen wir uns zunutze machen, dass jede Projektion eine lineare Abbildung
ist. Die Ecken des sich ergebenden Polytops sind dabei Projektionen von Ecken des
Ausgangspolytops.

14.6. Bemerkung. Nicht alle Ecken des Ausgangspolytops miissen bei einer Pro-
jektion auch auf Ecken des sich ergebenden Polytops abgebildet werden, siehe zum
Beispiel Abbildung 14.4.

Das Gitter Z?3 wird bei der Projektion mit einer ganzzahligen Projektionsmatrix
P in das Gitter Z2 iiberfiihrt, wenn sich P durch Wahl eines ganzzahligen Zcitvcktors
7 zu einer unimodularen Matriz T erginzen ldsst. Eine dichte konvexe Trigermen-
ge wird dadurch (bis auf fiir die Anwendung irrelevante Ausnahmen) in eine dichte
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14.4. Abbildung. Ergebnis der Projektion einer rechteckigen Tragermenge.

konvexe Menge von Raumkoordinaten iiberfiihrt, dic durch dic Ecken des umschlic-
fenden Polytops vollstindig charakterisicrt ist. Wir brauchen also P nur auf dic
Ecken der konvexen Hiille von S anzuwenden, um die Dimensionen des systolischen
Feldes zu errechnen.

14.7. Bemerkung. Fine Matriz heifit unimodular, wenn sie quadratisch ist, nur
ganzzahlige Eintrige aufweist und die Determinante £1 besitzt. Unimodulare Matri-
zen sind invertierbar, ihre Inversen sind ebenfalls unimodular.

Wir wenden diese Methode auf die ganzzahlige Tragermenge
S =1[1,N] x [1,Nz] x [1, N3] (14.14)
aus System (14.3) an. Die Ecken der konvexen Hiille sind hier

(]-,171)7(N17171)7(1uN231),(1717N3)7 (14 15)
(1=N27N3)7(N1»17N3)a(Nl,NQal)v(Nl=N27N3)' .
Fiir die Projektionsmatrix P aus (14.10) haben die Ecken der Projektion die
Positionen

(N3 —1,0),(Ns — 1,1 N1, (0,1 — ), )
(1 — Ng, No — N1),(1 — Ny, N3 — 1), (N3 — N, Na — Ny). .

Da S acht Ecken hat, das Bild P(S) aber nur sechs, wird klar, dass zwei Ecken
von S in das Innere des Gebietes abgebildet werden, fiir die Ausmafe also keine Rolle
spielen; dies sind die Ecken (1,1,1) und (Ny, N3, N3). Die Zusammenhinge sind in
Abbildung 14.4 dargestellt.

Konkret fiir Ny = 3, No = 5 und N3 = 4 ergeben sich die Eckpunkte (3,0),
(3,-2),(0,-2),(—4,2), (—4,4) und (-1, 4). Wir sehen, dass Raumkoordinaten nicht
unbedingt positiv sein miissen. Auch ist die Wahl des Koordinatenursprungs, der hier
im Inneren des Polytops liegt, nicht unbedingt offensichtlich.
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14.5. Abbildung. Zerlegung der Menge von Raumkoordinaten.

Als Ergebnis der Projektion erhalten wir ein Sechseck mit parallelen gegen-
iiberliegenden Seiten. Auf den begrenzenden Kanten liegen jeweils Ny, N2 oder N3
ganzzahlige Punkte. Anders als im ersten Beispiel sind hier also alle Problempara-
meter auch gleichzeitig Feldparameter. Der Umriss dieses systolischen Feldes wird
hexagonal genannt.

Die Fliche F dieses Gebiets betriigt, komplexititstheoretisch betrachtet, O(F) =
N7 Ng+ Ny N3+ NoNs. Sie hiangt damit von allen drei Matrixdimensionen in gleicher
Weise ab. Dies ist also ganz anders als in Abbildung 14.1(a), wo dic Komplexitit
(fiir das gleiche Problem!) nur O(F) = Ny N, betrigt.

Wir zdhlen nach dieser iiberschldgigen Berechnung nun die Zellen noch ganz
exakt ab. Fiir diese Abzahlung ist es hilfreich, das gesamte Gebiet zunéchst in Teil-
gebiete zu zerlegen, bei denen die Anzahl der in ihnen enthaltenen Zellen leicht
bestimmbar ist (Abbildung 14.5). Die Punkte (0,0), (N5 — 1,0), (N3 — 1,1 — Ny)
und (0,1 — Ny) beranden ein Rechteck aus NyN3 Zellen. Verschieben wir dicse
Punktmenge um Ny — 1 Zellen nach oben und um Ny — 1 Zellen nach rechts, iiber-
streichen wir das ganze Gebiet. Bei jeder Verschiebung um eine Zelle nach oben
und rechts kommen aber nur N; + N3 — 1 Zellen hinzu. Insgesamt ergibt dies
Ny N3 + (Nz — ].)(Nl + N3 — ].) = NNy + NyN3 4+ NoN3 — (Nl + Ny + N3) +1
Zcllen.

Fiir N7 = 3, N; =5 und N3 = 4 erhalten wir damit die Zahl von 36 Zellen, wie
in Abbildung 14.3(a) bereits ersichtlich.

14.2.4. Symbolische Berechnung der Gesamtausfiihrungsdauer

Die symbolische Berechnung der Gesamtausfithrungsdauer eines systolischen Algo-
rithmus kann mit einem &hnlichen Ansatz wie in Abschnitt 14.2.3 erfolgen. Die
Zeitabbildung nach Beziehung (14.5) ist ebenfalls eine lineare Abbildung. Die Zeit-
schritte der ersten und der letzten Berechnung erhalten wir als Minimum beziehungs-
weise Maximum der Menge 7(S) = {7 - v : v € §} von Berechnungszeitpunkten. Es
geniigt dabei nach oben Gesagtem, fiir v alle Ecken der konvexen Hiille von S ein-
zusetzen.
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Die Gesamtausfithrungsdauer crrechnet sich dann nach der Formel
ts = 1 4+ max P(S) — min P(S). (14.17)

Die Addition der 1 ist unbedingt nétig, da sowohl der erste als auch der letzte
Zeitschritt zur Berechnung zéhlen.

Fiir das Beispiel in Abbildung 14.3 ergibt sich mit Beziehung (14.6) und den in
(14.15) aufgezihlten Ecken des Polytops die Menge von Bildern {3, 2+ Ny, 2+ N, 2+
N3, 14+ N7+ N, 14+ Ny + N3, 1+ No+ N3, N1 + Ny + N3 }. Aus den Grundannahmen
Ny, Ny, N3 > 1 folgt dann das Minimum 3 und das Maximum N; + No + N3, somit
eine Gesamtausfithrungsdauer von Ny + Ny + N3 — 2 Zeiteinheiten (wie fiic das sy-
stolische Feld in Abbildung 14.1 — schlieRlich stimmen Trigermenge und Zeitvektor
iiberein).

Fiir dic konkreten Problemparametern Ny = 3, No = 5 und N3 = 4 crrechnet
sich eine Gesamtausfiihrungsdauer von 12 — 3 + 1 = 10 Zeitschritten.

14.2.5. Ableitung der Verbindungsstruktur

Die Verbindungsstruktur des systolischen Feldes wird durch Anwendung der Raum-
Zeit-Abbildung auf die Datenabhingigkeiten des Problems induziert. Jede Datenab-
hingigkeit ist die Folge der direkten Verwendung einer Variableninstanz zur Berech-
nung einer Instanz derselben oder einer anderen Variablen.

14.8. Bemerkung. Im Gegensatz zur Ausgangssituation bei der Datenabhingig-
keitsanalyse fir imperative Programmiersprachen, wie sie von hoch optimierenden
Compilern durchgefiihrt werden muss, sind Datenabhdngigkeiten hier immer nur
Flussabhingigkeiten. Dies ist eine Konsequenz der von uns verwendeten zuwetsungs-
freien Notation.

Die Datenabhingigkeiten lassen sich jeweils aus der gleichzeitigen Betrachtung
der rechten und der linken Seite einer quantilizierten Gleichung der zuweisungsfreien
Notation ablesen. Wir analysieren zunéchst dic Gleichung c(i,7, k) = ¢(4, 7,k — 1) +
a(i,7 —1,k) «b(i — 1,4, k) aus System (14.3).

Der Wert c(i, 7, k) wird aus den Werten ¢(4,7, k—1), a(é,j—1,k) und b(i—1, 5, k)
errechnet. Es liegt damit ein Datenfluss von ¢(3, j, k — 1) zu ¢(4, j, k), ein Datenfluss
von a(i,7 — 1,k) zu ¢(4, j, k) und ein Datenfluss von b(i — 1, j, k) zu c(3, j, k) vor.

Die hier relevanten Eigenschaften eines solchen Datenflusses kénnen durch einen
Abhdngigkeitsvektor beschricben werden. Dieser ist der Differenzvektor zwischen dem
Iterationsvektor der berechneten Variableninstanz und dem Iterationsvektor der da-
zu jeweils bendtigten Variableninstanz.

Der Iterationsvektor fiir (i, §, k) ist (4,4, k), der fiir (i, 4,k — 1) ist (4,4, k— 1).
Als Differenzvektor ergibt sich somit

de=13j | - j = o]. (14.18)
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Entsprechend folgen

P 0
da = j _ 7i—1 = 1 (14.19)
k k 0
und
i i—1 1
k k 0

In der Gleichung a(i,j,k) = a(i,j — 1,k) aus System (14.3) ist nicht direkt
erkennbar, welches die berechnete Variableninstanz und welches die zu ihrer Be-
rechnung notwendige Variableninstanz ist. Hier schen wir also den Unterschied
zwischen Gleichungen und Zuweisungen. Mit der Festlegung, dass a(i,j, k) aus
a(i,7 — 1, k) durch Kopieren berechnet werden soll, erhalten wir denselben Abhén-
gigkeitsvektor d4 wie in Beziehung (14.19). Entsprechendes gilt fiir die Gleichung

Besitzt eine Variableninstanz den Iterationsvektor v, so wird sie in der Zelle P-v
berechnet. Wird zu ihrer Berechnung eine andere Variableninstanz mit Itcrationsvek-
tor v’ benétigt, liegt also eine Datenabhingigkeit mit Abhéngigkeitsvektor d = v—2'
vor, so wurde diese in der Zelle P - v' berechnet. Es ist daher eine Kommunikation
von Zelle 2/ = P -’ zu Zelle z = P - v durchzufiihren. In systolischen Feldern wird
die Kommunikation durch Herstellen einer direkten, statischen Verbindung zwischen
den kommunizierenden Zellen realisiert. Wegen der Linearitdt der Abbildung (14.8)
gitz—2=P-v—P-v"=P-(v—2)=P-d.

Ist P-d= 6, so erfolgt die Kommunikation in der berechnenden Zelle selbst, das
heifit, nur in der Zeit, nicht aber im Raum. Die Weitergabe von Werten in der Zeit
geschieht iiber Register der berechnenden Zelle.

Gilt dagegen P -d # 0, wird eine Kommunikation zwischen verschiedenen Zel-
len nétig. Zu allen Zellen des systolischen Feldes muss dann eine Verbindung mit
Flussrichtung P - d bereitgestellt werden. Tragen wir den Vektor P - d am Raum-
punkt z der berechnenden Zelle entgegen seiner Flussrichtung an, so gelangen wir
zum Raumpunkt 2’ der z versorgenden Zelle.

Gibt es mehrere Abhingigkeitsvektoren d, werden fiir jeden von ihnen die
entsprechenden Verbindungen benétigt. Nchmen wir als Beispiel dic Beziehungen
(14.18), (14.19), (14.20) und (14.10), so gilt P-d4 = (-1,1), P-dg = (0,—1) und
P-de = (1,0). Die den drei Vektoren P -d entsprechenden Verbindungen sehen wir
in Abbildung 14.3(a) an jeder Zelle angetragen. Es resultiert eine hexagonale (statt
der bereits bekannten orthogonalen) Verbindungsstruktur.

14.2.6. Bestimmung der Zellstruktur

Wir iibertragen nun die rdumlichen Uberlegungen aus Abschnitt 14.2.5 auf die zeit-
lichen Zusammenhinge. Eine Variableninstanz mit Iterationsvektor » wird im Zeit-
schritt 7 - v berechnet. Wird zu ihrer Berechnung eine andere Variableninstanz mit
Iterationsvektor v/ bené&tigt, so wurde diese im Zeitschritt 7 - v’ berechnet. Die dem
Abhingigkeitsvektor d = v — v’ entsprechende Kommunikation hat damit in genau
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m-v— 7 - v Zcitschritten zu erfolgen.

Da die Abbildung (14.6) linear ist, gilt 7-v—7-v' =7 - (v —v') = 7-d. Da jede
Kommunikation nach dem systolischen Prinzip iiber mindestens ein Register zu er-
folgen hat und die Abhingigkeitsvektoren d festliegen, ist die Wahl eines Zeitvektors
7 durch die Vorschrift

T-d>1 (14.21)

eingeschréinkt.

Fiir P -d = 0 miissen zur Speicherung des jeweils bendtigten Wertes in allen
Zellen Register bereitgestellt werden. Da ein solches Register bereits im nichsten
Zeitschritt mit einem neuen Wert iiberschrieben wird, muss der alte Wert in ein
weiteres Register iibertragen werden, falls - d > 2 gilt. Da sich dieser Vorgang
fiir jeden gespeicherten Wert iiber 7 - d Zeitschritte wiederholt, benétigt dic Zelle
dafiir auch genau 7 - d Register, die ein Wert nacheinander durchlduft, bevor er an
eine andere Zelle iibertragen wird. Entsprechend zur eben geschilderten Situation
verlduft der Transport im Falle P - d # 0 ebenfalls iiber 7 - d Register, die aber nicht
unbedingt alle in der berechnenden Zelle liegen miissen.

Fiir jeden Abhangigkeitsvektor d werden entsprechende Register bendtigt. In
Abbildung 14.3(b) finden wir an der Zelle drei Eingéinge, die den Abhéingigkeitsvek-
toren d4, dg und de entsprechen. Es gilt nimlich fiir diese P - d # 0, wegen (14.6)
und (14.4) jeweils mit 7 - d = 1. Somit ist fiir jeden Abhingigkeitsvektor d genau
ein Register notig. Wegen der Regularitit des Systems (14.3) entsprechen den drei
Eingingen jeder Zclle auch drei Ausginge auf den beziiglich der Zellmitte genau
gegeniiberliegenden Positionen.

Da die Anzahl der Abhéngigkeitsvektoren d durch ein System wie (14.3) statisch
beschrankt ist und fiir jeden von ihnen die Grofe 7 - d einen festen, meist kleinen
Wert besitzt, benétigt eine Zelle generell nur wenige Register.

Die drei Ein- und Ausginge der Zelle machen nun die Verwendung von drei
bewegten Matrizen moglich. Anders als in Abbildung 14.1 erfolgt dic Berechnung
eines Skalarprodukts Zi:l aik X by; hier also nicht in einer einzigen Zelle, sondern
verteilt iiber das systolische Feld. Es war hierzu zwingend notwendig, die Summe
in eine Folge von Einzeladditionen aufzuldsen. Dies stellt den Fall eines verteilten
generischen Operators dar.

Aufier den drei Eingéngen mit ihren Registern und den drei Ausgingen zeigt
Abbildung 14.3(b) ein Multiplizierwerk in Serie mit einem Addierwerk. Diese beiden
Einheiten werden durch die Anwendung der Abbildung (14.8) auf die Trigermenge
S der Gleichung ¢(i,j, k) = c(3,5,k — 1) + a(i,5 — 1,k) « b(i — 1,4, k) des Systems
(14.3) in jeder Zelle induziert. Da laut dieser Gleichung die Bildung der Summe erst
nach erfolgter Berechnung des Produkts erfolgen kann, ergibt sich dic in Abbildung
14.3(b) gezeichnete Abfolge der beiden Operatoren.

Die Herkunft jedes der benétigten Operanden wird an der Projektion seines zu-
gehorigen Abhangigkeitsvektors abgelesen. So gehért zu a(i, j— 1, k) hier der Abhén-
gigkeitsvektor d4 = (0,1, 0). Dessen Projektion P-d4 = (—1,1) ist die Flussrichtung
der Matrix A. Der zu lesende Wert muss daher aus der, vom berechnenden Prozessor
gesehen, entgegengesetzten Richtung (1, —1) erwartet werden, also vom Kanal in der
linken unteren Ecke der Zelle kommen (aber durch das Register RA). Entsprechend
kommt b(¢i — 1,4, k) von rechts (durch das Register RB) und ¢(i,7,k — 1) von oben
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(durch das Register RC). Die entsprechenden Werte a(, 7, k), b(i, 7, k) und c(i, 7, k)
werden in die gegeniiberliegenden Richtungen durch Kanile ausgegeben: nach rechts
oben, links und unten.

Benutzen wir andererseits die Projektionsmatrix P aus (14.7), so erhalten wir fiir
d¢ die Projektion (0, 0). Zusammen mit 7-de = 1 ergibt sich dann die Notwendigkeit
genau eines Registers RC fiir jedes Element der Matrix C. Dieses Register liefert fiir
die Berechnung von ¢(i, j, k) den Wert ¢(i, 7, k—1) und nimmt nach dieser Berechnung
den Wert ¢(i, 7, k) auf. Dies ist an der Zelle aus Abbildung 14.1(b) nachvollziehbar.
Abbildung 14.1(a) zeigt dementsprechend, dass fiir die Matrix C keine Verbindungen
zwischen den Zellen erforderlich sind: Die Matrix ist stationdr.

Ubungen

14.2-1. Zu einer Projektionsrichtung u passen immer viele verschiedene Projekti-

onsmatrizen P.
01 -1
P=( %0 1)

eine Projektionsmatrix zur Projektionsrichtung u = (1,1,1) ist.

a. Zeigen Sie, dass auch

b. Berechnen Sie mit dieser Projektionsmatrix dic Projektion der Trigermenge von
System (14.3).

b. Die hicrbei entstchenden Raumkoordinaten unterscheiden sich von dencen aus
Abschnitt (14.2.3). Warum sind die in beiden Fillen erhaltenen Punktmengen
dennoch topologisch dquivalent?

b. Untersuchen Sie die beiden Anordnungen der Zellen auf Gemeinsamkeiten und
Unterschiede.

14.2-2. Fiihren Sie alle Uberlegungen des Abschnitts 14.2 fiir das System (14.3)
und die Raum-Zeit-Matrix

T =

[
— -0
—

durch.

14.3. Herleitung von Ein-/Ausgabeschemata

In Abbildung 14.3(a) wird das Fin-/Ausgabeschema nur kursorisch durch Angabe der
Flussrichtungen flir die Matrizen A, B, C beschrieben. Die notwendigen Details zum
Verstdndnis der Ein-/Ausgabevorginge werden nun in Abbildung 14.6 nachgeliefert.

Das Ein-/Ausgabeschema in Abbildung 14.6 weist gegeniiber der Abbildung
14.1(a) eine Reihe neuer Phinomene anf. Durch jede gewthnliche Randzelle flieRt
zwar auch hicr ein Eingabe- beziehungsweise ein Ausgabedatenstrom, fiir dic Ecken
des systolischen Feldes sind es je zwei Datenstrome. Allerdings liegen nun die zu einer
Matrix gehérenden Eingabezellen nicht mehr alle auf einer geraden Linie, sondern
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14.6. Abbildung. Detailliertes Ein-/Ausgabeschema zu Abbildung 14.3(a).

auf zwel aneinandergrenzenden Kanten.

Die Datenstrukturen in Abbildung 14.6 besitzen auch andere Neigungswinkel als
in Abbildung 14.1(a). Aufierdem kommen die Matrizen A und B in Abbildung 14.6
mit einer gegeniiber Abbildung 14.1(a) um zwei Drittel reduzierten Datenrate pro
Datenstrom an.

Mit einiger Miihe ist es auch hier prinzipiell méglich, das passende Ein-
/Ausgabeschema zum vorliegenden systolischen Feld clementweise zu konstruicren.
Sicherer ist jedoch der Weg iiber eine formale Herleitung. Die folgenden Abschnitte
sind der Vorstellung der einzelnen Verfahrensschritte hierfiir gewidmet.

14.3.1. Von Datenstrukturindizes zu lterationsvektoren

Zunichst einmal muss der Zusammenhang zwischen den abstrakten Datenstrukturen
und den konkreten Variableninstanzen der zuweisungsfreien Darstellung hergestellt
werden.

Jedes Element der Matrix A ist gekennzeichnet durch einen Zcilenindex ¢ und
einen Spaltenindex k. Diese beiden Indizes kénnen wir zu einem Datenstrukturvek-
tor w = (i, k) zusammenfassen. Das Element a;; entspricht im System (14.3) den
Instanzen a(i, j, k) mit beliebigem j. Die Koordinaten dieser Instanzen liegen im R
alle auf einer Geraden ldngst der Richtung ¢ = (0,1,0). Der formale Ubergang vom
Datenstrukturvektor (i, k) zu den Koordinaten (4,7, k) wird hier also beschrieben
durch dic Abbildung

i 1 0 . 0 0
i l=10o0 (;>+] 1|+ o0]. (14.22)
k 0 1 0 0

Bei der in System (14.3) benutzten Form stimmt der Koordinatenvektor (4, j, k)
jeder Variableninstanz genau mit dem Iterationsvektor des Trigerpunktes iiberein,
an dem dic Berechnung dicser Variableninstanz erfolgt. Wir kénnen deshalb dic For-

mel (14.22) auch als Beziehung zwischen Datenstrukturvektor und Iterationsvektor
auffassen. Abstrakt formuliert kdnnen die betreffenden Iterationsvektoren v also nach
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einer Formel

v=H-w+A-g+p (14.23)

aus dem Datenstrukturvektor w hergeleitet werden. Der affine Vektor p ist in unse-
rem Beispiel zwar stets der Nullvektor, wird aber in allgemeineren Féllen benétigt.
Wegen b(i, j, k) = by; lautet die Darstellung fiir die Matrix B entsprechend

i 0 0 B 1 0
il=1o01 ( >+7 ol+[o]. (14.24)
k 10 J 0 0

Was nun Matrix C anbelangt, so stcht zwar jede Variableninstanz (4, j, k) unter
Umstédnden flir einen andcren Wert. Jedoch kénnen alle Instanzen c(i, 7, k) mit festem
Indexpaar (i, j) als zu dem Matrixelement ¢;; gehérig betrachtet werden, da sie direkt
aus der Serijalisierung des Summenoperators zur Berechnung von c¢;; hervorgegangen
sind. Fiir C ergibt sich entsprechend Formel (14.23) also

; 10 . 0 0
il=1o01 ( >+k ol+(o]. (14.25)
00 J 1 0

14.3.2. Momentaufnahmen von Datenstrukturen

Jede der drei Matrizen A, B, C wird durch zwei Richtungen auf den Datenstruktu-
rindizes generiert: lings einer Zeile beziehungsweise ldngs einer Spalte. Der Diffe-
renzvektor (0,1) beschreibt dabei den Ubergang von einem Element zum néichsten
Element derselben Zeile, das heifit in der néchsten Spalte: (0,1) = (z,y+1) — (z,y).
Entsprechend steht der Differenzvektor (1,0) fiir den Ubergang von einem Element
zum néchsten Element derselben Spalte und néchsten Zeile: (1,0) = (z+1,y)— (=, y).

Ein-/Ausgabeschemata der in den Abbildungen 14.1(a) und 14.6 gezeigten Form
stellen Momentaufnahmen dar: Alle Positionen der gezeigten Datenclemente relativ
zur Lage des systolischen Feldes beziehen sich auf denselben Zeitpunkt.

Wie in Abbildung 14.6 erkennbar ist, gehen die rechteckigen Matrixformen der
abstrakten Datenstrukturen bei dieser Momentaufnahme in Parallelogramme tiber.
Dies liegt an der Linearitit der benutzten Raum-Zeit-Abbildung. Auch diese Paral-
lelogramme kénnen durch Differenzvektoren langs ihrer Kanten beschricben werden.

Nun wollen wir Differenzvektoren Aw aus Datenstrukturvektoren in rdumliche
Differenzvektoren Az fiir die Momentaufnahme tibersetzen. Dazu miissen wir durch
Wahl des Parameters A in Beziehung (14.23) Paare konkreter Iterationsvektoren v, v’
bestimmen, die mittels der gewdhlten Raum-Zeit- Abbildung auf denselben Zeitpunkt
abgebildet werden. Welcher Zeitpunkt das nun ist, spielt zunéichst keine Rolle. Wir
setzen also an

!

m-ov=7-v mit v=H-w+A-g+p und v =H-w' + X -qg+p. (14.26)

Dies ergibt
T H- (w—uw)+A=XN)-m-¢g=0, (14.27)
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also
AMA=A-XN)=-n-H-(w—uw'")/7-q. (14.28)

Der gesuchte rdumliche Differenzvektor Az ergibt sich somit aus dem Diffe-
renzvektor der Datenstruktur Aw = w — w’ wegen der Linearitiit aller beteiligten
Abbildungen durch

Az=P-Av=P-H-Aw+AX-P-q, (14.29)

also
Az=P-H-Aw—(r-H-Aw/r-q)-P-q. (14.30)

Wir bestimmen nun aus Formel (14.30) die rdumlichen Differenzvektoren Az fiir
dic Matrix A. Wie obcn eingefiihrt, gilt

10 0
H=|00 |,g=[ 1 ,P—(_? —i(l)>,7r—(1 1 1).
01 0

Daraus folgt mit 7 - ¢ = 1 zunéchst

01 -1 .
Az:(_l 0)-Aw+A)\-( 1) mit A)\:—(l 1)-Aw.

Fiir dic Zeilen haben wir den Differenzvektor Aw = (0,1), dies ergibt den rium-
lichen Differenzvektor Az = (2, —1). Entsprechend ergibt sich aus Aw = (1,0) fir
die Spalten Az = (1, —2). Vergleichen wir nun mit Abbildung 14.6, sehen wir, dass
die Zeilen von A tatsichlich lings des Vektors (2, —1) verlaufen, die Spalten lings
des Vektors (1, —2).

Genauso ergibt sich Az = (—1,2) flir dic Zcilen von B und Az =
Spalten von B. Entsprechend Az = (—2, 1) fiir dic Zcilen von C und A
fiir die Spalten von C.

Damit sind wir nun in der Lage, Ein-/Ausgabeschemata — zunichst noch fiir
jede Matrix separat — zu erstellen.

(1,1) fiir dic
z=(-1,-1)

14.3.3. Montieren der Ein-/Ausgabeschemata

Zwar liegt die Erscheinungsform der Matrizen A, B,C fiir die Momentaufnahme
damit fest. Allerdings miissen die Matrizen nun noch in ihrer Lage relativ zum
systolischen Feld ausgerichtet werden (und damit auch relativ zueinander). Es gibt
eine einfache grafische Methode, dies zu bewerkstelligen.

Wir wihlen zunichst einen beliebigen Iterationsvektor, sagen wir v = (1,1,1).
Diesen bilden wir mittels der Projektionsmatrix P auf die Zelle seiner Berechnung
ab,

1

=) =0)

Dem Iterationsvektor (1,1,1) sind die Berechnungen a(1,1,1), b(1,1,1) und
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¢(1,1,1) zugeordnet, dic wicderum zu den Datenclementen a11, b11 und ¢p; kor-
respondieren. Wir legen nun die gefundenen Ein-/Ausgabeschemata der Matrizen
A, B, C so iiber das systolische Feld, dass die zugehoérigen Eintrage ai1, b11 und ¢y
alle in Zelle z = (0,0) stehen.

Eigentlich wiren wir damit nun schon fertig. Dieses Ein-/Ausgabeschema iiber-
lappt sich so jedoch mit den Zellen des systolischen Feldes und ist deshalb nicht gut
erkennbar. Wir ziehen daher die Ein-/Ausgabeschemata aller Matrizen gleichzeitig
solange um jeweils einen Platz entgegen der jeweiligen Datenstrome aus dem systo-
lischen Feld zuriick, bis keine Uberlappung mehr auftritt. Damit erhalten wir genau
das in Abbildung 14.6 vorgestellte Ein-/Ausgabeschema.

Alternativ zu dicser hiibschen grafischen Mcthode bestiinde auch wicder dic
Moglichkeit, dic iiberlappungsfreie Platzierung der cinzelnen Ein-/Ausgabeschemata
formal zu berechnen.

Erst mit Angabe des Ein-/Ausgabeschemas kann die tatsichlich benétigte An-
zahl von Zeitschritten korrekt berechnet werden. Der erste relevante Zeitschritt be-
ginnt mit der ersten Dateneingabe. Der letzte relevante Zeitschritt endet mit der
letzten Datenausgabe. Aus Abbildung 14.6 entnchmen wir fiir das Beispiel den Be-
ginn der Berechnung mit Eingabe des Datenelements by im Zeitschritt 0, das Ende
der Berechnung nach Ausgabe des Ergebnisses ¢35 im Zeitschritt 14. Dies ergibt
insgesamt 15 Zeitschritte — flinf mehr als bei reiner Betrachtung der eigentlichen
Berechnungen.

14.3.4. Raum-Zeit-Abbildung induziert Datenraten

Die Ein-/Ausgabeschemata der Matrizen A und B in Abbildung 14.1(a) zeigen einen
kompakten Aufbau: Zeichnen wir die Rénder der Matrizen in die Abbildung ein,
liegen im Inneren keine ungenutzten Plétze.

Anders in Abbildung 14.6. In jedem beliebigen Eingabedatenstrom wird dort
jedes Datenelement von jeweils zwel ungenutzten Plitzen gefolgt. Auf die einzuge-
benden Matrizen bedeutet dies: Die Randzellen des systolischen Feldes erhalten nur
in jedem dritten Zeitschritt ein echtes Datenelement.

Diese Eigenschaft ist ein dircktes Ergebnis der jeweils angewandten Raum-Zeit-
Abbildung. In beiden Beispielen sind die abstrakten Datenstrukturen selbst kom-
pakt. Wie dicht die einzelnen Elemente dann aber im Ein-/Ausgabeschema zu lie-
gen kommen, hingt vom absoluten Betrag der Determinante der Transformations-
matrix T ab: In jedem Ein-/Ausgabedatenstrom folgen die echten Elemente genau
im Abstand von |det(T)| Plitzen aufeinander. Wahrend in der Tat |det(T)| = 1
fiir Abbildung 14.1 gilt, kann flir Abbildung 14.6 der nun praktisch interpretierbare
Wert |det(T)| = 3 festgestellt werden.

Was geschieht nun mit ungenutzten Plitzen, wie in Abbildung 14.6 zu sehen?
Obwohl jede Zelle des systolischen Feldes in Abbildung 14.3 eigentlich nur in jedem
dritten Zeitschritt sinnvolle Arheit leistet, macht es wenig Sinn, sie nach jedem Ar-
beitsschritt zwei Zeitschritte pausieren zu lassen. Bei genauer Betrachtung lisst sich
feststellen, dass Werte auf den in Abbildung 14.6 mit Punkten markierten Plitzen
keinen Einfluss auf die Berechnung der dargestellten Elemente ¢;; besitzen, weil sie
niemals zum Zeitpunkt der Berechnung einer Variablen ¢(i, §, k) in der betreffenden
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Zclle anlangen. Wir kénnen dic ungenutzten Plétze also einfach mit beliebigen, auch
zufilligen Werten belegen, ohne das Ergebnis zu verfilschen. Es ist sogar moglich,
drei verschiedene Matrixmultiplikationen gleichzeitig auf dem systolischen Feld aus
Abbildung 14.3 auszufiihren, ohne dass diese sich stéren. Dies wird in Abschnitt
14.3.7 noch genauer ausgefiihrt.

14.3.5. Ein-/Ausgabeexpansion und erweitertes Ein-
/Ausgabeschema

Bei genauerem Studium von Abbildung 14.6 tritt ein weiteres Problem zu Tage. Wir
betrachten beispielsweise den Weg von c¢y2 durch die Zellen des systolischen Feldes.
Laut der Raum-Zeit-Abbildung erfolgen hierfiir Berechnungen in den Zellen (-1, 0),
(0,0), (1,0) und (2, 0). Tatséichlich durchliuft cs2 laut dem Ein-/Ausgabeschema aus
Abbildung 14.6 zuvor auch die Zelle (—2, 0) und anschliefend noch die Zelle (3,0).

Dies kann so interpretiert werden, dass durch dic gewahlte Raum-Zeit-Abbildung
fiktive Berechnungen in das System (14.3) eingebracht wurden, hier zum Bei-
spiel an den neuen Trigerpunkten (2,2,0) und (2,2,5). Der Grund fiir dieses
Phinomen ist die Tatsache, dass die Trigermengen der Ein-/Ausgabeoperationen
nicht parallel zur gewihlten Projektionsrichtung u verlaufen. Dadurch werden Ein-
/Ausgabeoperationen auf Zcllen projeziert, dic nicht am Rand des systolischen Fel-
des liegen. Dort kdnnen diese Ein-/Ausgabeoperationen aber nicht direkt ausgefiihrt
werden. Durch Fortsetzung der Transportwege, langs der beziehungsweise gegen die
Datenfliisse, von diesen inneren Zellen bis zum Rand des systolischen Feldes, wird
das Problem behoben. Es kommen dadurch aber neue Berechnungen und eventuell
auch neue Tragerpunkte hinzu (Ein-/Ausgabeezpansion).

Es muss nun verhindert werden, dass dic in den Zellen (—2,0) und (3,0) statt-
findenden, zusdtzlichen Berechnungen den eigentlichen Wert von coo verfilschen.
Im Falle der Matrixmultiplikation ist dies recht einfach zu bewerkstelligen (der all-
gemeine Fall ist dagegen schwieriger). Der generische Summenoperator besitzt ein
neutrales Element, nfimlich die Null. Kénnen wir also erzwingen, dass in den er-
ginzten Berechnungen stets nur dic Null addicrt wird, entstcht kein Schaden. Wir
brauchen also durch die Gestaltung neuer Eingaben nur dafiir zu sorgen, dass stets
mindestens ein Operand der zusétzlichen Multiplikationen Null ist.

Abbildung 14.7 zeigt ein Beispiel eines geeignet erweiterten FEin-
/Ausgabeschemas. Vor und nach der Matrix A wurden die bendtigten Nullelemente
eingefiigt. Da einzugebende Nullen wie Datenclemente gezdhlt werden miissen,
wurde das Ein-/Ausgabeschema aus Abbildung 14.6 dazu nochmals um einen Platz
aus dem systolischen Feld zuriickgezogen. Die Berechnung beginnt nun schon mit
dem Zeitschritt —1, endet aber nach wie vor mit dem Zeitschritt 14. Wir erhalten
somit 16 Zeitschritte Gesamtdauer.

14.3.6. Behandlung stationarer Variablen

Kommen wir zuriick auf das Beispiel aus Abbildung 14.1(a). Fiir die Eingabe der
Elemente von A und B ist keine Expansion nétig, da diese immer an Randzellen
zuerst ben6tigt werden. Anders verhilt es sich mit der Matrix C. Deren Elemente
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14.7. Abbildung. Erweitertes Ein-/Ausgabeschema zu Abbildung 14.6.

werden in stationfiren Variablen berechnet, also immer in derselben Zelle. Damit
fallen Ergebnisse ¢;; im Inneren des systolischen Feldes an, von wo sie nach ihrer
Berechnung in einem weiteren Vorgang zu Randzellen des systolischen Feldes trans-
portiert werden miissen, da sie nur dort ausgegeben werden kénnen.

Obwohl die zu lésende Aufgabe, oberflichlich betrachtet, doch sehr der aus Ab-
schnitt 14.3.5 dhnelt und damit zunichst recht einfach erscheint, liegt hier eine véllig
andere Situation vor. Es geht ndmlich nicht darum, bestehende Datenfliisse nach vor-
wirts und riickwirts bis zu den Rindern des systolischen Feldes zu verldngern. Bei
stationdren Variablen ist der Abhéngigkeitsvektor ja der Nullvektor. Es kann somit
gar keinen dadurch induzierten riumlichen Fluss geben. Einen solchen Fluss miissen
wir erst konstruieren, wobei es viele Freiheitsgrade gibt. Auch ist dann grundsétzlich
in den Zellen eine Steuerung ndtig. Das Problem wird daher in Abschnitt 14.4 weiter
verfolgt.

14.3.7. Verschrankung von Berechnungen

Wie leicht erkennbar, ist die Auslastung des systolischen Feldes in Abbildung 14.3
mit Ein-/Ausgabeschema aus Abbildung 14.7 recht diirftig. Ohne dic Anlaufphase
und die Schlussphase niher zu studieren, sehen wir schon, dass die durchschnittliche
Auslastung des Feldes weniger als ein Drittel betragt — schlieflich leistet jede Zelle
héchstens in jedem dritten Zeitschritt einen echten Berechnungsbeitrag.

Eine einfache Technik, dieses Verhalten zu verbessern, ist die Verschrinkung
von Berechnungen. Haben wir drei unabhingige Matrixmultiplikationen mit iiber-
cinstimmenden Problemparametern durchzufiihren, kénnen wir deren Daten im Ab-
stand von nur einem Zeitschritt nacheinander eingeben, ohne an dem systolischen
Feld oder seinen Zellen irgendetwas zu dndern. Abbildung 14.8 zeigt als Moment-
anfnahme einen Ausschnitt des systolischen Feldes mit Teilen des entsprechenden
Ein-/Ausgabeschemas.

Wir wollen uns nun durch eine formale Herleitung davon iiberzeugen, dass dicse
Idee tatséchlich funktioniert. Wir modifizieren hierzu das System (14.3), indem wir
die Variablen und die Trigermengen um eine vierte Dimension erweitern, die lediglich
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14.8. Abbildung. Verschrinkte Berechnung dreier Matrixmultiplikationen auf dem systolischen
Feld aus Abbildung 14.3 (Ausschnitt).

der Unterscheidung der drei Matrixmultiplikationen dient:

FEingabeoperationen

ali, j,k,n) = aZ, 1<i<N,j=01<k<N;1<n<3

c(z,],k,n):(] 1§Z§N1:1§]§N2,k:0,1§n§3

Berechnungen

a(l,lk,n):a(l,?*l,k,n) 1 §7§N1:1 S? SNQ,l SkSN?),l S’I’ISS

c(l,],kn):c(l,],k_ln) 1§Z§NI=1§]§N2 _kSN.‘?’ _’I’LS?
+a(i,j—L1Ekn)xb(i—1,j,kn)

Ausgabeoperationen

c%:c(i,j,k,n) 1§Z§N1,1§]§N2,k:N3,1§TL§3

(14.31)

Offensichtlich haben dic Probleme fiir verschiedenes n in System (14.31) nichts

miteinander zu tun. Dies muss nun auch im systolischen Feld so bleiben. Eine dies-
beziiglich fiir die Abbildung geeignete Raum-Zeit-Matrix ist

0 -1 1
T=| -1 1 0
1 11

(14.32)

= OO

Die Matrix T ist nun nicht mehr quadratisch, aber das macht nichts aus. Fiir
dic Berechnung der Raumkoordinaten ist dic vierte Dimension der Iterationsvektoren
vollig irrelevant; sie kann deshalb durch entsprechende Null-Eintrédge in der letzten
Spalte der ersten beiden Zeilen von T einfach ausgeblendet werden.
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Die letzte Zceile von T bildet wicder der Zeitvektor m. Durch geeignete Wahl
von 7 werden die drei zu 16senden Probleme iiberschneidungsfrei in das Raum-Zeit-
Kontinuum eingebettet. Sich entsprechende Instanzen der Iterationsvektoren der drei
Probleme werden im Abstand von je einer Zeiteinheit auf dieselben Zellen projeziert,
weil der vierte Eintrag von 7 gleich 1 ist.

Wir berechnen nun noch dic durchschnittliche Auslastung mit beziehungswei-
se ohne Verschrinkung fiir die konkreten Problemparameter Ny = 3, N3 = 5
und N3 = 4. Fiir eine einzelne Matrixmultiplikation sind N7 * Ny * N3 = 60 Be-
rechnungen auszufithren. Dabei zéhlen eine Multiplikation und eine zugehorige Ad-
dition als Verbundoperation, das heikt zusammen als nur eine Berechnung; FEin-
/Ausgabeoperationen werden nicht mitgezéhlt. Das systolische Feld verfiigt iiber 36
Zcllen.

Ohne Anwendung von Verschriankung benétigt unser systolisches Feld insgesamt
16 Zeitschritte zur Berechnung einer Matrixmultiplikation. Dies ergibt eine durch-
schnittliche Auslastung der Zellen von

60/(16 * 36) = 0,104 Berechnungen pro Zeitschritt und Zelle.

Bei Anwendung der beschriebenen Verschriankungstechnik dauert dic Berech-
nung aller drei Matrixmultiplikationen nur zwei Zeitschritte linger, also 18 Zeit-
schritte. Die Anzahl der durchgefiihrten Berechnungen hat sich dadurch jedoch ver-
dreifacht, wir erhalten also eine durchschnittliche Auslastung der Zellen von

3% 60/(18 x 36) = 0,278 Berechnungen pro Zeitschritt und Zelle.

Wir konnten somit die Auslastung durch Verschrinkung um 167 Prozent steigern!

Ubungen

14.3-1. Leiten Sie die rdumlichen Differenzvektoren der Matrizen B und C fiir das
in Abbildung 14.6 gezeigte Ein-/Ausgabeschema formal aus der Beziehung (14.30)
her.

14.3-2. Stellen Sie das erweiterte Ein-/Ausgabeschema zu Abbildung 14.6 fiir den
Fall dar, dass jeweils beide Operanden der iiberschiissigen Multiplikationen Null
gesetzt werden sollen.

14.3-3. Wenden Sie die in Abschnitt 14.3 vorgestellten Techniken auf das systolische
Feld aus Abbildung 14.1 an.

14.3-4.x Beweisen Sie die im Abschnitt 14.3.7 behaupteten Eingenschaften der
speziellen Raum-Zeit-Abbildung (14.32) beziiglich des Systems (14.31).

14.4. Steuerungsaspekte
Bisher sind wir davon ausgegangen, dass sich dic Zellen eines systolischen Feldes

in jedem Zeitschritt vollig gleich verhalten. Zwar gibt es einige interessante Bei-
spiele solcher systolischer Felder. Im Allgemeinen miissen die Zellen jedoch durch
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eine Steuerung in verschicdene Betricbsmodi gebracht werden kénnen. Wir studic-
ren hierzu nachfolgend einige typische Situationen.

14.4.1. Steuerungslose Zellen

Die Zelle in Abbildung 14.3(b) enthilt die Register RA, RB, RC, die bei Aktivierung mit
dem globalen Taktsignal die jeweils an ihren Eingéingen anliegenden Signale iiber-
nehmen und diese anschlieffend an ihren Ausgingen wiedergeben. Abgesehen von
dieser generellen Aktivierung ist die Funktionalitit der Zelle aber in allen Zeitschrit-
ten immer dic gleiche: Es wird auf den drei eingehenden Operanden A, B, C eine
multiply-add-Operation durchgefiihrt, deren Ergebnis einer Nachbarzelle zugefiihrt
wird; parallel dazu werden die Operanden A und B an zwei andere Nachbarzellen
weitergereicht. Somit weist diese Zelle keinerlei Steuerung auf.

Die Initialwerte c(%, 7, 0) fiir die Ausfiihrung des generischen Summenoperalors,
die hier nicht unbedingt Null sein miissen, werden dem systolischen Feld laut Ab-
bildung 14.6 in Form von Eingabestrémen zugefiihrt, dic Endergebnisse ¢(%,j, N3)
fliefen in derselben Richtung iiber den Rand des Feldes ab. Die Ein-/Ausgabe ist
also impliziter Bestandteil der Funktionalitit der Zellen nach Abbildung 14.3(b).
Der Preis fiir diese duBerst einfache, steuerungslose Zellfunktion ist die Beschrén-
kung aller drei Matrixdimensionen: Eine (M7 x Mj)-Matrix A kann nur dann auf
dem systolischen Feld der Abbildung 14.3 mit einer (M3 X Ms)-Matrix B multi-
pliziert werden, wenn bei festgelegten Feldparametern N7, N3, N3 die Beziehungen
M, < Ny, My < Ny und M3 < N3 gelten.

14.4.2. Zellen mit Globalsteuerung

Die Vorgaben fiir das systolische Feld in Abbildung 14.1 sind diesbeziiglich weniger
streng: Zwar sind auch hier M, und M5 durch My < Ny und M3 < Nj eingeschréankt,
es gibt jedoch keine Beschrinkung fiir M5. Problemparameter, die trotz vorgegebener
Feldparameter unbeschréinkt sind, kénnen sich nur in der Zeit, nicht jedoch im Raum
manifestieren. Dies erzwingt dic Verwendung stationdrer Variablen.

Jedes einer stationiren Variablen zugeordnete Register muss zu Beginn ei-
ner neuen Berechnung in einen von der vorhergehenden Berechnung unabhingi-
gen Grundzustand gebracht werden. Im Falle der systolischen Zelle aus Abbildung
14.3(Db) ist dies das Register RC. Durch ein globales Signal, vergleichbar dem Taktsi-
gnal, kann das Register RC in allen Zcllen gleichzeitig geloscht, das heift auf den Wert
Null gebracht werden. Abbildung 14.9 zeigt einen Feldaufbau und eine Zellstruktur
fiir diese Idee.

14.4.3. Lokale Steuerung

Leider funktioniert das Prinzip der globalen Steuerung alleine bei der Matrixmulti-
plikation nicht ausreichend. Dem in Abbildung 14.1 prisentierten systolischen Feld
fehlen nimlich sogar zwei wesentliche Eigenschaften: Es werden einerseits die Varia-
blen ¢(4, j, 0) nicht initialisiert, andererseits aber auch die Ergebnisse ¢;; nicht iiber
den Rand ausgegeben.
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14.9. Abbildung. Riicksetzen von Registern durch Globalsteuerung: (a) Feldaufbau; (b) Zellstruk-
tur.

Zunichst crscheint dic zusétzliche Aufgabe recht einfach, dic Ergebnisse zum
Rand zu fiihren: Nach Abschluss der Berechnung eines Elementes c;; werden die
von Zelle (4, j) zu den Nachbarzellen (i, 7+ 1) und (¢4 1, 7) fiihrenden Verbindungen
nicht mehr fiir das Weiterreichen von Elementen der Matrizen A und B benétigt. Sie
kénnen dann also fiir andere Zwecke benutzt werden. Zum Beispiel kénnten wir alle
Elemente von C iiber dic nach unten fiihrenden Verbindungen zum unteren Rand
des systolischen Feldes fiihren.

Leider stellt sich heraus, dass noch nicht abgeschlossene Berechnungsvorginge
im unteren Teil des Feldes die Durchleitung der Ergebnisse aus dem oberen Teil
behindern. Wiirde das im Zeitschritt <+ j + N3 berechnete Ergebnis ¢;; im nichsten
Zeitschritt an die Zelle (i + 1, j) weitergeleitet, kiime es zu einer Wertekollision: Da
von Zelle (i +1,7) nur ein Wert pro Zeitschritt iiber den unteren Kanal ausgegeben
werden kann, miisste dann entweder ¢;; warten oder das in Zelle (i+1, j) berechnete
Ergebnis. Dieses Problem wiirde sich nach unten iiber alle Zellen fortsetzen.

Zur Abhilfe kénnen wir die Weitergabe von ¢;; verzdgern. Bendtigt ¢;; fiir das
Durchlaufen einer Zelle nicht einen, sondern jeweils zwei Zeitschritte, bleiben Kolli-
sionen aus. Die Ergebnisse laufen dann im Abstand eines Zeitschritts iiber dieselbe
Verbindung hintereinander her. An der unteren Randzelle einer Spalte erscheint zu-
néchst das Element der letzten Zeile dieser Spalte, danach das vorletzte, zuletzt das
erste. Wir erhalten also das in Abbildung 14.10 gezeigte Ein-/Ausgabeschema.

Woher weil eine Zelle, wann sie iiber den unteren Kanal statt Elementen der
Matrix B auf cinmal Elemente der Matrix C weitergeben soll? Wir kénnen diese
Aufgabe durch eine Kombination aus Globalsteuerung und lokaler Steuerung der
Zelle durch Automaten l3sen:

Wenn wir bei Eingabe der letzten Werte von A und B in die Zelle (1,1) allen
Zellen ein globales Signal senden, das diese Tatsache mitteilt, kann in jeder Zelle
ein Zahler gestartet werden, der die Anzahl der noch auszufiihrenden Berechnungs-
schritte angibt. In Zelle (4, §) sind dabei jeweils noch 7+ 7 — 1 Schritte auszufiihren,
bevor zur reinen Durchleitung umgeschaltet wird. Das bereits besprochene globale
Riicksetzsignal schaltet spiter wieder in den Berechnungsmodus zuriick.
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14.10. Abbildung. Ein-/Ausgabescheina bei verzégerter Ergebnisausgabe.

Fin nach diesem Prinzip funktionierendes systolisches Feld ist in Abbildung 14.11
zu sehen. Feldaufbau und Verbindungsstruktur sind im wesentlichen gleich geblie-
ben. Jede Zelle kann nun in zwei Zustinden betrieben werden, zwischen denen eine
Steuerlogik umschaltet:

(a) Im Berechnungsmodus wird (wie bisher) das Ergebnis der Addition in Register
RC geschrieben. Gleichzeitig wird der fiir dic Multiplikation verwendete Operand
aus Register RB iiber den unteren Kanal der Zelle durchgereicht.

(b) Im Propagierungsmodus werden dic Register RB und RC in Reihe geschaltet.
Die einzige Funktion der Zelle in dicsem Modus ist es, jeden iiber den oberen
Kanal eingelesenen Wert um zwei Zeitschritte verzoégert iiber den unteren Kanal
weiterzureichen.

Der erste im Propagierungsmodus von der Zelle (i, j) ausgegebene Wert ist der
letzte berechnete und dann in Register RC abgelegte Wert, also das Ergebnis c¢;;.
Alle weiteren ausgegebenen Werte sind durchgeleitete Ergebnisse weiter oben lie-
gender Zellen. Eine formale Beschreibung des in Abbildung 14.11 implementierten
Algorithmus liefert das zuweisungsfreie System (14.33).
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14.11. Abbildung. Kombination von Globalsteuerung und lokaler Steuerung: (a) Feldaufbau; (b)
Zellstruktur.

FEingabeoperationen

a(l,7,k):a7k 1§7§N1:7:0,1§k§N3

cli,j k) =0 1<i<Ni,1<j< Nak=0

Berechnungen

a(i,j,k) = ali,j — 1,k) 1<i<N,1<j< Nyl <k <N,

b(i,7.k)=0b(i—1,j.k) 1<i< N, I <7< Ny, 1<k < N3
+a(7’.7_1k)*b(7’_1.7k)

Durchleitung

Ausgabeoperationen

CLe Ny Ny —kj = b0, 5, K) i=Ni,1<j <Ny, l+Ns<h<N +Ng

(14.33)

Es bleibt noch zu kliren, wie dic Steuersignale einer Zelle in diesem Modell
genau erzeugt werden. Zunichst muss die Zelle ein Zustands-Flipflop besitzen, das
den gerade geschalteten Modus angibt. Der Ausgang dieses Flipflops wird mit den
Steuereingingen der beiden Multiplexer aus Abbildung 14.11(b) verbunden. Durch
das globale Riicksetzsignal wird nicht nur das Register RC der Zelle zuriickgesetzt,
sondern auch das Zustands-Flipflop: Die Zelle arbeitet nun im Berechnungsmodus.
Trifft das globale Endesignal ein, wird ein Abwérts-Zahler in der Zelle gestartet
und in jedem Zeitschritt um 1 vermindert. Als Startwert des Zahlers ist — zellen-
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abhingig — der Wert 7 + j — 1 eingestellt. Mit Errcichen des Zahlerwerts Null wird
das Flipflop gesetzt: Die Zelle geht in den Propagierungsmodus tiber.

Der letzte vor dem Riicksetzen vom Register RB an das Register RC einer Zelle
durchgeleitete Wert kann nun auch als frei wahlbarer Initialwert fiir das n#chste
in der Zelle zu berechnende Skalarprodukt benutzt werden, wenn auf das direkte
Riicksetzen des Registers RC verzichtet wird. Wir berechnen dann, wie schon beim
systolische Feld in Abbildung 14.3, sogar das allgemeinere Problem

C=A-B+D, (14.34)
nach den Formeln
Eingabeoperationen
a(i:j:k):aik 1§Z§N1:]:0,1§k§N3
b(i, . k) = bi; i=0,1<j<No,1 <k< Ny
c(i g, k) = dyj 1<i< N, 1 <3< Ny,k=0
Berechnungen
a(i,j. k) =a(i,j— 1,k) 1<i< N, 1 <7< Ny, 1 <k< N3
e(i, g, k) =c(i,j,k—1) 1<i< N, 1 <j< Ny, 1<k<Ns
+ali,j—1,k)xb(i — 1,5, k)
Durchleitung
e(i,7.k) =b(i—1,5,k) 1<i< N, 1 <F< Ny, 1+ Ns<k<i—14 N3
Ausgabeoperationen
Cl4 Ny +Ns—k,j = b(i5 5, k) 1=Np,1<j<No, 1+ N3 <k< N+ N

(14.35)

14.4.4. Verteilte Steuerung

Die in Abbildung 14.11 gezeigte Mcthode hat noch dic folgenden Nachteile:

(a) Es werden globale Steuersignale verwendet. Dies erfordert eine hohe technische
Genauigkeit.

(b)  Jede Zelle benétigt einen Z&hler. Der Aufwand fiir einen Z&hler mit Zahlregister
ist erheblich.

(c) Der Startwert des Zéhlers ist nicht flic alle Zcllen gleich. Damit muss jede Zelle
individuell entworfen und implementiert werden.

(d) Mit der Eingabe eines neuen Problems muss gewartet werden, bis das letzte
Ergebnis das systolische Feld verlassen hat.
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14.12. Abbildung. Matrixmultiplikation auf rechteckigem systolischen Feld, mit Ergebnisausgabe
und verteilter Steuerung: (a) Feldaufbau; (b) Zellstruktur.

Diese Nachteile lassen sich vermeiden, wenn Steuersignale wie Daten weiterge-
reicht werden, also eine verteilte Steuerung benutzt wird. Wir behalten hierzu die
Verschaltung der Register RB und RC mit den Multiplexern aus Abbildung 14.11(b)
bei, erzeugen jedoch keine Steuersignale in den Zellen selbst; auch das globale Riick-
setzsignal entfillt. Stattdessen werden den Zellen die nétigen Steuersignale von aufen
zugefiibrt, in einem zusitzlichen Register RS (mit Breite nur 1 Bit!) gespeichert und
von dort an Nachbarzellen geeignet weiterverteilt. Die Erzeugung der eigentlichen
Steuersignale iibernimmt der Wirtsrechner, die Einspeisung erfolgt ausschlieklich
iiber Randzellen. Abbildung 14.12(a) zeigt den dazu erforderlichen Feldaufbau, Ab-
bildung 14.12(b) die modifizierte Zellstruktur.

Die Umschaltung in den Propagierungsmodus erfolgt fiir die Zellen einer Spalte
nach unten in jeweils einem Zeitschritt Abstand. Daher geniigt die durch das Register
RS alleine bewirkte Verzégerung.

Das Riicksetzen in den Berechnungsmodus erfolgt iiber dicsclbe Steuerleitung
und wird daher ebenfalls mit einem Zeitschritt Verzégerung pro Zelle vorgenommen.
Da die Resultate ¢;; jedoch nur mit halber Geschwindigkeit nach unten abfliefsen,
muss mit dem Riicksetzen der Zellen ausreichend lange gewartet werden: Wird eine
Zelle im Zeitschritt # in den Berechnungsmodus geschaltet, so geht sie im Zeitschritt
t + N3 in den Propagierungsmodus iiber und schaltet im Zeitschritt ¢ + Ny + N3
wicder zuriick in den Berechnungsmodus.

Wie sich also zeigt, unterscheidet sich die verteilt gesteuerte Variante des systo-
lischen Feldes von der lokal/globalen Steuerung im makroskopischen Zeitverhalten.
Wihrend das systolische Feld aus Abbildung 14.12 alle Ny + N3 Zeitschritte mit der
Berechnung eines neuen Problems (14.34) beginnen kann, ist dies fiir das systolische
Feld aus Abbildung 14.11 nur alle 2N7 + No + N3 — 2 Zcitschritte moglich. Die Zeit-
differenz N7 4+ N3 beziehungsweise 2N + Ny 4+ N3 — 2 heikt Periode, ihr Kehrwert
der Durchsatz.
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System (14.36) beschreibt dic formalen Zusammenhinge zwischen verteilter
Steuerung und Berechnung. Es wird dabei von einer beliebig langen Folge dichtest-
moglich aufeinander folgender Matrixmultiplikationen ausgegangen, die zusétzliche
Iterationsvariable n ist deshalb unbeschriankt.

Steuerung

S(Z,],kn):(] ZZO]§]§N21§k§N3
S(Z,],k,n)zl 120,1§]§N2,1+N3§k§N1+N3
8(7’7kn) = S(if 17kn) 1 S 1 S N1:1 §7 S N2:1 S k S Nl +N3
Dateneingabe

a(i:.j:k7n):az}k 1§7§N1:7:0,1§k§N3
b(i. j, k. m) = b i=0,1<j<No 1<k <Ny

b(i, j:k,n) = Ayl N, o1k g i=0,1<j<Np,14+N3<k<N+N;

Variablen mit Alias

e(i, 7, k,n) =c(i,j, Ny + N3,n— 1) 1<i<N,1<j<Nyk=0
Datenoperationen
a(i,g.k,n)=ali,j—1,k.n) 1<i<N,1 <5< Ny, 1<k<N;+ Ns
. b(i—1,5,k,n) :s(i—1,5,k,n)=0 ; ,

.1 K, = s IR <7< <3< A< k<
R st By T I ETER R EE R CUE B R

C(iajvk - ]-7n)

.. +al(i,7—1,kn . .
b(i — 1,7, k,n) ts(i—1,4,k,n) =1
Datenausgabe
RNy Ny = D05 Ko) i=Ni,1<j<Np 1+ Ny <k <Ny + Ny

(14.36)
Formel (14.37) zeigt die zugehorige Raum-Zeit-Matrix, bei der einer der Eintréige
nicht konstant ist, sondern von Problemparametern abhingt.

1 00 0
=01 0 0 (14.37)
1 1 1 N+ N3

Es fallt aul, dass auch die Zellen einer Zeile nach rechts im Abstand eines Zeit-
schritts umgeschaltet werden miissen. Unter Aufgabe der vollstandigen Regularitit
des systolischen Feldes kénnte dieser Umstand genutzt werden, um Steuersignale nur
iiber Zelle (1,1) einzuspeisen und damit den Wirtsrechner zu entlasten. Wir wiirden
dann die Steuerung folgendermafen abindern:
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14.13. Abbildung. Matrixmultiplikation auf rechteckigem systolischen Feld, mit Ergebnisausga-
be und verteilter Steuerung: (a) Feldaufbau; (b) Zelle des oberen Randes; (¢) Zelle des iibrigen
Gebietes.

Steuerung

s(t,7,k,n) =0 i=1,=0,1< k< Ns

s(t, 4, k,n) =1 i=1,7=0,14+4 N3 <k < N;+ N3
8(7’7kn) 28(7'717]6”) 1 §7§N1,1 §7 §N21 SkSNI +N3

Variablen mit Alias

S(Z]kn):S(Z+1]—1kn) ZZOlS]SNZ:l SkSNl +N3

(14.38)

Abbildung 14.13 zeigt das Ergebnis dieser Modifikation. Es gibt nun zwei Zell-

typen: die Zellen am oberen Rand des systolischen Feldes (Abbildung 14.13(b)) und

alle iibrigen Zcllen (Abbildung 14.13(c)). Auch dic Verbindungsstruktur am oberen
Rand des systolischen Feldes ist geringfiigig anders als im reguléren Bereich.

14.4.5. Das Zellprogramm als lokale Sichtweise

Wir kénnen dic Funktionalitét einer Zelle auch durch ein Zellprogramm ausdriicken.
Dies ist insbesondere dann interessant, wenn wir ein programmierbares systolisches
Feld vorliegen haben, dessen Zellen in der Tat durch ein repetitiv ablaufendes Pro-
gramm gesteuert werden.

Wie die globale Sicht, also die Architektur des systolischen Feldes, wird die lokale
Sicht, das heifit das Zellprogramm, ebenfalls bereits durch die Raum-Zeit-Abbildung
festgelegt. Sie ergibt sich aber hierdurch nur in impliziter Form und muss daher erst
durch eine mathematische Transformation in eine explizite Form tiberfiihrt werden,



740 14. Systolische Systeme (Autor: E. Zehendner)

dic dann als Zellprogramm tauglich ist.

Die Instanzen der Programmvariablen sind in allgemeiner Form durch Indez-
ausdriicke beschrieben, die Bezug auf die Iterationsvariablen nehmen. Nehmen wir
beispielsweise die Gleichung

(i, k) = (3, j, k—1)+a(i, j—1,k)xb(i—1,5,k) 1<i< N;,1<j <Ny, 1<k<N;

aus System (14.3). Die Instanz c(i,7,k — 1) der Programmvariablen ¢ besitzt dic
Indexausdriicke i, 7 und k& — 1, die als Funktionen der Iterationsvariablen ¢, 7, k&
aufgefasst werden kénnen.

Wie wir gesehen haben, geht durch Anwendung der Raum-Zeit-Abbildung
(14.11) mit Transformationsmatrix T aus (14.13) die Menge der Iterationsvekto-
ren (4,7, k) der Quantifizierung in eine Menge von Raum-Zeit-Koordinaten (z,y,t)

T i 0 -1 1 i
y =7 |=-1 1o]-|j]. (14.39)
t k 1 11 i

Da jede Zelle durch ihre Raumkoordinaten (z,y) beschrieben wird und ihr Zell-
programm Bezug auf die laufende Zeit £ nehmen muss, sind die in den Indexaus-
driicken der Programmvariablen vorkommenden Itcrationsvariablen ¢, j, & nicht mchr
brauchbar und miissen in die neuen Koordinaten «, y, * umgeschrieben werden. Wir
driicken dazu die Iterationsvariablen ¢, j, £ mittels der Umkehrabbildung der Raum-
Zeit-Abbildung in (14.39) als Funktionen der Raum-Zeit-Koordinaten (z,y,t) aus,

i x 1 -1 -2 1 x
i l=1"11yv =z -1 1]y (14.40)
k t 2 11 t

Eine solche Umkehrabbildung existiert, wenn die Raum-Zeit-Abbildung auf der
Tragermenge injektiv ist — und das sollte sie stets sein, da sonst mehrere Berech-
nungsinstanzen in einer Zelle im gleichen Zeitschritt bearbeitet werden miissten. Die
Umkehrbarkeit wird im Beispiel auch ohne Bezug auf die Trigermenge durch die
quadratische, nicht singuldre Matrix T garantiert. Bezogen auf Zcitvcktor = und
Projektionsrichtung u geniigt die Eigenschaft 7 - u # 0.

Nach dem Ersetzen der Iterationsvariablen durch Raum-Zeit-Koordinaten, inter-
pretierbar als eine Transformation der Trigermengen, ergeben sich im Allgemeinen
unschéne neue Indexausdriicke. So wird aus ¢(3, j, k — 1) hier

c((—z—2xy+1)/3,(—z+y+1)/3, 2=z +y+1)/3).

Wir kénnen aber durch eine nachgeschaltete Transformation der Indexmengen dic
Instanzen der Programmvariablen so umbenennen, dass der Bezug zu Zelle und Zeit
klarer erscheint. Insbesondere ist es erstrebenswert, das Gleichungssystem wieder in
Ausgabenormalform zu bringen, also die im Zeitschritt # in der Zelle (z,y) berech-
neten Ergebnisse durch Instanzen (z,y,t) der Programmvariablen zu bezeichnen.
Das Verstiandnis fiir dicsc Vorgéinge erlangen wir am besten durch eine abstrakte
mathematische Formulierung, die wir anschlieffend auf unsere spezielle Situation
anpassen. Sei eine quantifizierte Gleichung mit Programmvariablen r und s sowie
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Tragermenge S durch

r(r(0)) = F(o -, s(s(v),...)  vES (14.41)

gegeben. Die Indexfunktionen v, beziehungsweise ¥, generieren die Instanzen der
Programmvariablen als Tupel von Indexausdriicken.

Durch Transformation der Trigermenge mittels einer beziiglich S injektiven
Funktion ¢ geht (14.41) iiber in

P (€)= Ty sWulp™€))s-) e € (S, (14.42)

wobei ¢! eine Funktion ist, dic auf ¢(S) dic Umkehrfunktion von ¢ bildet. Die
neuen Indexfunktionen sind 1, o ¢~ und 4, 0 L.

Transformationen von Indexmengen haben mit der Trigermenge nichts zu tun
und kénnen fiir jede Programmvariable separat ausgefiihrt werden, da sie nur die
Instanzen dieser einen Programmvariablen konsistent umbenennen. Mit solchen Um-
benennungen ¢, und 9, wird (14.42) zu

P, (e ) = Flooess@(bule™ ) -) e p(S).  (14.43)

Soll sich die Ausgabenormalform ergeben, muss 9, ¢ ¥, 0 ¢ 1 die Identitiit sein.

Im einfachsten Fall (im Beispiel vorliegend) ist %, immer die Identitit und ),
eine affine Abbildung der Form v,(v) = v — d mit konstantem d, dem bereits be-
kannten Abhéngigkeitsvektor. 1, kann auf dicsclbe Weise dargestellt werden, mit
d = 0. Die Transformation der Trigermengen erfolgt durch die Raum-Zeit-Abbildung
¢(v) = T-v mit einer invertierbaren Matrix T. Fiir alle Indextransformationen wird
iibereinstimmend ¥ = ¢ gewihlt. Damit gestaltet sich (14.43) als

rle)=F(...,s(e—T-d),...) e € T(5). (14.44)

Fiir die Generierung eines Zellprogramms miissen nun in jedem Zeitschritt klar
sein: die auszufithrenden Operationen, die Herkunft der Daten und die Bestimmungs-
orte der Resultate (aus Assemblerprogrammen bekannt als opc, src, dst).

Die jeweils auszufiihrende Operalion (opc) ergibt sich direkt aus der Funktion F.
Fiir Zellen mit Steuerung muss noch der Zeitraum crmittelt werden, in dem dieses
spezielle F ausgefiihrt wird. Dieser kann in Abh#ngigkeit von den Raumkoordina-
ten durch Projektion von T'(S) auf die Zeitachse bestimmt werden, fiir allgemeines
polyedrisches S zum Beispiel mit einer ,,Fourier-Motzkin-Elimination”.

In System (14.44) ergibt sich der neue Abhingigkeitsvektor T - d, der aus zwei
Komponenten besteht, einem (vektoriellen) rdumlichen und einem (skalaren) zeit-
lichen Anteil. Der rdumliche Anteil Az beschreibt als Differenzvektor, von welcher
Nachbarzelle der Operand berechnet wurde. Wir kénnen diese Information fiir die
Eingabe des Operanden in die Zelle z direkt in einen Kanalbezeichner mit Kanal-
position —Az iibersetzen (src). Entsprechend muss die den Operanden berechnende
Zelle z — Az diesen Wert auf einen Kanal mit Kanalposition Az ausgeben (dst).

Der zcitliche Anteil von T' - d gibt als Zeitdifferenz At an, wann dic Berechnung
des Operanden geschah. Diese Information ist fiir die lesende Zelle z bedeutungslos,
da von Nachbarzellen immer Ausgaben des unmittelbar vorhergehenden Zeitschritts
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gelesen werden. Jedoch muss fiir At > 1 der Operand von der ihn berechnenden
Zelle z — Az iiber At — 1 Zeitschritte zwischengespeichert werden. Dies kann zum
Beispiel durch At — 1 Kopieranweisungen im Zellprogramm der berechnenden Zelle
z — Az wiedergegeben werden, mittels derer der Wert des Operanden iiber At — 1
Register bis zu seiner endgiiltigen Ausgabe aus der Zelle fortgeschrieben wird.

Die Anwendung dicscr Methodce auf (14.36) mit T aus (14.37) ergibt

sz, y,t) =s(z—1,y,t—1)

ty=alr,y—1,t—1)

{ 1yt—1) ts(z—1,5,t-1)=0
(z,y,t —1) cs(z -1y, t—1)=1 (14.45)

wy,
+a:1: y—l t—1)
—lLy,t=1) :s(z—1,9,t—1)=0
1 ,y,t— 1) is(z—Ly,t—1)=1

e(z,y,t) =

Die Iterationsvariable n ist hier nur fiir das Ein-/Ausgabeschema von Belang und
kann fiir die Transformation auf einen festen Wert gesetzt werden. Das zugehorige
Zellprogramm, das in jedem Zeitschritt ablault, lautet:

ZELLPROGRAMM ZU ABBILDUNG 14.12

1 RS+« C(—1,0)(0)
2 RA <+ C(0,-1)
3 RB <+ C(—1,0)(1:
4 ¢(1,0)(0) <18
5 €(0,1) « RA

N)

6 ifRS=1

7  then C(1,0)(1: N) «RC
8 RC <~ RB

9 elseC(1,0)(1: N)«RB
10 RC < RC+RA*RB

Die Kanalbezeichner stehen fiir lokale Ein-/Ausgaben der Zelle. Thre Form er-
halten sie von der Lage des Kanals relativ zur Zellmitte. C(0, —1) liegt am linken
Rand der Zelle, €(0,1) am rechten Rand, C(—1,0) ist oben, C(1,0) unten. Hinter
dem Kanalbezeichner kann noch ein Bitbercich angegeben werden: C(—1,0)(0) be-
deutet ausschlieflich Bit 0 des Kanals, C(—1,0)(1 : N) die Bits 1 bis N desselben.
Die Bezeichner RA, RB, ...stehen flir Register der Zelle.
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Entsprechende Anwendung auf (14.35) mit T aus (14.12) ergibt

a(z,y,t) = a(z,y — 1,1 — 1) l+z+y<t<z+y+ N3
bz,y,t) =b(z—1,y,t —1) l+z+y<t<az+y+ N
)=

c(x,y,t) = c(z,y,t — 1) I+z+y<t<z+y+N;
+alz,y—1,t—1)xb(z—1,y,t —1)
b(z,y,t) = c(z,y,t — 1) z+y+1+Ns<t<2xzx+y+ N
elz,y,t) =blz—1,y,t — 1) r4+y+1+N;3<t<2xz+y—1+ N3
(14.46)

Wir sehen nun sehr schén die Vorteile der verteilten Steuerung. Das Zellpro-
gramm zu (14.45) ist relativ zu einem beliebigen Zeitschritt ¢ formuliert, bendtigt
also keine Reaktion auf globale Steuersignale, keine Zihlregister, keine Zihlopera-
tionen und keine Kodierung der lokalen Zellkoordinaten.

Ubungen

14.4-1. Geben Sie Ein-/Ausgabeschemata zur Durchfiihrung zweier moglichst dicht
aufeinander folgender Berechnungen laut System (14.35) fiir die in den Abbildungen
14.11 beziehungsweise 14.12 vorgestellten systolischen Felder an.

14.4-2. Wie miisste das systolische Fecld aus Abbildung 14.12 abgeéndert werden,
um die Berechnung von Matrixprodukten mit Parametern M7 < N; oder My < Ny
effizient zu unterstiitzen?

14.4-3. Wie lautet das Zellprogramm fiir das systolische Feld in Abbildung 14.37

14.4-4.% Welchen Durchsatz erreicht das systolische Feld aus Abbildung 14.3 fiir
die konkreten Werte von N7, Ny, N37 Welchen fiir allgemeines Ny, Ny, N37

14.4-5.x Modifizieren Sie das systolische Feld aus Abbildung 14.1 so, dass die sta-
tiondren Variablen nach Abschluss der Berechnung iiber zuséitzliche Verbindungen
nach rechts unten (also von Zelle (i,7) zu Zelle (i 4+ 1,7 + 1)) ausgegeben werden.
Geben Sie ein zu (14.35) korrespondierendes zuweisungsfreies System an, das eine
Beschreibung des zugehorigen Verhaltens liefert. Wie sieht das Ein-/Ausgabeschema
aus? Welche Periode wird erreicht?

14.5. Lineare systolische Felder

Die Uberlegungen aus den oben stehenden Abschnitten sind auf zweidimensionale
systolische Felder zugeschnitten. Sie lassen sich jedoch auch auf eindimensionale
systolische Felder ibertragen.

Der wesentlichste Unterschied zwischen beiden Formen betrifft den Rand des sy-
stolischen Feldes. Eindimensionale systolische Felder kdnnen einerseits als ausschlief-
lich aus Randzellen bestehend aufgefasst werden, Eingaben vom und Ausgaben zum
Wirtsrechner sind dann ohne zusétzliche Mafnahmen moéglich. Andererseits verfiigen
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sie liber eine volle Dimension und eine nur formale Dimension. Bei Kommunikati-
on langs der Laufrichtung des linearen systolischen Feldes stellen sich damit unter
Umsténden doch dhnliche Fragen wie in Abschnitt 14.3.5. Schlieflich kann der Rand
des linearen systolischen Feldes auch noch ganz anders definiert werden, namlich als
nur aus den beiden Endzellen bestehend.

14.5.1. Matrix-Vektor-Multiplikation

Erhélt in Abbildung 14.1 einer der Problemparameter N; oder N, den Wert 1,
wird dic Matrixmultiplikation zur Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor:
von links fiir N7 = 1 beziehungsweise von rechts fiic Vo = 1. Das zwcidimensionale
systolische Feld degeneriert dann zum eindimensionalen systolischen Feld. Der zu
multiplizierende Vektor wird als Eingabedatenstrom iiber eine Endzelle des linearen
systolischen Feldes zugefiihrt. Die Matrixelemente werden simultan iiber die gesamte
Lingsseite in das Feld eingebracht.

Wie bei der vollen Matrixmultiplikation fallen dic Ergebnisse stationédr an. Sie
kénnen nun aber entweder lings des Feldes iiber eine der Endzellen entnommen
werden oder direkt von den sie berechnenden Zellen an den Wirtsrechner ausgege-
ben werden. Dies ergibt unterschiedliche Steuerungsmechanismen, Zeitschemata und
Gesamtausfithrungszeiten.

Wire es nun auch méglich gewesen, alle Eingaben iiber Endzellen vorzunehmen?
Jedenfalls nicht, wenn die Gesamtausfithrungszeit die Komplexitat O(N) besitzen
soll. Die einzugebende Matrix besitzt O(N?) Elemente, es miissen also O(N) Elemen-
te pro Zeitschritt eingegeben werden. Die Anzahl der Eingaben in einem Zeitschritt
iiber eine Endzelle ist jedoch beschrinkt. Die Fin-/Ausgabedatenrate, hier in der
Grofenordnung O(N), nimmt damit unter Umstinden schon gewisse Entscheidun-
gen vorweg.

14.5.2. Sortieren

Beim Sortieren bestcht dic Aufgabe darin, eine Menge {z1,...,2z5} von Elemen-
ten aus einer vollstindig geordneten Grundmenge G in aufsteigende Reihenfolge
{m;}i=1,.. ~ zu bringen, so dass also m; < my, fiir 7 < k gilt. Dieses Problem kann
zuweisungsfrei folgendermafen formuliert werden, wobei MAX das Maximum von

& bezeichnet:
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14.14. Abbildung. ,Bubble Sort” auf linearem systolischen Feld: (a) Feldaufbau mit Ein-
/Ausgabeschema; (b) Zellstruktur.

FEingabeoperationen

z(1,7) = x; 1<i<N,j=0
m(i,7) = MAX 1<7<Ni=75-1
Berechnungen

(14.47)
m(i,j) = min{z(i,j — 1),m(i - 1,j)} 1<i<N,1<j<i
z(i,j) =max{z(i,7 — 1),m(i—1,7)} 1<i<N,1<j5<4

Ausgabeoperationen
m(i,j) = m; 1<j<N,i=N

Mittels einer Projektion in Richtung u = (1,1), fortgesetzt zur Raum-Zeit-

Abbildung .
(-0 () e

erhalten wir das eindimensionale systolische Feld in Abbildung 14.14, als eine Im-
plementierung des ,,Bubble-Sort”-Verfahrens.
Entsprechend wiirde die Raum-Zeit-Matrix

T= ( - ) (14.49)

zu einem linearen systolischen Feld fiihren, das ,Insertion Sort” implementiert, die

Raum-Zeit-Matrix L o
T = ( 11 ) (14.50)

schliefflich zu ,,Selection Sort”.



746 14. Systolische Systeme (Autor: E. Zehendner)

Wir haben beim Sortierproblem O(N) Eingabedaten, O(N) Ausgabedaten
und O(N) Zeitschritte. Dies ergibt eine Ein-/Ausgabedatenrate von O(1). An-
ders als bei der Matrix-Vektor-Multiplikation in Abschnitt 14.5.1 ldsst die Ein-
/Ausgabedatenrate hier also prinzipiell noch die Kommunikation ausschlieflich iiber
Endzellen eines linearen systolischen Feldes zu.

In allen drei beschricbenen Varianten des Sortierens erfolgen jedoch Eingaben
iiber alle Zellen: Bei Bubble Sort nur die zu sortierenden Elemente, bei Selection Sort
zusitzlich die konstanten Werte MAX , bei Insertion Sort nur die konstanten Werte.
Letztere brauchten allerdings nicht unbedingt als Eingaben zur Verfligung gestellt
werden, sondern kénnten direkt in den Zellen erzeugt oder aus Festwertspeichern
ausgelesen werden.

Alle drei Varianten benétigen eine Zellsteuerung: Insertion Sort und Selection
Sort, weil sie stationdre Variablen besitzen; Bubble Sort, weil zwischen der Verar-
beitung von Eingabedaten und von berechneten Werten umgeschaltet werden muss.

14.5.3. Lineares Gleichungssystem mit unterer Dreiecksmatrix

Die Formeln in (14.51) beschreiben einen lokalisierten Algorithmus zur Losung des
linearen Gleichungssystems A - z = b, wobei die (N x N)-Matrix A eine untere
Dreiecksform besitzt.

Eingabeoperationen

a(i,§) = ai 1 1<i<N,0<j<i-1
u(i,j) =b; 1<i<N,j=0
Berechnungen

u(i,j) =u(i,j—1)—a(i,j— 1) *e(i—1,j) 2<i<N1<j<i-1  (1451)

2(0,5) = uli,j — 1) /a(i,j — 1) 1<i<N,j=i

z(i,j) = x(i—1,j) 2<i<N-1l1<j<i-1
Ausgabeoperationen

x; =x(1,7) 1<i<N,j=i

Bei allen vorher studierten Beispielen war, abgesehen von Kopieroperationen,
an einem Trigerpunkt immer derselbe Satz von Rechenoperatoren durchzufiihren:
Multiplikation und Addition in Hintereinanderausfiihrung bei den Multiplikationsal-
gorithmen, Minimum und Maximum in Parallelausfithrung bei den Sortieralgorith-
men. In System (14.51) gibt es dagegen Tragerpunkte, an denen multipliziert und
subtrahiert wird, und andere Tragerpunkte, an denen nur dividiert wird.

Bei Projektion von (14.51) auf ein lineares systolisches Feld ergeben sich, ab-
héingig von der gewidhlten Projektionsrichtung, gleiche oder unterschiedliche Zell-
funktionen. Mit der Projektionsrichtung « = (1,1) (und nur mit dieser) crhalten wir
eine einzige Zelle mit Dividierwerk, alle anderen Zellen besitzen ein Multiplizier- und
Subtrahierwerk. Bei Projektion lings u = (1,0) oder v = (0, 1) ergeben sich lauter
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gleiche Zellen, dic sowohl ein Dividicrwerk als auch ein Multiplizier- und Subtra-
hierwerk enthalten. Aus der Projektionsrichtung u = (1, —1) resultiert ein lineares
systoliches Feld mit drei verschiedenen Zelltypen: In den beiden Endzellen wird nur
ein Dividierwerk benétigt. Alle iibrigen Zellen enthalten ein Multiplizier- und Sub-
trahierwerk, wobei dort abwechselnd eine Zelle mit Dividierwerk und eine Zelle ohne
Dividierwerk vorkommt. Eine bestimmte Art der Projektion kann also zu Inhomo-
genitdten in einem systolischen Feld fiihren (die wiinschenswert sein kénnen — oder
auch nicht).

Ubungen

14.5-1. Geben Sie fiir die in Abschnitt 14.5.1 angesprochenen Varianten der Matrix-
Vektor-Multiplikation (Ausgabe der Ergebnisse iiber eine Endzelle beziehungsweise
iiber alle Zellen) jeweils einen geeigneten Feldaufbau mit Ein-/Ausgabeschema und
Zcllstruktur einschlieklich Steuerungsmechanismus an.

14.5-2. Studieren Sie die Effekte weiterer Projektionsrichtungen fiir System (14.51).

14.5-3. Geben Sie zu den in Abschnitt 14.5.2 beschriebenen Verfahren Insertion Sort
und Selection Sort dic zugehdrigen systolischen Felder einschlieflich Zellstruktur an.

14.5-4.* Wie kann das systolische Feld fiir Bubble Sort aus Abbildung 14.14 durch
geschickte Gestaltung der FEingabestréme auch ohne Steuerung betrieben werden?

14.5-5.% Welche Funktion besitzt die Verwendung des Wertes MAX in System
(14.47)7 Wie kénntc (14.47) ohne Verwendung dieses konstanten Wertes formuliert
werden? Welche Konsequenzen héitte dies fiir die beschriebenen systolischen Felder?

Aufgaben

14-1. Bandmatrizalgorithmen nach Kung/Leiserson [3]

In den Abschnitte 14.1, 14.2, 14.5.1 und 14.5.3 sind wir immer von vollbesetz-
ten Matrizen ausgegangen, das heilst der Moglichkeit, dass jedes dort angesprochene
Matrixelement a;; einen von Null verschiedenen Wert annehmen kann (bei der unte-
ren Dreiecksmatrix sind die Elemente oberhalb der Hauptdiagonale zwar alle Null,
stellen aber fiir den beschricbenen Algorithmus auch keine Eingabe dar).

In der Praxis kommen dagegen auch hiufig Bandmatrizen vor. Bei dicsen sind,
bis auf ein schmales Band um die Hauptdiagonale herum, die meisten Diagonalen
nur mit Nullen besetzt. Formal gilt also a;; = O fiir alle 7, mit ¢ — 7 > K oder
j—1 > L, wobei K und L positive ganze Zahlen sind. Die Bandbreite, also die
Anzahl der Diagonalen, in denen von Null verschiedene Elemente zugelassen sind,
betragt damit K + L — 1.

Es ist nun die Frage, ob die Bandstruktur einer oder mehrerer Eingabematrizen
zur Optimierung der systolischen Berechnung ausgenutzt werden kann. Es besteht
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einerseits dic Moglichkeit, dass Zellen weggelassen werden kénnen, weil sie nicmals
niitzliche Arbeit verrichten. Andere Moglichkeiten der Verbesserung bestehen in ei-
ner Verkiirzung der Ein-/Ausgabedatenstréme, in einer Reduzierung der Gesamt-
ausfithrungszeit oder in einer Erhéhung des Durchsatzes.

Studieren Sie, wie sich die in diesem Kapitel vorgestellten systolischen Felder
diesbeziiglich optimieren lasscen.

Bemerkungen zum Kapitel

Der Begriff ,,systolisches Feld” wurde von Kung und Leiserson in ihrem fiir die Ent-
wicklung dieses Gebietes bahnbrechenden Artikel [3] geprigt. Karp, Miller und Wi-
nograd leisteten Pionicrarbeit [2] im Bercich uniformer Rekurrenzgleichungen. We-
sentliche Impulse fiir den systematischen Entwurf systolischer Felder gingen von
Rao’s Dissertation [5] und den Arbeiten von Quinton [4] aus. Teich und Thiele [6]
zeigen in ihrem Beitrag, dass die formale Herleitung einer Zellsteuerung mit ganz
dhnlichen Methoden wie die Bestimmung des allgemeinen Feldaufbaus und der nor-
malen Zellfunktionalitét erfolgen kann. Das moderne Buch von Darte, Robert und
Vivien [1] fiihrt ausgefeilte Mcthoden der Compilertechnik und der systolischen Fel-
der zusammen und beschéftigt sich daher ausgiebig auch mit der Analyse von Daten-
abhingigkeiten. Den wohl auch heute noch umfangreichsten Gesamtiiberblick zum
Gebiet der systolischen Systeme gibt die Monografie [7].



(1]
2]
(3]
[4]
(5]
[6]
7]
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