
5. Szinkronizált hálózat

Ebben a fejezetben döntési feladatokat oldunk meg � speciális és általános hálóza-
tokban.

5.1. Számítási modell
A H hálózatot a korábbiakhoz hasonlóan H = (V, E) formában adjuk meg, ahol
V = {P1, P2, . . . , Pp} a processzorok halmaza. Két processzor között
• vagy kétirányú adatátvitel lehetséges,
• vagy csak egyirányú adatátvitel van,
• vagy nincs kapcsolat.

Ennek megfelel®en az élek E halmaza két részb®l áll: E = (S, D), ahol S az
egyirányú adatátviteli vonalakat leíró irányított élek halmaza, míg D a kétirányú
adatátvitelt leíró irányítatlan élek halmaza.

A kever®-cserél® hálózatokban kétféle él van: kétirányú cserél® és egyirányú
kever® él.

A d dimenziós teljes kever®-cserél® hálózatban p = 2d processzor van. A
cserél® élek a P2i processzorból a P2i+1 (i = 0, 1, . . . , 2d−1 − 1) processzorhoz
vezetnek. Minden processzorból egy kever® él indul: a Pi (i = 0, 1, . . . 2p − 1)
processzorból induló kever® él a P2i processzornál végz®dik, ahol az indexeket (mod
2p − 1) vesszük.

A 5.1. ábra egy 8-processzoros teljes kever®-cserél® hálózatot ábrázol.
A gyakorlatban használt hálózatok többségében csak kétirányú adatátviteli vo-

nalak vannak. A de Bruijn-hálózat csak egyirányú adatátvitelt enged meg.
A Pi processzor szomszédait szomszéd[i]-vel jelöljük és a következ®képpen de-

�niáljuk:

szomszéd[i] = {Pj | (i, j) ∈ S ∨ (i, j) ∈ D ∨ (i, j) ∈ D)}qkoz. (5.1)

A processzorokat automataként írjuk le, amelyek a szinkronizált lépésekben üze-
neteket küldhetnek és kaphatnak, és adott kezd®állapotból kiindulva minden lépés-
ben � a beérkez® üzenetek és a korábbi állapot által meghatározott � új állapotba
mennek át.



204 5. Szinkronizált hálózat

5.1. ábra. 8 processzoros kever®-cserél® hálózat.

A Pi processzor a Küldi(üzenet) és a Fogadi(üzenet) függvénnyel küldenek,
illetve fogadnak üzenetet. Az üzenet az Üε halmaz eleme, ahol Ü a lehetséges üze-
netek halmaza, ε pedig az üres üzenet. Egy üzenet lehet például a küld® folyamat
azonosítója, és állhat több részb®l is.

Ebben a fejezetben a futási id® mellett az elküldött és fogadott üzenetek száma
is gyakran használt hatékonysági jellemz®.

5.2. Vezet® választása
Ennek az alfejezetnek a témája az egyik legfontosabb döntési feladat, a vezet®vá-
lasztás. Tegyük fel, hogy kezdetben minden processzor azonos állapotban van. A
cél olyan állapot elérése, amelyben pontosan egy processzor a vezet® a többi pro-
cesszor pedig a nem_vezet® állapotban van. A kés®bbiekben (f®leg az algoritmusok
leírásában) használjuk a rövidebb vez, illetve nem_vez jelölést is.

Számos feladat megoldásához szükség van a processzorok szimmetriájának meg-
törésére, és egy vezet® processzormegválasztására. Ezt a feladatot LeLann fogal-
mazta meg 1977-ben.

El®ször megmutatjuk, hogy a vezet®választás bizonyos körülmények közöttmeg-
oldhatatlan feladat.

Azután algoritmusokat mutatunk be és elemzünk, amelyek gy¶r¶ben, fában és
általános hálózatban megoldják a vezet®választást.

5.2.1. Vezet®választás megoldhatatlansága gy¶r¶ben
Legyen H egy p processzoros gy¶r¶. Ha H-ban minden processzor azonos kezdeti
állapotban van, akkor nincs mód ennek a kezdeti szimmetriának a megszüntetésére.
Ezt az állítást formalizálja a következ® tétel.

5.1. tétel (vezet®választás gy¶r¶ben). Ha G egy egyirányú vagy kétirányú gy¶r¶,
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melyben a processzorok kezdeti állapota, állapotátmeneti függvénye és üzenet-el®állító
függvénye is azonos, akkor ebben a gy¶r¶ben a vezet®választás nem oldható meg.

Bizonyítás. Az állítást indirekt módon bizonyítjuk. Tegyük fel, hogy a P algoritmus
megoldja a feladatot.

Feltehetjük, hogy a gy¶r¶ minden processzorának csak egy kezd®állapota van
(ha több van, közülük tetsz®legesen választva elérhetjük, hogy minden processzornak
csak egy kezd®állapota legyen).

Az els® lépésben minden processzor ugyanazt az üzenetet küldi szomszédjának
(kétirányú gy¶r¶ben mindkét szomszédjának), ezért a második lépésben a processzo-
rok azonos új állapotba mennek át és azonos üzenet küldenek szomszédjuknak.

A lépések száma szerinti indukcióval adódik, hogy ha bármely processzor álla-
pota vezet®, akkor a többi processzor állapota is vezet® lesz, ami nem biztosítja a
vezet®választás egyértelm¶ségét.

A gyakorlatban rendszerint nem azonos a processzorok kezd®állapota. A továb-
biakban feltesszük, hogy minden processzornak egyedi azonosítója van, amely a
többi processzortól megkülönbözteti.

5.2.2. Vezet®választás gy¶r¶ben
Az els® gy¶r¶s vezet®választó algoritmus LeLann nevéhez f¶z®dik. A LeLann algo-
ritmusra jellemz®, hogy a szükséges üzenetek száma négyzetesen n® a processzorok
számával. Chang és Roberts 1979-ben olyan javítást dolgoztak ki, amely legrosszabb
esetben továbbra is négyzetes volt, de átlagos esetben már O(n lg n) lépésben meg-
oldotta a vezet®választást. 1980-ban Hirschberg és Sinclair olyan megoldást talált,
melyre a legrosszabb esetben is bizonyítani tudták az O(n lg n) fels® korlátot. Igaz,
míg a korábbi módszerek egyirányú gy¶r¶ben is m¶ködtek, aHirschberg-Sinclair
algoritmusnak kétirányú adatátviteli vonalakra van szüksége.

Az alsó korlátokkal kapcsolatos eredmények szerint a vezet®választást aszimpto-
tikusan optimálisan is meg tudjuk oldani.

LeLann algoritmusa
A LeLann algoritmus megengedi, hogy a vezet® az úgynevezett kezd® processzorok
közül kerüljön ki. A kezd® processzorok halmazát K-val jelöljük. A processzoroknak
nincs szüksége arra, hogy ismerjék a hálózat méretét.

Az algoritmus pszeudokódja a következ®.
LeLann(K, A) párhuzamos eljárás
Számítási modell : egyirányú gy¶r¶
Bemenet : K (a kezd® processzorok indexeinek halmaza), A[1 : n] (a

processzorok azonosítóinak tömbje,
amely különböz® egész számokat tartalmaz)

Kimenet : i (a vezet® processzor indexe)

01 Pi in parallel for i ← 1 to n
02 do if i ∈ K
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03 then áll[i] ← jelölt
04 Ji ← {i}
05 else áll[i] ← n_vez
06 Pi in parallel for i ← 1 to n
07 do if áll[i] = jelölt
08 then Küldi(i)
09 while áll[i] 6= vez
10 Fogadi(a)
11 Ji ← Ji ∪ {a}
12 Küldi(a)
13 if i = min{Ji}
14 then áll[i] ← vez
15 else áll[i] ← n_vez
16 while áll[i] 6= vez
17 Fogadi(a)
18 Küldi(a)

Az algoritmus szerint el®ször az 1�6. sorokban beállítjuk a processzorok állapo-
tát: jelölt lesz a kezd® processzorok állapota és nem_jelölt lesz a többi processzor
kezd®állapota. A kezd® processzorok a jelöltek Ji halmazába beteszik saját azonosí-
tójukat.

A 7�13. sorokban a kezd® processzorok addig fogadják és küldik az üzeneteket,
amíg saját azonosítójukat � amely körbeért a gy¶r¶n � vissza nem kapják.

A 14�16. sorokban a legkisebb azonosítójú processzor vez-re, a többi kezd® pro-
cesszor n_vez-re állítja a saját állapotát.

A nem kezd® processzorok szerepe az üzenetek továbbítása (17�21. sorok).

5.2. tétel. A LeLann algoritmus egy egyirányú gy¶r¶n minden esetben Θ(p) lépés-
ben és legrosszabb esetben O(p2) üzenetet küldve oldja meg a vezet®választást.

Bizonyítás. Az 1�6. sorokban két lépésben beállítjuk áll[i] és Ji értékét. A kezd®
processzorok a p. lépésben visszakapják saját azonosítójukat (a többi kezd® pro-
cesszor azonosítóját már korábban megkapták). Ekkor a legkisebb azonosítójú pro-
cesszor állapota a 14�15. sor szerint vezet® lesz, a többi kezd® processzor állapota
pedig a 16. sorban nem_vez lesz.

Mivel legfeljebb p különböz® azonosító van és mindegyik p lépést tesz, ezért
az elküldött és fogadott üzenetek száma O(p2). Mivel legrosszabb esetben minden
processzor kezd®, ezért az üzenetek száma W (p,LeLann) = Θ(p2). Mivel a kezd® fo-
lyamatok azonosítója p lépés alatt ér körbe a gy¶r¶n, ezért az algoritmus lépésszáma
minden esetben p = Θ(p).

A LeLann algoritmus biztosítja, hogy a processzorok a megfelel® állapotba
kerüljenek, de nem biztosítja azt, hogy a nem kezd® processzorok megálljanak.
Ezt a megállást például úgy biztosíthatjuk, hogy a vezet®nek választott processzor
körbeküld egy értesít® üzenetet. Az így kiegészített algoritmusra is érvényes a
W (p,Értesít-LeLann) = O(p) és Wü(p,Értesít-LeLann) =
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Chang és Roberts algoritmusa
Chang és Roberts azzal javították az el®z® algoritmust, hogy csökkentették a feles-
legesen továbbküldött azonosítók számát: a kezd® processzorok csak a saját azono-
sítójuknál kisebb azonosítókat küldik tovább.
Chang-Roberts(U, i) párhuzamos eljárás
Számítási modell : egyirányú gy¶r¶
Bemenet : U = u1, u2, . . . , up (a processzorok azonosítói � különböz®

egész számok)
Kimenet : i (a vezet® processzor indexe)

01 Pi in parallel for i ← 1 to n
02 if i ∈ K then
03 áll[i] := jelölt
04 Li := {i}
05 else
06 áll[i] := nem_jelölt
07 Pi in parallel for 1 ≤ i ≤ n
08 if áll[i] = jelölt then
09 Küldi(i)
10 while j 6= i
11 Fogadi(a)
12 L := L ∪ {j}
13 Küldi(a)
14 if i = min{K} then
15 áll[i] := vez
16 else áll[i] := n_vez
17 else
18 while áll(i) 6= vez
19 Fogadi(j)
20 Küldi(j)

5.3. tétel. A Chang-Roberts algoritmus Θ(p) lépéssel és legrosszabb esetben
Θ(p2) üzenettel oldja meg egyirányú gy¶r¶ben a vezet®választást. Az algoritmus át-
lagos üzenetszáma O(p lg p).

Bizonyítás. A legrosszabb esetre vonatkozó bizonyítás hasonló a LeLann algorit-
musra vonatkozó bizonyításhoz.

Az átlagos üzenetszámmal kapcsolatban legyen s a legkisebb a p azonosító kö-
zül. p különböz® azonosítónak (p − 1)! különböz® ciklikus permutációja van. Adott
ciklikus permutációban legyen ai az az azonosító, amely i lépéssel halad s el®tt.

Mivel az s azonosító minden permutációban p lépést tett meg, ezért a (p − 1)!
ciklikus permutációban összesen p(p−1)! lépést tett meg. Az ai azonosítót legfeljebb
i-szer kellett továbbítani, mivel eldobjuk, amikor eléri az s azonosítójú processzort.
Legyen Ai,k azoknak a ciklikus permutációknak a száma, amelyekben az ai azonosí-
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tót pontosan k-szor kellett továbbítani. Ekkor az ai azonosítót összesen

i∑

k=1

kAi,k (5.2)

alkalommal kell továbbítani.
Ha ai a legkisebb az a1, a2, . . . , ai azonosítók között � ami (p− 1)!/i permutá-

cióban fordul el® � akkor az ai azonosítót pontosan i-szer kell továbbítani, ezért

Ai,i =
(p− 1)!

i
. (5.3)

Ha az ai azonosítót k−1 olyan azonosító követi, amelyek nagyobbak, mint ai, akkor
ai-t legalább k-szor kell továbbítani (itt k ≤ i). Azoknak a ciklikus permutációknak
a száma, amelyekben ai a legkisebb az ai−k+1, ai−k+2, . . . , ai azonosítók között,
(p− 1)!/k. Ezért ha k < i, akkor az ai azonosítót

(p− 1)!
k

− (p− 1)!
k + 1

(5.4)

permutációban kell pontosan k-szor továbbítani, és így

Ai,k =
(p− 1)!
k(k + 1)

(ha k < i). (5.5)

Ezért az ai azonosítót az összes ciklikus permutációban összesen

i−1∑

k=1

k

(
(p− 1)!
k(k + 1)

)
+ i

1
i
(p− 1)! = (p− 1)!

i∑

k=1

1
k

(5.6)

alkalommal kell továbbítani.
Ismert, hogy az egyenl®ség jobboldalán lév® szumma a Hi harmonikus szám,

amelyre
m∑

i=1

Hi = (m + 1)Hm −m . (5.7)

Most összegezzük az s-t®l különböz® i azonosítók által megtett lépések számát:

p−1∑

i=1

b(p− 1)!Hic = (pHp−1 − (p− 1))(p− 1)! . (5.8)

Mivel ez a lépésszám az összes ciklikus permutációhoz tartozik, ezért az átlag
pHp. Mivel Hp = ln p + O(1), azt kaptuk, hogy az átlag valóban O(p lg p).

Ha az azonosítók kezdeti permutációja kedvez® � például a1 > a2 > . . . > ap

� akkor az aj (1 ≤ j ≤ p − 1) azonosító csak egy lépést tesz meg, ezért
Bü(p,Chang-Roberts) = O(p).
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Pi

5.2. ábra. A Hirschberg-Sinclair algoritmus szemléltetése.

Hirschberg és Sinclair algoritmusa
Az eddig tárgyalt vezet®választó algoritmusok kevés lépést tesznek, de sok üzenetre
van szükségük. Most egy olyan algoritmust mutatunk be, amelynek a korábbinál
lényegesen kevesebb üzenetet igényel.

Hirschberg és Sinclair algoritmusa is a legnagyobb azonosítóval rendelkez® fo-
lyamatot választja vezet®nek. Itt azonban az azonosítók nem körbejárják a gy¶r¶t,
hanem bizonyos (egyre nagyobb) lépés megtétele után visszafordulnak. Ezt szemlél-
teti a 5.2. ábra.

5.4. tétel. A Hirschberg-Sinclair algoritmus üzenetszáma kétirányú gy¶r¶ben
W (p,Hirschberg-Sinclair) = O(p lg p)

Id®-szelet algoritmus
Az eddigi vezet®választó algoritmusok az azonosítók összehasonlításával jutottak
információhoz.

A következ® Id®-szelet algoritmus nagyon kevés üzenetet használ. Az algorit-
mus szakaszokban m¶ködik, és minden szakasz p lépésb®l áll. A j-edik szakaszban
csak j azonosítót lehet üzenetként elküldeni. Ha a Pi processzor azonosítója ai, ak-
kor ez a processzor az 1., 2., . . . , (ai − 1). szakaszban nem küld üzenetet. Ha a Pi

processzor az els® ai− 1 szakaszban nem kap üzenetet, akkor az ai-edik szakasz els®
lépésében elküldi szomszédjának a saját azonosítóját, és ez az azonosító körbemegy
az egyirányú gy¶r¶n.

5.5. tétel. Az Id®-szelet algoritmus egy p-processzoros egyirányú gy¶r¶ben p üze-
nettel Θ(pamin) lépésben oldja meg a vezet®választást.

Ennek a tételnek közvetlen következménye, hogy az Id®-szelet algoritmus üze-
netszámát tekintve aszimptotikusan optimális.

Alsó korlát az üzenetszámra
Az összehasonlítás alapú vezet®választó algoritmusok üzenetszámára érvényes a kö-
vetkez® alsó korlát.

5.6. tétel. Ha a P algoritmus bármely p-processzoros gy¶r¶ben vezet®t tud válasz-
tani, akkor megadható p darab különböz® azonosító olyan permutációja, amelyre az
A algoritmus Nü(p, P ) = Ω(p lg p) üzenetet küld.
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p
q

T

p
q

T
p

T

Tpq Tqp

Tpq és Tqp

Tpq felbontása T felbontása

5.3. ábra. Tpq részfái.

5.2.3. Vezet®választás fában
Az alábbi algoritmus fában megoldja a vezet®választást.
Fában-vezet®(A, i) párhuzamos eljárás
Számítási modell : gy¶r¶
Bemenet : A[1 : p] (a processzorok azonosítói, különböz® egészek)
Kimenet : i (a vezet® processzor indexe)

01 Pi in parallel for i ← 1 to n
02 if i ∈ K
03 then áll[i] ← jelölt
04 else áll[i] ← n_vez

Az algoritmus menetét illusztrálja az 5.3. ábra. Az ábra fels® része a T fának a
Tpq és Tqp részfákra bontását mutatja. Az ábra bal alsó része a Tpq fa felbontását
mutatja.

5.7. tétel. A Fában-vezet® algoritmus egy p-processzoros fában O(p) üzenettel és
O(tmr) lépésben megoldja a vezet®választást.

5.2.4. Vezet®választás általános hálózatban
Általános hálózatban el®ször egy egyszer¶ üzenetterjeszt® algoritmust, majd annak
javított változatát mutatjuk be.
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Max-terjed algoritmus
A Max-terjed algoritmus alapötlete, hogy a processzorok minden menetben elkül-
dik szomszédaiknak az addig hozzájuk eljutott legnagyobb azonosítót.

5.8. tétel. Ha egy tetsz®leges H hálózat átmér®je átm(H), akkor a Max-terjed
algoritmus ebben a hálózatban legfeljebb átm(H) menetben a legnagyobb azonosítójú
folyamatot vezet®vé választja. Az elküldött üzenetek száma pedig O(|E|tm).

Opt-max-terjed algoritmus
Általános hálózatban is alkalmazható az a javítás, amit már a gy¶r¶ esetében lát-
tunk: a processzorok csak akkor küldenek tovább azonosítót, ha az új információt
tartalmaz.

Ezzel ugyan a legrosszabb esetben szükséges üzenetek számának nagyságrendje
változatlan marad, az üzenetek átlagos száma azonban lényegesen csökken.

5.9. tétel. Ha egy tetsz®leges H hálózat átmér®je átm(H), akkor az Opt-max-
terjed algoritmus ebben a hálózatban legfeljebb átm(H) menetben vezet®vé választja
a legnagyobb azonosítójú folyamatot.

5.2.5. Alsó korlát az üzenetek számára
Az általános hálózatokban szükséges üzenetek számára vonatkozik a következ® tétel.

5.10. tétel. Ha H egy p processzort tartalmazó hálózat, akkor a vezet®választás eb-
ben a hálózatban

N(p) ≥ pHp (5.9)
üzenetet igényel.

Ebb®l a tételb®l adódik a következ® állítás.

5.11. következmény. A Chang-Roberts algoritmus üzenetszáma aszimptotiku-
san optimális.

Bizonyítás. A 5.3. tétel szerint az algoritmus üzenetszámára

W (p) = O(p lg p). (5.10)

Mivel Hp = Θ(lg p), így Θ(W (p)) = N(p).

5.3. Megegyezés
A következ® döntési feladat a megegyezés. Tegyük fel, hogy kezdetben minden Pi

processzor rendelkezik egy bi bemeneti értékkel, és az a cél, hogy a processzorok
azonos k kimen® értékre jussanak.

Ezt a problémát mind az üzenetek egy részének elvesztését, mind a processzorok
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hibáját megengedve is szokták vizsgálni.
A k-megegyezés problémája az egyszer¶ megegyezési probléma természetes ál-

talánosítása: a processzorok feladata az, hogy a bemen® értékek egy k-elem¶ rész-
halmazából válasszanak közösen elfogadott értéket.

5.3.1. Megegyezés vonalhibák esetében
A probléma lényegét jól tükrözi az összehangolt támadási feladat Eszerint tábor-
nokok összehangolt támadást terveznek közös célpont ellen. A tábornokok hírnökök
segítségével válthatnak üzenetet.

Feltesszük, hogy a tábornokok egy G irányítatlan (nem teljes) gráf csúcsaiban
vannak, és az élek mentén küldhetnek üzenetet. Megbízható élekkel Gátm lépésben
minden tábornok teljes információval rendelkezik a többiek véleményér®l, és a kato-
nai akadémián tanultak alapján ugyanarra a döntésre juthatnak.

Ha azonban az élek meghibásodhatnak, ez az egyszer¶ gondolatmenet nem alkal-
mazható, a probléma nem oldható meg (ennek belátását meghagyjuk gyakorlatnak).

Hibás élek esetén csak az a reális célkit¶zés, hogy megadott valószín¶séggel jus-
sanak a tábornokok közös véleményre. A problémának ez a változata már determi-
nisztikus és véletlenített algoritmussal is kezelhet®.

5.3.2. Megegyezés processzorhibák esetében
A processzorok m¶ködése során különböz® hibák fordulhatnak el®. Az egyik a meg-
állási hiba, melyben a processzor bármely lépésben beszüntetheti m¶ködését. A
másik a bizánci hiba, melyben a processzorok a számukra megadott korlátokon
(elvégezhet® m¶veletek, felhasználható üzenetábécé) belül tetsz®legesen m¶ködhet-
nek.

Ennek a problémának egy egyszer¶ megoldását biztosítja a Halmaz-terjed
algoritmus. Ennek lényege, hogy a processzorok türelmesen terjesztik a tudomásukra
jutott összes információt � és ha bizonyos ideig nem kapnak új információt, akkor
az addig kapott üzenetek alapján döntenek.

Ha a processzorok értékelik is a beérkezett információt és csak a lényeges részt
adják tovább, akkor az elküldend® üzenetek száma csökkenthet®. Így jutunk az Opt-
halmaz-terjed algoritmushoz.

5.3.3. k-megegyezés
A k-megegyezési feladatnál a processzoroknak a bemeneti értékek k-elem¶ részhal-
mazából kell közösen elfogadott értéket választaniuk.

Ezt a feladatot például a Min-terjed algoritmussal lehet megoldani. Ennek
lényege, hogy a processzorok karbantartják és terjesztik az addig kapott legkisebb
értéket. Err®l az algoritmusról belátható, hogy ha legfeljebb h processzor hibásodhat
meg, akkor bh/k + 1c lépésben megoldja a feladatot.

A következ® alsó korlát ismert.
5.12. tétel. Ha p ≥ h+k+1, akkor minden algoritmusnak legalább bh/k+1c lépésre
van szüksége, hogy h hibás processzor esetén megoldja a k-megegyezési feladatot.
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5.3.4. Közelít® megegyezés
A közelít® megegyezési feladatban minden processzornak van egy valós kezdeti
értéke és a processzorok valós értékeket küldenek egymásnak és egymástól kevéssé
eltér® értékekben kell megegyezniük.

Megengedjük, hogy a processzorok bizáci hibákat kövessenek el.
3 feltételnek kell teljesednie.
A befejez®dési feltétel szerint minden hibátlanul m¶köd® processzornak végül

döntést kell hoznia.
Az érvényességi feltétel szerint a hibátlanul m¶köd® processzoroknak a hi-

bátlan processzorok kezdeti értékeit tartalmazó (lehet® legrövidebb) intervallumból
vett értékkel kell megállniuk.

A megegyezési feltétel szerint akármely két hibátlanul m¶köd® processzor
kimen® értéke legfeljebb egy el®re adott ε értékkel térhet el egymástól.

Ismertek olyan algoritmusok, amelyek teljes hálózatban biztosítják a közelít®
megegyezést, ha a hibás processzorok száma kisebb, mint az összes processzorok
számának egy harmada.

Gyakorlatok
5.3-1. Elemezzük a LeLann és a Chang-Roberts algoritmusokat.

a. Adjuk meg az azonosítók olyan permutációját, amelyre az elküldött üzenetek
száma Ω(n2).

b. Adjuk meg az azonosítók olyan permutációját, amelyre az elküldött üzenetek
száma O(n).
5.3-2. Módosítsuk az Chang-Roberts algoritmust úgy, hogy az összes nem-vezet®
folyamat a em nem_vezet® kimenetet eredményezze, vagyis az összes folyamat végül
is álljon meg. Adjuk meg a módosított algoritmus pszeudokódját.
5.3-3. Mutassuk meg, hogy a Chang-Roberts algoritmus különböz® induló id®-
pontok mellett is helyesen m¶ködik. (Ehhez módosítsuk a kódot.)
5.3-4. Bizonyítsuk be a LeLann és a Chang-Roberts algoritmusok helyességét.

5.3-5. Mutassuk meg, hogy a Hirschberg-Sinclair algoritmus különböz® induló
id®pontok mellett is helyesen m¶ködik. (Ehhez egy kicsit módosítsuk a pszeudokó-
dot.)
5.3-6. Tegyük fel, hogy a Hirschberg-Sinclair algoritmust úgy módosítjuk, hogy
kett®-hatványok helyett egymás utáni k-hatványokat használunk az utak hosszára
(k > 2). Elemezzük a módosított algoritmus lépésszámát és kommunikációs bo-
nyolultságát úgy, mint az eredeti Hirschberg-Siclair algoritmusnál. Hasonlítsuk
össze az eredményeket.
5.3-7. Tekintsük a Hirschberg-Sinclair algoritmus olyan módosított változatát,
ahol a processzorok mindkét irány helyett csak az egyik irányba küldhetnek üzene-
teket.

a. Mutassuk meg, hogy a könyvben megadott algoritmus legkézenfekv®bb mó-
dosítása nem eredményez O(n log n) üzenetszámot. Adjunk fels® korlátot az üzenet-
számra.

b. Módosítsuk úgy az algoritmust, hogy az üzenetszáma O(n log n) legyen.



214 5. Szinkronizált hálózat

5.3-8. Tervezzünk egyirányú gy¶r¶ben olyan vezet®választó algoritmust, amely nem
ismeri a gy¶r¶ méretét és legrosszabb esetben is csak O(n log n) számú üzenetet
használ. Az algoritmus az azonosítókra kizárólag az összehasonlítás m¶veletet hasz-
nálhatja.
5.3-9. Adjunk a menetek számára vonatkozó minél jobb alsó korlátot valamely n
méret¶ gy¶r¶ vezet® folyamat kiválasztásos algoritmusának legrosszabb esetére. A
feltevéseket körültekint®en fogalmazzuk meg.
5.3-10. Adjuk meg az n = 16 csúcsú bitfordító gy¶r¶ pontos leírását.
5.3-11. Bizonyítsuk be, hogy az n = 2k méret¶ bitfordító gy¶r¶ minden k ∈ N
esetén 1/2-szimmetrikus.
5.3-12. Tervezzünk c-szimmetrikus gy¶r¶t nem kett®-hatvány számú csúcs esetén
valamilyen c > 0 értékre.
5.3-13. Valamely szinkron gy¶r¶ esetén tekintsük a vezet® folyamat kiválasztásának
problémáját, ahol minden folyamat ismeri a gy¶r¶ n méretét és a processzoroknak
nincs azonosítójuk. Adjunk a probléma megoldására véletlenített algoritmust, vagyis
olyat, ahol a processzorok kódjuk determinisztikus végrehajtásán kívül véletlen vá-
lasztással is élhetnek. A helyes m¶ködést kielégít® tulajdonságokat óvatosan fogal-
mazzuk meg. Például az egyedi vezet® folyamat kiválasztása biztosan garantált-e
vagy valamilyen kis valószín¶séggel elképzelhet®, hogy ez nem történik meg? Mennyi
lesz az algoritmus lépésszáma és üzenetszáma?
5.3-14. Tekintsünk valamilyen ismeretlen n méret¶ kétirányú gy¶r¶t, ahol a pro-
cesszoroknak van egyedi azonosítójuk. Adjunk az üzenetek számára vonatkozó alsó
és fels® korlátot olyan összehasonlítás alapú algoritmus esetén, ahol minden pro-
cesszor mod 2 számolja ki n-et.
5.3-15. A Max-terjed algoritmusban használt üzenetek átm|E| száma O(n3).
Adjunk meg olyan irányított gráfokat, amelyekre az átm|E| szorzat Ω(n3), vagy mu-
tassuk meg, hogy nincs ilyen irányított gráf.
5.3-16. Az Opt-max-terjed algoritmus által elküldött üzenetek számára adjunk
a O(n3)-nál kisebb fels® korlátot vagy mutassuk meg, hogy a korlát aszimptotikusan
éles.
5.3-17. Elemezzük a vezet®választás lépésszámát és üzenetszámát, feltéve, hogy
néhány szomszédos csúcs között kétirányú kommunikációt is megengedünk.
5.3-18. Tervezzünk egy vezet®választó algoritmust egy olyan er®sen összefügg® irá-
nyított hálózatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azonosítójuk.

a. Tegyük fel, hogy a kommunikáció a szomszédos csúcsok között kétirányú.
b. Ne alkalmazzuk az el®z® feltevést.

5.3-19. Adjunk algoritmust a csúcsok számának megállapítására egy olyan er®sen
összefügg® irányított hálózatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azonosí-
tójuk.

a. Tegyük fel, hogy a kommunikáció a szomszédos csúcsok között kétirányú.
b. Ne alkalmazzuk az el®z® feltevést.

5.3-20. Adjunk algoritmust az élek számának megállapítására egy olyan er®sen
összefügg® irányított hálózatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azonosí-
tójuk.

a. Tegyük fel, hogy a kommunikáció a szomszédos csúcs közt kétirányú.
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b. Ne alkalmazzuk az el®z® feltevést.
5.3-21. Tegyük fel, hogy egy láncban minden Pi processzor meg tudja különböz-
tetni a bal oldalát a jobb oldalától, és ismeri azt is, hogy ® maga végpont-e vagy
sem. Tegyük fel, hogy minden processzor kezdetben egy nagyon nagy ai egész ér-
tékkel rendelkezik, és azt, hogy az ilyen értékekb®l egy adott id®pillanatban csak
adott számút tarthatunk nyilván a memóriában. Tervezzük meg azt az ezen értéke-
ket sorba rendez® algoritmust, amelyben az egyes Pi processzorok által el®állított
oi kimeneti értékek összeszorzott halmaza megegyezik az ai bemeneti értékek össze-
szorzott halmazával, és o1 ≤ . . . ≤ on. Próbáljuk meg el®állítani mind az üzenetek,
mind a menetek száma tekintetében a leghatékonyabb algoritmust.
5.3-22. Mutassuk meg, hogy az összehangolt támadási probléma (determinisztikus
változatának) megoldása bármely nem triviális, összefügg® gráf esetében magában
foglalja a probléma megoldását arra az egyszer¶, két pontból álló gráfra, mely egy
éllel van összekötve. (Ebb®l következik, hogy a probléma megoldhatatlan tetsz®leges,
nem triviális gráf esetében.)
5.3-23. Tekintsük a (determinisztikus) összehangolt támadási probléma következ®
változatát. Tegyük fel, hogy a hálózat n > 2 résztvev®b®l álló teljes gráf. A befeje-
zési és érvényességi feltételek az 5.3. alfejezetben leírtakkal azonosak. A megegyezési
feltételt azonban gyengítjük: �Ha van olyan a folyamatok között, amelyik döntése 1,
akkor legalább kett®nek 1-est kell döntenie.� (Azaz szeretnénk kizárni azt az esetet,
amikor egy tábornok magányosan támad, de megengedjük azt, hogy két vagy több
tábornok együtt támadjon.) Vajon ez a probléma megoldható, vagy nem?
5.3-24. Tekintsük az összehangolt támadási problémát vonalhibák esetében arra
az egyszer¶ esetre, amikor két folyamat egy éllel van összekötve. Tegyük fel, hogy
a processzorok m¶ködése determinisztikus, de az üzenetrendszer véletlenített abban
az értelemben, hogy mindegyik üzenetnek van egy független q valószín¶ségi értéke
(0 < q < 1), ami annak a valószín¶ségét adja meg, hogy az üzenet sikeresen megér-
kezik. (Ahogy általában, most is megengedjük, hogy a folyamatok menetenként csak
egy üzenetet küldjenek.) Tervezzünk ezekkel a beállításokkal olyan algoritmust, mely
rögzített r számú meneten belül befejez®dik, a megegyezés hiányának valószín¶sége
legfeljebb ε, és ehhez hasonlóan az érvényességi feltétel megsértésének valószín¶sége
is legfeljebb ε. A lehet® legkisebb ε érték elérésére törekedjünk.
5.3-25. Az el®z® gyakorlat kikötései szerinti modellben adjunk alsó korlátot az ε
értékére, bizonyítsuk be, hogy ez az elérhet® legalacsonyabb érték.
5.3-26. Általánosítsuk az összehangolt támadási probléma véletlenített változatát
úgy, hogy megengedjük ε valószín¶séggel mind az érvényességi, mind a megegyezési
szabályok megsértését. Írjuk át a Véletlenített-támadás algoritmust úgy, hogy
a módosított feltételek mellett elérje a lehet® legkisebb ε értéket. Végezzünk elem-
zést.
5.3-27. Általánosítsuk a Véletlenített-támadás algoritmust és az elemzését az
általános irányítatlan gráfokra.
5.3-28. Mi történne a fejezetben tárgyalt, véletlenített környezettel kapcsolatos
eredményekkel, ha az ellenfél kommunikációs mintája nem lenne el®re rögzítve, mint
ahogy eddig feltettük, hanem az ellenfél közvetlen irányítással határozhatná meg azt.
Pontosabban szólva, tegyük fel, hogy az ellenfél képes arra, hogy megvizsgálja a vég-
rehajtási sorozatot bármely k-adik menett®l visszafelé a kezdetig, miel®tt döntene,
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hogy a k-adik menetbeli üzenetek közül melyek legyenek kézbesítve.
a. Milyen ε korlát garantálható a Véletlenített-támadás algoritmus eseté-

ben a megegyezés hiányára, ilyen közvetlen irányításra képes ellenfelek esetében?
b. Adhatunk-e valamilyen érdekes alsó korlátot az elérhet® ε értékekre?

5.3-29. Bizonyítsuk be, hogy tetsz®leges olyan algoritmus, mely megoldja a bizánci
megegyezés problémát, megoldja a megegyezési problémát megállási hibák esetében
is, ha a megállási hiba modellben úgy módosítjuk az érvényességi feltételt, hogy csak
a hibamentes folyamatok megegyezését követeljük meg.
5.3-30. Bizonyítsuk be, hogy tetsz®leges olyan algoritmus, mely megoldja a bizánci
megegyezés problémát és amelyben a hibátlan folyamatok mindig egyszerre, ugyan-
azon menetben hoznak döntést, megoldja a megegyezési problémát megállási hiba
modellben is.
5.3-31. Kövessük nyomon a Halmaz-terjed algoritmus végrehajtását négy folya-
mattal és két hibával, melyben a folyamatok kezd®értékei rendre az 1, 0, 0, 0 értékek.
Tegyük fel, hogy P1 és P2 folyamatok hibásak, P1 az els® menetben lesz hibás, mi-
után egyedül a P2 folyamatnak elküldte az üzenetet, P2 pedig a második menetben
lesz hibás, P1-nek és P3-nak küld üzenetet, viszont P4-nek nem.
5.3-32. Tekintsük a Halmaz-terjed algoritmust f hibára. Tegyük fel, hogy az
algoritmus f + 1 menet helyett csak f menetben fut, ugyanazzal a döntési értékkel.
Találjunk egy olyan végrehajtási sorozatot, mely megsérti a helyességi feltételeket.

5.3-33. Legfeljebb mennyi lehet a hibamentes folyamatok által hozott, egymástól
különböz® döntési értékek darabszáma, ha a Halmaz-terjed algoritmus f + 1 me-
net helyett csak f menetben fut.
5.3-34. a. Találjunk egy másik lehetséges, helyesen m¶köd® döntési szabályt a
Halmaz-terjed algoritmusban, amelyik eltér szövegben megadottól.

b. Adjunk pontos jellemzést azon döntési szabályok halmazáról, amelyek helye-
sen m¶ködnek.
5.3-35. Terjesszük ki a Halmaz-terjed algoritmust, a helyesség bizonyítását, és
az elemzést, tetsz®leges összefügg® gráfokra.
5.3-36. Készítsük el az Opt-halmaz-terjed algoritmus kódját.
5.3-37. Tekintsük a következ® egyszer¶ algoritmust a megállási hibák mellett tör-
tén® megegyezésre, egy adott V értékhalmaz esetében. Legyen mindegyik processzor-
nak egy min-érték változója, melyet induláskor a saját kezdeti értékére állít be. Az
f + 1 menet mindegyikében a processzorok közreadják min_érték változójuk érté-
két, majd újra beállítják úgy, hogy a minimuma legyen a min_érték változó eredeti
értékének, valamint az üzenetekben kapott értékeknek. Végül a processzor döntési
értéke min_érték lesz. Készítsük el ennek az algoritmusnak a kódját és bizonyítsuk
be (vagy direkt módon, vagy szimulációval), hogy helyesen m¶ködik.

Feladatok

5-1. Vezet®választás négyzeten
Bizonyítsuk be, hogy négyzeten O(n log n) id® alatt megoldható a vezet® választása.
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5-2. Vezet®választás tóruszon
Bizonyítsuk be, hogy tóruszban O(n log n) id® alatt megoldható a vezet®választás.

5-3. Vezet®választás hiperkockán
Bizonyítsuk be, hogy hiperkockán O(n log n) id® alatt megoldható a vezet®választás.

5-4. Nem összehasonlítás alapú vezet®választás
Az anyagban csak összehasonlítás alapú vezet®választó algoritmusokat tárgyaltunk.
Vizsgáljunk meg néhány más típusú algoritmust is.
a. Írjuk meg az Id®-szelet algoritmus pszeudokódját.
b. Módosítsuk úgy az Id®-szelet algoritmust, hogy hozzávett üzenetek árán fázi-

sonként egyetlen azonosító helyett k darab azonosító továbbküldésének engedé-
lyezésével csökkenjen a lépésszám. Bizonyítsuk be az algoritmus helyességét és
elemezzük bonyolultságát.

c. Adjuk meg a Változó-sebességek algoritmus pszeudokódját.
d. Mutassuk meg, hogy ha a processzorok különböz® id®pontokban ébredhetnek

fel, a Változó-sebességek algoritmus üzenetszáma nem szükségszer¶en O(n).

5-5. Harmonikus szám
Bizonyítsuk be a harmonikus számok alábbi tulajdonságait:

n∑

i=1

Hi = (n + 1)Hn − n (ha n ≥ 1) (5.11)

és
ln(n + 1) < Hn < 1 + ln(n + 1) (ha n ≥ 1) . (5.12)

5-6. Chang-Roberts algoritmus

a. Ha minden processzor kezd® processzor, legjobb esetben hány üzenetet továbbít
a Chang-Roberts algoritmus?

b. Ha pontosan s kezd® processzor van, amelyek egyforma valószín¶séggel lesznek
vezet®k, akkor mennyi lesz az algoritmus átlagos kommunikációs bonyolultsága
(üzeneteinek száma)?

5-7. Vezet®választás síkhálózatokban
Mutassuk meg, hogy ha egy hálózat síkba rajzolható, akkor tervezhet® rá olyan ve-
zet®választó algoritmus, amelynek O(p lg p) üzenetre van szüksége.
5-8. Véglegesítés
Tervezzünk egy algoritmust, amely a véglegesítési problémát az er®s befejezési felté-
tellel megoldja. Elérhet®-e egyidej¶leg, hogy a menetek száma legrosszabb esetben
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n + k legyen (ahol k konstans), a hibamentes esetben a döntéshez és megálláshoz
szükséges menetek száma egy kis konstans legyen és a hibamentes esetben alacsony
legyen az üzenetszám?
5-9. Bizánci megegyezés
Tervezzünk a bizánci megegyezés megoldására egyszer¶ f + 1 menetes algoritmust,
melyhez csak 3f + 1 processzor szükséges, és üzenetszáma polinomiális.
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Tárgymutató

Ez a tárgymutató a következ® szempontok szerint készült.
El®ször a matematikai jelöléseket soroljuk fel (latin ábécé, majd a görög ábécé szerinti sor-

rendben), azután a tárgyszavakat.
A számokat és görög bet¶ket tartalmazó tárgyszavakat kiejtésük szerint rendezzük: például az

�1-érték¶�-t �egyértékék¶�-ként, a λ-t �lambda�-ként. A jelölést tartalmazó tárgyszavakat elemeik
szerint rendezzük: például a �k-megegyezés�-t �k megegyezés�-ként.

A különböz® típusú objektumokat lehet®ség szerint tipográ�ailag is megkülönböztettük. A
matematikai jelöléseket és a programokban használt változók neveit d®lt bet¶k emelik ki, mint
például Ω(n lg n) vagy Rang[Szomszéd]. Az algoritmusok neveit kis kapitális bet¶kkel írtuk, mint
például Kiválaszt. Az algoritmusok kódjában a programozási alapszavakat félkövéren szedtük,
mint például if, then, else, in parallel for, does.

Az algoritmusok nevében kisköt®jelet használtunk, viszont a változók neveiben alsó köt®jelet,
mint például PP-Összefésül és Bal-szomszéd. Az egyes fogalmak meghatározásának helyére a
tárgymutató d®lt oldalszámmal utal.

Els®sorban az algoritmusokat tárgyaló tankönyvek matematikai jelöléseit alkalmaztuk. Az ol-
dalszámok felsorolásánál nem törekedtünk teljességre.
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