5. Szinkronizalt halézat

Ebben a fejezetben dontési feladatokat oldunk meg — specilis és altalanos haléza-
tokban.

5.1. Szamitasi modell

A H hélozatot a korabbiakhoz hasonléan H = (V, E) forméaban adjuk meg, ahol
V ={P1, Ps, ..., P,} aprocesszorok halmaza. Két processzor kozott

e vagy kétiranyu adatatvitel lehetséges,
e vagy csak egyiranyu adatéitvitel van,
e vagy nincs kapcsolat.

Ennek megfelelen az élek E halmaza két részbdl all: E = (S, D), ahol S az
egyirdnyu adatatviteli vonalakat leiré iranyitott élek halmaza, mig D a kétirdnya
adatatvitelt leir6 iranyitatlan élek halmaza.

A keverd-cseréls halozatokban kétféle él van: kétirdnyu cserélé és egyiranyu
keverod él.

A d dimenziés teljes keverd-cserélé halézatban p = 2% processzor van. A
cseréls élek a Po; processzorbdl a Po;y1 (1 = 0, 1, ..., 2d—-1 _ 1) processzorhoz
vezetnek. Minden processzorbol egy kevers él indul: a P; (i = 0, 1, ... 2P — 1)
processzorbdl indulo keverd él a Ps; processzornal végzédik, ahol az indexeket (mod
2P — 1) vessziik.

A 5.1l abra egy 8-processzoros teljes keverd-cseréls halézatot abrazol.

A gyakorlatban hasznélt halézatok tobbségében csak kétirdnyd adatatviteli vo-
nalak vannak. A de Bruijn-halézat csak egyirdnya adatatvitelt enged meg.

A P; processzor szomszédait szomszéd[i]-vel jeloljiik és a kovetkezSképpen de-
finialjuk:

szomszéd[t] = {P; | (4,j) € SV (i,j) € DV (i,j) € D)}qkoz. (5.1)

A processzorokat automataként irjuk le, amelyek a szinkronizalt lépésekben iize-
neteket kiildhetnek és kaphatnak, és adott kezdgallapotbol kiindulva minden lépés-
ben — a beérkez§ ilizenetek és a kor&bbi allapot altal meghatarozott — 4j allapotba
mennek at.




8 processzoros keverG-cserél halozat.

A P; processzor a KULD;(4zenet) és a FOGAD,(uzenet) fliggvénnyel kiildenek,
illetve fogadnak {izenetet. Az dizenet az Ue halmaz eleme, ahol U a lehetséges tize-
netek halmaza, € pedig az iires lizenet. Egy iizenet lehet példaul a kiildg folyamat
azonositdja, és allhat tobb részbdl is.

Ebben a fejezetben a futéasi id§ mellett az elkiildott és fogadott lizenetek szama
is gyakran hasznéalt hatékonysagi jellemzé.

5.2. Vezetd valasztasa

Ennek az alfejezetnek a témaja az egyik legfontosabb dontési feladat, a vezetévd-
lasztds. Tegyiik fel, hogy kezdetben minden processzor azonos allapotban van. A
cél olyan allapot elérése, amelyben pontosan egy processzor a wvezetd a tobbi pro-
cesszor pedig a nem_ vezetd allapotban van. A kés6bbiekben (f6leg az algoritmusok
leirdsdban) hasznaljuk a rovidebb wvez, illetve nem_ vez jelolést is.

Szémos feladat megoldasahoz sziikkség van a processzorok szimmetridjanak meg-
torésére, és egy vezeld processzormegvalasztasira. Ezt a feladatot LeLann fogal-
mazta meg 1977-ben.

El6szor megmutatjuk, hogy a vezet&valasztas bizonyos koriilmények kdzott meg-
oldhatatlan feladat.

Azutan algoritmusokat mutatunk be és elemziink, amelyek gytirtiben, faban és
altaldnos halézatban megoldjak a vezet&vilasztast.

5.2.1. VezetGvalasztas megoldhatatlansaga gyiiriiben

Legyen H egy p processzoros gytr(i. Ha H-ban minden processzor azonos kezdeti
4llapotban van, akkor nincs méd ennek a kezdeti szimmetrianak a megsziintetésére.
Ezt az allitast formalizélja a kovetkezd tétel.

Ha G egy egyirdnyi vagy kétirdnyi gyiri,




melyben a processzorok kezdeti dllapota, dllapotdtmeneti figguvénye és tizenet-elddllito

P

fiigguénye is azonos, akkor ebben a gydriben a vezetdvdlasztds nem oldhatd meg.

Az allitast indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a P algoritmus
megoldja a feladatot.

Feltehetjiik, hogy a gylrd minden processzordnak csak egy kezd&allapota van
(ha t6bb van, koziiliik tetszélegesen véalasztva elérhetjiik, hogy minden processzornak
csak egy kezdg@allapota legyen).

Az els6 1épésben minden processzor ugyanazt az iizenetet kiildi szomszédjanak
(kétiranya gytriben mindkét szomszédjanak), ezért a masodik lépésben a processzo-
rok azonos 1j allapotba mennek at és azonos iizenet kiildenek szomszédjuknak.

A lépések szama szerinti indukcidval adodik, hogy ha barmely processzor alla-
pota wvezetd, akkor a t6bbi processzor allapota is wezetd lesz, ami nem biztositja a
vezetGvalasztas egyértelmiiségét.

A gyakorlatban rendszerint nem azonos a processzorok kezdgallapota. A tovib-
biakban feltessziik, hogy minden processzornak egyedi azonositéja van, amely a
t6bbi processzortél megkiilonbozteti.

5.2.2. Vezetdvalasztas gyiiriiben

Az els6 gytiris vezetGvalaszté algoritmus LeLann nevéhez fliz6dik. A LELANN algo-
ritmusra jellemzd, hogy a sziikséges lizenetek szama négyzetesen né a processzorok
szamaval. Chang és Roberts 1979-ben olyan javitast dolgoztak ki, amely legrosszabb
esetben tovabbra is négyzetes volt, de atlagos esetben mar O(nlgn) lépésben meg-
oldotta a vezet&valasztast. 1980-ban Hirschberg és Sinclair olyan megoldast talalt,
melyre a legrosszabb esetben is bizonyitani tudtak az O(nlgn) felsé korlatot. Igaz,
mig a kordbbi mddszerek egyirdnyu gytrtiben is mikodtek, a HIRSCHBERG-SINCLAIR
algoritmusnak kétirdnyt adatatviteli vonalakra van sziiksége.

Az also6 korlatokkal kapcsolatos eredmények szerint a vezetévalasztast aszimpto-
tikusan optimaélisan is meg tudjuk oldani.

LeLann algoritmusa
A LELANN algoritmus megengedi, hogy a vezets az tgynevezett kezdd processzorok
koziil kertiljon ki. A kezd6 processzorok halmazat K-val jeloljiik. A processzoroknak
nincs sziiksége arra, hogy ismerjék a halozat méretét.

Az algoritmus pszeudokodja a kiovetkezd.

LELANN(K, A) pdrhuzamos eljdrds
Szdamitdsi modell: egyiranya gydrd
Bemenet: K (a kezd6 processzorok indexeinek halmaza), A[1:n] (a
processzorok azonositéinak témbje,
amely kiildonbozs egész szdmokat tartalmaz)
Kimenet: i (a vezets processzor indexe)

01 P; in parallel for i — 1 ton
02 doifie K




03 then dll[i] — jelolt

05 else dll[i]| — n_wvez
06 P; in parallel for i — 1 ton
07 do if dlli] = jelolt

08 then KULD, (1)

09 while dll[i] # vez
10 FoGaD;(a)
11 Jz — JZ U {a}
12 KULD;(a)

13 if i = min{J;}

14 then dll[i] — vez
15 else dll[i] < n_vez
16 while dli[i] # vez
17 Foaap;(a)
18 KULD;(a)

Az algoritmus szerint elGszor az 1-6. sorokban bedllitjuk a processzorok allapo-
tat: jelolt lesz a kezdd processzorok allapota és nem_ jelélt lesz a t6bbi processzor
kezdgsallapota. A kezdd processzorok a jelSltek J; halmazaba beteszik sajat azonosi-
tojukat.

A 7-13. sorokban a kezdd processzorok addig fogadjak és kiildik az iizeneteket,
amig sajat azonositojukat — amely korbeért a gydriin — vissza nem kapjak.

A 14-16. sorokban a legkisebb azonosit0ja processzor vezre, a t6bbi kezdd pro-
cesszor n_ vezre allitja a sajat allapotéat.

A nem kezd6 processzorok szerepe az lizenetek tovabbitasa (17-21. sorok).

A LELANN algoritmus egy egyirdnyid gyirin minden esetben ©(p) lépés-
ben és legrosszabb esetben O(p?) iizenetet kiildve oldja meg a vezetdvdlasztdst.

Az 1-6. sorokban két lépésben beallitjuk d@llfi] és J; értékét. A kezdo
processzorok a p. lépésben visszakapjak sajat azonositojukat (a tobbi kezdd pro-
cesszor azonosit6jat mar korabban megkaptak). Ekkor a legkisebb azonositoju pro-
cesszor allapota a 14-15. sor szerint vezeld lesz, a tobbi kezdd processzor allapota
pedig a 16. sorban nem_wvez lesz.

Mivel legfeljebb p kiilénb6z6 azonosité van és mindegyik p lépést tesz, ezért
az elkiildétt és fogadott iizenetek szama O(p?). Mivel legrosszabb esetben minden
processzor kezdd, ezért az {izenetek szama W (p, LELANN) = ©(p?). Mivel a kezds fo-
lyamatok azonosit6ja p lépés alatt ér korbe a gytriin, ezért az algoritmus lépésszama
minden esetben p = ©(p).

A LELANN algoritmus biztositja, hogy a processzorok a megfelelé allapotba
keriiljenek, de nem biztositja azt, hogy a nem kezd6 processzorok megalljanak.
Ezt a megallast példaul ugy biztosithatjuk, hogy a vezetének vélasztott processzor
korbekiild egy értesitd dizenetet. Az igy kiegészitett algoritmusra is érvényes a
W (p, ERTESIT-LELANN) = O(p) és Wy

p,ERTESIT-LELANN) —




Chang és Roberts algoritmusa

Chang és Roberts azzal javitottak az el6z6 algoritmust, hogy csokkentették a feles-
legesen tovabbkiilddtt azonositék szamét: a kezdd processzorok csak a sajat azono-
sitojuknal kisebb azonositokat kiildik tovabb.

CHANG-ROBERTS(U, 7) pdrhuzamos eljards
Szdmitdsi modell: egyiranyt gytrd
Bemenet: U = u1, ug, ..., u, (a processzorok azonositoi — kiilonbozé

egész szamok)
Kimenet: i (a vezet6 processzor indexe)

01 P; in parallel for ¢ — 1 ton

02 if i € K then

03 d@lli] := jelolt

05 else

06 dllfi] :== nem_ jelolt

07 P; in parallel for 1 <i<n

08 if dll[i] = jelélt then

09 KOLD;(4)

10 while j # ¢

11 FoaaAp;(a)

12 L:=Lu{j}

13 KULD;(a)

14 if i = min{K} then

15 d@lli] := vez
16 else dll[i| :==n_vez
17 else

18 while dll(i) # vez

19 Focap;(j)
20 KOLD;(5)

A CHANG-ROBERTS algoritmus ©(p) lépéssel és legrosszabb esetben
O(p?) iizenettel oldja meqg egyirdnyi gyiriben a vezetdvdlasztist. Az algoritmus dt-
lagos iizenetszama O(plgp).

A legrosszabb esetre vonatkozo bizonyitas hasonlé a LELANN algorit-
musra vonatkozo6 bizonyitéshoz.

Az atlagos lizenetszammal kapcsolatban legyen s a legkisebb a p azonositd ko-
ziil. p kiillonbdzs azonositénak (p — 1)! kiilénbozé ciklikus permutéacioja van. Adott
ciklikus permutaciéban legyen a; az az azonositd, amely ¢ lépéssel halad s el6tt.

Mivel az s azonosité minden permutacioban p lépést tett meg, ezért a (p — 1)!
ciklikus permutécioban osszesen p(p—1)! 1épést tett meg. Az a; azonositot legfeljebb
i-szer kellett tovabbitani, mivel eldobjuk, amikor eléri az s azonosit6ja processzort.
Legyen A, j azoknak a ciklikus permutaciéknak a szdma, amelyekben az a; azonosi-




tot pontosan k-szor kellett tovabbitani. Ekkor az a; azonositét Gsszesen

> kA (5.2)
k=1

alkalommal kell tovabbitani.

Ha a; a legkisebb az a1, ag, ...,a; azonositok kozott — ami (p — 1)!/i permuta-
cioban fordul el — akkor az a; azonositot pontosan i-szer kell tovabbitani, ezért
—1)!
Aii = (p— 1! (5.3)

Ha az a; azonositét k —1 olyan azonosité koveti, amelyek nagyobbak, mint a,, akkor
a;-t legalabb k-szor kell tovabbitani (itt & < 7). Azoknak a ciklikus permutécioknak
a szédma, amelyekben a; a legkisebb az a;_r+1, @i—k+2, ..., a; azonositék kozott,
(p — 1)!/k. Ezért ha k < i, akkor az a; azonositot

(-1 (-1

ko k+1 (54)
permutaciéban kell pontosan k-szor tovabbitani, és igy
(p—1)! .

A=+ (hak <i). 5.5

#=aern Bk <) (55)

Ezért az a; azonositét az 6sszes ciklikus permutacidban dsszesen

i—1

-0, Ao 1
Zk<w>+li@—1)!—(p—1)!;k (56)

k=1

alkalommal kell tovabbitani.
Ismert, hogy az egyenl@ség jobboldalan lév6é szumma a H; harmonikus szdm,

amelyre
m

Z Hi=(m+1)H,, —m. (5.7)

Most Osszegezziik az s-t6l kiillonb6z6 ¢ azonositok altal megtett lépések szamét:

p—1

> lp— DIH;| = (pHp1 — (p—1))(p— 1)! . (5.8)

i=1

Mivel ez a lépésszam az Osszes ciklikus permutacidhoz tartozik, ezért az atlag
pHp. Mivel H, =1Inp+ O(1), azt kaptuk, hogy az atlag valéban O(plgp).

Ha az azonositok kezdeti permutacidja kedvezd — példaul a1 > as > ... > a,
— akkor az a; (1 < j < p — 1) azonosité csak egy lépést tesz meg, ezért
Bii(p, CHANG-ROBERTS) = O(p).




A HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus szemléltetése.

Hirschberg és Sinclair algoritmusa

Az eddig targyalt vezet&valaszto algoritmusok kevés 1épést tesznek, de sok tizenetre
van sziikségiik. Most egy olyan algoritmust mutatunk be, amelynek a korabbinél
lényegesen kevesebb iizenetet igényel.

Hirschberg és Sinclair algoritmusa is a legnagyobb azonositéval rendelkezd fo-
lyamatot valasztja vezetének. Itt azonban az azonositok nem korbejarjak a gytrtit,
hanem bizonyos (egyre nagyobb) lépés megtétele utan visszafordulnak. Ezt szemlél-
teti a 5.2l abra.

A HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus tizenetszdma kétirdnyd gydriben
W (p, HIRSCHBERG-SINCLAIR) = O(plgp)

IDG-SZELET algoritmus
Az eddigi vezetGvalaszto algoritmusok az azonositok Gsszehasonlitasival jutottak
informacidhoz.

A kovetkezd IDO-SZELET algoritmus nagyon kevés iizenetet hasznal. Az algorit-
mus szakaszokban miikodik, és minden szakasz p 1épésbdl all. A j-edik szakaszban
csak j azonositot lehet lizenetként elkiildeni. Ha a P; processzor azonositdja a;, ak-
kor ez a processzor az 1.,2.,...,(a; — 1). szakaszban nem kiild {izenetet. Ha a P,
processzor az els6 a; — 1 szakaszban nem kap iizenetet, akkor az a;-edik szakasz els§
lépésében elkiildi szomszédjanak a sajat azonositdjat, és ez az azonosité korbemegy
az egyirdnyu gyurin.

Az IDO-SZELET algoritmus eqy p-processzoros eqyirdnyt gytriben p ize-

P

nettel ©(pamin) lépésben oldja meg a vezetdvdlasztdst.

Ennek a tételnek kozvetlen kovetkezménye, hogy az IDO-SZELET algoritmus iize-
netszamat tekintve aszimptotikusan optimaélis.

Alsé korlat az iizenetszamra
Az 6sszehasonlitds alapu vezetGvalasztd algoritmusok tlizenetszaméra érvényes a ko-

P

vetkezd also korlat.

Ha a P algoritmus bdarmely p-processzoros gyiriben vezetdt tud vdlasz-
tani, akkor megadhatd p darab kilinbézd azonositd olyan permutdcidja, amelyre az
A algoritmus Ny(p, P) = Q(plgp) dzenetet kild.




T,q felbontasa T felbontasa

Tpq részfai.

5.2.3. Vezet6valasztas faban
Az alabbi algoritmus faban megoldja a vezetGvalasztést.

FABAN-VEZETO(A, 1) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: gytri

Bemenet: A[l : p] (a processzorok azonositoi, kiilonb6zs egészek)

Kimenet: i (a vezets processzor indexe)

01 P; in parallel for i — 1 ton

02 ifie K
03 then dll[i] — jelolt
04 else dll[i] — n_vez

Az algoritmus menetét illusztrilja az [5.3. abra. Az abra felss része a T fanak a
Tpq és T, részfakra bontasat mutatja. Az abra bal alsé része a T}, fa felbontasat
mutatja.

A FABAN-VEZETO algoritmus egqy p-processzoros faéban O(p) tizenettel és
O(tmr) lépésben megoldja a vezetdvdlasztdst.

5.2.4. Vezet6valasztas altalanos halézatban

Altalanos halozatban elGszor egy egyszerti iizenetterjesztd algoritmust, majd annak
javitott valtozatat mutatjuk be.




MAX-TERJED algoritmus
A MAX-TERJED algoritmus alapétlete, hogy a processzorok minden menetben elkiil-
dik szomszédaiknak az addig hozzdjuk eljutott legnagyobb azonositot.

Ha egy tetszéleges H haldzat dtmérdje atm(H), akkor a MAX-TERJED
algoritmus ebben a hdldzatban legfeljebb dtm(H) menetben a legnagyobb azonositdji
folyamatot vezetdvé vdlasztja. Az elkildott dzenetek szama pedig O(|E|tm).

OPT-MAX-TERJED algoritmus
Altalanos halézatban is alkalmazhaté az a javitas, amit mar a gyird esetében lat-
tunk: a processzorok csak akkor kiildenek tovabb azonositét, ha az 4 informaéciot
tartalmasz.

Ezzel ugyan a legrosszabb esetben sziikséges lizenetek szdmanak nagysagrendje
véltozatlan marad, az iizenetek atlagos szama azonban lényegesen csckken.

Ha egy tetszoleges H hdlézat dtmérdje dtm(H), akkor az OPT-MAX-
TERJED algoritmus ebben a hdldzatban legfeljebb dtm(H) menetben vezetdvé vdlaszija
a legnagyobb azonositdéji folyamatot.

5.2.5. Als6 korlat az lizenetek szamara

Az altaldnos halozatokban sziikséges iizenetek szamara vonatkozik a kévetkezs tétel.

Ha H egy p processzort tartalmazé haldzat, akkor a vezetdvdlasztds eb-
ben a haldzatban
N(p) > pH, (5.9)

iizenetet igényel.
Ebbdl a tételbsl adodik a kovetkezd allitas.

A CHANG-ROBERTS algoritmus tizenetszima aszimptotiku-
san optimdlis.

A 5.3. tétel szerint az algoritmus iizenetszaméara
W(p) =O(plgp). (5.10)

Mivel H, = O(lgp), igy O(W(p)) = N(p).

5.3. Megegyezés

A kovetkezs dontési feladat a megegyezés. Tegyiik fel, hogy kezdetben minden P;
processzor rendelkezik egy b; bemeneti értékkel, és az a cél, hogy a processzorok
azonos k kimend értékre jussanak.

Ezt a problémat mind az Gzenetek egy részének elvesztését, mind a processzorok




hib4jat megengedve is szokték vizsgalni.

A k-megegyezés probléméaja az egyszeri megegyezési probléma természetes al-
talanositasa: a processzorok feladata az, hogy a bemend értékek egy k-elemi rész-
halmazabdl valasszanak kézosen elfogadott értéket.

5.3.1. Megegyezés vonalhibak esetében

A probléma lényegét jol tiikrozi az dsszehangolt tamaddsi feladat FEszerint tabor-
nokok 6sszehangolt tdmadast terveznek kézos célpont ellen. A tabornokok hirnokék
segitségével valthatnak tizenetet.

Feltessziik, hogy a tabornokok egy G iranyitatlan (nem teljes) graf csicsaiban
vannak, és az élek mentén kiildhetnek iizenetet. Megbizhat6 élekkel G 4., 1épésben
minden tabornok teljes informaciéval rendelkezik a t&bbiek véleményérdl, és a kato-
nai akadémian tanultak alapjin ugyanarra a dontésre juthatnak.

Ha azonban az élek meghibasodhatnak, ez az egyszert gondolatmenet nem alkal-
mazhat6, a probléma nem oldhat6 meg (ennek belatasat meghagyjuk gyakorlatnak).

Hibas élek esetén csak az a realis célkittizés, hogy megadott valészintséggel jus-
sanak a tabornokok kozos véleményre. A probléméanak ez a valtozata mér determi-
nisztikus és véletlenitett algoritmussal is kezelhetd.

5.3.2. Megegyezés processzorhibak esetében

A processzorok miikodése soran kiilonb6z6 hibdk fordulhatnak els. Az egyik a meg-
dlldsi hiba, melyben a processzor barmely lépésben besziintetheti mikodését. A
mésik a bizdnct hiba, melyben a processzorok a szamukra megadott korlatokon
(elvégezhets miiveletek, felhasznalhato tizenetabécé) beliil tetszilegesen miikddhet-
nek.

Ennek a probléménak egy egyszert megoldasat biztositja a HALMAZ-TERJED
algoritmus. Ennek lényege, hogy a processzorok tiirelmesen terjesztik a tudomasukra
jutott Gsszes informaciot — és ha bizonyos ideig nem kapnak 4j informéciét, akkor
az addig kapott {izenetek alapjan dontenek.

Ha a processzorok értékelik is a beérkezett informéciot és csak a lényeges részt
adjak tovabb, akkor az elkiildendd iizenetek szama csokkenthetd. Igy jutunk az OpT-
HALMAZ-TERJED algoritmushoz.

5.3.3. k-megegyezés

A k-megegyerési feladatnal a processzoroknak a bemeneti értékek k-elemt részhal-
mazabol kell kézdsen elfogadott értéket valasztaniuk.

Ezt a feladatot példaul a MIN-TERJED algoritmussal lehet megoldani. Ennek
lényege, hogy a processzorok karbantartjak és terjesztik az addig kapott legkisebb
értéket. Errdl az algoritmusrol belathatd, hogy ha legfeljebb h processzor hibasodhat
meg, akkor |h/k + 1| 1épésben megoldja a feladatot.

A kovetkez§ als6 korlat ismert.

Hap > h+k+1, akkor minden algoritmusnak legaldbb |h/k+1] lépésre
van sziiksége, hogy h hibds processzor esetén megoldja a k-megegyezési feladatot.




5.3.4. Kozelit6 megegyezés

A kébzelité megegyezési feladatban minden processzornak van egy valds kezdeti
értéke és a processzorok valos értékeket kiilldenek egymasnak és egyméstol kevéssé
eltérd értékekben kell megegyezniiik.

Megengedjiik, hogy a processzorok bizaci hibdkat kévessenek el.

3 feltételnek kell teljesednie.

A befejezddést feltétel szerint minden hibatlanul mkdds processzornak végiil
dontést kell hoznia.

Az érvényességi feltétel szerint a hibatlanul miikodd processzoroknak a hi-
batlan processzorok kezdeti értékeit tartalmazé (lehetd legrévidebb) intervallumbol
vett értékkel kell megéllniuk.

A megegyezési feltétel szerint akarmely két hibatlanul miikodd processzor
kimeng értéke legfeljebb egy elére adott € értékkel térhet el egymastol.

Ismertek olyan algoritmusok, amelyek teljes halézatban biztositjak a kozelits
megegyezést, ha a hibas processzorok szama kisebb, mint az Gsszes processzorok
szdmanak egy harmada.

Elemezziik a LELANN és a CHANG-ROBERTS algoritmusokat.

[PEPA

szama O(n).

Modositsuk az CHANG-ROBERTS algoritmust agy, hogy az sszes nem-vezet§
folyamat a em nem_ vezetd kimenetet eredményezze, vagyis az 6sszes folyamat végiil
is alljon meg. Adjuk meg a modositott algoritmus pszeudokddjat.

Mutassuk meg, hogy a CHANG-ROBERTS algoritmus kiilénb6z6 indulé ids-
pontok mellett is helyesen miikddik. (Ehhez modositsuk a kodot.)

Bizonyitsuk be a LELANN és a CHANG-ROBERTS algoritmusok helyességét.

Mutassuk meg, hogy a HIRSCHBERG-SINCLAIR, algoritmus kiilonb6z6 induld
idépontok mellett is helyesen miikédik. (Ehhez egy kicsit moédositsuk a pszeudoko-
dot.)

Tegyiik fel, hogy a HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmust gy modositjuk, hogy
kettS-hatvanyok helyett egymaés utani k-hatvanyokat hasznalunk az utak hosszara
(k > 2). Elemerziik a modositott algoritmus lépésszamat és kommunikacios bo-
nyolultsédgat Ggy, mint az eredeti HIRSCHBERG-SICLAIR algoritmusnal. Hasonlitsuk
Ossze az eredményeket.

Tekintsiik a HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus olyan modositott valtozatat,
ahol a processzorok mindkét irany helyett csak az egyik irdnyba kiildhetnek {izene-
teket.

a. Mutassuk meg, hogy a kdnyvben megadott algoritmus legkézenfekvébb mo-
dositésa nem eredményez O(nlogn) iizenetszamot. Adjunk felss korlatot az iizenet-
szamra.

b. Modositsuk ugy az algoritmust, hogy az lizenetszama O(nlogn) legyen.




Tervezziink egyiranyd gytriiben olyan vezetévalaszto algoritmust, amely nem
ismeri a gylrid méretét és legrosszabb esetben is csak O(nlogn) szamu lizenetet
hasznal. Az algoritmus az azonositokra kizarolag az ¢sszehasonlitas mtiveletet hasz-
nalhatja.

Adjunk a menetek szaméara vonatkozd minél jobb alsé korlatot valamely n
méretd gytird vezets folyamat kivalasztésos algoritmusdnak legrosszabb esetére. A
feltevéseket koriiltekintGen fogalmazzuk meg.

Adjuk meg az n = 16 csicsa bitfordito gytrd pontos leirdsat.

Bizonyitsuk be, hogy az n = 2 méreti bitfordité gytird minden & € N
esetén 1/2-szimmetrikus.

Tervezziink c-szimmetrikus gy(riit nem kett6-hatvany szama csics esetén
valamilyen ¢ > 0 értékre.

Valamely szinkron gytrd esetén tekintsiik a vezet folyamat kivalasztasanak
problémajat, ahol minden folyamat ismeri a gytrd n méretét és a processzoroknak
nincs azonositéjuk. Adjunk a probléma megoldaséara véletlenitett algoritmust, vagyis
olyat, ahol a processzorok kédjuk determinisztikus végrehajtésan kiviil véletlen va-
lasztéassal is élhetnek. A helyes miikodést kielégits tulajdonsdgokat 6vatosan fogal-
mazzuk meg. Példaul az egyedi vezet§ folyamat kivalasztisa biztosan garantalt-e
vagy valamilyen kis valészintiséggel elképzelhets, hogy ez nem torténik meg? Mennyi
lesz az algoritmus lépésszama és lizenetszama?

Tekintslink valamilyen ismeretlen n méretii kétiranya gytrit, ahol a pro-
cesszoroknak van egyedi azonositéjuk. Adjunk az lizenetek szdmara vonatkozo alsd
és felsé korlatot olyan Osszehasonlitas alapa algoritmus esetén, ahol minden pro-
cesszor mod 2 szamolja ki n-et.

A MAX-TERJED algoritmusban hasznalt iizenetek dtm|E| szama O(n?).
Adjunk meg olyan iranyitott grafokat, amelyekre az dtm/|E| szorzat Q(n?), vagy mu-
tassuk meg, hogy nincs ilyen iranyitott graf.

Az OPT-MAX-TERJED algoritmus altal elkiild&tt lizenetek szdméra adjunk
a O(n?)-nal kisebb fels6 korlatot vagy mutassuk meg, hogy a korlat aszimptotikusan
éles.

Elemezzik a vezetGvilasztas lépésszamat és {izenetszamat, feltéve, hogy
néhany szomszédos csics kozott kétiranya kommunikaciot is megengediink.

Tervezziink egy vezetGvalaszto algoritmust egy olyan erdsen Osszefiiggs iré-
nyitott halézatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azonositéjuk.

a. Tegyiik fel, hogy a kommunikaci6 a szomszédos csticsok kozott kétirdnyt.
b. Ne alkalmazzuk az el6z6 feltevést.

Adjunk algoritmust a csucsok szamanak megallapitiasara egy olyan erésen
Osszefiiggd iranyitott haldézatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azonosi-
tojuk.

a. Tegyiik fel, hogy a kommunikaci6 a szomszédos csticsok kozott kétirdnyt.
b. Ne alkalmazzuk az el6z6 feltevést.

Adjunk algoritmust az élek szamanak megallapitiasara egy olyan erdsen
Osszefiiggs iranyitott haldézatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azonosi-
tojuk.

a. Tegyiik fel, hogy a kommunikacié a szomszédos cstcs kozt kétiranya.




b. Ne alkalmazzuk az el6z6 feltevést.

Tegyiik fel, hogy egy ldncban minden P; processzor meg tudja kiilonboz-
tetni a bal oldalat a jobb oldalatdl, és ismeri azt is, hogy 6 maga végpont-e vagy
sem. Tegyiik fel, hogy minden processzor kezdetben egy nagyon nagy a; egész ér-
tékkel rendelkezik, és azt, hogy az ilyen értékekbdl egy adott idépillanatban csak
adott szamit tarthatunk nyilvin a memoéridban. Tervezziik meg azt az ezen értéke-
ket sorba rendezé algoritmust, amelyben az egyes P; processzorok &ltal elgallitott
o; kimeneti értékek Osszeszorzott halmaza megegyezik az a; bemeneti értékek Ossze-
szorzott halmazaval, és 01 < ... < o,. Prébaljuk meg elGallitani mind az iizenetek,
mind a menetek szama tekintetében a leghatékonyabb algoritmust.

Mutassuk meg, hogy az Gsszehangolt tAmadéasi probléma (determinisztikus
valtozatéanak) megolddsa barmely nem trivialis, Osszeliiggs gral esetében magaban
foglalja a probléma megoldasat arra az egyszerd, két pontbol all6 grafra, mely egy
éllel van Osszekotve. (Ebbdl kovetkezik, hogy a probléma megoldhatatlan tetszoleges,
nem trivialis graf esetében.)

Tekintsiik a (determinisztikus) 6sszehangolt tamadasi probléma kovetkezs
véltozatat. Tegyiik fel, hogy a halézat n > 2 résztvevSbdl allo teljes graf. A befeje-
zési és érvényességi feltételek az 5.3. alfejezetben leirtakkal azonosak. A megegyezési
feltételt azonban gyengitjiik: ,,Ha van olyan a folyamatok kozott, amelyik dontése 1,
akkor legalabb kettonek 1-est kell dontenie.” (Azaz szeretnénk kizarni azt az esetet,
amikor egy tabornok maganyosan tamad, de megengedjiik azt, hogy két vagy tobb
tabornok egylitt tAmadjon.) Vajon ez a probléma megoldhato, vagy nem?

Tekintsiik az Osszehangolt tdmadési probléméat vonalhibak esetében arra
az egyszerd esetre, amikor két folyamat egy éllel van 6sszekotve. Tegyiik fel, hogy
a processzorok miikoédése determinisztikus, de az lizenetrendszer véletlenitett abban
az értelemben, hogy mindegyik tizenetnek van egy fiiggetlen ¢ valdszintségi értéke
(0 < g < 1), ami annak a valdsziniiségét adja meg, hogy az lizenet sikeresen megér-
kezik. (Ahogy altalaban, most is megengedjiik, hogy a folyamatok menetenként csak
egy lizenetet kiildjenek.) Tervezziink ezekkel a beallitasokkal olyan algoritmust, mely
rogzitett r szaAmt meneten beliil befejezdik, a megegyezés hianyanak valdszintisége
legfeljebb €, és ehhez hasonléan az érvényességi feltétel megsértésének valdszintisége
is legfeljebb €. A lehetd legkisebb € érték elérésére torekedjiink.

Az el6z8 gyakorlat kikotései szerinti modellben adjunk als6 korlatot az e
értékére, bizonyitsuk be, hogy ez az elérhet§ legalacsonyabb érték.

Altalanositsuk az 6sszehangolt tAmadasi probléma véletlenitett valtozatét
gy, hogy megengedjiik € valosziniiséggel mind az érvényességi, mind a megegyezési
szabalyok megsértését. Irjuk at a VELETLENITETT-TAMADAS algoritmust ugy, hogy
a moédositott feltételek mellett elérje a lehets legkisebb e értéket. Végezziink elem-
zést.

Altalanositsuk a VELETLENITETT-TAMADAS algoritmust és az elemzését az
altalanos iranyitatlan grafokra.

Mi torténne a fejezetben targyalt, véletlenitett kdrnyezettel kapcsolatos
eredményekkel, ha az ellenfél kommunikicios mintija nem lenne elére rogzitve, mint
ahogy eddig feltettiik, hanem az ellenfél kézvetlen iranyitéssal hatarozhatna meg azt.
Pontosabban szélva, tegyiik fel, hogy az ellenfél képes arra, hogy megvizsgélja a vég-
rehajtasi sorozatot barmely k-adik menettdl visszafelé a kezdetig, mieltt déntene,




hogy a k-adik menetbeli iizenetek koziil melyek legyenek kézbesitve.

a. Milyen € korlat garantalhaté6 a VELETLENITETT-TAMADAS algoritmus eseté-
ben a megegyezés hidnyara, ilyen kozvetlen irdnyitisra képes ellenfelek esetében?

b. Adhatunk-e valamilyen érdekes als6 korlatot az elérhetd e értékekre?

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges olyan algoritmus, mely megoldja a bizanci
megegyezés problémat, megoldja a megegyezési probléméat megallasi hibak esetében
is, ha a megéllasi hiba modellben gy médositjuk az érvényességi feltételt, hogy csak
a hibamentes folyamatok megegyezését koveteljiik meg.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges olyan algoritmus, mely megoldja a bizanci
megegyezés problémat és amelyben a hibatlan folyamatok mindig egyszerre, ugyan-
azon menetben hoznak dontést, megoldja a megegyezési problémat megallasi hiba
modellben is.

Kovessiik nyomon a HALMAZ-TERJED algoritmus végrehajtasat négy folya-
mattal és két hibaval, melyben a folyamatok kezdéértékei rendre az 1, 0, 0, 0 értékek.
Tegyiik fel, hogy P, és P, folyamatok hibasak, P az els6 menetben lesz hibéas, mi-
utan egyediil a P» folyamatnak elkiildte az {izenetet, P, pedig a masodik menetben
lesz hibas, Pi-nek és Ps-nak kiild iizenetet, viszont Ps-nek nem.

Tekintsiik a HALMAZ-TERJED algoritmust f hibara. Tegyiik fel, hogy az
algoritmus f + 1 menet helyett csak f menetben fut, ugyanazzal a dontési értékkel.
Talaljunk egy olyan végrehajtasi sorozatot, mely megsérti a helyességi feltételeket.

Legfeljebb mennyi lehet a hibamentes folyamatok altal hozott, egyméastol
kiilonb6z8 dontési értékek darabszédma, ha a HALMAZ-TERJED algoritmus f + 1 me-
net helyett csak f menetben fut.

a. Talaljunk egy maésik lehetséges, helyesen mikdds dontési szabalyt a
HALMAZ-TERJED algoritmusban, amelyik eltér szévegben megadottol.

b. Adjunk pontos jellemzést azon dontési szabalyok halmazarol, amelyek helye-
sen m(ikodnek.

Terjessziik ki a HALMAZ-TERJED algoritmust, a helyesség bizonyitasat, és
az elemzést, tetszéleges Gsszefliiggs grafokra.

Készitsiik el az OPT-HALMAZ-TERJED algoritmus kodjat.

Tekintslik a kovetkezs egyszert algoritmust a megallasi hibak mellett tor-
ténd megegyezésre, egy adott V' értékhalmaz esetében. Legyen mindegyik processzor-
nak egy min-érték valtozoja, melyet indulaskor a sajat kezdeti értékére 4llit be. Az
f + 1 menet mindegyikében a processzorok kozreadjik min_ érték valtozojuk érté-
két, majd ujra beallitjdk dgy, hogy a minimuma legyen a min_ érték valtozo eredeti
értékének, valamint az lizenetekben kapott értékeknek. Végiil a processzor dontési
értéke min_ érték lesz. Készitsiik el ennek az algoritmusnak a kodjat és bizonyitsuk
be (vagy direkt médon, vagy szimulacioval), hogy helyesen miikodik.

Feladatok

5-1. Vezetévdlasztds négyzeten
Bizonyitsuk be, hogy négyzeten O(nlogn) id6 alatt megoldhato6 a vezets valasztésa.




5-2. Vezetévdlasztds toruszon
Bizonyitsuk be, hogy toruszban O(nlogn) idé alatt megoldhatéd a vezetGvalasztés.

5-3. Vezetévdlasztds hiperkockdn
Bizonyitsuk be, hogy hiperkockan O(nlogn) id6 alatt megoldhato a vezetGvalaszias.

5-4. Nem Osszehasonlitds alapu vezetévdlasztds
Az anyagban csak Gsszehasonlitas alapt vezetGvalaszté algoritmusokat targyaltunk.
Vizsgaljunk meg néhany mas tipusa algoritmust is.

Irjuk meg az IDG-SZELET algoritmus pszeudokéd;jat.

Moédositsuk ugy az IDO-SZELET algoritmust, hogy hozzavett izenetek aran fizi-
sonként egyetlen azonosité helyett k darab azonosité tovabbkiildésének engedé-
lyezésével csokkenjen a lépésszam. Bizonyitsuk be az algoritmus helyességét és
elemezziik bonyolultsagat.

Adjuk meg a VALTOZO-SEBESSEGEK algoritmus pszeudokodjat.

d. Mutassuk meg, hogy ha a processzorok kiilonboz6 idépontokban ébredhetnek
fel, a VALTOZO-SEBESSEGEK algoritmus {izenetszédma nem sziitkségszertien O(n).

5-5. Harmonikus szdm
Bizonyitsuk be a harmonikus szamok alabbi tulajdonsagait:

> Hi=(n+1)H,—n (han>1) (5.11)
=1
és
In(n+1)<H,<l+Ilnn+1) (han>1). (5.12)

5-6. CHANG-ROBERTS algoritmus

a. Ha minden processzor kezd§ processzor, legjobb esetben hény iizenetet tovabbit
a CHANG-ROBERTS algoritmus?

b. Ha pontosan s kezdd processzor van, amelyek egyforma valoszintiséggel lesznek
vezetGk, akkor mennyi lesz az algoritmus atlagos kommunikdcics bonyolultsdga
(iizeneteinek szama)?

5-7. Vezetovdlasztds sikhdlozatokban

Mutassuk meg, hogy ha egy halézat sikba rajzolhato, akkor tervezhet6 ra olyan ve-
zetGvalaszto algoritmus, amelynek O(plgp) lizenetre van sziiksége.

5-8. Véglegesités

Tervezziink egy algoritmust, amely a véglegesitési probléméat az erds befejezési felté-
tellel megoldja. Elérhet6-e egyidejiileg, hogy a menetek szama legrosszabb esetben




n + k legyen (ahol k konstans), a hibamentes esetben a déntéshez és megallashoz
sziikséges menetek szadma egy kis konstans legyen és a hibamentes esetben alacsony
legyen az iizenetszam?

5-9. Bizdnct megegyezeés

Tervezziink a bizanci megegyezés megoldasara egyszerd f + 1 menetes algoritmust,
melyhez csak 3f + 1 processzor sziikséges, és iizenetszama polinomiélis.
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Targymutato

Fz a targymutato a kovetkezd szempontok szerint késziilt.

El6szor a matematikai jeldléseket soroljuk fel (latin abécé, majd a gbrég abécé szerinti sor-
rendben), azutan a targyszavakat.

A szamokat és gorog bettiket tartalmazé targyszavakat kiejtésiik szerint rendezziik: példaul az
,1-értékid”™-t egyértékéki™ként, a A-t ,lambda’ként. A jelolést tartalmazod targyszavakat elemeik
szerint rendezzik: példaul a ,,k-megegyezés’-t ,k megegyezés™ként.

A kiiléonb6z6 tipusia objektumokat lehetdség szerint tipografiailag is megkiilénboztettitk. A
matematikai jeloléseket és a programokban hasznalt valtozok neveit délt bettik emelik ki, mint
példaul Q(nlgn) vagy Rang[Szomszéd]. Az algoritmusok neveit kis kapitalis betiikkel frtuk, mint
példaul KivaLaszt. Az algoritmusok kédjaban a programozasi alapszavakat félkévéren szedtiik,
mint példaul if, then, else, in parallel for, does.

Az algoritmusok nevében kiskétsjelet hasznaltunk, viszont a véltozok neveiben alsé kbtdjelet,
mint példaul PP-OsszerEsUL és Bal-szomszéd. Az egyes fogalmak meghatarozasanak helyére a
targymutatd dolt oldalszammal utal.

Els6sorban az algoritmusokat targyalé tankonyvek matematikai jel6léseit alkalmaztuk. Az ol-
dalszamok felsorolasanal nem torekedtink teljességre.
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