4. Hiperkocka

Ebben a fejezetben el@szor a felhasznalt szamitasi modelleket mutatjuk be, azu-
tan specialis halézatos (mint a csomagiranyitas, lizenetszoras, adatkoncentrald), vé-
giil tipikus ,,soros” (mint a kivalasztas, Osszelésiilés, rendezés, grafokkal kapcsolatos
problémék) feladatokat megoldo algoritmusokat elemziink.

4.1. Szamitasi modellek

Ebben az alfejezetben egyrészt a hiperkocka és pillangd szamitasi modelleket, més-
részt halézatok egymésba agyazasat targyaljuk.

4.1.1. Hiperkocka

Az elsé fejezetben szerepls definici6 szerint egy d dimenzios hiperkocka, amelyet Hg-
vel jelsliink, 2¢ processzorboél all. Hy minden processzora megcimkézhetd egy d bites
binaris szammal. A harmadik fejezetben 1évs ?7. abra egy 3 dimenzios, a 4.1l abra
pedig egy 4 dimenzids hiperkockat abrazol.

4.1. abra. 4 dimenziés hiperkocka.

A processzort és cimkéjét ugyanazon szimbolummal jeloljiik.
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Ha v egy d bites binéris szam, akkor v elss bitjét tekintjiik legmagasabb helyiér-
tékiinek. Jelolje v(i) azt a d bites binaris szdmot, amely v-t6l csak az i-edik bitjében
tér el. Hy minden P, processzorara igaz, hogy az pontosan a P, (i = 1,2,...,d)
processzorokkal van Gsszekapcsolva. A (v, v(i)) kapcsolatot i-edik szintid kapesolat-
nak nevezziik. Mivel Hy minden processzora pontosan d méasikkal van 6sszekotve,
igy Hq d-regularis és a fokszama d.

Az u és v binaris szdmok Hamming-tévolsaga azon bitpoziciok szama, amelyeken
a két binaris szam eltér. Jele H(u,v). A Hg hiperkocka barmely P, és P, processzora
kozott van H (u,v) hosszisaga ut. Ha ugyanis u és v két processzor Hy-ben, akkor
egy kozottik vezets ut megadhatd a kovetkezd moédon. Legyenek 11,19, ..., 1 azon
bitpoziciok (névekvs sorrendben) amelyeken P, és P, eltérnek. Ekkor létezik a kovet-
kez6 ttvonal: u = wp, w1y, we, ..., wg = v, ahol w; = w;_1(4,j) (1 < j < k). Ebbol
kovetkezik, hogy egy d-dimenziés hiperkocka dtmérdje pontosan d. A hiperkocka
minden processzora egy helyi meméridval rendelkezd RAM, amely minden alapvetd
miiveletet (Osszeadas, kivonas, szorzés, osztas, Osszehasonlitas vagy a hozzaférés a
helyi memoridhoz stb.) egységnyi id6 alatt végez el. A processzorok kozétti kommu-
nikéci6é a processzorokat 0sszekdtd kapcsolatok mentén toérténik. Ha két processzor
kozott nincs kozvetlen kapcesolat, akkor a kommunikacié az egyik processzortél a
miésikig vezets it mentén lehetséges, &m az adatatvitel idGigénye egyenesen aranyos
az ut hosszaval.

A kommunikacio egyidejiisége szempontjabol kétféle hiperkockat kiilonboztethe-
tiink meg. Az elsG tipus a soros vagy egyportos hiperkocka, amelynél egy processzor
egységnyi id§ alatt egyetlen szomszédjaval képes kommunikalni. Ezzel szemben a
parhuzamosvagy tobbportos hiperkocka egy processzora egységnyi id6 alatt mind
a d szomszédjaval képes adatot cserélni. A tovabbiakban mindig jeldlni fogjuk, hogy
melyik kommunikaciés modellt hasznaljuk. Mindkét megoldas szinkron processzor-
miikddést tételez fel, azaz minden idGegységhen a processzorok mindegyike pontosan
egy utasitdst hajt végre. A hiperkockidknak t6bb — szamunkra kedvezd — tulajdon-
saga is van. Az egyik a kicsi atmérs. Egy p processzoros hiperkockanak az dtmérgje
lg p, mig az azonos szamu processzort tartalmazoé racs atmérdje legalabb 2(,/p —1).
Egy masik kedvezd tulajdonsig, hogy Hy41 felépitheté rekurzivan. Vegyiik ugyanis
Hq két példanyat, H'-t és H"-t. Egészitsiik ki H’ processzorainak cimkéjét a 0 pre-
fixszel, H"-ét pedig az 1 prefixszel. Ezutan H’ minden P, processzorat kossiink dssze
H" P,(1) processzoraval. Ez a tulajdonsag megforditva azt is jelenti, hogy Hay1 Ha-
nek két példanyat tartalmazza. Példaul azon processzorok, amelyek cimkéjének elsd
bitje 0, ha csak a kozottik futd kapcsolatokat vessziik figyelembe, pontosan kiadjak
Ha-t. S6t, tetszéleges 1 < g < d-re, azon processzorok, amelyek cimkéjének g-adik
bitje azonos, kiadjak Hg-t. Még altalanosabban, ha rogzitjiik ¢ (1 < i < d + 1) bit
értékét, a megadott feltételt kielégits processzorok Hq1)—i-t alkotnak.

4.1.2. Pillangé halézat

A pillangéhalozat kozeli kapcsolatban all a hiperkockakkal. A pillangohélézatokra
tervezett algoritmusok kénnyedén atiiltetheték hiperkockakra és forditva. Valdéjaban
gyakran kénnyebb az adott probléma megoldasat pillangéhalézaton elkésziteni, majd
onnan atiltetni hiperkockira. Egy d-dimenzios pillangohélézat, amelyet Bg-vel fo-
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4.2, abra. 4 sorban 32 processzort tartalmaz6 pillang6 halozat.

gunk jeldlni, p = (d + 1)2% processzorbol és d29+1 ¢élbél 4ll. By minden processzora
egy (r,l) parral jellemezhets, ahol 0 < r < 29 _ 1650 <1< d. Az r valtozot
a processzor sorindexének nevezziik, mig | a processzor szintje. Egy P, = (r,[)
processzor (0 < I < d) Bg-ben két, az (I + 1)-edik szinten levé processzorral van
Osszekotve, a P, = (r,l + 1) és w = (r(l + 1),1 + 1) processzorokkal. Az (u,v) kap-
csolatot kdzvetlen kapcsolatnak, (u, w)-t pedig kereszt kapcsolatnak nevezziik.
Mindkét tipust (I + 1)-edik szintd kapcsolatnak mondjuk. Mivel minden processzor
pontosan négy masikkal van Osszek6tve, igy By csicsainak fokszama (d-t6l, illetve
p-tol fiiggetleniil) négy, ezért a d-dimenzids pillango halozat 4-regularis és a fokszama
4. Ha P, egy 0-adik szint{ processzor és P, egy d-edik szinti, akkor létezik (és egyér-
telmden meg van hatarozva) egy d hosszusagu ut P, és P, kozott. Legyen P, = (r,0)
és P, = (r',d). Ekkor az ut (r,0), (r1,1),{re,2),...,(r',d), ahol r;-nek az elsé i bitje
megegyezik r'-vel, a t6bbi pedig r-rel (1 < i < d — 1). Vegyliik észre, hogy ez az 1t
létezik a pillangokapcsolatok definiciéja miatt. Ezt az utat mohd itnak nevezziik.
A 142, abran Bs lathato. A vastagitott vonal a P, = (100,0 > és P, = (010,3)
k6zotti moho utat jeloli.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy Bg-ben barmely két processzor tavolsiga legfel-
jebb 2d. A korlat éles, hiszen példaul a P, = (0,d) és P, = (2d — 1,d) processzorok
tavolsidga pontosan ennyi, igy By atmérdje 2d. A pillangohalozat is rendelkezik a
hiperkockéhoz hasonlé rekurziv tulajdonsaggal. Ha Bg-bdl eltavolitjuk a 0-adik szin-
ten 1év6 processzorokat a hozzajuk csatlakozo élekkel egyiitt, akkor a halézat két
(d — 1)-dimenzi6s pillangohalozatra esik szét.

Ha és Bg kozott szoros kapesolat van. Ha B, minden sorét egyetlen processzorba
fogjuk Ossze, megtartva a kimend éleket, akkor az eredményil kapott graf Hy (a
keletkezs tObbszoros éleket egyetlen példannyal helyettesitve). Ennek kévetkezme-
nyeként kapjuk a kévetkezd lemmat.
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4.3. abra. Példa beagyazésra.

4.1. lemma (pillangé halozat szimulalasa). By minden végrehagtdsi lépése szimuldl-
hato egy pdrhuzamos Hy egyetlen lépésével vagy egy soros Hy d lépésével.

Egy B, algoritmust normdlisnak neveziink, ha minden idSpillanatban legfel-
jebb egy szint processzorai vesznek részt a kiszamitasban.

4.2. lemma (normalis algoritmus szimulalasa). Egy normdlis By egy lépése szimu-
lalhato egy soros Hq egyetlen lépésével.

4.1.3. Hal6zatok beagyazasa

Egy halozatnak egy méasikra torténd leképezését bedgyazdsnak nevezziik. Formalisan,
a G(V1, E1) halozat beagyazasa a H(Va, F5) halozatba, egy leképezés Vi-r6l V-
re. G-nek H-ra val6 leképezését felhasznalva a G halézatra tervezett algoritmusok
lefuttathatok a H halozaton. A 4.3, dbra bal oldalan lathaté G hélozat egy lehetséges
bedgyazasa H-ba a kovetkezs leképezés: 1 — b,2 — ¢,3 — a.

A beagyazas felfiuvoddsdnak a |V|/|V1| hanyadost nevezziik. A bedgyazas kés-
leltetésea leghosszabb ut hossza, amelyre G-nek egy éle leképzsdott. A H halozat
egy éle torloddsdnak nevezziik az adott élt hasznalé olyan utak szamat, amelyekre
G valamely élét leképeztiilk. A bedgyazds torloddsa a H élei torlodasanak maxi-
muma.

A 4.3. abran lathato példaban a felfavodas mértéke 4/3, a késleltetés 2, mivel
minden él egy-egy ketts hosszisagu ttra képz6dott le. Hasonléan a H Osszes élének
torlodésa 2, igy az egész leképezés torlédasa is 2.

Gytlrd beagyazasa
A p processzoros gytird egy sikhalézat, amelyben a P; (1 <14 < p) processzor a Py
és a P;_; processzorokkal van 6sszekétve — ahol az indexeket (mod p) vessziik. A
4.4. abra egy 6 processzoros gytriit abrazol.

Megmutatjuk, hogyan lehet egy 2¢ processzoros gytiriit beagyazni Hg-be. Hy
processzorait d bites binéris szadmokkal cimkézziik. Ha a gytrd processzorait 0-tol
(2¢ — 1)-ig indexeljiik a gyfird mentén, akkor a 0-s processzor Hg 000...00 jeli
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4.4. abra. 6 processzoros gyurd.

0,1 g1
g1 megforditas
0,1 1,0
prefix null4val prefix egyessel
00,01 11,10  Go

4.5. abra. Gray-kod létrehozasa.

processzorara fog leképzddni, a tobbi processzor megfelelGjét a Gray-kod segitségével
hatarozhatjuk meg.

A k-ad rendd Gray-kod - jele G — a k-bites binaris szamok egy adott per-
mutéciojat definidlja. Az els6rendd Gray-kod (G1) a kovetkezs: 0, 1. G-t (k > 1)-re
rekurzivan definialjuk a kovetkezéképpen: 0[Gi—1], 1[Gr—1] R, ahol 0[G_1] a (k — 1)-
edrendid Gray-kod elemeit jelenti ugy, hogy mindegyikiikh6z hozzaragasztunk egy 0
prefixet. Hasonloképpen 1[Gr_1]R is a (k — 1)-edrendd Gray-kod elemeit jelenti, Am
forditott sorrendben és 1-es prefixszel.

A 4.5, abra azt mutatja, hogyan szarmaztathaté Go a G; kodbol. Gy elemei
a nullas prefixszel a 00, 01 sorozatok adjak, G; elemeinek megforditidsa az egyes
prefixszel pedig az 11, 10 sorozatot eredményezi. Tehat 0[G2] = 00, 11,11, 10.

A Gy, i-edik elemét (0 < i < 2F —1) g(i, k)-val jeldljiik.

A Gray-kod egyik tulajdonsaga, hogy a szomszédos elemek pontosan egy bitben
térnek el egyméstol. Ebbol az kovetkezik, hogy Gq a Hy processzorainak egy olyan
permutaciéja, hogy a sorban egymaést kdvets processzorok 6ssze vannak kétve éllel a
hiperkockaban, azaz a gyfirt i-edik processzorat (0 < i < 2¢—1) a hiperkocka g(i, d)
processzorara képezziik le.
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4.6. abra. 5 X 5 méretd toérusz.

4.3. tétel (gyfirt beagyazasa hiperkockaba). Egy 2 processzorbél dllé gyird bed-
gyazhato Ha-be igy, hogy a felfivdidds, a késleltetés és a torlodds mindegyike 1.

Toérusz beagyazasa

Egy m X n térusz szarmaztathaté egy m X n méretd racsbél ugy, hogy a racs min-
den soranak els6 és utolso6 processzorat, valamint minden oszlopanak els és utolso
processzorat is Osszekotjiik: tehat a racsot kiegészitjiik a P 1-Pim (1 < ¢ < m) és
Pl,j‘Pl,n (]. S] é TL) élekkel.

Mar a 3 x 3 méretd térusz abrazolasahoz is 3 dimenziéra van sziikségiink. A 4.6l
&bra egy b x b méretii toruszt abrazol.

Legyen M egy 2" x 2° méretd térusz. Megmutatjuk, hogy M beigyazhatd tgy
egy hiperkockaba, hogy a felfivodas, a késleltetés és a torlodas mindegyike 1 legyen.
Ez az allitas egyszertien adédik az elézé fejezet végén kimondott lemmabol. Van 27
sor és 2¢ oszlop M-ben. Kordbban mér lattuk, hogy ha egy d-dimenziés hiperkocka-
ban a d bitb6l valamely ¢-t rogzitjiik (1 < ¢ < d — 1), akkor a feltételnek megfelels
processzorok egy Hq—, alkockat alkotnak Hg-ben. Ha egy (r + c¢)-bites binaris szam-
nak rogzitjik az r legnagyobb helyi értékd bitjét (Most Significant Bits = MSB)
és a maradék c bitet tetszélegesen varidljuk, a kapott 2¢ szdm egy alkockat hata-
roz meg H,4.-ben. A fenti lemma értelmében ebbe az alkockiba bedgyazhaté egy c
processzorbél &ll6 gytrd. Az » MSB minden lehetséges megvalasztasahoz megvan a
megfelel§ H., igy M minden sorit leképezhetjiik egyre. Egészen pontosan az i-edik
sort azon H.-re képezziik, amelyet tgy kapunk, hogy az r MSB értékét pontosan
g(i,7)-re allitjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy altaldban a térusz P; ; processzora a Hyc
Py(i,r),9(5,c) Processzoréara képzddik. Igy minden sor szomszédos processzorai a hiper-
kocka szomszédos processzoraira képzddnek. A fentihez hasonlé gondolatmenettel
belathat6, hogy a megadott leképezés az oszlopok szomszédos elemeit is szomszédos
processzorokra képezi. Ebbdl kovetkezik, hogy mind a felfavodas a késleltetés és a
torlodas 1.
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4.7. abra. To6rusz bedgyazasa hiperkockaba.

4.8. abra. 3 szintes binaris fa haltzat.

A 4.7 dbra egy 2 x 4 méretd térusznak a Hs pillangé halézatba valé bedgyazasat
mutatja (a processzoroknak csak az indexe szerepel). Az dbra (a) részén abrazolt to-
rusznak 2 sora (a nulladik és az els6), valamint négy oszlopa (nulladik, els, masodik
és harmadik) van. Példaul a torusz Py o cstcsat a hiperkocka Py(11)g(2,2) = P1,1.1,
cstcséra képezziik le. Az dbran mind a két csticsot g betivel jeloltiik.

Binaris fa beagyazasa

Egy d szintes (teljes) bindris faban p = 2¢ — 1 processzor van: P, P, ..., P,. Az
adatszerkezetekkel kapcsolatos terminolégia szerint a P; processzort gydkérnek, a
Popt1y/2s Pp+1y/241, -+, Pp processzorokat levélnek a tobbi processzort belsé
processzornak nevezziik. Ha P; nem levél, akkor Ossze van kotve a gyerekeinek
nevezett P; és P5; 1 processzorokkal. Ha P; nem a gydkér, akkor dssze van kétve a
sziildjének nevezett P ;2| processzorral. Al4.8. dbra egy 3 szintes binaris fa halozatot
abrazol.

Binaris fak sokféle médon bedgyazhatok hiperkockdba. A kivetkez6kben meg-
mutatjuk, hogy egy F p leveld (teljes, binaris) fa (ahol p = 27) beagyazhaté Hy-be.
Mivel a p leveld fanak 2p — 1 processzora van, igy a leképezés nem lehet kdleséndsen
egyértelm@. Ha a leveleket 0, 1,...,p — 1 jeldli, akkor képezziik az i-edik levelet
H, i-edik processzorara. F' bels6 processzorait pedig képezziik arra a processzorra,
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4.9. abra. Binaris fa beagyazasa hiperkockaba.

amelyre az adott processzor legbaloldalibb leszarmazottjat képeztiik. A 4.9. adbran
egy 8 leveld bindris fa csticsainak leképezését lathatjuk.

A fa csicsai melletti bitsorozat a Hs hiperkocka megfelel§ csicsédnak cimkéje.
Példaul a hiperkocka 0,0,0 cstcsara a fa 4 cstcsat képeztiik le, mig az 1,1,1 cstcsra
csak a fa egyetlen cstcsat.

A megadott beagyazas segitségével fa algoritmusokat hatékonyan szimuléilha-
tunk soros hiperkockéikkal. Ha a fa algoritmusban a szdmitas egy lépésében a fianak
legfeljebb egy szintjén 1évs processzorok vesznek részt, akkor az a 1lépés a hiperkocka
egyetlen lépésével szimulalhato.

4.2. Csomagiranyitas

A probléma: minden processzor legfeljebb egy csomagot kiild és minden processzor
legfeljebb egy csomag cimzettje. Juttassuk el a csomagokat a feladétol a cimzettek-
hez.

4.2.1. Moh¢ algoritmus

Tekintsiik a csomagiranyitasi problémat elGszor egy pillangdhalézaton, ahol kezdet-
ben minden csomag a nulladik szinten helyezkedik el, a cimzett processzorok pedig a
A moh6 megoldés a csomagiranyitasi problémara ekkor az, hogy minden csomagot
a mohd uton kiildiink cimzettjéhez. Ekkor minden csomag pontosan d hosszisagi
utat tesz meg, igy a tovabbiakban az algoritmus vizsgalatdhoz csak azt kell meg-
vizsgalnunk, hogy mennyi késleltetést szenvedhet el egy csomag dtja sorén. Legyen
u = (r,1) egy tetsz6leges processzor By-ben. Ekkor legfeljebb 2! csomag mehet keresz-
tiil w-n, hiszen a halézat minden processzoranak (a nulladik szintet kivéve) pontosan
két szomszédja van a felette levs szinten. Hasonldéan a processzoron dtmend minden
csomag cimzettje az u-bél elérhets 29! d-edik szinten levs processzor valamelyike.
Ebbdl az kovetkezik, hogy az u processzorba befutdé barmelyik [-edik szinti élen
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legfeljebb min(2'~1,297!) csomag osztozik. Legyen most p egy tetszéleges csomag.
p egy l-edik szintii élen athaladva legfeljebb min(2!~!,297") késleltetést szenved el
(1=1,2,...,d). Igy a maximalis késleltetés, ami Osszesen egy csomagot érhet:

d
D =) min{2""! 2771} . (4.1)
=1

Az altaldnossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy d paros. Ekkor D felirhaté
a koévetkezképpen:

d/2 d
D = > 27tg Y oot (4.2)
=1 I=d/2+1
= 2x2%2_29 (4.3)
= 0(2¥?%. (4.4)

Az O(2%/?) ertek felss korlat a maximaélis sorhosszusigra, ugyanis — mint lattuk
— egy l-edik szint(i processzoron legfeljebb min(2!~!,297!) csomag haladhat at. Ezen
érték maximuma (I = 1,2, ..., d-re) pedig 2%/2.

4.4. tétel (moho algoritmus lépésszama). A mohd algoritmus Bqg-n O(2%/2) idében
fut, a mazimdlis sorhosszisdg szintén O(2%/2).

4.2.2. Véletlenitett algoritmus

A véletlenités, mint oly sokszor korabban, itt is szamottevGen javithatja az el6bb
emlitett moho algoritmus tulajdonsagait. Mar a racsokon értelmezett csomagira-
nyitasi feladatoknal is alkalmaztuk azt a megoldast, hogy a csomagot elészor egy
véletlenszertien valasztott kozbiils6 allomasra kiildjiik, majd onnan tovabbitjuk ere-
deti céljadhoz. Ezzel a megoldassal elérhetjiik, hogy a csomagok nagy valdszintséggel
nem taldlkoznak egyetlen masik csomaggal sem utjuk sordn, aminek kdvetkeztében
az egyes élek menti torlodas kialakulasanak valoszintsége jelentGsen csokken. Ezt a
stratégiat kovetjiik a pillangéhalézatok esetében is.

A probléma tehét az eredeti, a javasolt megoldds pedig a kovetkez6 HAROM-
FAZISU algoritmus:

1. fazis. A csomagot egy véletlenszertien vélasztott kozbiilsG cimre irdanyitjuk a
d-edik szinten.

2. fazis. A csomagot az eredeti céljanak megfelel sorba iranyitjuk, &m a nulladik
szinten.

3. fazis. A csomagok elérik tényleges céljukat a d-edik szinten.

A4.10. abra szemlélteti az algoritmus 3 fazisat.

Az abran r a d-edik szint egy véletlenil valasztott cstcsa. u és v a vizsgalt
csomag kezdeti, illetve végsé helye. A vastagitott élek mutatjak, hogy r az elsd
fazisban eljut a dedik szintre, onnan a masodik fazisban a nulladik szintre, végil a
harmadik fazisban a csomag célba ér.

A harmadik fazisban a csomagok végig a kozvetlen éleken kézlekednek, igy ak-
kor torlodas nem léphet fel, ezért a harmadik fazis végrehajtédsa pontosan d 1épést
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igényel. A masodik fazis az elsé fazis inverze, tulajdonsagai megegyeznek az elsé fazi-
séval, igy a tovabbiakban elegend§ azt vizsgélni, hogy megkapjuk a teljes algoritmus
lépésszaméat. Ehhez felhasznaljuk majd a kdvetkezs definiciokat és lemmat.

Legyen P utak egy halmaza egy halézatban. Azt mondjuk, hogy P nem is-
métlédé ithalmaz, ha barmely két utra a P halmazbodl igaz, hogy a metszetiik
iires vagy Osszefliggs, azaz ha taladlkoznak, akkor egy darabig egyiitt mennek, majd
szétvalas utan nem talalkoznak tébbé.

Két csomagot dtfedének mondunk egy hélézatban, ha az altaluk megtett utak
legalabb egy kozos élt tartalmaznak.

4.5. lemma (sorban allasi lemma). Legyen P utak halmaza egy hdlézatban, amelye-
ken csomagok haladnak. Ha P nem ismétlddd ithalmaz, akkor tetszéleges p csomag
késleltetése legfeljebb akkora, mint a p-vel dtfedd csomagok szima.

Bizonyitas. Legyen p egy tetsz6leges csomag. Ha egyetlen p-vel atfedd csomag sem
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késlelteti p-t egynél tobb alkalommal, akkor az allitds teljesiil. Tegyiik fel, hogy
valamely ¢ p-vel atfedd csomag kétszer is késlelteti p-t. Ekkor ¢ maga is késleltetve
volt egy p-vel atfeds masik csomag altal, amely igy mar nem fogja késleltetni p-t. m

4.2.3. Az els6 fazis elemzése

Legyen 7 egy tetszéleges csomag, jeldlje tovabba e; az az élt amelyen 7 az i-edik
szinten athalad (1 < i < d). A sorbaallasi lemma alapjin 7 késleltetésének megha-
tarozasdhoz elegends meghatarozni a m-vel atfeds csomagok szamat. Jeldljiik n;-vel
azon csomagok szaméat, amelyek ttvonalaban szerepel e;. Ekkor

d
D=> n; (4.5)

fels6 korlat a m-vel atfeds csomagok szamara. Tekintsiik most az e; élet. Ezen az élen
legfeljebb 2! —1 csomag halad keresztiil, mivel ennyi processzor van a nulladik szinten
amelyek mohdé utvonalaban szerepelhet e;. Minden ilyen csomag % valészintiséggel
halad 4t az e; élen mivel minden, a nulladik szintrél indulé, csomag % valoészintséggel
vélasztja vagy a kiozvetlen- vagy a keresztélt minden szinten, egyméstol fliggetleniil,
i szinten keresztiil, mig dthalad e;-n. Igy az n; értéke B(2'~1, &) binomialis elosz-
l4st, melynek varhaté értéke % Ebbél kovetkezik, hogy D varhaté értéke a varhatd
értékek Osszege, azaz g Most megmutatjuk, hogy a teljes késleltetés nagy valdszint-
séggel O(d). A D valtozonak B(d, %) egy fels6 korlatja. A Csernov-egyenlétlenséget

felhasznélva az alabbi egyenlGtlenségeket kapjuk:

( d/2> " eai-as (4.6)

P[D > ead] < i
ea
1 ead
- ead 4.
< (2ea> e (4.7)
ead
1
= 4.8
(2ea> (48)
< 2cod (4.9)
< p ot (4.10)

ahol @ > 1 és kihasznaltuk azt a tényt, hogy d = O(lgp). Mivel a csomagok szadma
p-nél kisebb, igy annak a valésziniisége, hogy legaldbb egyikiik 2ead-nél nagyobb
késleltetést szenved, kisebb, mint p~*~!p = p~%. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezs
tételt.

4.6. tétel (VELETLEN-CSOMAG-TRANYIT lépésszama). A VELETLEN-CSOMAG-TRA-
NYIT algoritmus Bg-n O(d) lépést tesz.

Mivel barmely hélézatban a halézat atmérdje alsdé korlat a csomagiranyitasi
probléma maximélis lépésszamara, igy a fenti algoritmus nagy valdszintiséggel
aszimptotikusan optimélis.
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A sorméret elemzése

Az algoritmus vérakozasi sorok mérete szintén O(d). Legyen v; egy i-edik szintt
processzor. A v;-n potencidlisan 4&tmend csomagok szdma 2. Minden ilyen csomag
1/2% valosziniiséggel halad at v;-n, igy az athaladé csomagok varhato értéke 1. A
Csernov-egyenlétlenség felhasznalasaval megmutathaté, hogy az athaladé csomagok
szama O(d).

4.3. Alapveté algoritmusok

Ebben a fejezetben alapveté probléméak — iizenetszoras, prefixszamitas, adat kon-
centraci6 — megoldisara mutatunk hiperkocka algoritmusokat. Mindezen algorit-
musok lépésszama O(d). Mivel a halozat d&tmér§je minden nem trivialis probléma
megoldasanal also korlat a lépésszamra, igy ezek aszimptotikusan optimalis algorit-
musok.

4.3.1. Uzenetszoéras faban

Az lizenetszoras problémaja egy halézatban azt a feladatot jelenti, amikor egy iize-
netet valamely processzortél el kell juttatni a halézathoz tartozd Gsszes tSbbi pro-
cesszorhoz (vagy esetleg azok egy részhalmazahoz). Az {izenetszorast sokszor més
algoritmusokba beépitve hasznaljuk. A feladatot a FAT-KOCKABA algoritmus segit-
ségével oldjuk meg, amely a binaris fa architektirdnak hiperkockaba vald bedgyaza-
san alapul. Feltessziik, hogy az elkiildend§ lizenet a fa gySkerében talalhato. Ez a
processzor két masolatot készit a csomagroél és elkiildi a két leszarmazottjanak. Ha a
fa egy bels6 processzora kap egy csomagot, akkor arrél egy-egy mésolatot tovabbkild
gyerekeinek. Ez folytatédik mindaddig, amig minden levélen megjelenik az iizenet
egy példanya.

4.7. tétel (lizenetszoras faban). A faban vald iizenetszordst a FAT-KOCKABA algo-
ritmus egy soros Hq hiperkockdn ©(d) lépésben oldja meg.

Bizonyitas. A bedgyazott binaris fa magassaga d, igy O(d) 1épés utan minden levél
processzor ismerni fogja az {lizenetet. Az algoritmus végrehajtasakor minden idG-
egységben a fanak pontosan egy szintjén elhelyezked processzorok dolgoznak, mas
szoval az algoritmus normalis, igy egy lépése — amint azt a binéris faknak a hiper-
kockaba agyazasakor megmutattuk — H4-nek pontosan egy lépésével szimulalhato.
Masrészt legrosszabb esetben legalabb egy levélhez el kell juttatni az lizenetet,
ezért a fenti bedgyazasra W (d, FAT-KOCKABA) = Q(d). ]

4.1. példa. Uzenetszords 4 leveld faban. A 4111 abra egy 3 szintes fat mutat, melyben a
gyokérben 1év§ iizenetet juttatjuk el a tobbi csticshoz. Az abra els6 része azt mutatja, hogy
az els6 lépésben az iizeneteket a gyokércsics gyerekei kapjak meg. A k6zéps6 részen az
iizenetek a gyerekek gyerekeihez, azaz a levélcsicsokhoz jutnak el. Végiil az 4bra harmadik
része a végsd allapotot mutatja, amelyben mar minden csics megkapta az tizenetet. Mivel
a fat tgy agyaztuk be a hiperkockaba, hogy a fa kiilénb6z6 szintjein 1évé processzorok a
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4.11. abra. Uzenetszoras 4 leveld faban.

hiperkocka kiilénb6z6 processzorara képzddjenek le, Ha két 1épésben megoldja a feladatot.

4.3.2. Prefixszamitas fan

Ezen feladat megoldasahoz ismét a binaris fa beagyazasat fogjuk felhasznélni. Legyen
x; a bemenet a 2% leveld binaris fa i-edik levelén. Az alabb bemutatott PREFIX-
FABAN algoritmus két fazisban szamitja ki az eredményt. Az elss (felfelé halado)
fazisban az adatok felfelé aramlanak a binaris faban, a gyokér felé. A masodik fa-
zisban (lefelé halado) az adatok a gyoker felsl haladnak a levelekhez. Mindkét fazis
minden 1épésében a binaris fanak pontosan egy szintje vesz részt a szamitasban, azaz
az algoritmus normalis.

Felfelé halado fizis. A levelek elkiildik az x;-ket a sziil6 csucsoknak. A fa egy
tetszéleges belss csticsa, amennyiben két elemet kap (y-t a bal és z-t a jobb oldali
leszarmazottjatol), akkor kiszamitja a w = y + z értéket, tarolja w-t és y-t, majd
elkiildi w-t a sziil§jének. Az elss fazis végére minden processzor kiszamitja és tarolja
a hozza tartozo részfaban levé bemeneti elemek 6sszegét. Igy a gyokér az sszes elem
Osszegét tartalmazza.

Lefelé haladd fazis. A gyokérben levs processzor elkiild egy nullat a bal oldali
gyerekének és y-t a jobb oldalinak. Egy tetsz6leges belsé processzor ha g értéket kapja
a sziilgjétdl, akkor elkiildi ¢g-t a bal oldali és g @ y értéket a jobb oldali gyerekének.
Az i-edik levél processzor, ha a sziilgjétsl a g értéket kapja, akkor kiszamolja és
végeredményként tarolja az x; + g értéket.

Az algoritmus felfelé haladé fazisdban minden processzor a hozza tartozd részfa
leveleiben tarolt szamok Osszegét szamolja ki. Legyen P, egy processzor és jeloljiik
P,-vel P, részfajanak legbaloldalibb levele. Ekkor a lefelé haladé fézis soran a P,
altal kapott g értéke, azaz q a P,/-t6l balra esd elemek Gsszege. Az észrevétel felhasz-
naldsaval az algoritmus helyessége egyszertien bizonyithaté. Az algoritmus mindkét
fazisa d — 1 1épést igényel. Mivel minden idépillanatban a fanak pontosan egy szintje
aktiv, igy az algoritmus minden lépése szimulalhatd Hy egy lépésével.

4.2. példa. Prefizszamitds fan. A4.12. abran egy 4 leveli fa leveleiben vannak az 5, 8,1 és
4 szamok. A feladat a megfelels prefixek szamolasa, ha az elvégzendd miivelet az 6sszeadas.
Az abra (a) része szerint minden levél elkiildi a tarolt szamot a sziiljének. A (b) adbrarész
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4.12. abra. Prefixszamitis binaris fan.

szerint a sziil6k taroltak a bal oldali gyerekiikt6l kapott értéket (a kiszamitott osszeget is,
de ezt az 4bra nem mutatja), és sziil6jiknek elkiildték a kapott 2 szam Gsszegét.

4.8. tétel (prelixszamitas fan és pillangén). A PREFIX-FAN algoritmus a prefizszd-
mitdst 2¢ levelt bindris fan, valamint Ha-n is ©(d) lépésben oldja meg.

Osszegzési feladatnak nevezziik az ©1 ® xo @ - -- @ x, kifejezés értékeének kisza-
mitasat adott x;-khez. A fenti algoritmus felfelé halad6 fazisanak végére kiszamitja
ezt az Osszeget, igy az Osszegzési feladat megoldasahoz sziikséges idG a fele az Gsszes
prefix kiszamitasahoz sziikséges idének.

4.3.3. Adatkoncentracié

Legyen egy Hy hiperkocka k(k < p) processzoran egy-egy elem elhelyezve. A fel-
adat, hogy mozgassuk ezen elemeket a hiperkocka Py, Pi, ..., Py_1 processzoraira
(processzoronként egy elemet elhelyezve).

Ha meg tudjuk hatarozni, hogy melyik elemet melyik processzorra kell juttat-
nunk, akkor a 4.2.2. pontban vizsgalt véletlenitett HAROM-FAZISU csomagiranyitasi
algoritmus segitségével O(d) lépésben megtehetjiik ezt. Ez az algoritmus parhuzamos
(tobbportos) hiperkockat feltételez.

Van azonban egy joval egyszertibb, determinisztikus algoritmus is a feladat meg-
oldasara. Pontosabban a feladatra adunk egy normaélis megoldést pillangohélézaton,
majd felhasznaljuk az ide vonatkozo beagyazési lemmét. ElGtte azonban vizsgél-
juk meg a pillangéhaldzatok két tulajdonsigat, amelyekre az algoritmus elemzésekor
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4.13. abra. A d-edik szinten 16v$ processzorok és élek eltavolitasa.

hivatkozni fogunk.

1. tulajdonsdg. Ha egy pillangéhalézatbdl eltavolitjuk a d-edik szint Gsszes pro-
cesszorat és a hozzajuk kapcsolodo éleket (lasd 4.13. &bra), két d — 1 szintes pil-
langohalozatot kapunk eredményiil. Az egyik hélézat az eredetinek a paros sorait
tartalmazza, igy ezt paros alhdlozatnak nevezziik, a masik a paratlanokat, igy az
a pdratlan alhdlozat.

2. tulajdonsdg. A nulladik szint barmely processzora a leszarmazottaival egyiitt
egy 2¢ levelii binaris fat alkot, amelynek levelei pontosan a d-edik szintii processzo-
rok.

Ezek utan felvazolhatjuk az adatkoncentracié probléméajanak megoldd algorit-
musat.

4.3.4. Kisszami elem rendezése hiperkockan

A ritka leszamldlo rendezés problémaja mér szerepelt a harmadik fejezetben. Legyen
X = ko, k1, ...k p_1, ahol p = 2%. Az éltaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd,
hogy d péros. Tegyiik fel, hogy a bemend adatok a hiperkocka azon processzorain
vannak (processzoronként egy kulcs), melyek cimkéjét ugy kapjuk, hogy a cimkék
d bitje kozil az els6 g—t nullanak valasztjuk. A rendezett sorozatot ugyanezen pro-
cesszorokon allitjuk el kimenetként.

Legyen P, a Hg hiperkocka egy processzora. P, cimkéje (i,j) parként is fel-
foghato, ahol i az els6 % bit, 7 pedig a masodik % bit. Azok a processzorok, melyek
cimkéjének elsé fele i (0 < i < 24/2—1), egy Hq hiperkockat alkotnak. Ezt a hiperkoc-
kit ‘Hy i-edik sordnak fogjuk nevezni. Hasonloképpen hatarozzuk meg a hiperkocka
j-edik oszlopat. A rendezendd kulcsok kezdetben a nulladik sor processzorain van-
nak. Az egyértelmiiség kedvéért tegyiik fel, hogy az r rangu kulcs kimenetként a
(0,7 —1) (0 <7 < 2%2) processzoron fog megjelenni.
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A KEVESET-KOCKAN algoritmus a kdvetkezSképpen muiikodik.

KEVESET-KOCKAN(X,Y) pdrhuzamos eljdrds
Szdamitdsi modell: hiperkocka

Bemenet: X = ko, k1, ...,k 51 (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y =lo, l1, ..., 51 (rendezett kulcsok)

01 O; in parallel for j < 1to \/p—1
szorja k;-t Ggy, hogy minden sor
megkapja X egy masolatat
02 S; in parallel for i — 1to \/p—1
szamitsa k; rangjat gy, hogy a sor
minden processzordhoz
szétszorja k;-t, majd a bemenet minden
elemével Gsszehasonlitja, és Gsszeget szamol
03 S; in parallel for 0 <i < ,/p—1
szorja szét a sorban k; rangjat
04 S; in parallel for i — 0 to \/p — 1
if T(kz) =7T;
then (i,r; — 1) szorja k-t O;
processzoraihoz ugy, hogy
végiil (0,r; — 1) megkapja
azt a kulcsot, amelynek kiviteléért felel6s

A 1épészam a kovetkezd.

4.9. tétel (ritka leszamlalo rendezés kockin). A KEVESET-KOCKAN algoritmus leg-
feljebb \/p kulcs ritka leszamldlo rendezését egy Hy hiperkockan ©(d) lépésben végzi
el.

Bizonyitas. Az algoritmus csak olyan miiveleteket végez, amelyben egy sor vagy 0sz-
lop processzorai vesznek részt. Az elvégzett miiveletek mindegyike — prefixszamitas,
lizenetszoras, osszehasonlitas — O(d) lépésben elvégezhets, és legrosszabb esetben
Q(d) lépést igényel. |

4.4. Kivalasztas

Az egyszert kivalasztas célja, hogy adott n kulcs koziil az i-edik (1 < i < n) legki-
sebbet meghatarozzuk. A korabbiakhoz hasonléan két esetet vizsgalunk: az egyikben
a processzorok p szama megegyezik a kulcsok n szamaval, a mésikban pedig a pro-
cesszorok szama kisebb, mint a kulcsoké.

Harom algoritmust mutatunk be, mindegyik pillangé halézaton fut. Az elsénél
p = n, a masik ketténél p < n. Az elsG nagy valdsziniiséggel munkahatékony, a masik
ketts viszont nem az.
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4.4.1. Véletlenitett algoritmus a p = n esetre (x)

A PRAM-on fut6 munkahatékony véletlenitett algoritmus alkalmazhaté hiperkockan
is.

A KOCKAN-KIVALASZT fokozatainak szama O(1). A PRAM-KIVALASZT els 1é-
pése hiperkockan O(1) lépést vesz igénybe. A 2. és 5. lépésekben sziikséges prefix-
szamitas Gsszesen O(d) lépésben elvégezhets. A 3. és 6. lépésekben a koncentralas
ugyancsak megoldhaté O(d) lépésben. A 3. és 6. 1épésekben sziikséges ritka rende-
zés ugyanennyi lépést vesz igénybe. Mivel a 4. és 6. 1épésben rendezett sorozatboél
kell kivalasztani, ezért az O(1) lépésben megoldhato. A 2., 4. és 5. lépésben 1&vi
tizenetszoras lépésigénye O(d). Innen adodik a kovetkezd tétel.

4.10. tétel (kivilasztas hiperkockan). Ha p = n, akkor a KOCKAN-KIVALASZT al-
goritmus a kivdlasztdsi feladatot a Hy hiperkockdn O(d) idé alatt megoldja.

4.4.2. Véletlenitett algoritmus a p < n esetre (x)

Tegyiik fel, hogy ¢ > 1 és n = p*. A PRAM modellen futé VELETLEN-KIVALASZT
algoritmus moédositott valtozata a racsokhoz hasonléan most is alkalmazhato.

A KOCKAN-VEL-KIVALASZT algoritmus esetén minden processzor n/p kulccsal
kezd. A while utasitas feltételét (N > D)-re valtoztatjuk (ahol D allandd). Az
els6 1épeésben minden processzor minden kulesa 1/(N1'~(1/39)) valoszintiséggel lesz
a mintdban.Ezért ez a lépés ebben az esetben n/p lépésig tart. A masodik lépés
valtozatlan és O(d) lépést vesz igénybe. A 3. lépésben a koncentralas és a ritka
leszamlalo rendezés is végrehajthatd O(d) lépésben. A 4., 5. és 6. lépések szintén
végrehajthatok O(d) lépésben. Igy minden fokozat O(n/p-+d) lépést vesz igénybe. Az
algoritmusnak O(lglgn) fokozatra van sziiksége. A 6 1épésre kiilon kapott becslések
Osszegét a fokozatszamra kapott becsléssel Gsszeszorozva kapjuk a kivetkezd tételt.

4.11. tétel (kivalasztas hiperkockdn). Ha ¢ > 1 és n = p°, akkor a kivdlasztdsi
feladat a Hy hiperkockdn O (((n/d) + d)1glg p) idé alatt megoldhats.

4.4.3. Determinisztikus algoritmus a p < n esetre

A négyzeten futd kivalaszté algoritmus adaptélhatd hiperkockara. Az igy kapott
KOCKAN-DET-KIVALASZT algoritmus lépésszamanak elemzése hosszi, csak az ered-
ményét adjuk meg.

4.12. tétel (kivalasztéas hiperkockan). Ha p < n, akkor @ KOCKAN-DET-KIVALASZT
algoritmus a kivdlasztdsi feladat a Hy hiperkockdin O (%lg lgp + d? lgn) lépésben
megoldja.

4.3. példa. Legnagyobb elem kivalasztasa hiperkockan Tegyiik fel, hogy a Hs3 hiperkocka
minden processzoranak memoridjaban 5-5 kulcsot helyeziink el — ahogyan azt a 4.14l abra
mutatja. A feladat a harminckettedik legkisebb elem kivalasztasa.
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Processzor 0o0 001 o010 011 100 101 110 111

5 20 (1 35 63 21 62 11

10 15 24 42 71 9 51 28

® 7 12 3 1 36 17
4 13 19 2 47 8 81
27 23 32 @) () 30 (29

l A sulyozott médian 22.

@B @2

32 42 71 47 51 81

55 26 25

30

l A silyozott médian 36.

- 42 63 47 62 81
71 51
35 45

4.14. abra. Kivalasztas 8 elem koziil

El6szor minden processzor meghatarozza sajat kulcsainak medidnjat — ezeket az dbra
fels részén bekarikdztuk. Ezen medianok rendezett sorozata 6, 16, 18, 22, 25, 26, 45, 55.
Mivel most minden processzorndl 5-5 kulcs van, a silyozott médidn megegyezik a median-
nal, ami 22. Ezutan meghatarozzuk M = 22 rangjat, ami 21. Mivel ¢ = 32 > 21, a 22-nél
kisebb vagy vele egyenld kulcsokat elhagyjuk. ¢ frissitett értéke 32 — 21 = 11 lesz. Ezzel a
while ciklus egy menetét befejeztiik.

A while ciklus kovetkez6 menetében 19 elemmel kezdiink. Az abra kozéps6 részén
bekarikaztuk a helyi medianokat. A medidnok rendezett sorozata 23, 24, 27, 28, 35, 36, 45,
63, a megfelels silysorozat pedig 1, 2, 1, 3, 2, 3, 4, 3, igy a siillyozott médian 36. Elhagyjuk
a kis kulcsokat és ¢ = 11 — 10 = 1 lesz az 10j ¢ érték. Ezzel vége a while ciklus kdvetkezs
menetének.

Igy folytatva megkapjuk, hogy a kivalasztas eredménye a megmaradt 9 szam koziil a
legkisebb, a 42.

4.5. Osszefésiilés

Amint mar lattuk az el6z6 két fejezetben, az Osszefésiilés célja, hogy két rendezett
sorozatbol a két sorozat minden elemét tartalmazoé, rendezett sorozatot allitsunk els.
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Belattuk, hogy ez a feladat hiperkockidn — m hossziisdgii bemend sorozatokra
— m? processzoron O(lgm) id6 alatt megoldhaté. A szdmitési modell most is a
hiperkocka lesz, de csak 2m processzort hasznalunk (feltéve, hogy m 2 hatvanya).

4.5.1. Paratlan-paros Gsszefésiilés

Legyen Xy = ko, k1, ..., km—1 a két Osszefésiilendd rendezett sorozat, ahol 2m = 24,

El6szor szétvalasztjuk X, és Xo péaros és paratlan részét. Legyenek ezek
01, E1, Oy és FE5. Ekkor Fi-et rekurzivan Osszefésiiljik Os-vel, az eredmény
A = ag,aq,...,a;,—1. Ugyanigy kapjuk B = bg,b1,...,bp—1-et O1-bdl és FEa-bdl.
Ezutan A és B Osszekeverésével kapjuk a C' = ag,bg,a1,b1,...,Qm—_1,bm_1 8O-
rozatot, majd rendre Osszehasonlitjuk (és sziikség esetén felcseréljiik a;-t és b;-t
(0 <i<m—1). Az algoritmus helyessége belathat6 a 0-1-elv segitségével.

4.4. példa. 2x4 elem dsszeféstilése. Legyen X1 = 7,11,24,30 és Xo = 2,4,27,45. Ebben az
esetben O1 = 11,30 és Fh = 7,24, Oz = 4,45 és Ey = 2,27. E; és O3 Osszefésiilésével A =
4,7,24,45 adodik. Hasonloképpen B = 2,11,27,30. A és B osszekeverésének eredménye
C =4,2,7,11,24,27,45,30. Ha a 4-et és 2-t, valamint a 45-6t és 30-at felcseréljiik, akkor
az eredmény 2, 4, 7, 24, 27, 30, 45.

A modositott algoritmust kénnyti a B| pillangén megvalositani. Példaul X, és
Xy péros és paratlan részre valo felbontdsa a pillangd halozaton egy lépésben elvé-
gezhetd.

A keverési mivelet szintén kénnyen elvégezhetd. tegyiik fel, hogy X; és Xo is a
B pillang6 halézat d-edik szintjének bemend adatai. Legyen X; a bemenet az els6 m
sorban és Xy a masodik m sorban. Az algoritmus elsé 1épése X és Xo szétvalasztasa
paratlan és péros részre. Ezutan rekurzivan Gsszefésiiljiik Fr-et Os-vel és Oq-et Eo-
vel. Ennek érdekében az els6 m sorban 1év6 kulcsokat a kozvetlen éleken, a t6bbi

kulcsot a keresztéleken mozgatjuk (lasd 415l abra).

4.13. tétel. Ham = 29, akkor két m hosszisdgi lista mind a By pillangé hdlézaton,
mind pedig a Hq hiperkocka hdlézaton dsszefésiilhetd O(d) idd alatt.

4.5.2. Biton Osszefésiilés

A K =k, ki, ..., k,_1 sorozatot biton sorozatnak nevezzik, ha rendelkezik a
kovetkezs két tulajdonsag valamelyikével:

a) van olyan j (0 < j <n—1) index, amelyre kg < k1 < ... < k; és k; > kjiq >
cee 2z kn—l;

b) van olyan j (1 < j < n — 1) index, amelyre a K sorozat K' =
kit1, kjya, ..., kn—1, ki1,ke, ..., kj—1 ciklikus eltoltja rendelkezik az el6z6 tu-
lajdonsaggal.

Megmutatjuk, hogyan lehet rendezni egy biton sorozatot pillangé halézaton.

Az els§ lépésben — ahogyan ezt a [4.16. dbra mutatja — a nulladik szint pro-
cesszorai mind a kozvetlen, mind a kereszt éleken elkiildik a kulcsukat. Az els@ szint
processzorai feliilrsl 2-2 kulcsot kapnak.
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Processzor 0o0 001 o010 011 100 101 110 111

5 20 (1 35 63 21 62 11

10 15 24 42 71 9 51 28

® 7 12 3 1 36 17
4 13 19 2 47 8 81
27 23 32 @) () 30 (29

l A sulyozott médian 22.

OO0 .

42 71 47 51 81

55 26 25

30

l A silyozott médian 36.

- - - 42 63 47 62 81
71 51
35 45

4.15. abra. Paratlan-paros Osszefésiilés pillangon.

0. szint
1. szint

2. szint

3. szint

sor 000 001 010 011 100 101 110 111

4.16. abra. Bitonikus 6sszefésiilés pillang6 halézaton.

4.14. tétel. Egy 29 hosszisdgu biton sorozat mind a By pillangd hdlézaton, mind
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pedig a Hy hiperkocka hdldzaton rendezhetd O(d) idé alatt.

4.6. Rendezés

Ebben az alfejezetben hiperkocka és pillangé halézat lesz a szamitisi modell.

4.6.1. Paratlan-paros Gsszefésiil6é rendezés

Els6 algoritmusunk a PAROS-PARATLAN-FESUL-RENDEZ egy megvalositisa.
Jeloljiik R(d)-vel algoritmusunk lépésszamat By-n. Ekkor

R(d) = R(d—1) + O(d). (4.11)
Ennek a rekurziv egyenletnek a megoldasa S(d) = O(d?).

4.15. tétel. Ha p = 2¢, akkor p elem mind a By pillangd hdlézaton, mind pedig a
Hgy soros hiperkockdn rendezhetd O(d?) idd alatt.

4.6.2. Biton rendezés

Az Osszefésiils rendezés alapitlete a biton Gsszefésiilg algoritmussal kapesolatban is
alkalmazhaté — az eredmény a PILLANGON-BI TON-RENDEZ algoritmus.

Most ismét, felirhatjuk al4.11] rekurziv egyenletet, ahonnan a kovetkezs 1épéssza-
mot kapjuk.

4.16. tétel (biton sorozat rendezése pillangén és hiperkockan). A PILLANGON-
BITON-RENDEZ algoritmus p = 2% elemet O(d?) lépésben rendez a By pillangs
hdlézaton, és ugyancsak O(d?) lépésben hiperkockdn.

4.7. Grafalgoritmusok

Ebben az alfejezetben minméatrix, tranzitiv lezart, 6sszefliiggd komponensek és mini-
mélis feszitéfa meghatérozaséira szolgald algoritmusokat mutatunk be.

4.7.1. Minmatrix meghatarozasa

Ujra alkalmazzuk a masodik fejezetben bevezetett formalizmust.

Legyen q egy pozitiv egész szam, n = 29 és legyen M[0 : n — 1,0 : n — 1] egy
n x n méretd matrix. Az M méatrix minméatrixdnak szamitasara a Hs, hiperkockat
fogjuk hasznélni, amelyben 237 processzor van, melyek cimkéi 3¢ bit hossziak. Ezek
a cimkék (4, j, k) alakban is felirhatok, ahol ¢ a cimke els6 ¢ bitjét, j a cimke masodik
q bitjét és k a cimke harmadik ¢ bitjét jelentik.

Jelolje (i,%,x) (0 < i < 27 — 1) a Hg, hiperkocka azon processzorait, melyek
cimkéjében az els6 g bit binaris szdmként i. Ezek a processzorok egyiitt egy Haq
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hiperkockat alkotnak. Hasonloképpen definidljuk a (%, 7,%), (x,*, k), (4,7,%), (¢,*, k)
és (x,J, k) jeloleseket is.
Ekkor a KOCKAN-MINMATRIX algoritmus a kévetkezSképpen miikodik.

KOCKAN-MINMATRIX(par) parhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: hiperkocka

Bemenet: M (egész elemeket tartalmazd matrix)

Kimenet: M minmétrixa

01 frissitsiik a qi, j, k] elemeket
02 {rissitsiik az ml[i, j] értékeket

A lépészam a kovetkezd.

4.17. tétel. Ha M egy n x n méretd mdtriz, akkor a KOCKAN-MIN- MATRIX algo-
ritmus M minmdtrizdt eqy Ha; hiperkockdn O(lg2 n) lépésben meghatdrozza.

Bizonyitas. Az algoritmus els§ szakaszédban az lizenetszoras és a matrixtranszponé-
las O(1g n) lépésben végrehajthato. A masodik szakaszban az m[i, j] értékek frissitése
prefixszamitassal megoldhato O(lgn) lépésben. A négyzeten futo algoritmusban sze-
repls két iizenetszoras helyett itt a hiperkockdban iizenetszorast végzs algoritmust
alkalmazzuk, ugyancsak O(lgn) lépésszammal.

Tehat a for ciklus magjanak minden végrehajtasa O(lgn) lépést vesz igénybe.
Mivel a ciklusmagot lg n-szer kell végrehajtani, ebbdl a lépésszam fels6 korlatja mar
adodik.

Mivel példaul a masodik szakaszban végzett prefixszamitas lépésszama Q(n),
ezért az elemzett algoritmus lépészamanak nagysagrendje valdéban lg2 n. [ ]

4.7.2. Tranzitiv lezart

Iranyitott graf tranzitiv lezartjat a mésodik fejezetben definialtuk.

4.18. tétel. Egy n-csicst irdnyitott graf tranzitiv lezdrtja O(lg2 n) lépésben megha-
tdarozhatd eqy n® processzort tartalmazo hiperkockdn.

Bizonyitas. Allitasunk a [4.17. tétel kivetkezménye. [

4.7.3. Osszefiiggé komponensek

Grafok Osszefiiggé komponenseit a masodik fejezetben definialtuk.

4.19. tétel. Egy n cstcsd irdnyitott graf dsszefiggd komponensei eqy n® processzort
tartalmazo hiperkockdn O(1g® n) lépésben meghatdrozhatok.

Bizonyitas. Allitasunk a[4.17. tétel kivetkezménye. [
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4.7.4. Legrovidebb utak

A HIPERKOCKAN-UTAK algoritmus lépésszaméra vonatkozik a kovetkezd tétel.

4.20. tétel. A HIPERKOCKAN-UTAK algorztmus egy n-csicsy zmnyztott graf dsszes
cstcspdrianak tdvolsdgdt meghatdrozza O(lg n) lépésben egy {~- processzort tartal-
mazd hiperkockdn.

Bizonyitias. A PRAM modellek elemzése soran megmutattuk, hogy egy graf cstcsai
k6zotti tavolsdgokat lgn matrlxszorzas segitségével meghatarozhatok.

Két n x n méretd matrix egy lg processzoros hiperkockan O(lgn) lépésben
Osszeszorozhato. [ ]

4.7.5. Konvex burok

A konvex burok szadmitédsira — hasonléan a PRAM és négyzet modellek esetéhez —
oszd meg és uralkodj elvi algoritmust javaslunk.
Ha a rekurziv algoritmusunk lépésszamat a d-dimenzids hiperkockéin K(d)-vel
jeloljuk, akkor
K(d) = K(d— 1)+ O(d?), (4.12)

ahonnan K (d) = O(I3).

4.21. tétel. Ha n = 29, akkor egy sik n pontjdnak konvez burka O(lg>n) lépésben
meghatdrozhaté a Hq hiperkockdn.

Gyakorlatok

4.7-1. Allapitsuk meg, van-e Euler-kér és/vagy Hamilton-kor a vizsgalt halozatok-
ban?

4.7-2. Mennyi id6 alatt lehet egy lizenetet eljuttatni a fejezetben vizsgalt haloza-
tok adott processzoritél az Osszes tObbihez? Tervezziink bejarasi algoritmusokat és
elemezziik 1épésszamukat.

4.7-3. Mutassuk meg, hogy egy pillang6 halézat els6 szintjén 1év6 processzorbol
pontosan egy Ut vezet a d-edik szint barmelyik processzorahoz.

4.7-4. Foglaljuk tablazatba a vizsgalt halozatok jellemzé tulajdonsagait.

4.7-5. Hanyféleképpen lehet bedgyazni a 4.3. dbra bal oldalan lathaté G halézatot
az abra jobb oldalan lathato H halozatba?

4.7-6. Adjuk meg a Gs, G4 és G5 Gray-kodokat.

4.7-7. Tervezziink O(kd) lépésszamu algoritmust, amely 2¢ k-bites kulcsnak a By
pillang6 halézaton valé rendezésére.

Feladatok

4-1. Gray-kod elemzése
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Adjuk meg, 6sszesen hany nullat és hany egyest tartalmaz Gy (k > 1). Hany olyan
elrendezése van a k-jegyt binaris szamoknak, melyekre jellemzd, hogy az i-edik (2 <
i < 2F) szam pontosan egy helyen tér el az (i — 1)-edikt6l? Hény ilyen ciklikus
elrendezés van?

4-2. Rdcs bedgyazdsa hiperkockdba

Tekintsiik egy 4 x 8 méretii racsnak Hs-be dgyazasat. Az elss két bitet hasznéljuk
a racs sorainak, a tovibbi hirom bitet pedig a racs oszlopainak azonositasara: Go
feleljen meg a nulladik, elsG, masodik, illetve harmadik sornak. Ugyanigy Gs elemei
rendre megfelelnek a 0., 1., ..., (n—1). oszlopnak. Adjuk meg a bedgyazas jellemzs
adatait (felfavodas, késleltetés, torlodas).

4-3. Teljes bindris fa bedgyazdsa de Bruijn-hdlézatba

Mutassuk meg, hogy egy d szintes teljes binaris fa bedgyazhat6 egy d-dimenzios de
Bruijn-halézatba Ggy, hogy a beagyazas késleltetése 1.

4-4. Mohd algoritmus korlatjanak élessége

Lassuk be, hogy a moh¢ algoritmus 1épésszamara és sorhosszusagara bizonyitott felsé
korlat aszimptotikusan éles, azaz van csomagiranyitasi feladatoknak olyan sorozata
amelyre a 7?7 egyenletben megadott nagysagrend a jellemzs. Utmutatds. Vizsgaljuk
meg azt az ugynevezett bitforditasos feladatot, ahol a b1...b4 sorbeli csomag cimzettje
a by...by sorbeli processzor. Vizsgaljuk meg ebben az esetben egy (d/2)-edik szintd
él forgalmat.

4-5. Polinomok szorzdsa

Tervezziink algoritmust, amely két 2¢-edfoki polinomot O(d) id6 alatt dsszeszoroz
a By pillangé halézaton.

4-6. Gyors Fourier-transzformdcio

Tervezziink algoritmust, amely a By pillangé halézaton kiszamitja egy 2¢ hosszisagi
vektor gyors Fourier-transzformaltjat.
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Targymutato

Fz a targymutato a kovetkezd szempontok szerint késziilt.

El6szor a matematikai jeldléseket soroljuk fel (latin abécé, majd a gbrég abécé szerinti sor-
rendben), azutan a targyszavakat.

A szamokat és gorog bettiket tartalmazé targyszavakat kiejtésiik szerint rendezziik: példaul az
,1-értékid”™-t egyértékéki™ként, a A-t ,lambda’ként. A jelolést tartalmazod targyszavakat elemeik
szerint rendezzik: példaul a ,,k-megegyezés’-t ,k megegyezés™ként.

A kiiléonb6z6 tipusia objektumokat lehetdség szerint tipografiailag is megkiilénboztettitk. A
matematikai jeloléseket és a programokban hasznalt valtozok neveit délt bettik emelik ki, mint
példaul Q(nlgn) vagy Rang[Szomszéd]. Az algoritmusok neveit kis kapitalis betiikkel frtuk, mint
példaul KivaLaszt. Az algoritmusok kédjaban a programozasi alapszavakat félkévéren szedtiik,
mint példaul if, then, else, in parallel for, does.

Az algoritmusok nevében kiskétsjelet hasznaltunk, viszont a véltozok neveiben alsé kbtdjelet,
mint példaul PP-OsszerEsUL és Bal-szomszéd. Az egyes fogalmak meghatarozasanak helyére a
targymutatd dolt oldalszammal utal.

Els6sorban az algoritmusokat targyalé tankonyvek matematikai jel6léseit alkalmaztuk. Az ol-
dalszamok felsorolasanal nem torekedtink teljességre.
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