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3.1. abra. 6 processzoros lanc.

3. Rdcsok

Ebben a fejezetben rdcsokat (Iancot, négyzetet és kockdt) alkalmazunk szdmitdsi modell-
ként.

3.1. Szdmitdsi modellek

A k dimenzids (k > 1) dimenzids rdcs egy olyan my X mp X -+« X my (my, my, ..., m; >
2) méretli halé, amelynek minden egyes metszéspontjdban van egy processzor. Az élek a
kommunikdciés vonalak, melyek kétirdnydak. A rics egy processzordt megcimkézziik egy

(i1, 82, ..., ix) k-assal, — erre a processzorra a P; _; jeldléssel hivatkozunk.

Minden processzor egy RAM, amely rendelkezik sajat (helyi) meméridval. A P;
processzor sajat meméridja az M[iy, ..., i, 1], Mli1, ..., i, 2], ..., Ml[i,..., i, m] reke-
szekbdl 4ll.

Minden processzor végre tud hajtani egyetlen 1épésben olyan alapveté miveleteket,
mint az 6sszeadds, kivonds, szorzds, 6sszehasonlitds, sajit memdria elérése és {gy tovabb. A
processzorok miikddése szinkron mddon torténik, azaz minden processzor egy globdlis 6ra
iitemére egyszerre hajtja végre az aktualis feladatat.

A legegyszer(ibb racs a k = 1 értékhez tartozé lanc alaki racs (réviden ldnc).

Egy 6 processzoros ldnc lathat6 a 3.1l dbran.

Egy ldnc processzorai Py, P,, ..., Pp,. Bzek a kovetkez8képpen vannak Osszekotve.
Py és P, kivételével mindegyik processzor Ossze van kotve a ndla eggyel nagyobb (jobb
szomszéd), illetve eggyel kisebb (bal szomszéd) indexfivel, mig a két sz€ls6 processzornak
csak egy szomszédja van, Py, illetve P,_1. Az Osszekdttetés kétirdnyd.

Ha k = 2, akkor téglalap alaku racsot kapunk. Hamostm; = my = +/p = a, akkoraxa
méretl négyzetet kapunk.

Egy 4 x 4 méretli négyzet lathaté a|3.2. dbran.

Egy a X a méretd négyzet tartalmaz részgrafként szamos a processzoros lancot. A rics
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3.3. abra. 2 X 2 x 2 méretii kocka.

algoritmus egyes 1épései gyakran tekinthet6k lancokon végzett miiveleteknek. A processzo-
rok kozotti kommunikdcié barmely rogzitett dsszekotottségli gépben kommunikacids lan-
cok segitségével torténik. Ha két olyan processzor akar kommunikdlni egymadssal, amik egy
éllel ossze vannak kotve, akkor azt egyetlen 1épésben elvégezhetik. Ha nincs kozottiik €1,
akkor az Oket 0sszekotd utak valamelyikén torténhet meg a kommunik4cid, tehét a sziiksé-
ges 1épésszam (legaldbbis rovid lizenetek esetén) fligg az 1t hosszatdl. Feltesszik, hogy egy
processzor egyetlen 1épésben képes végrehajtani egy szamitast és/vagy kommunikalni akdr
mind a négy szomszédjdval.

Egy rdcsban azok a processzorok, amelyeknek elsé (mdsodik) koordindtdja megegye-
zik, egy sort (oszlopot) alkotnak. Példdul egy a X a méretd négyzetben az i-edik sor a
Pi1, Pia, ..., Piq processzorokbdl dll. Mindegyik sor vagy oszlop egy a processzoros
lanc. Egy rdcs algoritmus gyakran 4ll olyan 1épésekbdl, melyeket csak bizonyos sorokban
vagy oszlopokban 1évS processzorok végeznek el.

Ha k = 3, akkor tégla alaki rdcsot kapunk. Az my = my = m3 = 3 /p specidlis esetben
kockdrol és a kocka méretére az n X n X n jelolést alkalmazzuk.

A 3.3l dbra egy 2 X 2 X 2 méret{i kockat dbrazol.
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3.2. Csomagirdnyitds

A processzorok kozotti kommunikacid egyetlen 1épése egy rogzitett szerkezetd hal6zatban
a kovetkezd — csomagirdnyitdsi problémdnak nevezett — feladatként foghat6 fel. A halézat-
ban minden processzornak van egy adatcsomagja, amit egy mdsik processzornak akar elkiil-
deni. A feladat a csomagok eljuttatdsa a céljukhoz a lehet6 leggyorsabban gy, hogy egy 1¢-
pésben egy kommunikécids csatorndn egy irdnyban egyszerre csak egy csomag utazhat. Az
utébbi feltételre a csatorna savszélességének korlatozottsdga miatt van sziikség. Kénnyen
el6fordulhat, hogy egy adott 1épésben ketté vagy tobb csomag érkezik egy processzorhoz,
és mindegyik ugyanazon a csatorndn szeretne tovdbbhaladni. Ilyen esetben természetesen
csak egy csomag utazhat a kovetkezd 1épésben, a tobbiek pedig a processzorndl egy varako-
zasi sorba kerlilnek a kés&bbi tovabbkiildés miatt. Egy elsdbbségi szabdly alapjan dontjiik
el, hogy melyik csomagot kiildjiik el ilyen esetekben. Ilyen els6bbségi szabdlyok példaul
az FDF (Farthest Destination First) FOF (Farthest Origin) First) , FIFO, RAN (véletlentl
vdlasztunk)

A csomagirdnyitdsi feladat egy specidlis esete a parcidlis permutdcids csomagirdnyi-
tds (Partial Permutation Routing). A PPR-ben minden processzornak legfeljebb egy elkiil-
dendd csomagja van, és egy adott processzorhoz legfeljebb egy csomagot kell kiildeniink.
A PPR-t egy ERCW PRAM gépen egy parhuzamos irdssal megoldhatjuk. De egy altaldnos
rogzitett 0sszekotottségli halézatban a probléma gyakran igen bonyolult. Tipikusan a be-
menet egy bizonyos sorrendben keriil a processzorokhoz, és a kimenetnek tigyszintén egy
el6re megadott sorrendben kell megjelennie. Csupdn egy ilyen sorrend dtrendezés néha tbb
PPR-t igényelhet. Ezért barmely nem trividlis rogzitett dsszekotottségli hdldzati algoritmus
tervezéséhez sziikség van PPR-ekre. Ez az egyik 1ényeges kiilonbség a hilézati és a PRAM
algoritmusok kozott.

Egy csomagiranyitdsi algoritmus legfontosabb jellemzdi a futdsi ideje amig az utolsé
csomayg is eléri a céljat, és a vdrakozdsi sor hossza ami az egy processzorndl maximalisan
vdrakozé csomagok szdma. A sor lehetséges hosszit alulrél korldtozza az egy processzortdl
indul6, valamint az egy processzorhoz érkez8 csomagok maximdlis szdma. Feltételezziik,
hogy a csomag nemcsak a kiildendd informdciot tartalmazza, hanem a kiild6 és a célpro-
cesszor azonositéjat is. Egy csomagirdnyitdsi algoritmus bemend adatai a csomagok indu-
lasi helye és célja, valamint a hasznélni kivant elsébbségi szabdly. Egy csomag utazdsdnak
1épésszama az indulds és a cél kdzott megtett Ut és a sorokban eltoltott varakozas hosszatdl

fugg.

3.1. példa. 4 csomag irdnyitdsa. Tekintsiik az a, b, ¢, d csomagokat a|3.4. dbra (a) részén. A rendelte-
tési helyiiket az dbra (g) része mutatja. Haszndljuk a FIFO els6bbségi szabdlyt tigy, hogy holtverseny
esetén onkényesen dontsiink valamelyik csomag a javdra. A csomagok a lehet§ legrévidebb tton koz-
lekedjenek. A ¢t = 1 sorszdmi 1épésben minden csomag eggyel kozelebb keriil a céljdhoz. Ennek
eredményeként az a €s a b ugyanazon a ponton vannak, tehdt a ¢ = 2 sorszdmu lépésben valamelyiket
véarakoztatni kell. Mivel mindketten egyszerre érkeztek, ezért ez egy holtverseny. Onkényesen don-
tiink, ezért nyerjen mondjuk a. Ugyanebben a 1épésben még ¢ és d is csatlakozik h-hez. A kovetkezd
1épésben b fog tovabbmenni, mivel & el6bb érkezett, és ezért els6bbsége van a tobbihez képest. A

negyedik 1épésben ¢ és d holtversenyben kiizd a tovdbbhaladdsért. Legyen d a gy6ztes, aki tovabb
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3.4. dbra. Példa csomagirdnyitdsra.

haladhat. Tovabbi két 1épésben c is eljut a céljdba. Ekkorra minden csomag megérkezett.

Az a csomagnak 6t élen kellett dthaladnia, és kdzben sehol sem vart — ezért 6t idSegység alatt
ért célba. A ¢ csomagnak négy élen kellett dtutaznia, és két alkalommal vért, ezért hat idSegység alatt
ért célba — ez adja az algoritmus futdsi idejét. Vajon mds elsSbbségi szabalyt haszndlva csokkenhet a

1épésszam? Jatsszuk végig az el6z0 példat az FDF szabdllyal. Ekkor a futdsi id6 ot idGegység lesz.

3.2.1. Csomagirdnyitds ldncon

Egy ldncon, mivel az 6sszekotsttség kétirdnyu, a processzor egyszerre kiildhet és fogadhat
a szomszédjaitdl iizeneteket. Ennek kovetkeztében két ellentétes irdnyd csomaglianc nem
zavarja egymadst. Ebben a részben megmutatjuk, hogy a PPR ldncon megoldhat6 legfeljebb
p—11€épésben. Vegylik észre, hogy a legrosszabb esetben legaldbb p—1 1€pés kell, hiszen ez
a lehet legnagyobb tavolsag két processzor kozott. Lancon PPR-en kiviil vizsgalunk még
néhany altaldnosabb csomagirdnyitdsi feladatot is.

3.2. példa. Fiiggetlen csomagdramok. A (3.5l dbrdn a balrdl jobbra haladé csomagokat korokkel,

a jobbrdl balra haladé csomagokat pedig pipédval jeloltik. feltessziik, hogy a balra haladé csoma-
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3.5. abra. A jobbra és balra haladé csomagdaramok fiiggetlenek.

gok célja Py, a jobbra haladé csomagoké pedig P,. Példdul az a és b csomagoknak egyidejiileg van
sziikksége ugyanarra az élre, amikor az els6 1épést megteszik (ellenkezd irdnyban). Mivel az élek két-
irdnyudak, nincs verseny, a csomagok haszndlhatjak egyszerre az élet. Mivel a Py processzortdl induld

csomagnak p—1 élen kell keresztiil haladnia, ezért a célba éréshez legaldbb p—1 1€pésre van sziiksége.

Tegyiik fel, hogy egy p processzorbdl ll6 lancban minden processzor legfeljebb egy
izenetet kiild, az tizenetek célja tetsz8leges lehet. Tovabbitsuk a csomagokat a célprocesszo-
rokhoz. Ezt a feladatot egy kezdécsomagos feladatnak nevezziik.

3.1. lemma (egy kezd6csomagos feladat). Az egy kezddcsomagos feladat egy p processzo-

ros ldncon megoldhatc legfeljebb p — 1 lépésben.

Bizonyitas. Minden ¢ tizenetet kiildhetiink a kezd& és a végpont kozétti legrovidebb dton.
Tekintsiik csak azokat az iizeneteket, amelyek balrdl jobbra utaznak, hiszen a jobbrél balra
utazokat teljesen hasonldan fiiggetleniil vizsgdlhatjuk. Ha g a P; processzortdl indul és P;
felé tart, akkor j—i 1épésben éri azt el, hiszen sosem kell vdrakoznia egy mésik ilizenetre. A
leghosszabb ilyen ut 1-t81 p-ig vezet, ezért p — 1 felsd korldt a 1épésszdmra. Az egy csticsha

kiildstt csomagok maximaélis szdma jellemzi az algoritmus varakozdsi sordnak hosszit. m

Adott egy p processzorbdl all6 lanc. A P; processzor k; (0 < k; < p) tizenetet akar
kiildeni és

ki = p. 3.1

P
1

1
Nincs két olyan tizenet, amelyeket azonos processzorhoz kellene kiildeni. Tovéabbitsuk a
csomagokat a célprocesszorokhoz. Ezt a feladatot egy célcsomagos feladatnak nevezzik.

3.2. lemma (egy célcsomagos feladat). Ha az FDF elsébbségi szabdlyt haszndljuk, akkor
az egy célcsomagos feladat egy p processzoros ldncon megoldhato legfeljebb p — 1 lépés
alatt.

Bizonyitas. Tegylik fel, hogy ¢ tizenet P;-b&l Pj-be megy. Az dltaldnossdg megszoritdsa
nélkil feltehetjiik, hogy a csomag balrdl jobbra halad. A jobbrdl balra halad6é csomagok-

7z

tél eltekinthetiink hasonlé okok miatt, mint az el6z& lemmandl. Minden csomag a lehet8
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3.6. abra. Szabad sorozat.

legrovidebb Gton halad, ami a mi esetiinkben j — i 1épést jelent. Ne feledkezziink meg azon-
ban azokrdl a csomagokrél, amelyek j-nél nagyobb index{ processzorokhoz utaznak, mivel
ezek (€s csak ezek) megvarakoztathatjdk ¢g-t. Ezen csomagok szdma legfeljebb p — j. Jeldlje
ki,ka, ..., kj_1 akezdeti dllapotban rendre a Py, P», ..., P;_ processzortdl indulé ilyen cso-
magok szdmat. Jelolje m minden 1épés utdn azt az indexet, melyre k,,—; > 1,ésham < s < j,
akkor kg < 1. Nevezziik a ky,, ks 1, - . ., kj_1 sorozatot szabad sorozatnak.

Vegyiik észre, hogy az elkdvetkezdkben a szabad sorozatban egyik csomag sem fog
varakozni. Ezenfeliill minden egyes 1€pésben legaldbb egy csomag csatlakozik a szabad so-
rozathoz.

A[3.6. dbra egy szabad sorozatot mutat. Az dbran a szdmok a megfeleld processzorokndl
(melyeknek csak az indexe szerepel az dbrdn) 1€v6 csomagok szamadt mutatjak. Példaul a
nulladik 1épésben (r = 0) 1épésben P;-nél 3 csomag van és 1, 0, 1, 1 a szabad sorozat. A
kovetkezd 1€pésben (r = 1) egy, majd az azt kdvetd 1épésben (¢ = 2) 4 (j csomag csatlakozik
a szabad sorozatban 1év8 csomagokhoz.

fgy legfeliebb p — j 1épés utdn minden olyan csomag csatlakozott a szabad sorozathoz,
amely miatt g varakozdsra kényszeriilhet. Ezt a helyzetet mutatja a|3.7. dbra: a ¢ csomagnak
a legfeljebb p — j 1épésnyi varakozdson feliil j — i 1épést kell tennie, ezért legfeljebb p — i
1épés utan célba ér.

A jobbrdl balra haladé csomagok esetében hasonldéan beldthaté, hogy legfeljebb i — 1

1épésben megérkeznek a rendeltetési helyiikre. [ ]
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tdvolsag késleltetés

3.7. abra. A3.1l lemma bizonyitdsdnak szemléltetése

Most definialjuk az dltaldnos csomagirdnyitdsi feladatot. Tételezziik fel, hogy egy p
processzoros ldncon toébb csomag szdrmazhat egy processzortdl és tobb csomagot kiildhe-
tiink egy processzorhoz. Tovdbbd a Py, Ps,..., P; (j = 1, 2, ..., p) processzorokto]
Osszesen indul6 csomagok szdma nem tobb, mint j + f(p), p valamely rogzitett f(p) fiigg-
vényére. Tovabbitsuk a csomagokat a célprocesszorokhoz.

3.3. lemma. (Altaldnos csomagirdnyitdsi feladat.) Ha a FOF elsébbségi szabdlyt haszndl-

Juk, akkor az dltaldnos csomagirdnyitdsi probléma megoldhato p + f(p) lépésben.

Bizonyitas. Legyen g egy P;-b6l Pj-be utazo tizenet, ahol i < j (a j > i eset hasonléan
kezelhets). A g csomag legfeljebb i + f(p) csomag miatt varakozhat, hiszen csak ennyi cso-
mag érkezhet tdvolabbrél és lehet ezért nagyobb prioritdsa. Ha ¢ minden egyes ilyen csomag
miatt legfeljebb egyszer kényszeriil varakozni, akkor az 6sszes varakozdsi 1épésszama leg-
feljebb i + f(p). Ha azonban valamely » csomag mondjuk kétszer virakoztatja meg g-t, ez
azt jelenti, hogy r vdrakozdsra kényszeriilt egy madsik, nagyobb prioritdsi csomag miatt,
ami sosem fogja g-t megvarakoztatni. Emiatt g varakozdsa legfeljebb i + f(p) lehet. Mivel
q — nak mdr csak j — i 1épést kell megtennie, ezért legfeljebb j + f(p) 1épés kell g helyre

szallitasahoz. Az Gsszes csomagra ez a 1épésszam legfeljebb p + f(p). [

3.3. példa. A [3.3|lemma bizonyitdsdnak szemléltetése

A [3.8. dbra mutatja a 3.3l lemma bizonyitdsdnak menetét (a processzoroknak itt is csak az in-
dexe szerepel). A példdban 8 csomag van: a, b, ¢, d, e, [, g, h. Vizsgéljuk a g csomagot. Ezt a
csomagot a tobbi 7 csomag késleltetheti. A g csomag a ¢ = 9 sorszdmdu 1épésben éri el céljat. Megtett
dtjdnak hossza 2, késleltetése 7. Az dbra nem mutatja azokat a csomagokat, amelyek a P; cstcsban

keresztezték egymadst.

3.2.2. Egy mohé algoritmus a PPR megoldésdra racson

Egy PPR probléma megolddsdhoz egy /p X +/p = a X a méretl rdcson egy lizenetnek az

(1, 1) cstcsbdl az (a, a) csicsba szdllitdsdhoz legaldbb N(n,a?, P) > 2(a — 1) 1épésre van
sziikség. Ezért 2(a — 1) egy alsé korlat barmely csomagirdnyité algoritmus 1épésszdmanak
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3.8. abra. A3.3| lemma bizonyitdsdt illusztralé példa

legrosszabb esetét vizsgdlva: W(n, a*>, A) > 2(a - 1).

Egy egyszeri PPR algoritmus, amely felhaszndlja a lancokndl ismertetett csomagira-
nyitdsi algoritmusokat, a kovetkezl. Legyen g egy tetsz8leges csomag, amelyet a P; ; pro-
cesszortdl a Py, index{inek kell elkiildeni. Az csomag az els§ fazisban a j-edik oszlop men-
tén a k-adik sorig halad a legrévidebb dton. A mdasodik fazisban a k-adik sor mentén a
legrovidebb tton az [-edik oszlophoz elérve a csomag megérkezett a rendeltetési helyére.
Egy csomag azonnal megkezdheti a masodik fazist az elsd befejezése utan, nem kell semmi
madsra varnia.

Az els6 fazis legfeljebb a— 1 1épésben elvégezhets, mivel al3.1. lemma alkalmazhat6. A
mdsodik fizis a3.3. lemmabél kovetkezben nem tart a— 1 1épésnél tovabb. Tgy az algoritmus
1épésszdma legfeljebb 2(a — 1), ami az elméleti alsé korldt, azaz az algoritmus abszolut
optimalis.

De van egy komoly héatranya ennek az algoritmusnak, mégpedig az, hogy a varakozasi
sor hossza a/2. Nézziink erre egy példat. Legyen a csomagirdnyitdsi probléma olyan, hogy
az elsd oszlop minden csomagjat a a/2-edik sorba kelljen szdllitani. Egy ilyen PPR esetén
a (a/2, 1) index{i processzor minden 1épésben két csomagot kap. Mivel mindkettd ugyanazt
a kommunikécids vonalat szeretné hasznalni, ezért az egyik a varakozasi sorba kertil. Ez
megismétlddik egészen az a/2-edik 1épésig, mikor is a/2 csomag lesz az (a/2, 1) processzor
véarakozasi sordban.

Ezt a helyzetet mutatja a/3.9. dbra.

Az idedlis olyan algoritmus lenne, amelynek O(1) méretii virakoz4si sorra van sziiksége
(vagy legalabb olyan algoritmus, melyre az f(p) fliggvény lassan ng, mint példaul a lg p).
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3.9. dbra. A moh¢ algoritmusnak hosszi sorra van sziiksége

3.2.3. Egy kis varakozaési sort hasznélé véletlenitett algoritmus (x)

A kétfizisti moh6 algoritmus médosithaté a véletlenités segitségével dgy, hogy csak O(lg p)
méretll varakozdsi sort haszndljon. Az ij HAROM-FAz1sU algoritmus hdrom fézisu és a 1é-
pésszdma 3a+o(a). Ebben az algoritmusban a hdrom fazis teljesen elkiiloniil, azaz egy fazis

7 oz

csak akkor kezd8dhet el, ha az el6z6 fazist mar minden csomag befejezte. Ez a megszoritas
egyszerlibbé teszi az elemzést

Legyen g egy tetszSleges csomag, amelyet P; j-t81 Py -hez kell tovdbbitani.

1. fdzis. A g csomag vélaszt egy véletlen Py ; processzort starthelyének oszlopdban és
a legrovidebb uton eljut oda.

2. fdzis. A g csomag az i’. sor mentén tovabbitddik a P ; processzorhoz.

3. fdzis. Végiil g — az [. oszlop mentén haladva — eléri rendeltetési helyét.

3.4. tétel. A HAROM-FAZISU algoritmus befejezddik 3 \[p + O(p'/*1g p) lépés alatt.

Bizonyitas. A 3.1l lemma alkalmazasabdl adédik, hogy az elsé fazis legfeljebb a 1épésben
befejezddik, mivel egyetlen csomag sem kényszeriil varakozdsra.

Tegyiik fel, hogy egy csomag a mdsodik fdzist a Py ; processzorndl kezdi. Az 4ltald-
nossig megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a csomag jobbra mozog. A Py ; processzortol
indulé csomagok szdma ennél a 1épésnél egy binomidlis eloszldst valdszinliségi valtozo

B (a, l) (3.2)

a

paraméterekkel. Azért ennyi, mert a csomag van a j-edik oszlopban és mindegyik % va-
16szinfiséggel keriil Py j-hez az els6 fazis végén. Ezenfeliil a mdsodik f4zis kezdetén a

Py, Pra, ..., Py jprocesszoroktdl induld csomagok szdma szintén binomidlis eloszldsi

B( ja, l) (3.3)
a
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paraméterekkel. (Felhasznaltuk azt a tényt, hogy B(n, x) + B(ny, x) = B(n; + n,, x).) Ennek
a véltozénak a varhaté értéke j. A Csernov-egyenlStlenséget felhaszndlva ez a szdm >
1—p~! valészintiséggel legfeljebb j+3ap'/* In p minden o > 1 szdmra. Igy ez az érték j+
(' g p)
lépésben befejezddik.

lg p). A 3.3. lemmit alkalmazva most azt kapjuk, hogy a mdsodik fazis a+O(p

A harmadik fézis elején barmely oszlopban akdrmelyik processzortdl legfeljebb a cso-
mag indul €s legfeljebb egy csomag érkezik. Ezért a/3.3. lemmanak megfelelSen a harmadik

fazis legfeljebb a 1€pést igényel. [ ]

3.3. Alapfeladatok

Ebben az alfejezetben négy alapfeladat megolddsat mutatjuk be: {izenetszéras, prefixsza-
mitds, adatkoncentracié és ritka rendezés. Egy a X a méretl racson mind a négy feladat
megoldhaté O(a) 1épésben.

Mivel egy lizenet a négyzetrics egyik sarkdbdl csak d = 2(a — 1) 1épésben juthat el az
atellenes sarokba, ez a szdm a 1épésszdm also korldtja az elébbi feladatokra, és legrosszabb
esetben sziikség van az atellenes sarokban 1év6 processzorok kozti kommunikaciéra. A d
szam a négyzetrics dtmérdje.

A k-k irdnyitdsi feladat a kovetkez8. A halézat barmely processzorat6l barmely masik-
hoz legfeljebb k csomagot kell elkiildeni.

3.3.1. Uzenetszérés

Az iizenetszordsi feladat szerint a halézat megadott processzordtdl iizenetet kell eljuttatni
megadott célprocesszorokhoz (rendszerint az &sszes tobbi processzorhoz).

Legyen L egy p processzoros lanc és legyen M egy iizenet, amelyet a Py processzornak
kell elktildenie a tSbbi processzorhoz. A feladat megoldhaté olyan egyszerien, hogy P
elkiildi az tizenetet P,-nek, az tovabb kiildi P3-nak és igy tovabb. Ekkor az tizenet p — 1
lépésben eljut a legtdvolabbi processzorhoz, Pp,-hez. Mivel a ldnc dmmérdje p—1, ez a lehetd
legkisebb 1épésszam.

Egy a x a méretl négyzetricsban az iizenetkiildést két fazisban valdsithatjuk meg. Az
els® fazisban az lizenetet kiild6 P; ; processzor eljuttatja iizenetét az i-edik sor minden pro-
cesszorahoz. Ezutan a mdsodik fdzisban az i-edik sor minden processzora eljuttatja az tize-
netet a vele azonos oszlopban 1évS processzorokhoz. Ez Gsszesen legfeljebb 2(a — 1) 1épést
vesz igénybe.

Formalizaljuk 4llitdsunkat.

3.5. tétel. Egy p processzoros ldncon az iizenetszords p — 1 = O(p) 1épés alatt elvégezhetd.

Egy a X a méretii rdcson az iizenetszords 2(a — 1) = O(a) lépésben elvégezhetd.
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(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
/AR /R

“n 42 43 ‘4 4 @42 43 @44
1. fazis 2. fazis
3.10. abra. Uzenetsz6rds négyzeten

3.4. példa. Uzenetszords rdcson. A3.10. dbra egy 4 x 4 méret(i négyzeten valé lizenetszérds két
fazisat mutatja. Az iizenetek a P,; processzortdl indulnak és az els§ fazisban eljutnak a P,;, P2,
és P4 processzorokhoz. A mdsodik fazisban a mdsodik sor processzorai mind felfelé, mind lefelé
elkiildik az M iizenetet. Az iizenetszords a legrosszabb esetre jellemz6 6 1épés helyett mar 4 1€pés

alatt befejezodik.

3.3.2. Prefixszémitds

A masodik fejezetben tobb algoritmust ismertettiink, amelyek kiilonb6z6 parhuzamos gé-
peken megoldjdk a prefixszdmitési feladatot. Most lancon és négyzeten alkalmazhat6 algo-
ritmusok kovetkeznek.

Prefixszamitas lancon
Tegyiik fel, hogy az L = P1,P,,...,P, ldnc P; (i = 1, 2, ..., p) processzordnak sajat
memoridjadban van az x; elem, €s a szamitds végén a P; processzor memoridjaban lesz az y;
prefix.

El6szor nézziink egy naiv algoritmust.

LANC-PREFIX(L, X, Y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: 1anc

Bemenet: X = (x1, X3, ..., xp) (az Osszeadandé elemek)

Kimenet: Y = (y1, ¥2, ..., yp) (a prefixek)

01 P;in parallel fori < 1to p
02 ifi=1
then P, az els6 1épésben elkiildi x;-et P,-nek
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03 ifi=p
then P, a p-edik Iépésben kap egy elemet (z,-1-et)
Pp,_1-t6], kiszdmitja és tdrolja z,-1 © x,-t
04 ifizlAi#p
then P; az i-edik 1épésben kap egy elemet (z;_1-t)
P;_1-t8l, kiszamitja és tarolja z; = z;-1 @ x;-t,
majd z;-t elkiildi P;;1-nek

Kozvetleniil adédik ennek az algoritmusnak a futdsi ideje.

3.6. tétel. A LANC-PREFIX algoritmus egy ldncon O(p) idd alatt hatdrozza meg p elem prefi-

xeit.

Mivel egy soros processzorral p elem prefixei O(p) 1épésben meghatarozhaték, ugyan-
akkor W(p, p, LANC-PREFIX) = p?, ezért LANc-PREFIX nem munkahatékony.

Hasonlé algoritmus alkalmazhat6 négyzeten is. Tekintsiink egy a x @ méret{i négyzetet.
Sziikségiink van a processzorok egy indexelésére. Ilyenek a sorfolytonos, az oszlopfolyto-
nos, kigyoszeri sorfolytonos és a blokkonként kigyoszerii sorfolytonos indexelés.

A blokkonként kigyészerfien sorfolytonos indexelésnél a racsot megfeleld méretd ki-
sebb blokkokra bontjuk, és a blokkokon beliil alkalmazzuk valamelyik indexelést.

A négyzeten vald prefixszdmitds 3 fdzisra oszthatd, melyekben a szdmitdsokat minden
fazisban vagy csak soronként, vagy oszloponként végezziik. Az aldbbi NEGYZETEN-PREFIX
algoritmus sorfolytonos indexelést alkalmaz.

NEGYZETEN-PREFIX(X, Y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet

Bemenet: X = (x1, X2, ..., Xx,) (az Osszeadand6 elemek)

Kimenet: Y = (y1, ¥2, ..., ¥p) (a prefixek)

01 P;; in parallel for i < 1toa

02 do LANc-PrEFIX(S;, X[1], Y[i])

03 LANc-PrREFIX(O;, Z[1])

04 P;, in parallel for j < 1toa — 1

05 kiildje el a kiszdmolt prefixet P, 4-nak
06 S, in parallel for j < 1toa — 1

07 do UzeNeT-5Z6R()

08 P;jin parallel for i < ltoa -1, j < ltoa
09 szdmolja ki és tdrolja z; 4 @ yis1,j-t

10 szamitsa ki és tdrolja z;_; @ x;-t

A futdsi id6 a kdvetkezd.

3.7. tétel. A NEGYZETEN-PREFIX algoritmus a X a méretii négyzeten sorfolytonos indexeléssel

3a + 2 = O(a) lépésben elvégzi a prefixszdmitdst.

3.5. példa. Prefixszdmitds 4x4 méretii négyzeten. A13.11. dbra (a) részén 16 rendezends szam lathato.
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(© (d

3.11. abra. Prefixszamitds négyzeten

Az els§ fazisban minden sorban kiszamitjuk a prefixeket — az eredményt a (b) rész mutatja. A méasodik
fazisban csak a negyedik oszlopban szdmolunk — az eredmény a (c) részen lathat6. Végiil a harmadik

fazisban aktualizéljuk a prefixeket — az eredményt a (d) rész mutatja.

3.3.3. Adatkoncentrécié

Tegyiik fel, hogy egy p processzoros hdlézatban d (d < p) adat van — processzoronként
legfeljebb egy. Adatkoncentrdcio az a feladat, hogy az adatokat egyesével helyezziik el az
elsé d processzorndl. Lanc esetében az adatokat a Py, P;, ..., P, processzorokhoz kell
mozgatni. Rdcs esetében tetszés szerinti indexelés alkalmazhatd.

3.8. tétel. Az adatkoncentrdcio p processzoros ldncon legfeljebb 2p lépésben, a X a méretii

négyzeten 6a + 5(p1/ 4) lépésben megoldhatd.

Bizonyitas. [

3.3.4. Ritka rendezés

Ha a rendezendd kulcsok szdma lényegesen kisebb, mint a rendez$ hdlézat mérete, akkor
ritka leszdmldlo rendezésrdl (&) beszéliink.
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RiTkA-RENDEZ(X, ) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet

Bemenet: X (a rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (a rendezett kulcsok)

01 P;inparallelfor 1 < j<a
Sz6rja a k; kulcsot a j-edik oszlopban
02 P;inparallelfor 1 <i<a
Szérja a k; kulcsot az i-edik oszlopban
03 P;in parallelfor | <i<a
Kiszamitja k; rangjat az i-edik sorban
prefixszamitast végezve
04 P;in parallelfor 1 < j<a
Elkiildi a k; kules rangjat P; j-nek
05 P,inparallelfor | <r<a
az r rangt kulcs elkiildése a Py, processzorhoz

3.9. tétel. (Rendezés négyzeten.) Ha a rendezendd kulcsok szdma legfeljebb a, akkor a

RITKA-RENDEZ algoritmus rendezés egy négyzeten O(a) lépés alatt befejezddik.

3.6. példa. 4 kulcs rendezése egy 4 X 4 méretli négyzeten

A3.12! abra mutatja a (8,5,3,7) kulcssorozat rendezését egy 4 x 4 méreti négyzeten. Az dbra (a)
részében a bemend adatok lathatdk (a processzorok elsd sordndl). Az elsd lépésben az algoritmus az
oszlopokban szérja az tizenetet (a j-edik oszlopban kj-t): az eredményt a (b) részen latjuk. A masodik
1épésben soronként szorjuk az lizeneteket (az i-edik sorban k;-t) — az eredmény a (c) részben lathato.
A 3. és 4. 1épés utdni helyzetet — amikor a kulcsok és rangjaik az elsd sorban vannak — tiikrozi a (d)

abrarész. Az (e) részben a kulcsok mar rendezve vannak a processzorok els$ sordban.

3.4. Kivélasztds

A masodik fejezetben mar foglalkoztunk a specidlis és altaldnos kivdlasztdsi feladat megol-
dédsdra alkalmas PRAM algoritmusokkal.

Négyzeten két véltozatot vizsgdlunk. Az egyikben feltételezziik, hogy a kulcsok és a
processzorok szama megegyezik. A mdsodik viltozat szerint a processzorok szdma kisebb,
mint a kulcsok szdma. Ha a szamitdsi modellink PRAM, akkor az elsé feladatot megoldd
algoritmus és a lassuldsi tétel segitségével olyan algoritmust kaphatunk, amely hasznositja
az elvégzett munkat. Racsokra azonban nem ismert ilyen altaldnos, a lassuldsra vonatkoz6
allitas. Ezért a masodik esetet kiilon kell kezelni.
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5 3 5—3 8,558 3:.8—738
53 7 85 55 3575
5 3 7 83 53 33 73
5 3 7 87 57 3777
@ ®) ©
8452 31 73 35

(d) (e)

3.12. abra. Ritka leszdml4lé rendezés négyzeten

3.4.1. Véletlenitett algoritmus az p = n esetre (%)

A parhuzamos gépre javasolt VELETLEN-HATEKONY-KIVALASZT algoritmus modosithaté dgy,
hogy négyzeten is munkaoptimdlis legyen — igy kapjuk a NEGYZETEN-HATEKONY-KIVALASZT
algoritmust.

Erre az algoritmusra érvényes a kovetkez6 allitas.

3.10. tétel. A NEGYZETEN-HATEKONY-KIVALASZT algoritmus p kulcs esetében egy négyzeten

O(a) lépésben megoldja a kivdlasztdsi feladatot.

Bizonyitas. A fokozat a while ciklus magjénak egyszeri végrehajtisa. Kordbban megmutat-
tuk, hogy az algoritmus O(1) fokozat alatt véget ér.

A HATEKONY-KIVALASZT algoritmus elsd szakasza racson O(1) 1épést igényel. A 2-5. 1é-
pésekbdl all6 szakaszban leirt prefixszamitds O(a) 1€pés alatt befejez8dik. A 2—6.1épésekben
végzett adatkoncentricidhoz a 3.11. tétel szerint elég O(+/p) 1épés. A 3. és 6. szakaszban
végzett ritka rendezéshez szintén elég O(V(p)) 1épés. A 4. és 6. szakaszban végzett kivi-

lasztds konstans 1é€pésben elvégezhetd, mivel rendezett sorozatbol kell vdlasztani. [ ]

3.4.2. Véletlenitett algoritmus a p < n esetre (%)

Tegyiik fel, hogy kevesebb processzorunk van, mint kulcsunk. Ha feltessziik, hogy alkal-
mas ¢ > 1 konstanssal teljestil n = p©, akkor a HATEKONY-KIVALASZT algoritmus ennek a
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feladatnak a megolddsdra is dtalakithatd.
Minden processzor % kulccsal kezd. A while utasitds feltétele N > D lesz (ahol D egy
allandd). A masodik 1épésben a processzorok minden hozzdjuk tartozé kulcsot W va-

16szinliséggel veszik a mintdhoz. Ezért ez a 1épés ;—j 1d6t vesz igénybe. A mintdban 1évd

kulcsok szdma ON'/3¢ = 5( 4/P). A harmadik 1épés véltozatlan és O( +/p) idot vesz igénybe.
Mivel a mintdban csak O(N'/3) kulcs van, a negyedik 1épésben O( +/p) 1d§ alatt koncent-
rélhaték és rendezhetSk. Az 6tddik 1€pés O(+/p) ideig tart, a hatodik és hetedik ugyancsak.
Igy minden fokozat 0(% + +/p) ideig tart.

Ennek az algoritmusnak a 1épésszdmadra vonatkozik a kovetkezd tétel.

3.11. tétel. Ha ¢ > 1 dllandé és n = p©, akkor az n kulcs koziil torténd kivdlasztds egy

négyzeten O ((X + /p)1glg p) lépésben elvégezhetd.
P

Bizonyitas. A 2.3. lemmabdl kovetkezik, hogy az egyes fokozatokat tilélé kulcsok szama
legfeljebb
2VaN'=) \igN = O(N'~1/6) \/ig N, (3.4)

ahol N az é16 kulcsok szama az adott fokozat kezdetekor.

Ebbé] adédik, hogy az algoritmusnak csak O(lg lg p) fokozata van. [ ]

3.4.3. Determinisztikus algoritmus a p < n esetre

Az algoritmus alapja, hogy az elemeket példdul 6tds csoportokra bontja, minden csoportnak
meghatdrozza a medidnjat, majd kiszdmitja ezen medidnok M medidnjat. Ezutdn meghata-
rozzuk M rangjat (ry), majd az i < rp Osszehasonlitds eredményétdl fiiggden elhagyjuk az
M-nél nagyobb, illetve nem nagyobb elemeket. Végiil a megmaradé kulcsok koziil rekurzi-
van kivdlasztjuk a megfelelét.

Amikor ezt az algoritmust hdl6zatban hajtjuk végre, akkor célszer(i arra torekedni, hogy
a kulcsok egyenletesen legyenek a processzorok kozétt elosztva. Ennek érdekében a medi-
dnok M medidnjat silyozdssal szdmoljuk: minden csoportot az elemszamanak megfeleld
stllyal vesziink figyelembe.

Legyen X = ki, k», ...,k, egy kulcssorozat, és legyen w; a k; kulcs stlya, tovdabba
legyen a stlyok sszege W:

n
W= Z w;. (3.5)
i=1
Ekkor az X sorozat siilyozott medidnja (%) az a k; € X kulcs, amelyre
w
Wi, = > (3.6)
km€X, km<k;
és
w
Wy, = TR (3.7)

km€X, kin2k;
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3.7. példa. Silyozott médian meghatdrozasa

A silyozott médidn meghatdrozdsanak egyik mddja, hogy rendezziik a kulcsokat, és az igy kapott
X' =k, kj, ..., k, kulcssorozathoz tartoz6 W’ = w{, w}, ..., w; rendezett siilysorozatnak megha-
tarozzuk a legkisebb olyan prefixét (az dsszeadds a mivelet), amely mér legaldbb %V Legyen X =1,
3,5, 6,4, 2 és a megfelel silyok legyenek 1, 2, 3,4, 5, 6. Ekkor W =21, W =1,6,2,5,3,4¢és a
prefixek 1,7, 9, 14, 17, 21. Mivel 14 a legelsd megfeleld prefix, ezért X — W-vel silyozott — medidnja
4 (és ennek silya 5).

DET-NEGYZETEN-KIVALASZT(k1, k2, . . . , kp, 1) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet

Bemenet: K = ki, ..., k, (a kulcsok)

Kimenet: i (a kivdlasztott kulcs indexe)

01 N:=0
02 iflg% <lglgp
then minden processzor rendezzen
03  else minden processzor ossza fel a kulcsokat 1g p egyenld
részre igy, hogy a kulcsok minden részben
legfeljebb akkordk, mint a t6le jobbra 1év6 részben.
04 while N > D
05 P, in parallel for g < ltop
hatdrozza meg a néla 1év8 kulcsok medidnjat.
Legyen M, a médidn és N, a
megmaradé kulcsok szdma (81 < g < p).

06 hatdrozzuk meg M1, M>, ... M, silyozott medidnjat dgy,
hogy M, silya N,. Legyen M a silyozott médidn.
07 Meghatdrozzuk M rangjit a maradék kulcsok kozott
(legyen ez ryy) és ezt a rangot szétszorjuk.
08 if i < ry then eltdvolitunk minden kulcsot,
amely M-nél nagyobb.
09 Kiszdmitjuk és szorjuk az eltdvolitott kulcsok £ szamat.
10 ifi>ry
11 theni—i-F
N« N-E
12 return k;

3.8. példa. Kivdlasztds 3 X 3 méretii rdcson. Al3.13l dbra determinisztikus kivalasztdst mutat be.

A futdsi 1d8 a kovetkezd.

3.12. tétel (kivdlasztds négyzeten). A DET-NEGYZETEN-KIVALASZT algoritmus n kulcs koziil ax

a méretii négyzeten O (1% Iglgp) +alg n) lépésben megoldja a kivdlasztdst.




136 3. Rdacsok

Processzor  (1,1) (1,2) (1,3) 2,1) (22) (23) 3.,1) (32) (3.3)

11 1821@2419@1

) 2 17 Q00 7 4 (0 8 13
.%@ 52.725@222@

l A stlyozott médidn 14.

i @ 10 -2 @ - ® 1
©) @D 9 13
© ©

l A stlyozott médian 5.

- 0 - 1 - ®) 13
@ Q©, @@ .@

l A siilyozott médidn 8.

A vilasz 8.

3.13. abra. Determinisztikus kivédlasztas 3 X 3 méret(i négyzeten

3.5. Osszefésilés

A misodik fejezetben tobb algoritmust is elemeztiink, amelyek PRAM segitségével oldottak
meg az Osszefésiilési feladatot.

3.5.1. Rangon alapulé &sszefésiilés lancon

A RaNGsoroL rangsoroldsi algoritmus 4talakithaté gy LANCON-0SSZEFESUL algoritmussd,
hogy a futdsi ideje linedris legyen. Legyen £ egy p processzoros ldnc. A bemend sorozatok
legyenek X1 = ki, ko, ..., ki €5 Xo = ki1, kms2s - - -, kom. Kezdetben a P; processzorndl két
kulcs van: k; és kipp,.

A 3.14. dbra mutatja, hogyan utaznak a ¢; szadmldlét tartalmazé csomagok, amelyek
végiil visszatérnek a P; processzorhoz.

3.13. tétel. (Rangsoroldsos dsszefésiilés ldncon.) Két p hosszisdgii rendezett sorozat egy p

processzoros ldncon O(p) lépésben Osszefésiilhetd.

Bizonyitas. [
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e

3.14. abra. Kulcsok rangjdnak szdmitdsa

(a) (b) (©
568 1+427 3658 1+427 3 61+45827
Py E, P, E, P E; P E,

3462578 +23547T68 23456738
@ (e) ()

3.15. abra. Pératlan-péros 6sszefésiilés lancon

3.5.2. Pératlan-pdros 8sszefésiilés lancon

3.14. tétel. (Pdros-pdratlan dsszefésiilés ldncon.) Két m hossziisdgi sorozat egy 2m pro-

cesszoros ldncon O(m) lépésben sszefésiilhetd.

3.9. példa. Két 4 hossziisdgu sorozat osszefésiilése 8 processzoron. Al3.15. dbra mutatja, hogyan fésiili
Ossze az algoritmus a rendezett (3,5,6,8) és (1,4,2,7) sorozatokat egy 8 processzoros ldncon. Az dbra
(a) része a bemend adatokat mutatja. A (b) rész a bemens sorozatok paros és paratlan indexd elemeket
tartalmazé részsorozatokra valé felbontdsat mutatja. A (¢) rész az P, és Q) sorozatok felcserélésével
kapott allapotot tiikrozi.

A (d) dbrarész a P és P,, valamint a Q; és Q, sorozatok (rekurziv) dsszefésiilésével kapott so-
rozatokat tartalmazza. A kovetkezd két dbrarész az 9sszekeveréssel kapott sorozatot, illetve a cseréld-

Osszehasonlitdssal kapott végeredményt dbrdzolja.




138 3. Rdacsok

:

(@)

P O Py O Pr Py 01 O

; 5
Tl

(d) (e) ®

DRI £ 63

3.16. abra. Paratlan-pdros Osszefésiilés négyzeten

3.5.3. Paratlan-pdros dsszefésiilés négyzeten

Ebben a szakaszban négyzet a szdmitdsi modell. Feltessziik, hogy a 2 hatvanya és a bemend
adatok két részre osztva, al3.16. dbra (a) részének megfelelGen kigydszeriien helyezkednek
el az 1, 2,..., a/2, illetve az a/2 + 1, a/2 + 2, ..., a oszlopindex{ processzorok helyi
memoridjaban. Mindkét rész a oszlopbdl és a/2 sorbdl all6 adatkigyo.

Ennek a két rendezett sorozatnak az 9sszefésiilésére alkalmas a kévetkezd algoritmus.

NEGYZETEN-PP-FESUL(p) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet
Bemenet: p (processzorszam, 2 paratlan hatvanya), X; és X,
(mindkettd § hosszisdgd rendezett sorozat)

Kimenet: Y (p hosszisagu rendezett sorozat)
01ifl=0

then fésiiljiik 0ssze a két kigyot
02 else cseréljiik fel Pr-t és Qy-et
03  rekurzivan féstiljitk 6ssze P;-et és Po-t

Most megmutatjuk, hogy ez az algoritmus O(a) 1€pésben befejezddik.

3.15. tétel. (Kigyok rendezése rdcson.) A RAcsoN-pp-FEsUL algoritmus két a X 5§ hossziisdgii
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rendezett adatkigydt O(a) lépésben dsszefésiil egy a X a méretil négyzeten.

Bizonyitas. Az algoritmus 1épésszdmdra az
l
M) < M(E) +21 (3.8)

adddik, amelynek a megolddsa M(l) = O(+/p). [ ]

3.6. Rendezés

A 2. fejezetben foglalkoztunk PRAM modellen rendezé algoritmusokkal. Most lanc és racs
lesznek a felhasznalt szamitasi modellek.

3.6.1. Rendezés ldncon

A LANCON-RANG-RENDEZ algoritmus eldsz6r meghatdrozza a rendezendd kulesok rangjat,
majd eljuttatja a kulcsokat a megfeleld helyre. A LANCON-BUBOREK-RENDEZ algoritmus a so-
ros buborékrendezéshez hasonlit.

Rangsorol6 rendezés lancon
Ez az algoritmus O(p) 1€pést tesz.

3.16. tétel. A TLANCON-RANG-RENDEZ algoritmus p kulcsot egy p processzoros ldncon O(p)

lépésben rendez.

Paratlan-paros felcseréld rendezés lancon
A LANcoN-PP-RENDEZ algoritmus alapétlete ugyanaz, mint a soros buborékrendezésé: a szom-
szédos kulcsokat dsszehasonlitjuk és sziikség esetén felcseréljiik.

LLANCON-PP-RENDEZ(p) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: 1anc

Bemenet: X (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (p hosszisdgi rendezett sorozat)

01 P; in parallel for i < Itop

02 do if i paratlan
then hasonlitson ssze és cseréljen
03 else hasonlitson 6ssze és cseréljen

Ez az algoritmus is O(p) 1épést tesz.

3.17. tétel. A LANCON-PP-RENDEZ algoritmus egy p processzoros ldncon p kulcsot O(p) 1é-

pésben rendez.
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3.17. abra. Péaros-pdratlan felcserélS rendezés lancon

Paratlan-paros osszefésiilo rendezés lancon
A LANCON-FESUL-RENDEZ algoritmus alapétlete ugyanaz, mint a soros buborékrendezésé: a
szomszédos kulcsokat dsszehasonlitjuk és sziikség esetén felcseréljiik.

Ez az algoritmus is O(p) 1épést tesz.

3.18. tétel. A LANCON-FESUL-RENDEZ algoritmus egy p processzoros ldncon p kulcsot O(p)

lépésben rendez.

3.6.2. Rendezés négyzeten

Két algoritmust vizsgdlunk ebben az alfejezetben. A SHEARSON-RENDEZ @(a 1g a) 1€pést tesz,
a mdsik viszont O(a) 1épésszamanak koszonhetGen munkahatékony.

Schearson rendezd algoritmusa

SCHEARSON-RENDEZ(p) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet

Bemenet: X (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (p hosszisdgu rendezett sorozat

01 fori:=1ton
02 if 7 paros then

03 Rendezziik az oszlopokat
04 Rendezziik az elsd sort novekvéleg

3.10. példa. Schearson-rendezés. A 3.18. dbra (a) része egy 4 X 4 méretli négyzeten elrendezett
kulcsokat dbrdzol. Az els6 fazisban a sorokat rendezziik — az egymadst kovetd sorokat ellenkez6 médon
(az elsd sort novekvdleg, a masodikat csokkendleg stb.) Az elsd fazis eredményét mutatja az dbra (b)
része. Az dbra kovetkezd részei rendre a masodik, . . ., 6todik fazis utdni helyzetet mutatjdk. Az 6todik

fazis végén a négyzet rendezve van.
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3.18. abra. Példa Schearson-rendezésre

Paratlan-paros osszefésiilo rendezés
Most a paratlan-pdros rendezési algoritmust négyzeten valdsitjuk meg. Egy példat mutat a

3.19, dbra.

Az algoritmus futdsi ideje a kovetkezd.

15 12 8 32 8§ 12 15 32 2 11 5 3
7 13 6 17 17 13 7 6 8§ 12 7 6
2 16 19 25 2 16 19 25 17 13 15 25

18 11 5 3 18 11 5 3 18 16 19 32

(a) (b) (©)

2 3 5 11 2 3 5 6 2 3 5 6
2 8 7 6 12 8 7 11 12 11 8 7
13 15 17 25 13 15 17 16 13 15 16 17
32 19 18 16 32 19 18 25 32 25 19 18

(d) (e) ®
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3.19. tétel. (Pdratlan-pdros Osszefésiild rendezés.) p elem +[p X /p méretii négyzeten

O(~/p) lépésben rendezhetd.

3.11. példa. 16 elem rendezése paratlan-paros Osszefésiiléssel A[3.19. dbra mutatja 16 szdm rendezését

négyzeten kigydszer( sorfolytonos sorrendbe.

3.7. Gréfalgoritmusok

Ebben az alfejezetben eldszor néhany kockdn futd grafalgoritmust mutatunk be, majd négy-
zeten oldunk meg grafokkal kapcsolatos feladatokat.
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3.19. abra. Pdratlan-pdros Osszefésiilés négyzeten

3.7.1. Kocka

Ebben a szakaszban kocka lesz a szdmitdsi modell. A minmatrix, tranzitiv lezart, és az
Osszefliggd komponensek szamitasat mutatjuk be.

Ujra alkalmazzuk a masodik fejezetben a tranzitiv lezdrt, osszefiiggd komponensek és
legrovidebb utak meghatdrozdsdra kidolgozott formalizmust.

El6szor a minmadtrix szdmitdsdra mutatunk egy algoritmust, amely n X n X n méretl
kockdn O(nlgn) 1€pést tesz. Ezutan a tranzitiv lezart, a legrovidebb utak és a konvex burok
meghatdrozasara mutatunk be négyzeten mkodd algoritmusokat.

Minmatrix szamitasa
Az M matrixb6l az M mitrixot egy kockan O(n Ig n) 1épésben meg tudjuk hatdrozni.

Egy nxnxn méretli kocka elemeit tigy definialjuk, hogy (i, *, *) azokat a processzorokat
jeloli, amelyeknek az els6 koordindtéaja i.

3.20. tétel. ( Minmdtrix szdamitdsa kockdn.) Egy nXn méretii mdtrix minmdtrixa egy n Xnxn

méretif kockdn O(nlgn) lépésben kiszdmithato.

Iranyitott graf tranzitiv lezartja

Az el6z8ek alapjan adédik a Kocka-LEZAR algoritmus, melynek 1€pésszama a kovetkezd.

3.21. tétel. (Tranzitiv lezdrt szdmitdsa kockdan.) Egy n csiicsii irdnyitott grdf tranzitiv lezdrt

mdtrixa egy n X n X n méretii kockdn O(nlgn) lépésben kiszdmithato.

Osszefiiggd komponensek meghatarozasa
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3.22. tétel. (Osszefiiggd komponensek szdmitdsa rdcson.) Egy n csiicsii irdnyitott graf ossze-

fiiggd komponensei egy n X n X n méretii kockdn O(nlgn) lépésben kiszdmithatok.

Bizonyitas. A minmatrixra vonatkozé tétel segitségével. ]

3.7.2. Négyzet

Ebben az alfejezetben a tranzitiv lezdrt és a legrovidebb utak szdmitdsdra determinisztikus,
a teljes parositds keresésére (paros grafban és dltalanos grafban) pedig véletlenitett algorit-
must mutatunk be.

Tranzitiv lezart

Egy n-csdcsu grif tranzitiv lezdrtja meghatdrozhaté Ugy, hogy n X n méretd matrixokkal
[1g n] szorzdst végziink. A kovetkez tétel ezen szorzdsok négyzeten vald gyors elvégezhe-
toségét mondja ki.

3.23. tétel. (Mdtrixok szorzdsa négyzeten.) Az n X n méretii A = ali, j| és B[i, j| mdtrixok

egy n X n méretii négyzeten O(n) idd alatt dsszeszorozhatok.

Ennek a tételnek a segitségével belathaté a kovetkezd allitas.

3.24. tétel. (Tranzitiv lezdrt rdcson.) Adott irdnyitatlan grdf tranzitiv lezdrt mdtrixa egy nxn

méretii négyzeten O(nlgn) lépésben meghatdrozhato.

Bizonyitas. A tétel bizonyitdsdt a[3.20. dbra és a[3.21. dbra segitségével szemléltetjiik. m

Legrovidebb utak
A legrévidebb utak minden csicsparra valé meghatdrozasara vonatkozik a kovetkezd tétel.
3.25. tétel. (Legrividebb utak meghatdrozdsa négyzeten.) A legrovidebb utak egy grdf min-

den csiicspdrjdra egy négyzeten O(nlg n) lépésben meghatdrozhatok.

Konvex burok
n sikbeli pont konvex burka egy n-processzoros ldncon O(n) id§ alatt meghatarozhaté (Id.
3.10. gyakorlat). Ez az id6 nagy valdsziniiséggel lényegesen csokkenthetd.

Legyen H, és H, a sikbeli pontok két felsd burka.

3.26. lemma. (Erinté szdamitdsa.) Legyen Hy és H» két olyan felsé burok, amelynek leg-
feljebb n pontja van. Ha P pontja H,-nek, akkor a H,-vel bezdrt szoge O(/n) lépéshen

meghatdrozhato.

3.27. lemma. (Két felsé burok kozos érintdje.) Ha Hy és Hy két felsé burok legfeljebb n
ponttal, akkor koz0s érintdjiik O(\nlgn) lépésben meghatdrozhato.
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al3,3]
al2,3]  a[3,2]
a[l,3]  a[2,2]  a[3,1]
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BI3,1] b[2,1] b[1,1] — rat )
b[3,2] b[2,2] b[1,2] - — &, D
b[3,3] b[2,3] b[1,3] - - —0 S )

3.20. abra. Két métrix szorzdsa

all, 1]

o—60—™0
all,2] ?
b[1,1] b[2,1] b[3,1]

all,3]

3.21. abra. Az adatdram szimuldldsa

A két lemmabdl adddik a kovetkezs tétel.

3.28. tétel. (Konvex burok szdmitdsa.) n sikbeli pont kizos konvex burka egy \nx \n méretii

négyzeten O(\n lg2 n) lépésben meghatdrozhato.

3.12. példa. 16 pont konvex burka. A13.22, ébra (a) része 16 pont adatait mutatja. Ezek az adatok egy
4 x 4 méretd négyzetnek megfeleléen vannak elrendezve. A 4 részre tagolt adatok minden negyed-
részben az x-koordindtak szerint rendezve tartalmazzak az adatokat (azonban nem sorfolytonosan,
hanem kigy6szer(i sorrendben). A fels6 burok (rekurziv) kiszdmitdsdnak eredményét mutatja az dbra
(b) része. A két felsd, és a két als6 negyedrész Osszefésiilésének eredményét mutatja az dbra (c) ré-
sze. Végiil az dbra felsd részén, illetve alsé részén dbrazolt burok dsszefésiilésével kapjuk az dbra (d)

részén bemutatott végeredményt.
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(1,1) (1.1,4) | (2.2,4) (3,45) (L, (1.1,4) | 22,4) (3,4.5)
(2,6) (4.1,6) | 4.1,6) (4,7.5) (2,6) (4.1,6)
(4.5,535) 5,5 (65,5 (7,6) (45,55 (5,5) (65,5 (7,0)
6.3,7) (6,8) 9,6) 8,7 (6.3,7) 9,6) (8,7
(a) (b)

(1,1) (1.1,4) (2,6) (4,7.5) (1, (L.1,4) (2,6) (4,75
(4.1,6) 9,6) 8,7 6,8)

(4.5,5.5) (6,8) (8,7) 9,6)

(© (d)

3.22. abra. Felsd burok szdmitdsa

Az Osszefésiilés gyorsabb megolddsdval csokkenthetjiik az algoritmus 1€pésszamat. A
FELSG-BURKOT-FESUL algoritmus Ssszesen legfeljebb a? pontot tartalmazé felsS burkokat O(a)
1épésben sszefésiil.

FELSG-BURKOT-FESUL(a, U, V) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzetracs
Bemenet: By és B, (mindkettd legfeljebb % pontot tartalmazd
felsd burok)
Kimenet: Y (p hosszisdgu rendezett sorozat)

01 if / =1 then
legyen u a baloldali pont és v a jobboldali pont
02 Legyen p a H; k6zE€psd pontja. Keressiik meg az érintének H,-vel

03 k6z5s pontja. Allapitsuk meg u és p relativ helyzetét.
04 Hagyjuk el H;-nek azt a felét, amely nem tartalmazza u-t.
05 Hasonléképpen hagyjuk el H, felét is.

06 Ismételjiik ezt a 1épést addig, amig H; és H, negyedrésze marad
07 Rendezziik 4t H; és H, megmaradd pontjait igy, hogy az [/2 x 1/2
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3.23. abra. Két felss burok Osszefésiilése

08 méretll részracsot a 3.23. dbra szerint foglaljak el
09 Rekurzivan dolgozzunk a négyzeten

3.29. lemma. A FELSG-BURKOT-FESUL algoritmus egy axa méretii racson O(a) lépésben dssze-

fésiil két konvex burkot.

Innen addédik, hogy a konvex burkot nagy valdszinliséggel az el&bbinél gyorsabban is
meg tudjuk hatdrozni.

3.30. tétel. (Konvex burok négyzeten.) A KONVEX-BUROK-NEGYZETEN algoritmus egy a X a mé-

retii négyzeten O(a) lépésben meghatdrozza a* pont konvex burkdt.

Gyakorlatok

3.7-1. Mennyi a FOF és a LIFO elsébbségi algoritmusok 1épésszama a 3.1. példa adatai
esetében?

3.7-2. Egy p processzoros ldnc minden processzordndl két csomag van. Feltessziik, hogy p
pédros. A P; processzorndl 1év8 csomagok rendeltetési helye a P,y (=1, 2, ..., L)
Minden csomag a szdmdra legrévidebb (ton jut el a célba. Hatdrozzuk meg a csomagok
utazasi idejét a FOF, FDF, FIFO és LIFO els6bbségi mddszerek esetében.

3.7-3. Egy a X a méretl racsban minden processzortdl legfeljebb k > 1 csomag indul és
minden processzorhoz legfeljebb k csomag érkezik. Tervezziink algoritmust, amely legfel-
jebb (“# 1épésben megoldja a csomagirdnyitdsi feladatot.

3.7-4. Mutassuk meg, hogy egy p processzoros gy(ir{iben a PPR probléma g 1épésben meg-
oldhatd.

3.7-5. Hogyan oldhaté meg a szuffixszdmitasi feladat egy /p X +/p méretii rdcson O(+/p)
1épésben?

3.7-6. p elem koziil kell a maximdlisat megkeresni egy +/p X /p méretd rics segitségével.
Az A algoritmus T'(+/p) 1épésben meghatdrozza p elem stilyozott medidnjat. Hogyan hasz-
nalhato fel A a keresésre €s milyen lépésszamot kapunk?
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3.7-7. Legyen
F(X) = aux + apo1 X+ -+ arx + a. (3.9)

Tervezziink algoritmust, amely ldncon és racson meghatdrozza az f(x) polinom értékét egy
x = xp helyen. Mennyi lesz a tervezett algoritmus 1épésszama?

3.7-8. Tekintsiink egy ~/px ~/p méretli négyzetet, melynek minden processzordnak memo-
ridjaban van egy, a [0, p€] intervallumbdl vett egész szam, ahol € a (0, 1) intervallumbdl vett
allando. Tervezziink algoritmust a legnagyobb kulcs kivdlasztdsara. Mennyi lesz e tervezett
algoritmus 1épésszdma?

3.7-9. Valésitsuk meg a rangsoroldsi algoritmust egy +/p X /p méretii racson.

3.7-10. Mutassuk meg, hogy p pont konvex burka O(p) 1€pésben meghatirozhat6 egy p
processzoros lancon.

3.7-11. Tervezziink algoritmust, amely lancon és racson meghatirozza, hogy adott n pont
kozott van-e 3 olyan pont, amelyek egy egyenesre esnek. Mit mondhatunk algoritmusaink
1épésszamarol és a felhaszndlt processzorok szdmardl?

Feladatok

3-1. Csomagok irdnyitdsa kozeli célokhoz
Egy a X a méretli racsban minden processzor legfeljebb egy lizenetet kiild és legfeljebb d
tdvolsagra. Tervezziink csomagirdnyitdsi algoritmust, amely O(d) 1épést tesz.

3-2. Csomagirdnyitds toruszon
Modositsuk tigy a HARoM-FAZIsU algoritmust, hogy téruszon 1.5 +/p + o(p) 1épést tegyen.

3-3. Palindromdk ellenorzése

Egy adott ¥ abécé feletti w = x1x2...x, sz6t akkor neveziink palindrémdnak, ha w =
XpXp-1 ... x1 teljestil. Tervezziink parhuzamos algoritmust, amely egy p processzoros lincon
O(p) 1épésben eldonti, hogy egy p hosszisagu sz6 palindréma-e.

3-4. Gyors Fourier-transzformdlt kiszamitdsa

Tervezziink algoritmust, amely egy p processzoros lincon O(p) Iépésben kiszdmitja egy
p hosszisdgu vektor FFT-jét (gyors Fourier-transzformdltjat). Tervezziink rdcsot haszndlé
algoritmust az FFT kiszam{tdsara. Milyen 1épésszdm érhets el?

3-5. Egycsomagos csomagirdnyitds

Tegyiik fel, hogy egy +/p X +/p méretli rdcsban minden processzor pontosan egy csoma-
got kiild és pontosan egy csomagot fogad. Tervezziink olyan csomagirdnyité algoritmust,
melynek 1épésszdma O(+/p), az igényelt sorhossziisdga pedig O(1).

3-6. Csoportokba rendezés lancon

Tegyiik fel, hogy egy lg n processzoros ldnc minden processzoranak memdridjdban n/lgn
kulcs van. Tervezziink algoritmust, amely biztositja, hogy P; memoridjdba keriiljon a leg-
kisebb n/1g n kulcs, P, memdridjiba a kovetkezd n/ Ign legkisebb kulcs, és igy tovéabb, a
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legnagyobb index( processzor memdridjaba keriiljon a n/ g n legnagyobb kulcs. Mutassuk
meg, hogy ez a rendezés megoldhaté O(n) 1épésben.

3-7. Soronkénti és oszloponkénti rendezés

Mutassuk meg, hogy ha egy +/pX /p méretli rdcsban minden processzor memdoridjaban van
egy kulcs és ezeket a kulcsokat eldszor soronként, azutdn oszloponként rendezziik, akkor a
sorok és oszlopok is rendezettek lesznek.

3-8. Prefix szamitdsa bindris faval
Processzorok bindris fdja (réviden: bindris fa) olyan teljes bindris fa, melynek minden csu-
csdban van egy processzor é€s az élek adatatviteli vonalak. A 4.8. dbra egy 4 leveld bindris
fat mutat. A bemend adatok rendszerint a fa levelein jelennek meg. A n levelii binaris fiban
2n — 1 processzor van és a fa magassédga [1g n]. Ha minden levélen van egy szdm, ezen szi-
mok sszegét kiszamithatjuk a kovetkez8képpen. Eloszor minden levél elkiildi a néla 1évS
szamot a szill§jének. Ha egy belsé processzor kap két szamot alulrél, akkor Gsszeadja Sket
és az Osszeget elkiildi a sztilgjének. Ilymédon 1gn 1épés utdn a gyokérben megjelenik az
Osszeg.

Oldjuk meg a prefixszdmitdsi problémét egy n level( bindris faval. Kezdetben minden
levélnél van egy elem. A prefixek értékét a levelekrdl lehet kivinni. Hogyan oldhaté meg a
feladat O(n) 1épésben?

3-9. Topologikus rendezés racson
Tervezziink algoritmust, amely rdcs segitségével topologikusan rendez.

3-10. Kormentesség ellendrzése
Tervezziink algoritmust, amely racson ellendrzi, hogy adott irdnyitatlan graf tartalmaz-e
kort?

3-11. Minimadlis feszitdfa 0-1 sulyok esetében
Tegyiik fel, hogy az irdnyitott grafok éleinek silya nulla vagy egy lehet. Tervezziink racsal-
goritmust, amely meghatdrozza a minimalis fesz{t6fat.

3-12. Haromszog mdtrix invertdldsa négyzeten
Mutassuk meg, hogyan lehet egy a X a méretd hdromszog matrixot O(a) 1épésben invertdlni
egy a X a méret{i négyzeten.

3-13. Hdromadtlos mdtrix invertdldsa négyzeten
Mutassuk meg, hogyan lehet egy a X a méretli hdromatlds matrixot O(a) 1épésben invertdlni
egy a X a méret{i négyzeten.

3-14. Konvex burok teriilete _
Tervezziink olyan algoritmust, amely egy a X a méretl négyzeten O(a) 1épésben meghata-
rozza a* pont konvex burkdnak teriiletét.




Targymutaté

Ez a tdrgymutaté a kvetkezd szempontok szerint késziilt.

El6sz6r a matematikai jeloléseket soroljuk fel (latin 4bécé, majd a gorog dbécé szerinti sorrendben), azutdn a
targyszavakat.

A szdmokat és gorog betliket tartalmazé targyszavakat kiejtésiik szerint rendezziik: példdul az ,,1-értékd”-t
egyértékékld™-ként, a A-t, lambda”-ként. A jelolést tartalmazé trgyszavakat elemeik szerint rendezziik: példdul a
k-megegyezés”-t k megegyezés”-ként.

A kiilonboz$ tipust objektumokat lehetSség szerint tipogrédfiailag is megkiilonboztettiik. A matematikai
jeloléseket és a programokban haszndlt véltozdk neveit dolt betlik emelik ki, mint példdul Q(nlgn) vagy
rang[szomszéd]. Az algoritmusok neveit kis kapitélis bettikkel frtuk, mint példdul KivALaszt. Az algoritmusok
kédjaban a programozési alapszavakat félkovéren szedtiik, mint példdul if, then, else, in parallel for, do.

Az algoritmusok nevében kiskotGjelet haszndltunk, viszont a valtozok neveiben alsé kotSjelet, mint példdul
PP-0sszerEsUL €s bal-szomszéd. Az egyes fogalmak meghatdrozasdnak helyére a tirgymutaté délt oldalszdmmal
utal.

Elsdsorban az algoritmusokat targyalé tankonyvek matematikai jeloléseit alkalmaztuk. Az oldalszdmok fel-
soroldsdndl nem torekedtiink teljességre.
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