2. Parhuzamos gépek

Ebben a fejezetben el6szor két alapvetd mddszert (a prefixszdmitast és a
tombelemek rangsoroldsat), (2.1. alfejezet), azutdn az Osszefésiilést (2.2. al-
fejezet), kivélasztast (2.3. alfejezet), rendezést (2.4. alfejezet), végiil pedig
néhany grafalgoritmust (2.5. alfejezet) mutatunk be.

2.1. Alapvet8 médszerek

Ebben az alfejezetben két, a feladatok parhuzamos megolddsdban gyakran
hasznalt médszert mutatunk be. Az asszociativ miiveletek gyors elvégzését
a prefixek szdmitdsara, a mutatéugrast pedig a listarangsoroldsi feladat meg-
olddsara hasznéljuk fel.

2.1.1. Prefixszamitds

Legyen X egy alaphalmaz, melyen definidltuk a @ bindris asszociativ operad-
tort. Feltessziik, hogy a miivelet egy 1épéssel elvégezhetd és a X halmaz zart
erre a miveletre nézve.
Egy @ bindris operdtor asszociativ a ¥ alaphalmazon, ha minden x,y,z €
X esetében teljesiil
x®y)®z=x0(®2) . 2.1

Legyenek az X = (x;, x,. .., x,) sorozat elemei a X alaphalmaz elemei.
Ekkor a prefixszamitds bemend adatai az X sorozat elemei, a prefixszdmitdsi
Seladat pedig az x;, x;®x,, ..., XX, ®x3®- - -®x, elemek meghatirozasa.
Ezeket a meghatdrozando elemeket prefixeknek hivjuk.

Erdemes megjegyezni, hogy mds teriileteken inkdbb az X sorozat
X1, X2, . . . » X kezdGsorozatait hivjék prefixeknek.

2.1. példa. Asszociativ miiveletek. Ha X az egészek halmaza, @ az 6sszeadds
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és a bemend adatok sorozata a 3, -5, 8, 2, 5, 4, akkor a prefixek 3, -2, 6, 8,
13, 17. Ha az 4bécé és a bemend adatok ugyanazok, de a miivelet a szorzas,
akkor a kimend adatok (prefixek) 3, -15, -120, -240, -1200, -4800. Ha a
miivelet a minimum (ez is asszociativ), akkor a prefixek 3, -5, -5, -5, -5, -5.
Az utolsé prefix megegyezik a bemend szamok legkisebbikével. L)

A prefixszdmitds sorosan megoldhatd O(p) 1épéssel. Barmely A soros al-
goritmusnak N(p, A) = Q(p) 1épésre sziiksége van. Vannak olyan parhuza-
mos algoritmusok, amelyek kiilonb6z6 parhuzamos modelleken megoldjak
a munkahatékony prefixszamitast.

El6szor a CREW-prRerix CREW PRAM algoritmust mutatjuk be, amely
p processzoron O(lg p) 1épéssel szamitja ki a prefixeket.

Azutdn az EREW-prEFIX algoritmus kovetkezik, amelynek menynyiségi
jellemz6i hasonldak az el6z6 algoritmuséhoz, azonban EREW PRAM sz4-
mitdsi modellen is végrehajthato.

Ezekkel az algoritmusokkal a prefixszdmitast a soros megoldas ®(p) 1é-
pésszamandl 1ényegesen gyorsabban meg tudjuk oldani, de sok az elvégzett
munka.

Ezért is érdekes az OpriMALIs-PREFIX CREW PRAM algoritmus, amely
[p/1g p] processzort hasznal és O(lg p) 1épést tesz. Ennek elvégzett mun-
kaja csak O(p), ezért a hatékonysaga @(1) és az algoritmus munkaoptimalis.
Ennek az algoritmusnak a gyorsitdsa @(n/ 1gn).

A tovdbbiakban — a jelolések egyszerisitése érdekében — a [p/1g p] ti-
pust kifejezések helyett dltalaban csak (p/ 1g p)-t {frunk.

Az algoritmusok tervezéséhez az oszd-meg-és-uralkodj elvet alkalmaz-
zuk. A bemend adatok legyenek X = x;, x;, ..., x,. Az dltaldnossdg meg-

oy

szoritasa nélkiil feltehetd, hogy p a 2 egész kitevdjli hatvanya.

Prefixszamitas CREW PRAM modellen
El6szor egy p processzoros algoritmust mutatunk be, melynek 1épésszama
O(g p).
CREW-pPrerIX(p, X) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szamitdsi modell: PRAM
Bemenet: p (a bemend sorozat hossza) €s
X[1: p] = x1, x2,...,x, (p hossziisdgu sorozat)
Kimenet: Y[1 : pl =y, y2, ..., ¥, (p hosszisagu sorozat, amelynek
elemei a prefixek)

0l ifp=1
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02 theny; « x

03 return Y

04 if p>1

05 then Az elsd p/2 processzor rekurzivan szamitsa az xi, x»,
..., X,p-hoz tartozo prefixeket — legyenek ezek
Yi,Y2, ..., Ypp2 (€zek adjak a végeredmény
els6 felét). Ugyanakkor a tobbi processzor rekurzivan
szdmitsa Ki az X241, Xp/242, - - . » Xp-hez tartozo
prefixeket — legyenek ezek y, /2.1, Yp/2425 - - -5 Vp-

06 A processzorok masik fele parhuzamosan olvassa ki a globalis
memoriabol y, »-t €s az
Yp12® Ypj2+1,Yp2 © Ypjo42s -+ -5 Yp/2 ® Yp
prefixeket szdmitva allitsa a végeredmény madsik felét.

2.2. példa. 8 elem prefixeinek szdmitdsa 8 processzoron. Legyen n = 8 és
p = 8. A prefixszamitds bemend adatai 12, 3,6, 8, 11,4, 5 és 7, az asszociativ
miivelet az Osszeadds. Az elsd szakaszban az els6 4 processzor 12, 3, 6, 8
bemenethez a 12, 15, 21, 29 prefixeket szdmolja ki. A mdsik 4 processzor
pediga 11,4, 5, 7 bemenethez szdmolja ki a 11, 15, 20, 27 prefixeket.

A maésodik szakaszban az els 4 processzor nem dolgozik, a masodik 4
pedig 29-et ad minden prefixhez és a 40, 44, 49, 56 eredményt kapja. L)

Mi ennek az algoritmusnak a 7'(p) 1épésigénye? Az els6 1épés T'(p/2)
ideig, a masodik pedig O(1) ideig tart. Ezért a kovetkez6 rekurziét kapjuk:

T(p) = T(g) +0(1), 2.2)

T(H)=1. (2.3)
Ennek a rekurziv egyenletnek a megoldéasa T'(p) = O(lg p).

2.1. tétel. A CREW-prEFIX algoritmus p CREW PRAM processzoron O(1g p)
lépésben szdmitja ki p elem prefixeit.

Ez az algoritmus nem munkaoptimadlis, mivel ®(plg p) munkat végez,
€s ismert olyan soros algoritmus, amely O(p) 1épést tesz. Munkaoptimalis
algoritmust kaphatunk példdul tgy, ha a felhasznalt processzorok szamat
lecsokkentjiik (p/1g p)-re, mikdzben a 1€pésszdm nagysédgrendje ugyanaz
marad. A processzorszdmot ugy csokkentjiikk, hogy a bemenet méretét
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csokkentjiikk (p/lg p)-re, alkalmazzuk az el6z6 algoritmust, majd végiil
minden prefixet kiszdmolunk.

Prefixszamitais EREW PRAM modellen
A kovetkezd algoritmusban a parhuzamos olvasds helyett elég a soros olva-
sés lehet6sége.

EREW-prREFIX(p, X, Y) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: EREW PRAM
Bemenet: p (a bemend sorozat hossza) és X[0 : p] = xg, x1, X2,
.., X, (p hossziisagu sorozat)
Kimenet: Y[1 : p] = y1, y2, ..., ¥, (p hosszisagu sorozat, melynek
elemei a prefixek)

01 Y[1] « X[1]
02 P; in parallel for i < 2 to p

03 Y[i] « X[i — 1] X[i]

04 k<2

05 while k < p

06 P; in parallel for i — k+ 1 to p

07 do Y[i] « Y[i - k] ® Y[i]
08 k—k+k

09 returnY

2.2. tétel. Az EREW-pRerIX algoritmus p EREW PRAM processzoron
O(g p) lépésben szdamitja ki p elem prefixeit.

Bizonyitas. A 1épésszam nagysdgrendjét az hatdrozza meg, hanyszor hajté-
dik végre az utolsé sorban 1év6 utasitas. Az 1-4. és 9. 1€pések O(1) 1d6 alatt,
az 5-8. Iépések O(lg p) 1d6 alatt hajtédnak végre. [

Prefixszamitas munkaoptimalisan

OPTIMALIS-PREFIX(p, X) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdamitdsi modell: CREW PRAM

Bemenet: p (a bemend sorozat hossza) és X[1..p] = (x1, x2,..., x,) (p
hosszusigu sorozat)

Kimenet: Y[1..p] = {y1, y2,..., ¥p) (p hosszlisagu sorozat, melynek elemei
a prefixek)
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01 P; processzor (i = 1,2,..., p/lg p) sorosan szdmolja a hozzarendelt
lgp darab X(i-1)1g p+1> X(i-1)1g p+25 - - - » Xilg p elem preﬁxeit.
.I.Jegyen az eredmény Z(i_1)1g p+1> Z(i-1)1g p+2 - - - » Zilg p-

02 Osszesen 1ng processzor egyiitt alkalmazza a CREW-PREFIX

. p .

algoritmust a ep darab elem, zig 5, 221 p» 2319 p» - - - 5 » Zp Prefixeinek
szdmitasara. Legyen az eredmény wig ,, Wa1g p» W3lg ps - - - » Wp-

03 Minden processzor aktualizdlja az els6 1€pésben kiszdmolt értéket:
a P; processzor (i = 2,3,..., p/lgp) szdmolja ki a
Wi-1)1gp @ Zi-1)1g p+1> Wi-)1g p D@ Zai=1)1g p+25
e Wiis)1g p © Zitg p Prefixeket, majd az elsd processzor
valtoztatas nélkiil adja ki a z;, 22, . . ., z1g ) prefixeket.

Az algoritmus lépésszama logaritmikus. Ennek beldtdasat megkonnyiti a
kovetkezd két képlet:

ilgp
Zi-Dlgptk = Z x; (k=1,2,...,1gp) (2.4)
Jj=(-1)1g p+1
és .
Wigp = D Tt (= 1,2, ), (2.5)
=1

ahol az 0sszegzés a megfeleld asszociativ miivelet segitségével torténik.

2.3. tétel (parhuzamos prefixszamitds O(Ig p) 1épéssel). Az OPTIMALIS-
PREFIX algoritmus (p/1g p) CREW PRAM processzoron O(g p) lépéssel
szdmitja ki p elem prefixeit.

Bizonyitas. Az algoritmus az elsd szakasza O(lg p) ideig, a masodik szaka-
sza O(lg(p/ 1g)) = O(lg p) 1épésig tart. VEgiil a harmadik szakasz ugyancsak
O(lg p) 1épést igényel. [

A tételbdl kovetkezik, hogy az OpTiMALIS-PREFIX algoritmus munkaopti-
malis.

2.3. példa. 16 elem dsszeaddsa. Legyen 16 elemiink: 5, 12,8, 6,3,9, 11, 12,
1,5,6,7, 10, 4, 3, 5. Az asszociativ miivelet az 6sszeadds. Ekkor lgn = 4.
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1. processzor 2. processzor 3. processzor 4. processzor
51286 | | 390112 | | 1567 | | 10435 |
l 1. 1épés

(5172531 | | 3122335 | | 16,1219 | |10,14,17.22

Vs s
31,35,19,22

l 2. 1épés

31,66,85,107

'
'

\ 5,17,25,31 \ \ 3,12,23,35 \ \ 1,6,\12,19 \ 10\,\1217,22

l 3. 1épés

\ 5,17,25,31 \

34,43, 54,66 \ \ 67,72,78, 85 \ P5,99, 102,107\

2.1. abra. 16 elem prefixeinek szdmitdsa az OpTIMALIS-PREFIX algoritmussal.

Ekkor az els6 parhuzamos 1épésben a processzorok 4-4 elem prefixeit sza-
moljdk. A mésodik 1épésben a helyi 6sszegekbdl globdlis osszegeket szdmo-
lunk, majd azokkal a harmadik 1€pésben frissitjiik a helyi eredményeket. A
szamitds menetét mutatja a 2. 1. dbra. .

2.1.2. T6mb elemeinek rangsoroldsa

A tombrangsoroldsi feladat bemend adata egy p elemii tombben dbrazolt
lista: minden elem tartalmazza jobb oldali szomszédjanak az indexét (€s
esetleges tovabbi adatokat). A feladat az elemek rangjdnak (jobb oldali
szomszédai szdmanak) meghatdrozasa.

Mivel az adatokra nincs sziikség a megoldashoz, feltessziik, hogy az ele-
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5 4 2 0 3 1

A[l] A[2] A[3] A[4] A[S] A6]
2.2. abra. Tombrangsoroldsi probléma bemend adatai és a megfeleld tomb.

mek csak a szomszéd indexét tartalmazzak. A jobb sz€ls6 elem index mezdje
nulla. Az indexet a tovabbiakban mutaténak hivjuk.

2.4. példa. Tombrangsorolds bemend adatai. Legyen A[1 : 6] a2.2. ébra
fels6 sordban bemutatott tomb. Ekkor az A[1] elem jobboldali szomszédja
A[5], A[2] jobboldali szomszédja A[4]. A[4] az utolsé elem, ezért rangja
0. A[2] rangja 1, mivel csak A[4] van t6le jobbra. A[5] rangja 3, mivel az
A[3],A[2] és A[4] elemek vannak tSle jobbra. Az elemek sorrendjét (balrdl
jobbra haladva) mutatja az dbra alsé része. )

A tombrangsorolds sorosan elvégezhetd linedris 1épésszammal. El6szor
meghatdrozzuk a tomb fejét— az egyetlen olyan i értéket (1 < i < p), melyre
A[j] # iteljesil minden 1 < j < n értékre. Legyen A[i] a tomb feje. A
fejtdl kiindulva pasztazzuk a tombot €s az elemekhez rendre hozzéarendeljiik
ap-1,...,1,0rangokat.

Ebben a részben két parhuzamos algoritmust ismertetiink. Az egyik a
DET-RANGSOROL, amely egy p processzoros EREW PRAM modellen O(lg p)
futdsi 1d6t igényel, a masik a VEL-rRaNGsoroL, amely egy (p/lg p) pro-
cesszoros véletlenitett EREW PRAM algoritmus O(lg p) 1épésszammal.
Mindkettd relativ sebessége @(p/lg p). Az elsé algoritmus hatékonysaga
(O(p)/(O(plg p)) = O(1/1g p), mig a masodiké O(1.) Ezért az elsG algo-
ritmus csak munkahatékony, a masodik algoritmus viszont munkaoptimalis
is.

Determinisztikus tombrangsorolas

Ezekben az algoritmusokban az egyik alapvetd otlet a mutatéugrds. DET-
RANGSOROL szerint eldszor mindegyik elem a jobb oldali szomszédjanak in-
dexét tartalmazza, és ennek megfelel6en a rangja — a jobb oldali szomszéd-
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SETea151) [0l i) weneianoe
STeleelaTs] iTaolale] oe
eleToTo]s] [FiTETolE]e] -
SaloToloTs] [FTTeols]s] o-

2.3. abra. A DET-RANGSOROL algoritmus miikodése a2.4. példa adataival.

jahoz viszonyitva — 1 (kivétel a lista utols6 eleme, melynek rangja 0. Ezt a
kezdeti allapotot mutatja a 2.3\ dbra elsd sora.

Ezutan moédositjuk a cstiicsokat Gigy, hogy mindegyik a jobb oldali szom-
szédjanak a jobb oldali szomszédjara mutasson (ha nincs, akkor a lista vé-
gére). Bzt tiikrozi a2.3. dbra masodik sora.

Ha p processzorunk van, akkor ez O(1) 1épéssel elvégezhetd.

Most minden csucs (kivéve az utolsét) olyan csiicsra mutat, amelyik
eredetileg 2 tavolsagra volt. A mutatéugras kovetkez6 1épésében a csiicsok
olyan cstcsra mutatnak, amelyek eredetileg 4 tavolsdgra voltak t6liikk (ha
ilyen cstcs nincs, akkor a lista végére) — amint azt az dbra harmadik sora
mutatja.

A kovetkezd 1épésben a csicsok (pontosabban a mutaté résziik) a 8 ta-
volsagu szomszédra mutatnak (ha van ilyen — ha nincs, akkor a lista végére),
az 2.3. abra utolso sora szerint.

Minden csucs minden 1épésben informaciot gytjt arrdl, hany csics van
kozte €s azon csucs kozott, amelyre most mutat. Ehhez kezdetben legyen
a cstucsok rang mezdjében 1 — kivéve a jobboldali cstcsot, melyre ez az
érték legyen 0. Legyen rang[i] €s szomsz[i] az i csdcs rang, illetve szomszéd
mezdje. A mutatéugrds soran rang[i]-t dltalaban rang[i] + rang[szomsz[i]]-
re modositjuk — kivéve azokat a csucsokat, melyekre szomsz[i] = 0. Ezutan
szomsz[i]-t ugy modositjuk, hogy szomsz[szomsz[i]]-re mutasson. A teljes
DET-RANGSOROL algoritmus a kovetkezd.

DET-RANGSOROL(szomsz[1 : p], rang[1 : p]) pdrhuzamos eljdrds
Szamitdsi modell: EREW PRAM
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Bemenet: szomsz[1 : p] (az elemek jobboldali szomszédainak indexei)
Kimenet: rang[1 : p] (az elemek rangjai)

01 P;in parallel fori < 1 to p

02 if szomsz[i]1 =0
03 then rang(i] < 0
04 else rangli] « 1

05 for j < 1 to[lg p]
06 do P; in parallel for i < 1 to p

07 if szomsz[i] # 0
08 then rangli] « rangli] + rang[szomsz[i]]
09 szomsz[i] « szomsz[szomsz[i]]

A 2.3. dbra mutatja, hogyan miikddik DET-RANGSOROL a 2.6. példa adata-
ival.

Kezdetben minden cstcs rangja 1, kivéve a 4. csticsot. Amikor g = 1,
akkor példaul az 1. csics rang mezdjét kettére véltoztatjuk, mert jobboldali
szomszédjanak (ez az 5. csucs) rangja 1. Az 1. csics szomsz mezdjét az 5.
csucs szomszédjdnak indexére, azaz 3-ra véltoztatjuk.

2.4. tétel. A DeT-RANGSOROL algoritmus egy EREW PRAM modellen p pro-
cesszoron O(lg p) lépésben hatdrozza meg egy p elemii tomb elemeinek rang-
jat.

Mivel a A DET-RANGSOROL algoritmus O(p Ig p) munkat végez, ezért nem
munkaoptimalis.

A listarangsoroldsi probléma megfelel a lista prefix 0sszege szamitdsa-
nak, ahol minden cstcs silya 1, kivéve a jobboldalit, melynek silya 0. A
DET-RANGSOROL algoritmus kénnyen moédosithaté gy, hogy kiszamitsa egy
lista prefixeit — a processzorszamra €s a lépésszamra vonatkoz6 hasonl6 kor-
latokkal.

Véletlenitett listarangsorolas (x)

Most egy munkahatékony véletlen listarendez algoritmus kovetkezik. Min-
den processzor 1g p csucs rangjat szamolja. A P; processzort az A[(i—1)1g p+
11,A[(i —1)Ig p +2],...,A[ilg p] csicsokhoz rendeljiik. Az algoritmus me-
neteket hajt végre. Minden menetben kivalasztja és kiemelia csiicsok egy
részét. Amikor egy csucsot kiemeliink, akkor a rd vonatkoz6 informaciot ta-
roljuk dgy, hogy késébb a rangjit meg tudjuk hatdrozni. Ha mar csak 2 cstics
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marad, a listarendezési probléma egyszertien megoldhatd. A kovetkezd me-
netben a kiemelt csicsokat beemeljiik.

Amikor egy csticsot beemeliink, akkor a helyes rangjat is meghatarozzuk.
A beemelés sorrendje a kiemelési sorrend forditottja. A KieMmEL algoritmus a
kovetkezd.

KieMEL(p) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell. EREW PRAM
Bemenet: p (a rangsorolandé elemek szama) és A[1 : p]
(a rangsoroland6 elemeket tartalmaz6 tomb)
Kimenet: rang[1 : p] (az elemek rangjai)

01 Lancoljuk a listat kettdsen. Legyen az A[i] cstcs bal oldali szomszédja
bal_szomsz[i], jobb oldali szomszédja jobb_szomsz[i].
A csticsok rang mezdit kezdetben igy adjuk meg:
(-] ->[1]->[]1->[1]-[1]1—-[0]{.
02 while A megmarad6 csucsok szdma legalabb 3
03 do P; in parallel for i < 1to p/lgp
vizsgdlja meg a kovetkez6 hozzétartozé kiemeletlen
csucsot (legyen ez x). Ezutdn dobjon fel egy kétoldalu
érmét. Ha az eredmény frRAs, akkor P; maradjon
tétlen a menet hatralévd részében. A kdvetkezd menetben
probélja meg ismét kiemelni x-et. Masrészt, ha a dobds
eredménye reJ, akkor P; vizsgalja meg, vajon az elem
jobb oldali szomszédjat vizsgalta-e a megfeleld processzor.
Ha a megfelel6 processzor vizsgdlta €s a dobasdnak eredménye
ugyancsak rej, akkor P; adja fel €s a menet
hatralévd részében maradjon tétlen. Ha nem, akkor P; emelje
ki x-et.
04 Amikor egy x csucsot kiemeliink, taroljuk a
menetszamot, valamint a bal_szomsz mutatot €s
rang[bal_szomsz[x]]-et. Az utébbi ebben a pillanatban
a bal_szomsz és x kozotti csicsok szamat tartalmazza. P;
a ranglbal_szomsz| x]] < rang|bal_szomsz|x]] + rang|[x]
értékadast is elvégzi. P; végiil bedllitja a
jobb_szomsz|bal_szomsz[x]] « jobb_szomsz[x]
és bal_szomsz[jobb_szomsz[x]] < bal_szomsz[x] értékeket.

A kettds lancolds p processzorral O(1) lépéssel elvégezhets. A P;
processzorhoz az A[i] (I < i < p) csicsot rendeljiik. Egy 1épésben
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* %
1 1 1 1 1 0
l kiemelés
m //‘\
2 1 1 2 1 0

l rangok rekurziv keresése

_— _ Ta  Ta

5 1 3 2 1 0
l beemelés

5 4 3 2 1 0

oo

A * kiemelt csomépontokat jeldl.

2.4. abra. A csucsok kiemelése és beemelése.

P; a szomsz[i] memdriarekeszbe ir dgy, hogy a kovetkezd 1épésben az
Alszomsz[i]] csuiccsal Osszekapcsolt processzor ismerni fogja bal oldali
szomszédjat. A lassuldsi lemma segitségével belathatd, hogy n/lgn pro-
cesszoron p elem kettds lancoldsa Ig p 1€pésben elvégezhetd.

A csticsok beemelése (14sd 2.4. abra) ugyancsak menetekben torténik.
Amikor az x csucsot beemeljiik, helyes rangjat igy hatdrozzuk meg: ha ki-
emelésekor a bal_szomsz[x] mutatét taroltuk, akkor x rangjat ugy kapjuk,
hogy bal_szomsz[x] aktudlis rangjabdl levonjuk azt a rangot, amit x kieme-
1ésekor taroltunk. A mutatokat ugyancsak frissitjiik, figyelembe véve azt a
tényt, hogy x-et mar beemeltiik. Ezt mutatja a ??. dbra, amelyen a csicsok-
nak csak a jobb oldali mutatéja szerepel.

Most megmutatjuk, hogy a kiemelések s osszes szama O(lg p). Ha egy
csucsot a i-edik menetben kiemeliink, akkor a (2s — i + 1). menetben fogjuk
beemelni. Igy az algoritmus szerkezete a kovetkezs. Az 1,2, ..., s menetek-
ben egymads utdn kiemeljiik a csiicsokat. Az s menetekben az addigra meg-
maradt 2 csucs egyikét kiemeljiikk. Az (s + 1)-edik menetekben beemeljiik az
s-edik menetben kiemelt csiicsot. Az (s + 2)-edik menetben az s = 1 me-
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netben kiemelt csucsot emeljiik be és igy tovabb. Az utolsé menet utdn az
eredeti lista minden csucsdnak rangjat tudjuk.

Mivel P; minden menetben csak egy csucsot vizsgdl, ezért a hozza tartozo
csicsok koziil legfeljebb egyet emeliink ki. Az is minden esetben fenndll,
hogy a lista szomszédos csucsait egyszerre nem emeljiik ki: ugyanis a Fes
utdn egy processzor csak akkor probdlja kiemelni a vélasztott csucsot, ha a
jobb oldali szomszéd processzor nem fej-et dobott. EzEért a processzorok
menetenként csak O(1) 1épést igényelnek.

Az algoritmus 1épésszamahoz csak s-et kell meghatarozni. Ehhez megbe-
csiiljiik a menetenként kiemelt csicsok szamdt. Minden P; processzorra igaz,
hogy a kivélasztott x csticsot legalabb 1/4 valdszintis€éggel kiemeli: ugyanis
P; 1/2 valészintiséggel dob fej-et, és legaldbb 1/2 annak a valdszintisége,
hogy x jobb oldali szomszédjat (legyen ez a cstcs y) nem vélasztjuk ki, vagy
kivalasztjuk ugyan, de y processzora irast dob.

Minden processzor lg p csuccsal kezdi az algoritmust és minden menet-
ben legaldabb 1/4 annak valészindsége, hogy kiemeliink egy csicsot. Ezért
s varhat6 értéke legfeljebb 41g p. Most alkalmazzuk az (1.51) Csernov-
egyenlGtlenséget, amely p darab g-paraméter Bernoulli-kisérlet esetében
minden 0 < € < 1 szdmra igaz. A 12alg p €s 1/2 paraméterekkel az € = 2/3
esetben azt kapjuk, hogy

P(s < 1Ralgp)>1-p™@ (2.6)
minden « > 1 értékre. Tehat belattuk a kovetkezd tételt.

2.5. tétel (lista rendezése O(Ig p) 1épéssel). A KieMEL algoritmus egy p
hossziisdgu lista rangsoroldsat O(p/lg p) EREW PRAM processzoron
O(lg p) lépéssel elvégezi.

2.2. Kivdlasztds

Adottn > 2 kulcs és egy i (1 < i < n) egész szam. A feladat az i-edik leg-
kisebb kulcs kivdlasztdsa. Mivel a kivélasztdshoz minden elemet meg kell
vizsgalni, ezért N(n) = Q(n). Erre a feladatra ismert olyan ‘A soros algorit-
mus, amelyikre W(n, A) = O(n), tehat A aszimptotikusan optimalis.

Ehhez hasonl6 a keresési feladat, amelyben azt kell eldonteni, hogy adott
elem el6fordul-e a vizsgélt sorozatban — €s ha igen, milyen indexszel. Ennél
a feladatndl tagad6 vdlasz is lehetséges €s egy elemrdl tulajdonsagai alapjan
eldonthets, megfelel-e a keresési feladatnak.
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Eldszor 3 specidlis esetet vizsgdlunk, majd egy munkahatékony véletle-
nitett algoritmust ismertetiink.

2.2.1. Kivdlasztds n? processzoron

Legyen i = n, azaz a legnagyobb kulcsot keressiik. Ez a feladat a kovetkezd
NEGYZETES-KIVALASZT algoritmussal n* CRCW processzoron O(1) 1épéssel
elvégezhetd.

NEGYZETES-KIVALASZT(K, y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell. CRCW PRAM
Bemenet: k = ky, ko, ..., k, (nkiilonb6z6 kulcs)

Kimenet: y (a maximalis kulcs értéke)

01 ifn=1
02 theny « k;
03 return y

04 P;; inparallel fori < Iton,j«< 1ton
szamitsa ki az x;; = k; < k; értéket
05 Az n? processzort n csoportba (G, ..., G,) osztjuk gy, hogy a G; csoportba a

P;1,...,P;, processzorok keriiljenek. Mindegyik csoport logikai vagy
miiveletet végez az x;q, ..., x;, logikai valtozokkal.

06 Ha a G; csoport szamitdsi eredménye az 5. 1épésben Hamis, akkor a
csoport P;; processzora megadja (y = k;)-t kimenetként.

Legyenek a bemend adatok ki, ..., k,. Az 6sszehasonlitdsokat parhuza-
mosan végezzik a P;; (I < i,j < n) processzorokon ugy, hogy P;; az
x;; = (k; < kj) logikai értéket szamitja ki. Feltehetjiik, hogy a kulcsok kiilon-
bozdek. Ha mégse, k; helyett a (k;, i) part alkalmazva kiilonbozdvé tehetdk:
ehhez minden kulcshoz egy (Ig n)-bites szamot kell hozzdadni. Ekkor egyet-
len olyan kulcs van, amelyikre minden dsszehasonlitds eredménye Hamis. Ez

a kulcs egy logikai vagy mivelettel azonosithato.

2.6. tétel (kivalasztas O(1) 1épéssel). n kulcs koziil a maximdlis O(1) lépés-
sel meghatdrozhaté n> CRCW kézos PRAM processzoron.

Bizonyitas. Az els6 és a harmadik szakasz egységnyi ideig tart. A masodik
szakasz O(1) 1épéssel elvégezhetd. [
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Ennek az algoritmusnak a relativ sebessége O(n). Az elvégzett munka
O(n?). Ezért a hatékonysig @(n)/n?) = O(1/n). Tehat az algoritmus nem
munkahatékony.

2.2.2. Kivélasztds p processzoron

Most megmutatjuk, hogy a maximalis elem p k6zos CRCW processzoron
O(lglg p) 1épéssel meghatarozhato. A technika az oszd-meg-és-uralkod). Az
egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy p négyzetszam.

Legyenek a bemend adatok X = (ki,k»,...,k,). Legyen az algoritmu-
sunk Iépésszama T'(p). A bemend adatokat /p = a csoportra osztjuk gy,
hogy minden csoportban a elem legyen. Minden csoporthoz rendeljiink a
processzort — ekkor a csoportok maximalis eleme parhuzamosan szdmithat6.
Mivel csoportonként a elem €s ugyanannyi processzor van, a csoport ma-
ximalis eleme 7'(a) 1épéssel meghatdrozhatd. Legyenek My, M,,...,M, a
csoportok maximalis elemei. Ezek maximuma lesz az algoritmus kimenete.
Mivel most csak a elemiink van, az dsszes processzort alkalmazhatjuk.

A kovetkezd6 CRCW algoritmus O(lglg p) 1épést tesz.

GYOKOS-KIVALASZT(X, p) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: CRCW PRAM
Bemenet: (ki, ks, ..., k,) (p kiilonbdzd kulcs)
Kimenet: y (a maximalis kulcs értéke)
orifp=1
02 theny « k;
03 return y
04 Osszuk a bemenetet a részre (K, K>, . . ., K,) tigy, hogy K; a
ki-1ya+1, kii-1)a+2, - - - » kig €lemeket tartalmazza. Hasonl6képpen
csoportositsuk a processzorokat ugy, hogy a P; (1 <i < a)
csoportba a P_1ya+1, P(i-1)a+2s - - - » Pig Processzorok tartozzanak.
A P; csoport rekurzivan hatdrozza meg a K; csoport maximalis elemét.
05 Ha a csoportok maximaélis elemei My, M5, ..., M,, ezek maximumat hatarozzuk m

az el6z6 NEGYZETES-KIVALASZT algoritmussal és ez lesz az eredmény.

2.7. tétel (kivalasztas O(lglg p) 1épéssel). A GYOKOS-KIVALASZT algoritmus p
kozos CRCW PRAM processzoron O(1glg p) lépéssel meghatdrozza p kulcs
koziil a legnagyobbat.
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Bizonyitas. Ennek az algoritmusnak az elsd 1épése T'(4/p), mdsodik 1épése
O(1) ideig tart. Ezért T'(p) kielégiti a

T(p) =T(+/p)+0O(1) 2.7)

rekurziv egyenletet, melynek megoldasa O(lg1g p). [

A GyOkOs-KIvALAszT algoritmus Osszes munkdja ®(plglg p), ezért haté-
konysaga (O(p)/O(plglg p) = O(1/1glg p), igy ez az algoritmus sem mun-
kahatékony.

2.2.3. Kivdlasztds egész szémok kdzstt

Legyen a feladat ismét n kulcs maximumanak meghatarozdsa. Ha a kulcsok
egyetlen bitbdl dllnak, akkor a maximum keresése visszavezethetd a logikai
VAGY miveletre és ezért O(1) 1€péssel meghatarozhat6. Ebbol adédik a kér-
dés: mekkora intervallumban lehetnek a kulcsok ahhoz, hogy p processzoron
konstans 1épéssel meg tudjuk hatdrozni a maximalis elemet?

Legyen c adott konstans, a kulcsok pedig legyenek a [0, n¢] intervallum-
ban. Ekkor a kulcsok legfeljebb ¢ g n bites bindris szamok. Az egyszeriiség
kedvéért feltessziik, hogy pontosan ennyi bitesek (a szdmok elejére sziikség
esetén nulldkat irunk).

A kovetkez6 CRCW algoritmus O(1) 1€pést tesz.

Az alapdtlet az, hogy a szdmok by, b, . . ., by bitjeit 1ng hosszusagu ré-
szekre bontjuk. Az i-edik 1€z a Di_1y11, Dii-1)125 - - + > D(i-1)+b_1ygmy> DItEKEL
tartalmazza, a részek szama 2c.

Ezt a helyzetet mutatja a 2.5. dbra: eloszor az dbra elsd oszlopaban 1évo
bitek alapjan keressiik a maximadlis kulcsot.

EGESZET-KIVALASZT(X) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: CRCW PRAM
Bemenet: X = ki, ko, ..., k, (n kiillonbozd kulcs — egész szamok)

Kimenet: y (a maximalis kulcs értéke)

01 fori« 1to2c

02 do Hatdrozzuk meg a megmaradt kulcsok maximumat i-edik
résziik alapjan. Legyen a maximum M.

03 Hagyjuk el azokat a kulcsokat, melyek i-edik része kisebb, mint M.

04 ylegyen a megmaradt kulcsok egyike

05 returny
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2.5. abra. Maximalis egész szam kivalasztasa.

2.8. tétel (kivalasztds egész szamok koziil). Ha a kulcsok a [0, n°] interval-
lumbol vett egész szamok, akkor p kulcs koziil a maximdlis O(1) lépéssel
meghatdrozhato p CRCW PRAM processzoron tetszoleges ¢ konstans eseté-
ben.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a kulcsok maximumat a 1g2—"
alapjan hatarozzuk meg.

Legyen az els6 részben a maximum M. Ekkor azok a kulcsok, melyek
legfontosabb bitjei nem M-et adnak, biztosan nem maximalisak. Ezt az alap-
1épést megismételjiik 2c-szer, azaz minden (1g p)/2 bitre pontosan egyszer.
Legaldbb egy kulcs megmarad az utolsé 1€pés utdn is — az lesz az eredmény.
Az utolsé rész lehet rovidebb, mint (Ig p)/2 bit.

Ha egy kulcs legfeljebb (Ign)/2 bites, akkor az értéke legfeljebb
vn — 1. Ezért az EcEszeT-KIVALASZT €lsG 1épésében a [0, v/n — 1] interval-
lumba es6 egész kulcsok maximumadt kell meghatarozni. Rendeljiink min-
den kulcshoz egy processzort és haszndljunk +/n kozds memoriarekeszt
(M1, Ms, ..., M f_,), melyek tartalma kezdetben —oo. Egy parhuzamos 1é-
pésben a P; processzor k;-t ir az M\, memoriarekeszbe. Ezutan az n kulcs ma-

ximuma a \/n memdriarekesz tartalmabél n processzorral a 2.9. tétel alapjan

legfontosabb bit
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konstans id6 alatt meghatdrozhat6. [

2.2.4. Az éltalénos kivélasztési feladat megolddsa 1/ 1g n processzoron

Tegyiik fel, hogy az X = (k;, ka,...,k,) sorozat kiilonbozd kulcsokat tar-
talmaz és az i-edik legkisebb kulcsot akarjuk kivélasztani. LLegyen most az
x; kulcs rangja eggyel nagyobb, mint a ndla kisebb kulcsok szdma (ez a
definici6 eggyel nagyobb értéket ad, mint a kordbban hasznalt).

Ezt a rangot a 2-5. gyakorlat szerint 10% CREW PRAM processzoron
barmely kulcsra O(lg n) 1épésben meg tudjuk hatdrozni.

Ha n?/lgn processzorunk van, akkor azokat C;, Cs,..., C, csopor-
tokba oszthatjuk gy, hogy minden csoportban n/1g n processzor legyen. A
C; (1 £ j < n) csoport O(Ign) lépésben meghatdrozza a k; kulcs rangjat
X-ben. Annak a csoportnak egyik processzora, amelyik az i rangot hatdrozta
meg, adja a kimenetet. Az igy kapott algoritmus neve legyen ALT-KIVALASZT.

2.9. tétel (dltaldnos kivdlasztis). Az ALT-KIVALASZT algoritmus n*/1gn pro-
cesszoron n kiilonbozé kules koziil O(1g n) lépésben meghatdrozza az i-edik
legkisebbet.

Nem nehéz beldtni, hogy az Arr-kivALaszr algoritmus munkdja ©(n?),
tehat ez az algoritmus sem munkahatékony.

2.2.5. Munkaoptimdlis véletlenitett algoritmus (%)

Ebben a pontban n/log n k6zos CRCW processzort alkalmazunk arra, hogy
O(lg n) 1épésben megoldjuk az i-edik legkisebb elem kivalasztasat.

A VEL-KIVALASZT algoritmus a bemend kulcsok X = ki, k,, ..., k, soro-
zatabol kivalaszt egy n'~€ méret(i S mintat és S két elemét elvalaszt6 elem-
ként. Példaul € = 0.6 megfeleld érték.

Legyen e, €s e, a két elvdlasztd elem. Az elvélaszté elemek olyanok
lesznek, hogy a kivdlasztandé elem nagy valoszinilséggel a két elvalasztd
elem kozé fog esni. Tovdbba X-nek az elvalaszté elemek kozé kevés eleme
esik: O(n*9/2 \/n).

Ha mar kivalasztottuk a két elvalaszté elemet, X-et az X; = {x € X|x <
e}, Xo = {x € Xley < x < e} és X3 = {x € X|x > e} diszjunkt részekre
bontjuk. A felbontds sordn meghatdrozzuk az egyes részek elemszamat. Ha
|Xi] < i £|Xi|+|X5], akkor a kivalasztand6 elem X, eleme. Ebben az esetben
tovabb megyiink, mig ellenkezd esetben djra kezdjiik.
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A mintavételezési €s kikiiszobolési miveleteket addig ismételjiik, amig
el nem érjiik, hogy a megmaradé kulcsok szdma legfeljebb n%* legyen. Ez-
utdn a megmaradé kulcsok koziil az Arr-kivALaszr algoritmus segitségével
végezziik el a kivdlasztést.

Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezd. A pszeudokddban a N munka-
véltoz6 az €16 kulcsok szdmat adja meg. Kezdetben legyen N = n €s minden
kulcs legyen él6. Minden processzorra Ign kulcs jut. A 3. és 6. 1épésekben
a koncentracié azt jelenti, hogy a megfelel kulcsokat 6sszegydjtjiik és a
koz0s memoria egymadst kovetd rekeszeiben helyezziik el dket.

VEL-KIvALASZT(X, i, y, 1) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitasi modell: k6z6s CRCW PRAM
Bemenet: X = ki, ks, ..., k, (pkiilonboz6 kulcs)

Kimenet: y (az i-edik legkisebb kulcs értéke)

0l N«n
02 € < 0.6
03 while N > n'~¢
04 Minden €16 kulcs NL valdszintiséggel keriil az M mintéba.
05 P;in parallel for j < 1 to lg,_ln
P; meghatédrozza a minta g méretét €s azt minden
processzorhoz eljuttatja. Ha nem teljesiil
0.5N'"€ < g < 1.5N'"¢, akkor folytatja a 01-es 1épésnél.
06 Koncentraljuk és rendezziik a mintdban 1év6 kulcsokat.
07 Legyen e; az M minta LiNqJ —d+/qlgN és e, a minta

L%J + d +\/qlg N rangt eleme, ahol d egy V3a-ndl
nagyobb allandd. Szorjuk e; €s e, értékét minden processzorhoz.

08 Szamoljuk meg a [e, e,] intervallumba esd €16 kulcsok 7, valamint az e;-né
kisebb kulcsok K szamat. Minden processzorhoz juttassuk el ezt a két szdm

i ¢ (I,1+K)vagy I # (N2 +/N, akkor folytassuk az
1-es 1€péssel — egyébként hagyjuk el az e;-nél kisebb és az e,-nél
nagyobb kulcsokat és legyeni <~ i — K és N « I.

09 Koncentréljuk €s rendezziik a mintdban 1év6 kulcsokat. Hatarozzuk meg y értékét.

Nevezziik menetnek a while ciklus egyszeri lefutdsat. A mintdk szdma
minden menetben N és N~¢ paraméterekkel rendelkezd binomidlis eloszl4su.
Ezért a mintakban 1év6 kulcsok szaménak varhat6 értéke N=¢. A Csernov-

ot. Ha
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egyenlGtlenség segitségével beldthatd, hogy
M| = O(N'*) . (2.8)

Legyen M egy m eleml minta, amelyet egy n eleml X halmazbdl éllitot-
tunk el6. Legyen kivdlaszt(j, M) az M minta j-edik legkisebb eleme és r; =
rang(kivdlaszt(j, M), X). Bizonyitds nélkiil emlitjiik a kdovetkezd lemmat.

2.10. lemma. Minden « szdmra

Plir; - j%l > %aLl <n®. (2.9)
mA/lgn

Ennek a lemmanak a segitségével bizonyithato a kovetkezd allitas.

2.11. tétel. A VEL-KIVALASZT algoritmus n/1gn processzoron O(gn) 1épés-
ben kivdlasztja n kiilonbozd kulcs koziil az i-edik legkisebbet.

Ebbdl a tételbdl és a kivalasztds linedris 1€pésigényébdl kovetkezik, hogy
a VEL-KIVALASZT algoritmus nagy valdsziniiséggel munkahatékony.

2.3. Osszefésiilés

Adott 2 csokkendleg (vagy novekvdleg) rendezett sorozat, melyek egyiitt
p elemet tartalmaznak. A feladat ennek a sorozatnak egy csokkend (vagy
novekvd) sorozatta val6 rendezése.

Ez a feladat egy soros processzoron O(p) 1épéssel megoldhatd. Mivel
legrosszabb esetben minden elemet meg kell vizsgélni €s a helyére kell tenni,
ezért a feladat megoldasanak 1épésszamigénye Q(p).

2.3.1. Logaritmikus ideji algoritmus

Legyen X, = (ki ko,....kn) és Xo = (kpst1, ks, - - -, ko) @ két bemend
sorozat. Az egyszerliség kedvéért legyen m 2 hatvanya €s a kulcsok kiilon-
bozzenek.

Az Osszefésiiléshez elég az 6sszes kulcs rangjanak kiszdmitasa. Ha a ran-
gokat ismerjiik, akkor p = 2m processzoron egy 1épésben beirhatjuk az i
rangu kulcsot az i-edik memoriarekeszbe.

2.12. tétel. A LoG-0SSZEFESUL algoritmus két m hossziisdgu kulcssorozatot
O(gm) idés alatt fésiil 6ssze 2m CREW PRAM processzoron.
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Bizonyitas. A k kulcs rangja legyen r; (r,f) X;-ben (X,-ben). Ha k = k; € X,
akkor legyen r,i = j. Ha egy kiilon m processzort rendeliink k-hoz, akkor az
bindris kivédlasztassal ®(lg m) 1€péssel meghatarozza azon X,-beli elemek g
szamat, amelyek kisebbek, mint k. Ha g ismert, akkor 7 kiszamithatja k (X; U
X;)-beli rangjat: ez j+q lesz. Ha k X,-hoz tartozik, hasonléképpen jarhatunk
el.

Osszegezve: ha elemenként egy, azaz 6sszesen 2m processzorunk van,
akkor két m hosszisdgl rendezett sorozat O(lgm) 1épéssel Osszefésiilhetd.
Az ezt megoldo algoritmus neve LLoG-OSSZEFESUL. [

Ez az algoritmus nem munkaoptimalis, de munkahatékony.

2.3.2. Pératlan-pdros 6sszefésiilé algoritmus

Ez az algoritmus a klasszikus oszd meg és uralkodj elvet alkalmazza.

Legyen X; = ki, ky,....ky és Xo = ki1 kmeo, ..., kom a két bemend
sorozat. Az egyszerliség kedvéért legyen m kettd hatvanya €s a kulcsok
legyenek kiilonbozdek.

PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL( X1, X>) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szamitdsi modell: EREW PRAM

Bemenet: X; és X, (két rendezett sorozat)

Kimenet: Y (az 6sszefésiilt sorozat)

0l ifm=1
then fésiiljiik 6ssze a sorozatokat egyetlen 0sszehasonlitdssal
02 return Y
03 ifm>1
04  then Bontsuk fel X;-et €s X,-t paros és pdratlan részre, azaz legyen
Xfm = kl, k3, ey km—l és X{ars = kz, k4, ey km
Hasonloképpen bontsuk fel X»-t is XJ™ és XJ" részekre.

05 Rekurzivan fésiiljiik ossze X7"'-t és X2™-t m processzoron. Legyen az eredj
Ly =1h,b,...,1I, Ugyanakkor fésiiljiik 6ssze X]"-t és X} -t
masik m processzoron: az eredmény legyen Ly = Ly11, Ly, - - - bome

06 Fésiiljiik 0ssze az Ly, L, sorozatokat, azaz legyen
L=1,l1,0b, 000, .. Ly .

07 Hasonlitsuk 0ssze az (1,4, Liv1) (i = 1,2,...,m — 1) parokat €s sziikség

esetén cseréljiik fel 6ket. Az eredmény lesz a kimend sorozat.

mény
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X, =2,5,8,11,13,16,21,25 X, =4,9,12,18,23,27,31,34

pn PS pn ps
Xl Xl X2 X2

2,8,13,21 5,11,16,25  4,12,23,31 9,18,27,34

Osszefésiilés Osszefésiilés

Ly =2,4,8,12,13,21,23,31 L, =5,9,11,16,18,25,27,34

Osszekeverés

L=2,549,8,11,12,16,13,18,21,25,23,27,31,34
[N R W R W] A A [ A

l Osszehasonlitds és csere

2,4,5,8,9,11,12,13,16, 18,21, 23,25,27,31, 34

2.6. abra. 16 szam rendezése a PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL algoritmussal.

2.5. példa. Kétszer nyolc szdm dsszefésiilése. Legyen X; = 2, 5, 8, 11, 13,
16,21,25¢és X, =4,9, 12, 18, 23, 27, 31, 34. A 16 szam rendezését mutatja
a kovetkez3 2.6. abra. o

Az Osszefésiild algoritmusok helyessége a nulla-egy elv segitségével bi-
zonyithato.

Egy Osszehasonlitas alapi rendezd algoritmus egyszerid, ha az Ossze-
hasonlitand6 elemek sorozata elére meg van hatdrozva (ekkor a kovetkezd
0sszehasonlitds elemei nem fiiggnek a mostani eredménytdl).

Formdlisan ez azt jelenti, hogy adott az 6sszehasonlitand6 elempérok in-
dexeinek (i, j1), (i2, j2), ..., (im, jm) SOrOZAta.

2.13. tétel (nulla-egy elv). Ha egy egyszerii dsszehasonlitdsos rendezd algo-
ritmus helyesen rendez egy n hossziisdgu nulla-egy sorozatot, akkor tetszole-
ges kulcsokbdl dllo n hossziisdgii sorozatot is helyesen rendez.

Bizonyitas. Legyen A egy egyszerid Osszehasonlitdsos (ndvekvdleg) ren-
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dezd algoritmus és legyen S egy olyan kulcssorozat, melyet az adott algorit-
mus rosszul rendez. Ekkor a rosszul rendezett S sorozatban van olyan kulcs,
amely az i-edik (1 < i < n — 1) helyen van annak ellenére, hogy S-ben
legaldbb i ndla kisebb elem van.

Legyen k S legelsd (legkisebb indexii) ilyen kulcsa. A bemend sorozat-
ban irjunk a k-nél kisebb elemek helyére nullét, a tobbi elem helyére egyest.
Ezt a modositott 0-1 sorozatot A helyesen rendezi, ezért a k helyére irt egyest
a rendezett sorozatban legaldbb i darab nulla megel6zi.

Most kihasznadljuk, hogy A egyszerli. A bemend sorozatban szinezziik
pirosra a k-ndl kisebb (nulla) elemeket, és kékre a tobbit (egyeseket). Induk-
cidval megmutatjuk, hogy az eredeti €s a 0-1 sorozatnak megfeleld szines
sorozatok minden 0sszehasonlitds utdn azonosak. A szinek szerint haromféle
Osszehasonlitds van: kék, piros vagy kiilonbozd szind elemek 6sszehasonli-
tasa. Ha azonos szinl elemeket hasonlitunk Ossze, akkor a szinek sorozata
egyik esetben sem véltozik. Ha viszont kiillonb6z6 szind elemeket hasonli-
tunk Ossze, akkor mindkét esetben a piros elem keriil a kisebb, és a kék elem
a nagyobb indexd helyre. Eszerint k-t legalabb i ndla kisebb elem megeldzi
a rendezett sorozatban. Az ellentmondas az allitas helyességét mutatja. =

2.6. példa. Egy nem dsszehasonlitdsos rendezd algoritmus. Legyen
¢ki, ka, ..., k) egy bitsorozat. Rendezhetjiik dgy, hogy megszdmoljuk a nul-
1k z szamat, majd lefrunk el6bb z nullat, majd n — z egyest. Erre az elv nem
alkalmazhatd, mert ez nem 0sszehasonlitasos rendezés. o

Az Osszefésiilés viszont rendezés, €s a paros-paratlan 0sszefésiilés egy-
szerd.

2.14. tétel. A PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL algoritmus helyesen rendez tetszd-
leges szdamokbol dllo sorozatokat.

Bizonyitas. Legyenek X; és X, rendezett 0-1 sorozatok, melyek kozos
hossza m. Legyen q1 (¢2) az X; (X») elején 4ll6 nulldk szdma. Az XP"'-

ban 1év6 nulldk szdma [¢,/2], és az X}"*-ban 1év6 nulldk szdma | g, /2]. Igy
az L,-beli nulldk szdma z; = [q,/2] + [q2/2] €és az L,-beli nulldk szdma
2 = 1q1/2] +1g2/2).

71 €s z; kiilonbsége legfeljebb 2. Ez a kiilonbség pontosan akkor kettd, ha
q: és g, is paratlan. Egyébként a kiilonbség legfeljebb 1. Tegyiik fel, hogy
|z1 — 22| = 2 (a tobbi eset hasonld). Most L;-ben kettdvel tobb nulla van.




2.3. Osszefésilés 95

Amikor ezeket a harmadik lépésben Osszekeverjiik, akkor L elején nullak
vannak, azutdn 1,0, majd egyesek. A rendezetlen (piszkos) rész csak az 1,0.
Amikor a harmadik 1épésben az utols6 6sszehasonlitds és csere megtorténik,
az egész sorozat rendezetté valik. [

2.15. tétel (0sszefésiilés O(lgm) 1épéssel). A PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL al-
goritmus két m hosszusdgu kulcssorozatot O(lgm) lépéssel osszefésiil 2m
EREW PRAM processzoron.

Bizonyitas. Legyen az algoritmus 1épésszama M(n). Az 1. 1€pés O(1) ideig
tart. A 2. 1épés 7 ideig tart. Innen az

M(m) = M(%)+ o) (2.10)

rekurziv egyenldséget kapjuk, melynek megoldasa M(m) = O(1g m). [

2.3.3. Munkaoptimdlis algoritmus

Most [2m/ 1g m] processzoron O(lgm) 1épéssel végezziik az Osszefésiilést.
Ez az OpTIMALISAN-OSSZEFESUL algoritmus az eredeti problémat O(m/1gm)
részre osztja gy, hogy mindegyikben O(lg m) hosszisdgu rendezett soroza-
tokat kell 6sszefésiilni. Ezek a részproblémak soros algoritmussal O(lgm)
1épéssel megoldhatok.

Legyen X; = (X1, X0, ..., Xn) €5 Xo = (Xpt15 Xma2s - - - » Xy @ két bemend
sorozat. Osszuk X;-et flg%] részre: ekkor mindegyikben legfeljebb [1gm]
kulcs lesz. A részek legyenek Ay, Ay, ..., Ay, ahol M = -, Az A;-beli leg-
nagyobb kulcs legyen ; (i = 1,2,..., M). Rendeljiink egy-egy processzort
ezekhez az [; elemekhez. Ezek a processzorok bindris kivélasztassal megha-
tdrozzak [; X,-beli (rendezés szerinti) helyét. Ezek a helyek felbontjak X,-t
M részre (ezek kozott iires részek is lehetnek — 1asd a kovetkezd 2.7. ab-
rat). Jeloljiik ezeket a részeket By, B,, ..., By-mel. B;-t az A;-nek X,-ben
megfeleld részhalmaznak nevezziik.

Ekkor X; és X, Osszefésiilését megkaphatjuk ugy, hogy rendre Osszefé-
siiljik A;-et By-gyel, A,-t B,-vel €s igy tovabb, majd ezeket a sorozatokat
egyesitjik.

2.16. tétel. Az OPTIMALISAN-OSSZEFESUL két m hossziisdg rendezett kulcsso-
rozatot O(1g m) lépésben dsszefésiil [é%'l CREW PRAM processzoron.
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B B B; By

T

!
Y
A

Ay A A3 Ay

2.7. abra. Munkaoptimélis 6sszefésiild algoritmus.

Bizonyitas. Az el6z6 algoritmust alkalmazzuk. Az A; részek hossza 1gm,
a B; részek hossza azonban nagy is lehet. Ezért még egyszer alkalmazzuk
a felbontédst. Legyen A;, B; tetszbleges par. Ha |B;| = O(lgm), akkor A;
és B; egy processzoron O(lgm) 1épésben alatt Osszefésiilhetd. Ha viszont
|B;| = w(lgm), akkor osszuk B;-t g—‘; részre — ekkor minden rész legfeljebb
lg m egymast kovetd kulcsot tartalmaz. Mindegyik részhez rendeljiink egy
processzort, €s az keresse meg az ennek a sorozatnak megfelel6 részhalmazt
A;-ben: ehhez O(1g1g m) 1épés elegendd. Igy A; és B; osszefésiilése 1';% rész-
problémara redukélhatd, ahol minden részprobléma két O(lg m) hosszisagu
sorozat 0sszefésiilése.

A felhasznalt processzorok szama Y.» [|Bi|/1gm],, ami legfeljebb

m/lgm+ M, és ez legfeljebb 2M. [

2.3.4. Egy O(lglg m) ideji algoritmus

Ha az el6z6 algoritmust kiegészitjiik az oszd meg és uralkodj elvvel, akkor
még gyorsabb algoritmust kapunk.

GYORSAN-OSSZEFESUL(X1, X», Y) pdrhuzamos eljdrds
Szamitdsi modell: CREW PRAM

Bemenet: X; és X,

Kimenet: Y

01 Bontsuk fel X;-et y/m = b részre: ekkor minden részben b elem lesz. Legyen A;-b¢
a legnagyobb kulcs /; (i = 1,2,...,b). Minden /;-hez rendeljiink b processzort.
Ezek a processzorok b-aris keresést végeznek X,-ben, hogy megtaldljak /; X,-beli
helyét. Ezzel X, b részre valo felbontdsat kapjuk: legyenek ezek a részek
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Bi1,B,,...,B,. A B; részhalmaz az A;-nek X,-ben megfeleld részhalmaz.
02 Most X; és X, Osszefésiiléséhez elegendb A; és B; (i = 1,2,...,b)

Osszefésiilése. Az A;-k mérete adott, viszont a B;-k nagyon

nagyok (€s nagyon kicsik) is lehetnek. Ezért djra felbontunk.

Legyen A; és B; tetszbleges par. Ha |B;| = O(b), akkor a két sorozat
O(1) 1épésben Osszefésiilhetd +/m-aris kereséssel (ahol € tetszleges pozi-
tiv szam). Ha viszont |B;| = w(b), akkor B;-t ["Z—'] részre osztjuk, ahol B;-nek
minden részben legfeljebb b egymadst kovetd eleme van. Rendeljiink min-
den részhez b processzort, hogy megtaldljdk az ehhez a halmazhoz tartoz6
részhalmazt A;-ben: ehhez O(1) 1épés elég. fgy A; és B; 0sszefésiilésének
problémadja [%-I részproblémadra redukélhatd, ahol minden részprobléma két
O(b) hosszusagu sorozat osszefésiilése.

A felhasznalt processzorok szama Z;’zl b[|B;|/b], ami legfeljebb 2m.

2.17. tétel (osszefésiilés O(1glgm) 1épésben). Két m hosszisdgu rendezett
kulcssorozat O(1glgm) lépésben dsszefésiilhetd 2m CREW PRAM pro-
cesszoron.

Bizonyitas. Legyen X; és X, a két adott sorozat. Legyenek a kulcsok Kkii-
16nboz8k és legyen m = b. Az algoritmus a feladatot N < 2b részfela-
datra redukalja, melyek mindegyike két O(b) hosszisigu rendezett sorozat
Osszefésiilése. A redukcid m processzoron O(1) 1épésben elvégezhetd. Ha az
algoritmus 1€pésszama 2m processzoron 7T'(m), akkor T'(m) kielégiti a

T(m) = T(O(b)) + O(1)

rekurziv egyenletet, melynek megoldasa O(lg1g m). [

Ez az algoritmus nem munkaoptimdlis, bar O(m)/O(glgm) =
O(m/1glgm) gyorsitisa nagyon kozel van m-hez. Hatékonysiaga csak
0(/1glgm).

2.4. Rendezés

Adott n > 2 kulcs. A feladat ezek csokkend vagy novekvd sorrendbe vald
rendezése.
Ismert, hogy ha a megengedett miivelet a szokasos 6sszehasonlitds, akkor
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minden A soros algoritmusnak N(n, A) = Q(nlgn) 1épésre van sziiksége,
masrészt vannak O(nlgn) 1épésszdmu Osszehasonlitds alapu algoritmusok,
amelyek tehat aszimptotikusan optimaélisak.

Mis miiveletek vagy a rendezendd kulcsok specidlis tulajdonsagai eseté-
ben a rendezés O(n) 1épéssel is megoldhatd. Ha legrosszabb esetben minden
kulcsot meg kell vizsgélni, akkor természetesen a 1épésszam N(n) = Q(n).

Tehat mind az 6sszehasonlitds alapud, mind pedig a specialis esetben is-
mert aszimptotikusan optimalis soros algoritmus.

Vizsgéljuk meg a kovetkezd kérdéseket. Hany rendezd algoritmus van?
Ezek koziil hany egyszer(, hany optimélis (aszimptotikusan, szigordan)?

Ezekre a kérdésekre nem konnyd valaszolni — példdul el8szor pontosan
definidlnunk kell, mi is az a rendez algoritmus.

Sztkitsiik a kérdést: hany 0sszehasonlitdsra van sziikség n elem rendezé-
séhez? jeloljiik ezt a szdmot c(n)-nel. Ismert, hogy

[Z Ig zw <cm) < ) Nl 2.11)
i=1 i=1

c(n)<nlgn-(n-1). (2.12)

Az alsé becslés dontési fakkal vagy informacidelméleti eszkozokkel iga-
zolhat6 (lasd az als6 korlatokrol sz616 1.7. alfejezetet), a felsé becslések pe-
dig a bindris beszurd, illetve az 6sszefésiiléses rendezd jellemz6 adatai.

4 elemre az alsé és a felsd becslések egyardnt 6t6t adnak. 5 elemre 5! =
120 miatt az alsé becslés 7, viszont az el6bbi algoritmusoknak 8 dsszeha-
sonlitasra van sziiksége.

n® processzoron a kulcsok rangja O(1g n) 1épéssel meghatdrozhaté. Ha a
rangokat ismerjiik, akkor a rendezés egy parhuzamos irassal megoldhaté.

Tehét igaz a kovetkezd tétel.

2.18. tétel (rendezés O(lg n) 1épésben). n kulcs n> CRCW PRAM processzo-
ron rendezheté O(1g n) lépéssel.

és hogy

Mivel a kulcsok meghatdrozésa Q(lg n) ideig tart, ez a médszer O(n? 1g n)
munkat igényel, azaz nem munkahatékony.

2.4.1. Pératlan-péros algoritmus

Ez az algoritmus a klasszikus oszd meg és uralkodj elvet alkalmazza. Az
egyszerliség kedvéért legyen n kettd hatvanya é€s a kulcsok legyenek kiilon-
bozok.
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A kovetkez6 EREW PRAM algoritmus O(Ig” 1) 1épést tesz.

PARATLAN-PAROS-RENDEZ(X, ) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdamitdsi modell: EREW PRAM

Bemenet: X (a rendezend6 kulcsok)

Kimenet: Y (a rendezett kulcsok)

01 ifn=1

02 then Y « X

03 return X

04 ifn>1

05 then Osszuk az X bemenetet két részre: ezek legyenek
Xi = kl,kz, ey kn/z és Xé = Kn/2+1» k,l/z_,.z, e ,kn.

06 Rendezze 7 processzor rekurzivan X|-t. Az eredmény legyen X;.
Ugyanakkor rendezze 5 processzor rekurzivan X;-t. Az eredmény legy

07 Fésiiljiik 0ssze X;-et és X,-t 2m processzoron

a PARATLAN-PAROS-0sSZEFESUL algoritmussal.

Ez az algoritmus hasonlit a soros 0sszefésiiléses algoritmusra. Ott azon-
ban a sorozatok legkisebb elemeit hasonlitjuk 6ssze és a kisebb elem az
Osszehasonlitds eredménye.

2.19. tétel (rendezés O(1g” n) 1épéssel). n kules n EREW PRAM processzo-
ron rendezhetd O(Ig2 n) lépéssel.

Bizonyitas. Legyen T'(n) az algoritmus 1épésszdama. Az 1. 1épés O(1) ideig
tart, a 2. Iépés T'(5) ideig, a 3. 1€pés pedig O(Ig n) ideig. Ezért T'(n) kielégiti
a

T(n)= O(1)+ T (g) +0(gn) (2.13)

rekurziv egyenl&séget, melynek megoldasa 7'(n) = O(Ig” n). [

2.7. példa. Rendezés 16 processzorral. Rendezziik 16 processzoron a kovet-
kezd szamokat: 25, 21, 8, 5, 2, 13, 11, 16, 23, 31, 9, 4, 18, 12, 27, 34. Az
elsd 1épésben a paros és paratlan részeket kapjuk meg, majd a masodikban az
elsd 8 processzor a paratlan részbdl kapja az X; = (2,5,8, 11,13, 16,21, 25)-
0t, a masodik 8 processzor pedig az X, = (4,9, 12, 18,23,27,31,34)-et. A

en Xo.
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harmadik 1€pésben kapjuk az eredményt. )

Ez az algoritmus ®(n1g* n) munkat végez. Hatékonysaga G)(lgin), gyorsi-
tdsa @ (L)

Ign

2.4.2. Egy véletlenitett algoritmus (*)

Az O(1g” n) 1épésszam véletlenitett algoritmussal is elérhetd.

2.20. tétel (rendezés O(lg” n) lépéssel). n kulcs n CREW PRAM processzo-
ron rendezheto O(lg2 n) lépéssel.

Bizonyitas. Ismert, hogy n elem koziil n/1gn processzoron a kivalasztas
0O(1g n) 1épéssel megoldhaté. Legyen n processzorunk. Ekkor n adott kulcs k
medidnja O(Ig n) 1épéssel megtaldlhatd. Osszuk X-et 2 részre: X 1 tartalmazza
a k-nél nem nagyobb kulcsokat, X2 pedig a tobbi kulcsot.

Az Xl €s X2 részeket rekurzivan rendezziik n/2 processzoron, majd az
eredményeket lancoljuk Ossze.

Ha a rendezés ideje T'(n), akkor

T()=T (g) +0gn) (2.14)

melynek megolddsa T'(n) = 5(lg2 n). m

2.4.3. Preparata algoritmusa

Tobb processzorral a 1€pésszam csokkenthets: Preparata algoritmusa nlgn
CREW PRAM processzoron 1g n parhuzamos lépést végez.

PREPARATA(X, Y) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: CREW PRAM

Bemenet: X (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (rendezett kulcsok)

01 if n <20

02  then rendezziik a bemenetet tetszdleges rendezd algoritmussal

03 return Y

04 Osszuk az adott n kulcsot Ig n részre tigy, hogy mindegyikben lgLn kulcs legyen.
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Rendezziik a részeket kiilon, rekurzivan, mindegyik részhez n processzort
rendelve. A rendezett sorozatok legyenek S1,So,...,S1g,-
05 Fésiiljiik 0ssze Si-t€s S -t (1 < i, j < Ign) parhuzamosan.
06 Rendeljiink 1g n processzort a kulcsok eredeti sorozatra vonatkozé rangjdnak
meghatdrozasahoz. Végiil a kulcsok a rangok sorrendjében adjdk a kime

Ez az algoritmus oszd meg és uralkodj elvi. A kulcssorozatot 1g n részre
osztjuk, majd a részeket paronként osszefésiilve minden kulcsnak minden
részre nézve meghatdrozzuk a rangjat. Ezutdn a kulcsok tényleges rangja az
elébbi rangok Osszege.

Ha a harmadik 1€pésben minden (i, j) parhoz n/1gn processzort rende-
liink, akkor az 0sszefésiilés O(1glgn) 1épéssel elvégezhetd.

A negyedik lépésben a rang szdmitdsa parhuzamosan végezhetd a har-
madik 1€pésben kapott 1g n rang 6sszeaddsaval: ez a prefixet szamito algorit-
mussal O(lg 1g n) 1épéssel megoldhato.

2.21. tétel (rendezés O(lgn) 1épéssel). A PREPARATA algoritmus n elemet
nlgn CREW PRAM processzoron O(1g n) lépéssel rendez.

Bizonyitas. Legyen a Preparata-algoritmus futasi ideje 7'(n). Az els6 1épés
idbigénye T'(n/1g n), a méasodik és harmadik 1épésé egyiitt O(lg1g n). Ezért

T(n) =T (i) +0(glgn) . (2.15)
Ign
melynek megoldésa (helyettesitéses modszerrel) T'(n) = O(lg n). n

A lassuldsra vonatkozo tétel segitségével kapjuk a kovetkezo allitast.
2.22. kovetkezmény (rendezés "l,g" processzoron). Tetszdleges t > 1 egész
szdmra n tetszoleges kulcs rendezhetd O(t1g n) lépésben "1# CREW PRAM
processzoron.

A Preparata-algoritmus munkdja ugyanannyi, mint a paros-pdratlan ren-
dezd algoritmusé, viszont a gyorsitdsa jobb: ®(n). Mindkét algoritmus haté-
konysdga ©(1/1gn).

netet.
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2.4.4. Reischuk véletlenitett algoritmusa (*)

Reischuk algoritmusa 7 processzoron O(Ig n) parhuzamos 1épést tesz, azaz
nagy valdszintiséggel munkahatékony.
Alapja Preparata algoritmusa €s a kovetkezd tétel.

2.23. tétel (korlatos egészek rendezése). Ha n kulcs mindegyike [0, n(lgn)‘]
intervallumbdl vett egész szam (ahol c tetszoleges konstans), akkor ezek a
kulcsok lé—’n CREW PRAM processzoron rendezhetok O(1g n) lépésben.

Az algoritmus a kovetkezd.

RE1scHUK (X) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: CREW PRAM

Bemenet: X (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (rendezett kulcsok)

01 Legyen X = ky,k»,...,k, arendezendd kulcssorozat.
N = lg’j - processzor mindegyike véletleniil kivalaszt egy kulcsot.
02 Rendezziik az N kivélasztott kulcsot Preparata algoritmusdaval.
Az eredmény legyen [, [, ..., ly.
03 Legyen K| = {k € Xk < I;};
Ki=tkeX|li., <k <[;},i=2,3,...,N;
és Ky, = {k € X|k > ly}. Parhuzamos binaris kivalasztassal
bontsuk fel X-et K; részekre.
04 Rendezziik a K; részeket a PREPARATA algoritmussal.
05 Legyen Y arendezett Ky, rendezett K5, ..., rendezett Ky,;.
06 returnY

2.24. tétel (tetsz6leges kulcsok gyors rendezése). A ReiscHUK algoritmus n
tetszoleges kulcsot n CREW PRAM processzoron O(1g n) lépésben rendez.

Bizonyitas. Reischuk algoritmusa szerint véletleniil kivdlasztunk N =
n/1g* n kulcsot és ezeket Preparata algoritmuséval rendezziik. Ez a rende-
zett minta az eredeti sorozatot N + 1 — kozel azonos hosszisagi — részsoro-
zatra bontja, melyeket Preparata algoritmusaval rendeziink: ezek a rendezett
részsorozatok a megfeleld sorrendben véve megadjdk az eredményt.

A Reischuk algoritmus mésodik 1épése NIgN < Nlgn processzoron
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O(Ig N) = O(Ign) id6 alatt elvégezhetd.

A harmadik 1épésben X felbontasat bindris kereséssel €s az egészeket
rendez6 algoritmussal végezziik: minden kulcshoz tartozik egy processzor,
amely az [y, 5, . . ., [y sorozatban végzett bindris kereséssel megadja, hogy az
adott kulcs a K; részhalmazok melyikéhez tartozik.

Mivel a részek sorszdmai a [0, N + 1] intervallumbol vett egészek, az
el6z6 tétel alapjan legfeljebb n processzoron O(lgn) 1épéssel rendezhetSk.
A K; (1 <i < N) részekben nagy valdszintiséggel nem lesz tobb elem, mint
0(1g” n). Ugyanennyi processzoron és lépéssel a |K;| elemszamokat is meg
tudjuk hatdrozni minden részre.

A negyedik 1épésben minden K; rész rendezhetd |K;|1g |K;| processzoron
lg |K;| 1épéssel. Ezért a negyedik 1épés n processzoron

(max 1g|Ki)*) (2.16)

lépéssel elvégezhets. Ha max;|K;] = O(g’n), akkor a negyedik 1épés
O((1g Ig n)*) 1épéssel elvégezhetd. [

2.5. Gréfalgoritmusok

Legyen M egy n X n méretli matrix, amelynek az elemei nemnegativ egész

szamok. Az M matrixot M minmadtrixdnak nevezziik €s a kovetkez6képpen
definiéljuk:

MGi)=0 (1<i<n) 2.17)
és ~
M (l, ]) = min{Ml-Ol-l + Mi1i2 +...+ Mik—lik} (l * ]) , (218)
ahol a minimumot az olyan — az {1, 2,...,n} halmaz elemeibdl képezett —
io, i1, ..., I permutdciokra nézve képezziik, amelyekre iy = i és iy = .

Legyen G egy irdnyitatlan graf, amelynek n csticsa van. Ennek reflexiv
tranzitiv lezartjat A*-gal jeloljiik és ugy definialjuk, hogy ha i = j vagy V;
és V; G-nek ugyanahhoz az Osszefiiggd komponenséhez tartoznak, akkor
A*(i, j) = 1, egyébként A*(i, j) = 0.

2.8. példa. Irdnyitott grdf és minmdtrixa. Legyen G(V, E) egy iranyitott graf,
melynek csdcsait az 1,2, ...,n szdmokkal cimkézziik. Legyen M[i, j] = 0,
hai = jvagy a gréaf tartalmaz i-bdl j-be vezetd élet. Egyébként M[i, j] legyen
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M M
0Ol 0 |1 |1]1]0 ojojo|lo]o]oO
1{olo]o]o]1 ojojo|lo]|o0o]oO
1|1t lo 1|11 L1t lo| 1|1 ]1
1|1 lo]o]1]1 1|1 loo|1]1
1|1 l1][0]0]o0 ojlojo|lo]|o0o]oO
oo |1 ]l0]|1]0 ojlojo|lo]|o0o]oO

2.8. abra. Egy graf és annak M-je és M—je.

1. Ekkor M (i, j) pontosan akkor nulla, amikor van az i csicsbol a j csicsba
vezetd ut.
A 2.8. dbra egy 6 cstcsu irdnyitott grafot, valamint a hozza tartoz6 M
matrixot és annak minmadtrixat dbrzolja.
S

2.5.1. Minmatrix

Tobb — grafokkal kapcsolatos — feladat megolddsat megkonnyiti a minmat-
rixok felhasznélésa.
A MinMATRIX algoritmus meghatdrozza adott M maétrix minmatrixat.

MINMATRIX (M, M ) pdrhuzamos eljdrds
Szdamitdsi modell: CREW PRAM
Bemenet: M (egy n X n méretdl matrix)
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Kimenet: M (az M matrix minmatrixa)

01 P;;in parallel fori < 1ton,j« lton
do m[i, j] <« M[i, j]

02 rendezziik az N kivdlasztott kulcsot Preparata algoritmusaval
Az eredmény legyen [, [, ..., 1y.

03 fori« 1ton

04 do P;; in parallel for (i, j,k) < 1 ton

05 qli, j, k1 < mli, j1 + m[ ], k]
06 P;; in parallel for (i, j) < ton
07 do m[i, j] < min{q[i, 1, j1.qli, 2, j1.....qli,n, j]
08 P;in parallel fori < 1 ton
doM(i,j) <0

09 P;; in parallel for (i, j)) < 1 ton
do M (i, j) < m(i, j)

Ezzel kapcsolatos a kovetkezd allitas.

2.25. tétel (minmatrix szamitdsa). Ha € tetszdleges pozitiv szdm, akkor a
MiN-MATRIX algoritmus n**¢ CRCW PRAM processzoron O(1gn) 1épésben
meghatdrozza egy n X n méretii mdtrix minmdtrixdt.

2.5.2. Tranzitiv lezart

A 2.25. tétel segitségével belathat6 a kovetkezd allités.

2.26. tétel (tranzitiv lezart szamitasa). Ha € tetszdleges pozitiv szdm, akkor
n**¢ CRCW PRAM processzoron O(lgn) lépésben meghatdrozhaté egy n-
csucsu iranyitott grdf tranzitiv lezdrtja.

Bizonyitas. Ha M-et a2.8. példa szerint definidljuk, akkor egy G graf tranz-
itiv lezartja a minmatrix segitségével konnyen meghatarozhato. [

2.5.3. Osszefiiggé komponensek

7 7

Ugyancsak a2.25. tétel segitségével bizonyithatjuk a kovetkezd allitést.

2.27. tétel (6sszetiiggd komponensek szamitasa). Ha € tetszbleges pozitiv
szdm, akkor n**¢ CRCW PRAM processzoron O(1gn) lépésben meghatd-
rozhatok egy n-csticsu grdf osszefiiggd komponensei.
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Bizonyitas. Legyen M[i, j] = 0, hai = j vagy i és j 6ssze vannak kotve egy
éllel. Egyébként M([i, j] legyen 1. Az i és j csticsok pontosan akkor vannak

ugyanabban az ¢sszefiiggd komponensben, ha M [i, j1=0. [

2.5.4. Minimdlis feszitéfa

A soros Kruskal-algoritmus parhuzamositdsaval beldthat6 a kovetkezd alli-
tas.

2.28. tétel (minimdlis feszit6fa). . Ha e tetszbleges pozitiv szdm, akkor n>*€
CRCW PRAM processzoron O(1g n) lépésben meghatdrozhato egy n-csicsu
élsilyozott grdaf minimdlis feszitofdja.

2.5.5. Konvex burok

Gyakorlatok
2.5-1. A globédlis memdria M; rekeszében van bizonyos adat. Mésoljuk 4t
ezt az adatot az M,, M3, ..., M, rekeszekbe. Mutassuk meg, hogyan lehet

ezt megvaldsitani O(lgn) 1€péssel n EREW PRAM processzor felhaszndla-
séval.

2.5-2. Adjunk meg egy olyan algoritmust, amely n/ lgn EREW PRAM pro-
cesszor felhasznaldsaval O(lg n) 1€péssel megoldja az el6z6 gyakorlatot.
2.5-3. Legyen f(x) = a,x" + a,_1 X" ' + -+ + a;x + ay. Adjunk O(1) ideji
CREW PRAM algoritmust a polinom értékének adott x helyen val6 kisz4a-
mitdsara. Mennyi processzort igényel a javasolt algoritmus?

2.5-4. Adjunk meg egy O(lglgn) idejl algoritmust, amely n/lglgn kozos
CRCW PRAM processzoron O(1glg n) 1épésben megadja n tetszdleges szdm
maximumat.

2.5-5. Legyen A egy n kulcsot tartalmaz6 tomb. Mutassuk meg, hogy n/1gn
CREW PRAM processzoron O(lgn) 1épésben meghatarozhaté tetszdleges
k € A kulcs rangja.

2.5-6. Tervezziink egy O(1) 1épésszdmdu algoritmust, amely n k6zos CRCW
PRAM processzoron eldonti, hogy adott A[l..n] tomb elemei kozott
el6fordul-e az 5, és ha igen, megadja a legnagyobb olyan i indexet, amelyre
Ali] = 5.

2.5-7. Tervezziink algoritmust, amely n* CREW PRAM processzoron O(1)
1épésben Osszefésiil két n hosszisagu rendezett sorozatot.

2.5-8. Hatdrozzuk meg a fejezetben targyalt algoritmusok relativ sebességét,
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Osszes 1€pésszamat €s hatékonysagat.
Feladatok

2-1. Kozos elem
Tervezziink algoritmust annak eldontésére, hogy adott A[1..n] és B[1..n]
tomboknek van-e kozos eleme:

a. han* CRCW PRAM processzorunk van, akkor O(1) 1épésszamiit;
b. b. han CRCW PRAM processzorunk van, akkor O(1) 1épésszamiit.

2-2. Minimalis feszitofa

Parhuzamositsuk a minimélis feszit6fak meghatarozasara szolgalé Kruskal-
algoritmust és Prim-algoritmust. Tervezziink algoritmust arra a specidlis
esetre, amikor az élek silya csak O vagy 1 lehet.

2-3. Osszes csiicspdr tdvolsdga
Parhuzamositsuk a grafok Osszes cstcsparjanak tavolsigit meghatdrozé
Bellman—Ford-algoritmust.

2-4. Kormentesség

Tervezziink parhuzamos algoritmust annak eldontésére, hogy adott irdnyitat-
lan gréf tartalmaz-e kort. Elemezziik a kiilonb6z6 nagysagrendd processzor-
szam esetében elérhetd W(n, p, P) futdsi idoket.
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Targymutaté

Ez a tdrgymutato a kdvetkezd szempontok szerint késziilt.

El6szor a matematikai jeloléseket soroljuk fel (latin 4bécé, majd a gorog
abécé szerinti sorrendben), azutdn a targyszavakat.

A szamokat és gorog betliket tartalmazo targyszavakat kiejtésiik szerint
rendezziik: példaul az ,,1-értékii”-t , egyértékéki”-ként, a A-t ,,lJambda”-ként.
A jelolést tartalmazo6 targyszavakat elemeik szerint rendezziik: példaul a , k-
megegyezés”-t , k megegyezés”-ként.

A kiilonboz6 tipust objektumokat lehetdség szerint tipografiailag is meg-
kiilonboztettiik. A matematikai jeloléseket és a programokban hasznélt val-
tozok neveit dolt betlik emelik ki, mint példaul Q(n 1g n) vagy rang[szomsz].
Az algoritmusok neveit kis kapitélis betlikkel frtuk, mint példaul KivALaszT.
Az algoritmusok kddjédban a programozasi alapszavakat félkdvéren szedtiik,
mint példdul if, then, else, in parallel for.

Az algoritmusok nevében kiskotdjelet hasznaltunk, viszont a valtozok
neveiben als6 kotdjelet, mint példaul PP-6sszerésUL €s bal_szomsz. Az egyes
fogalmak meghatdrozasanak helyére a targymutaté dolt oldalszammal utal.

Elssorban az algoritmusokat targyalé tankonyvek matematikai jeloléseit
alkalmaztuk. Az oldalszdmok felsoroldasdnal nem torekedtiink teljességre.

A, A C

asszociativ mivelet, 73 CRCW, 87

asszociativ operator, 73 CRCW PRAM, 106, 107¢y
CREW PRAM, 74

B

beemelés, 82 D

Bellman-Ford-algoritmus, 107 DET-RANGSOROL, (79

Bernoulli-kisérlet, 84 DET-RANGSOROL, |79

bindris asszociativ operator, |73
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