Ilvanyi Antal

PARHUZAMOS
ALGORITMUSOK

TE Eo6tvos Kiac




Ivanyi Antal

PARHUZAMOS
ALGORITMUSOK

ELTE Eo6tvos Kiadd, Budapest




Ez az elektronikus tankonyv az Oktatasi

@ M Minisztérium timogatdsival, a Szakkonyv- €s

Oktatasi Tankonyvtamogatasi Palyazat keretében
Minisztérium ...
késziilt.

A konyv a szerzdi jogrol sz616 1999. évi LXXVIL tv. 33. § (4) bekezdésében
meghatirozott oktatési, illetve kutatdsi célra haszndlhaté fel. A teljes konyv (vagy
annak egy része) képernydn megjelenithetd, letdlthetd, arrdl elektronikus
adathordozén vagy papiralapon masolat készithet8, adatrdgzitd rendszerben
tarolhatd. A digitélis tartalom iizletszer( felhaszndldsa, médositdsa és dtdolgozasa,
illetve az ilyen m6don keletkezett szairmazékos anyag tovéabbi felhasznélasa csak a

szerz6vel kotott {rdsos szerz6dés alapjan torténhet.

© Ivanyi Antal, ELTE Eétvos Kiado, 2005

Lektorok: Fothi Akos, Horvith Zoltan, Kdsa Zoltan, Pécsy Gabor, Sziics L.4sz16

Kiadja az
ELTE Eo6tvos Kiado
1051 Budapest, Szerb utca 1.
Telefon: 411-6740
Fax: 485-52-26

Honlap: http://www.elte-hu/szervezet/eotvos—kiado.html

Elektronikus cim: eotvoskiado @ludens.elte.hu

FelelGs kiadd: Pandi Andras



http://people.inf.elte.hu/fa�
http://people.inf.elte.hu/hz�
http://www.cs.ubbcluj.ro/~kasa/�
http://www.elte.hu/~pici/�
http://www.elte.hu/~slice/�
http://www.elte.hu/szervezet/eotvos_kiado.html�
http://www.elte.hu/szervezet/eotvos_kiado.html�
mailto:eotvoskiado@ludens.elte.hu�
http://www.elte.hu/szervezet/eotvos_kiado.html�

Elészd

Ez az elektronikus tankonyv az ELTE programtervezé matematikus szaka-
nak I/2B. savjaban a Pdrhuzamos algoritmusok tantargy, valamint az Infor-
matikai Doktori Iskoldban a Pdrhuzamos és osztott algoritmusok elemzése
tantargy keretében tartott el6adasok anyagat tartalmazza.

A konyv hat fejezetbdl (Bevezetés, Pdarhuzamos gép, Rdcs, Kocka, Szink-
ronizdlt hdlozat, Hagyomdnyos és elektronikus irodalom) és nyolc tovabbi
részbdl (Jelolések, Angol szakkifejezések, Magyar szakkifejezések, Irodalom-
Jjegyzék, Lelohelyjegyzék, Névmutato, Tdargymutato, Megolddsok) all.

A masodik fejezetet Horvath/ Zoltdn, a harmadikat Szics [Laszl6, a ne-

gyediket Pécsy Gabor, a konyv tobbi részét Kdsa Zoltan lektoralta. Fothi

Akos sokat segitett a konyv felépitésének és stilusanak kialakitasaban.
Ko6szonom a konyv lektorainak a sok hasznos €szrevételt. Lényeges se-
gitséget jelentett, hogy a lektorok nem csak a sajat résziiket nézték at. Kol-
légaim koziil koszondom Balogh Adédm (ELTE), Ddzsa Gabor (SZTAKI),
Fabian Maria (ELTE), Eothi Akos (ELTE), Miletics Edit (Széchenyi Istvan
Egyetem), Petho Attila (Debreceni Egyetem), Rét Anna (Miiszaki Konyvki-
ado), Scharnitzky Viktorné (ELTE), Sima Dezs6 (BMF), Simon/Péter (ELTE)
és Szili Laszlo (ELTE) javaslatait. A kordbbi véltozatok alapjdn vizsgdzo
hallgaték koziil pedig Balazs Gabor (ELTE), Baksa Klara (ELTE), Dévai
Gergely (ELTE), Hajdu Tamas (ELTE), Hegyessy Tamas (ELTE), Hermann
Péter (ELTE), Kapinya Judit (ELTE), Kovacs Péter (ELTE), Metyko Beata
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(ELTE) és Szalai Robert (ELTE) segitettek.
A konyv abrdit Locher Kornél rajzolta. A konyv kézirata a HIZTEX ki-
advanyszerkesztével késziilt, amelyet az elmilt években fejlesztettiink ki

Belényesi Viktorral és Locher. Az irodalomjegyzéket [vanyi Anna tette é16vé.

A parhuzamos algoritmusok szakirodalma nagyon gyorsan fejlodik. Ezért

a konyv

http://people.inf.elte.hu/tony/books/paralg

cimi honlapjdn folyamatosan karbantartjuk a kiilfoldi és hazai hivatkozdsok
aktudlis listajat (hiperszoveg formdjdban, igy a honlap latogat6i kattintas-
sal kozvetleniil elérhetik az idézett miivek szerzGinek honlapjat, és olyan
elektronikus konyvtarakat, ahonnan az idézett cikkek letolthetdk). Ugyanitt
a beérkezett észrevételek alapjan a konyv szovegében javasolt vdltoztatdsok
listajat is karbantartjuk.

Az elektronikus cimek aldhiizdsa azt jelzi (itt az el6sz6ban, az irodalom-
jegyzékben és a lelohelyjegyzékben), hogy a konyv honlapjan 1évé PDF és
DVI véltozatban a cimek élnek, a PS véltozatban pedig kék szinnel ki vannak
emelve.

Kérem a konyv Olvasoit, hogy észrevételeiket €s javaslataikat irjdk meg

tony @inf.elte.hu

cimre. Kiilondsen koszonom a témaval kapcsolatos 1) feladatokat.

Budapest, 2005. januér 26.

Ivanyi Antal
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1. Bevezetés

A szamitogépes feladatmegoldas természetes és hagyomanyos vildga a soros
adatfeldolgozds. A kiillonboz6 alkalmazdsi teriiletek nagy teljesitményigé-
nyének és kornyezetiink parhuzamos jellegének hatasara azonban rohamo-
san fejlédik a parhuzamos feldolgozas is.

Parhuzamos adatfeldolgozas. Egy feladat parhuzamos megoldasa ugyan-
gy 3 1épésbdl all, mint a soros megoldds. E16szor meg kell érteni és ponto-
san meg kell fogalmazni a feladatot — ez a 1€pés hasonl6 a soros feldolgozas
els6 1épéséhez. Mivel a soros adatfeldolgozds szdmadra ismert feladatokat ol-
dunk meg, a problémak megértése — az eddigi tapasztalatok szerint — az ol-
vasok tobbsége (példaul harmadéves programtervezd €s informatika szakos
hallgaték) szdmdra nem jelent gondot.

A masodik 1épésben valasztunk egy ismert architekturat (esetleg terve-
ziink egy ujat) €s ahhoz terveziink egy megolddsi algoritmust. Ez vagy uj
algoritmus, vagy egy soros algoritmus parhuzamositott véltozata. Konyviink
targya a parhuzamos adatfeldolgozdsnak ez a része, azaz a pdrhuzamos al-
goritmusok tervezése és elemzése.

Végiil a harmadik 1épésben az algoritmust a meglévé programozasi méd-
szerek valamelyikével pdrhuzamos program formdjdaban megvalositjuk (itt is
sz6ba jon 1) programozasi modszer alkalmazdsa).

Parhuzamos algoritmusok. Ha egy feladatot egytittm{ikodé processzo-

rok segitségével oldunk meg, akkor a szdmitasi id6 rendszerint csokken, mi-
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vel bizonyos miiveletek egyidejiileg elvégezhet6k. Ennek a csokkenésnek
az 4ra a nagyobb beruhdzdsigény €s az elvégzendd munka mennyiségének
novekedése.

A péarhuzamos algoritmusokat kiilonb6zd szempontok szerint szoktak
osztéalyozni.

Az egyik szempont a processzorok miikodésének idozitése. Eszerint van-
nak 6sszehangoltan dolgozd, un. szinkronizdlt processzorok ¢€s egymads-
t6l fliggetleniil dolgozd, Un. aszinkron processzorok.Emellett vannak hibrid
megoldasok, ahol a processzorok részben dsszehangoltan dolgoznak.

Egy masik osztdlyozasi szempont az egyiittm{ikodd processzorok kozotti
informdcidcsere médja, azaz a kommunikdcios modell. Ez az informacié-
csere torténhet a k6zos memoria segitségével és/vagy iizenetek kiildésével
és fogadasdval.

Fontos a rendszer megbizhatosdgdval kapcsolatos felfogdsunk: hibatlan
miikodést tételeziink fel vagy megengediink bizonyos tipust hibédkat (pél-
ddul a processzorok vagy az adatdtviteli vonalak meghibdsoddsat).

Lényeges az az architektiira, amelyre algoritmusainkat tervezziik. A ma-
sodik fejezetben roviden 4ttekintjiik a parhuzamos szamitégépek f6bb tipu-
sait, az elemzésekhez azonban a szamitasi modelleknek nevezett absztrakt
szamitogépeket hasznaljuk.

A péarhuzamos algoritmusok koziil csak a szinkronizdlt modelleken meg-
valdsithatokat targyaljuk. Ekozben feltételezziik, hogy a processzorok, ada-
tatviteli vonalak, kozos €s sajat memoria — azaz a rendszer minden eleme —
megbizhatéan mikddnek.

Eldismeretek. A targyalt anyag nagy része az informatikai képzés alap-
vet6 kurzusait (adatszerkezetek, algoritmusok, analizis, diszkrét matematika,
programozas) sikeresen elvégzd hallgatok szamadra érthetd. A véletlenitett
algoritmusok elemzése a binomidlis eloszlds néhany tulajdonsidgan alapul,

ezért ezekben az alfejezetekben a valdszinlis€égszamitasi ismeretekre is ta-
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maszkodunk. Ezeket a részeket a cimekben €s a tartalomjegyzékben csil-
laggal (*) jeloltik. A feladatok egy részének megoldasdhoz hasznosak az
operacidkutatdssal, optimalizdldssal €s szimuldcidval kapcsolatos ismeretek.

A fejezetek egymasra épiilése. Bar helyenként felhaszndlunk a konyv
korabbi részeiben bemutatott algoritmusokat, a bevezetd els6 fejezet elol-
vasdsa utdn a tobbi fejezet egymadstdl fiiggetleniil is érthetd. Ha azonban az
Olvasét példdaul a konvex burok hiperkockédn valé meghatarozéasa érdekli,
célszerli a parhuzamos gépen €s a racson alkalmazott algoritmusokkal is
megismerkedni (a tartalomjegyzék €s a targymutatd segit a visszalapozds-
ban).

Tartalom. A konyv hat fejezetbdl és hét tovabbi részbdl all.

Az elsé fejezetben (Bevezetés) elokészitjiik a tovabbi anyagot: megadjuk
az alapvetd meghatdrozasokat, ismertetjiik a felhaszndlt szamitdsi modelle-
ket €s pszeudokddot, foglalkozunk a rekurziv algoritmusokkal €s a rekurziv
egyenletekkel, a véletlenitett algoritmusokkal, az alsé korlatokkal és az ano-
malidval.

A tovabbi négy fejezetben parhuzamos algoritmusokat ismertetiink €s
elemziink — az algoritmusok megvaldsitdsara haszndlt szamitdsi modellek
(és az azok alapjaul szolgdld architektirdk) szerint csoportositva: a szink-
ronizélt processzorok kapcsolatat parhuzamos kozvetlen hozzaférést gépek
(Pdrhuzamos gép), racsok (Rdcs), kockdk (Kocka) és tetszdleges grafok (Szink-
ron hdlozat) segitségével adjuk meg.

A hatodik fejezetben (Hagyomdnyos és elektronikus irodalom) a konyv
irasdhoz felhasznalt és az egyes témak részletesebb megismeréséhez ajanlott
— nyomtatott €s elektronikus formaban, magyar €s idegen nyelveken hozza-
férhetd — dokumentumok tartalmat €s lelhelyi adatait foglaljuk 6ssze.

Modszertan. A konyv felépitésével €s az alkalmazott tipogréfiai eszko-
z0kkel igyekeztiink megkonnyiteni az anyag megértését. A szovegben gyak-

ran alkalmaztunk magyarazattal ellatott dbrdkat és példakat. Az egyes feje-
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zetek végén gyakorlatok és feladatok vannak. A gyakorlatok a fejezet anya-
ganak jobb megértését segitik eld és az anyag ismeretében rendszerint gyor-
san megoldhatdk. A feladatok megoldasa 6néllé gondolkodast és esetenként
tobb matematikai ismeretet igényel.

Az algoritmusok elemzését nem tortik meg hivatkozasokkal, viszont a
hatodik fejezetben témakoronként 6sszefoglaltuk az elssorban ajanlott szak-
konyvek és cikkek adatait, és alternativ megoldasokra is utaltunk.

A konyv végén Osszefoglaltuk az alkalmazott jeloléseket (Jelolések), és
megadtuk az angol szakkifejezések (Angol szakkifejezések) magyar, vala-
mint a magyar szakkifejezések (Magyar szakkifejezések) angol megfeleldjét.
A bizonyitasok végét m, a példdk végét & jelzi. A definicidkban az 1j fogalom
nevét kék félkovér dolt betiikkel irtuk. A sorszamozott képletek tordelésénél
az Olvasok kényelmét szolgdld amerikai stilust kovettiik (azaz minden relé-
cigjel 4j sorba keriil — az ilyen képletek sorfolytonosan olvasanddk). Mivel
a vesszonek gyakran van a szovegben nyelvtani szerepe, a szamokban tize-
despontot haszndlunk. A gyakorlatok egy részének megolddsat megadtuk.

Az irodalomjegyzékben egyiitt adjuk meg a hazai és kiiltoldi forrdso-
kat. Az idegen nyelvi szakirodalombol csak a klasszikus €s a viszonylag
friss miiveket soroljuk fel. A magyar nyelvii anyag Osszedllitdsa sordn — az
algoritmusok elemzésével foglalkozé miiveket tekintve — teljességre tore-
kedtiink. Az elektronikus formdban elérheté dokumentumoknal megadtuk a
haldzati cimet is. Minden dokumentumnal feltiintettiik azoknak a szovegré-
szeknek az azonositgjat, amelyekbdl hivatkozas van az adott dokumentumra
(pl. 2.7. a megfeleld alfejezetre, 113 pedig az irodalomjegyz€ék 113-as sor-
szamu elemében 1évs hivatkozasra utal).

A névmutaté a konyvben el6fordulé neveket tartalmazza — teljességre
torekedve.

A targymutatéban délt szamok jelzik az egyes fogalmak definidlasdnak

helyét. Az el6fordulasi helyek felsoroldsdndl megelégedtiink a 1ényegesnek
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tartott helyekre val6 utaldssal. A gyakorlatokban, feladatokban, dbrdakban
el6fordul6 fogalmakat az oldalszam melletti roviditések (mint gy, fe, db) jel-
zik.

1.1. Alapfogalmak

A parhuzamos algoritmusok targyaldsa a soros algoritmusokra épiil, ezért a
szokdsos fogalmak mellett a soros algoritmusokkal kapcsolatos definicidkat
is megadjuk.

Az algoritmusok elemzése — a helyessé€g bizonyitdsa mellett — a végre-
hajtashoz sziikséges erdforrdsok (ez szamitogépen megvaldsitott algoritmus
esetében lehet processzoridd, memoriakapacitds — szamitdsi modellen futé
algoritmus esetében pedig memoriarekesz, kommunik4cids lizenet, miiveleti
1épés) mennyiségének meghatdrozdsat is jelenti. Gyakran nem tudjuk vagy
nem akarjuk az igényelt er6forrds mennyiségét pontosan megadni. Ilyenkor
megelégsziink az igény nagysagrendjének jellemzésével.

Ennek a jellemzésnek a j6l bevalt eszkozei az Q, O, O, o és w jeldlé-
sek. Mivel az igények altalaban nemnegativak, ezért az alabbi meghataroza-
sokban mindeniitt feltessziik, hogy az f €s g fiiggvények a pozitiv egészek
halmazan vannak értelmezve, az f(n) €s g(n) fliggvényértékek pedig nemne-
gativ valds szdmok.

Az O jeloléssel aszimptotikus felsd, az Q jeloléssel aszimptotikus alsod
korlatot tudunk adni, mig a ® jeldléssel pontosan meg tudjuk adni a vizsgalt
fliggvény aszimptotikus viselkedését.

O(g(n)) (ejtsd: nagy ordo) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, ame-

lyekhez 1éteznek olyan ¢ pozitiv valds és ny pozitiv egész allandok, hogy

han > ny, f(n) <cgn). (1.1)

Q(g(n)) (ejtsd: nagy omega) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, ame-
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lyekhez 1€teznek olyan c pozitiv valds és ny pozitiv egész dllandok, hogy
ha n > ny, akkorf(n) > cg(n) . (1.2)

O(g(n)) (ejtsd: nagy teta) azon f(n) fliggvények halmazit jelenti, ame-

lyekhez 1éteznek olyan pozitiv valés ¢y, ¢, és pozitiv egész nj dllandok, hogy
ha n > ny, akkor c,g(n) < f(n) < cg(n) . (1.3)

Az elemzésekben arra toreksziink, hogy ® tipusi becsléseket adjunk,
amihez azonos argumentumfiiggvényt tartalmazé O és Q tipusu becslésekre
van sziikség. Ha egy becslésben hangsilyozni akarjuk, hogy a becslés nem
éles, akkor hasznos a 0 és a w jelolés.

o(g(n)) (ejtsd: kis ordo) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, melyekre

teljesiil, hogy minden pozitiv valés ¢ allandéhoz megadhatd egy pozitiv

egész ny ugy, hogy
ha n > ny, akkorf(n) < cg(n) . (1.4)

w(g(n)) (ejtsd: kis omega) azon f(n) fliggvények halmazit jelenti, me-
lyekre teljesiil, hogy minden pozitiv valds ¢ dllandéhoz megadhat6 egy po-

zitiv egész ny ugy, hogy
ha n > ny, akkor f(n) > cg(n) . (1.5)

Ha f(n) = o(g(n)), akkor

lim @ =0, (1.6)
e g(n)

és ha f(n) = w(g(n)), akkor
lim M =00 (1.7)

e (1)
Az|1.1. tdblazatban 6sszefoglaltuk a fiiggvények novekedésével kapcso-

latban leggyakrabban hasznalt jeloléseket és kifejezéseket. A tablazatban
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Sorszam | Novekedési korlat képlettel | Korlat tipusa szdval
1 (1) konstans
2 O(g* n) majdnem konstans
3 o(lgn) szublogaritmikus
4 Odgn) logaritmikus
5 01g®" n) polilogaritmikus
6 w(lgn) szuperlogaritmikus
7 o(n) szublinearis
8 O(n) lineéris
9 w(n) szuperlinedris
10 On?) négyzetes
11 On?) kobos
12 o(n®M) szubpolinomidlis
13 O(n°WM) polinomidlis
14 w(n®L) szuperpolinomidlis

1.1. tablazat Fiiggvények novekedésének leggyakoribb korlatai.

szerepld korlatok tetszdleges er6forrdssal kapcsolatban hasznalhaték — elem-
zéseinkben azonban elsdsorban 1épésszamokra vonatkoznak.

A tdblazatban a szub kifejezést kisebb, a szuper kifejezést pedig nagyobb
értelemben hasznaltuk. Erdemes megemliteni, hogy szokés a kisebb vagy
egyenld, illetve a nagyobb vagy egyenld értelmi hasznalat is.

A konyvben a szuperpolinomialis kifejezés szinonimdjaként fogjuk hasz-
nalni az exponencidlis jelz6t. Ezzel az exponencidlis futdsi idot a matema-
tikdban szokdsosndl tdgabban definidltuk: ha egy algoritmus futési ideje fe-

liilr6l nem korldtozhat6 polinommal, akkor exponencidlisnak nevezziik.
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1.2. Hatékonysdgi mértékek

Az algoritmusok elemzése sordn az igényelt er6forrdsok mennyiségét abszo-
lut és relativ mennyiségekkel jellemezziik.
Ezeknek a mennyiségeknek a célszerli megvalasztasa attdl is fiigg, hogy

az algoritmus konkrét gépen vagy absztrakt gépen (szamitasi modellen) fut.

Jeloljik W(n,r, A)-vel, illetve W(n, r, p, P)-vel azt az id6t (azoknak a
1épéseknek a szamdt), amely alatt a & problémat az A soros, illetve a P
parhuzamos algoritmus — (utébbi p processzort felhaszndlva) — n méretd fel-
adatokra legrosszabb esetben megoldja.

Hasonléképpen jeloljiik B(n, &, A)-vel, illetve B(n, &, p, P)-vel azt az id6t
(azoknak a lépéseknek a szdmadt), amely alatt a & probléméat az A soros,
illetve a # parhuzamos algoritmus (utébbi p processzort felhasznédlva) — n
méretii feladatokra legjobb esetben megoldja.

Jeloljikk N(n, mr)-vel, illetve N(n, , p)-vel azoknak a 1épéseknek a szamt,
amelyekre az n méretii m feladat megolddsahoz mindenképpen sziiksége van
barmely soros, illetve barmely parhuzamos algoritmusnak — utébbinak ak-
kor, ha legfeljebb p processzort vehet igénybe.

Tegyiik fel, hogy minden n-re adott a & feladat n méret konkrét els-
forduldsainak D(n, ) eloszlasfiiggvénye. Ekkor legyen E(n,w, A), illetve
E(n,n, p,P) annak az idének a varhat6 értéke, amennyi alatt a & problémat n
méretl feladatokra megoldja az A soros, illetve a P parhuzamos algoritmus
— utébbi p processzort felhasznélva.

A tankonyvekben az elemzések soran gyakori az a feltételezés, hogy az
azonos méretli bemenetek eléforduldsi valészintisége azonos. Ilyenkor dtla-
gos futdsi idorél beszéliink, amit A(n, A)-val jeloliink.

A W,B, N, E és A jellemzdk fiiggnek attdl a szamitasi modelltdl is, ame-
lyen az algoritmust megvaldsitjuk. Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, az

algoritmus egyuttal a szamitasi modellt is egyértelmiien meghatarozza.
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1émardl van sz, akkor a jelolésekbdl n-t elhagyjuk.

1. Bevezetés

Amennyiben a szovegkornyezet alapjan egyértelmi, hogy melyik prob-

Ezek kozott a jellemzok kozott érvényesek az

N(n)

IA

IA

<

B(n, A)
E(n, A)
W(n, A)

(1.8)
(1.9)
(1.10)

egyenldtlenségek. Hasonl6képpen a parhuzamos algoritmusok jellemz6 ada-

taira az

N(n, p)

IN A

IA

B(n,P, p)
E(n, P, p)
W(n,P, p)

(1.11)
(1.12)

(1.13)

egyenldtlenségek teljesiilnek. Az atlagos futdsi idore pedig a

B(n,A) <
<
illetve
B(n,P,p) <
<
all fenn.

A(n, A)
W(n, A),

A(n, P, p)
W(n,P, p)

(1.14)
(1.15)

(1.16)
(1.17)

Hangstlyozzuk, hogy ezek a jelolések nem csak futdsi id6re, hanem

az algoritmusok mas jellemzdire — példaul memoriaigény, kiildott iizenetek

szama — is alkalmazhatok.

Ezutan relativ jellemzket, ugynevezett hatékonysdgi mértékeket defini-

alunk.

A gyorsitds (vagy relativ 1épésszam) azt mutatja, hanyszor kisebb a par-

huzamos algoritmus futasi ideje a soros algoritmus futasi idejénél.
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A P parhuzamos algoritmusnak az (A soros algoritmusra vonatkozo gyor-
sitdsa
Wn, A)
W(n, p,P)
Ha a gyorsitas egyenesen ardnyos a felhasznélt processzorok szdmaval,

gn, A,P) = (1.18)

akkor linearis gyorsitasrol beszéliink. Ha a # parhuzamos és az A soros

algoritmusra
W(n, A)

W(n, p,P)
akkor P A-ra vonatkozé gyorsitdsa linedris.

- 0(p), (1.19)

Ha a # parhuzamos és az A soros algoritmusra
T = o), (1.20)
akkor  A-ra vonatkozé gyorsitasa szublinedris.

Ha a # parhuzamos és az A soros algoritmusra

o = w(p). (1.21)
akkor # A-ra vonatkozoé gyorsitasa szuperlinedris.

A parhuzamos algoritmusok esetében fontos jellemz6 az m(n, p, P) munka,
amit a futdsi id6 és a processzorszam szorzatdval definidlunk. Akkor is ez a
szokdsos definicid, ha a processzorok egy része csak a futdsi id6 egy részé-
ben dolgozik:

m(n, p,P) = pW(n, p,P) . (1.22)

Erdemes hangsiilyozni, hogy — kiilénosen az aszinkron algoritmusok ese-
tében — a ténylegesen elvégzett 1€pések szama lényegesen kevesebb lehet,
mint amit a fenti (1.22) képlet szerint kapunk.

Egy # parhuzamos algoritmusnak az ugyanazon problémat megoldé so-
ros algoritmusra vonatkoz6 h(n, p, P, A) hatékonysdga a két algoritmus mun-
kajanak hanyadosa:

W(n,A)

h(n, p,P,A) = ————— .
pW(n,p,P)

(1.23)
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Abban a természetes esetben, amikor a pdrhuzamos algoritmus munkéja
legalabb akkora, mint a soros algoritmusé, a hatékonység nulla és egy kozotti
érték — €s a viszonylag nagy érték a kedvezd.

Kozponti fogalom a pdrhuzamos algoritmusok elemzésével kapcsolatban
a munkahatékonysdg és munkaoptimalitds. Ha a # parhuzamos €s ‘A soros
algoritmusra

pW(n, p,P) = O(W(n, A)) (1.24)

akkor P A-ra nézve munkahatékony.
Ez a meghatarozas egyenértéki a
Wb 7) _ o) (1.25)
W(n, A)
egyenlGség eldirdsdval. Eszerint egy parhuzamos algoritmus csak akkor mun-
kahatékony, ha munkdja nagysdgrendileg nem nagyobb, mint a soros algo-
ritmus munkéja.

Ha a P parhuzamos és A soros algoritmusra
pW(n, p,P) = OW(n, A) , (1.26)

akkor P A-ra nézve munkaoptimdlis.

Ez a meghatarozas egyenértékd a

% = O(Ig* n) (1.27)

egyenldség eldirdsaval. Eszerint egy parhuzamos algoritmus csak akkor mun-
kaoptimdlis, ha van olyan k érték, hogy a parhuzamos algoritmus munkdja
nagysagrendileg nem nagyobb, mint a soros algoritmus munkajanak (Ig" n)-
szerese.

Egy parhuzamos algoritmus csak akkor munkahatékony, ha a gyorsitasa
legalabb lineéris. Egy munkahatékony parhuzamos algoritmus hatékonysaga
o).

Ha egy algoritmus egy feladat megolddsahoz adott er6forrdsbol csak
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O(N(n)) mennyiséget haszndl fel, akkor az algoritmust az adott er6forrdsra,
szamitasi modellre (€s processzorszdmra) nézve aszimptotikusan optimdlis-
nak nevezziik.

Ha egy A (P) algoritmus egy feladat megolddsdhoz adott er6forrasbol a
bemenet minden lehetséges n > 1 mérete esetében csak az okvetleniil sziik-

séges N(n, A) —illetve (N(n, p, A)) — mennyiséget haszndlja fel, azaz
W(n, A) = N(n,A) , (1.28)

illetve
Wn, p,P) = Nn,p,P), (1.29)

akkor az algoritmust az adott er6forrdsra (€s az adott szdmitdsi modellre)
nézve abszolit optimdlisnak nevezziik és azt mondjuk, hogy a vizsgalt fela-
dat pontos bonyolultsaga N(n) (N(n, p)).

Két algoritmus Osszehasonlitdsakor a
W(n, A) = O(W(n, B)) (1.30)

esetben azt mondjuk, hogy a A és B algoritmus futdsi idejének ndvekedési
sebessége aszimptotikusan azonos nagysdgrendii.

Amikor két algoritmus futési idejét (példaul a legrosszabb esetben) 6ssze-
hasonlitjuk, akkor gyakran taladlunk olyan helyeket, melyeknél kisebb méretd
bemenetekre az egyik, mig nagyobb méretii bemenetekre a masik algoritmus
futdsi ideje kedvezdbb. A formalis definicié a kdvetkezd: ha a pozitiv egész
helyeken értelmezett f(n) és g(n) fliggvényekre, valamint a v > 0 pozitiv

egész szamra teljesiil, hogy

L f(v) =g0);

2. (f=-D-gv-D)(f(v+ 1) -glv+1)) <0,

akkor a v szamot az f(n) és g(n) fiiggvények vdltdsi helyének nevezziik.

Példaul két matrix szorzatdnak a definicié alapjan torténd és a Strassen-

algoritmussal torténd kiszdmitasat osszehasonlitva (1asd példaul Cormen,
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Leiserson, Rivest €s Stein tobbszor idézett 1) konyvét) azt kapjuk, hogy
kis matrixok esetén a hagyomdnyos mddszer, mig nagy matrixok esetén a
Strassen-algoritmus az eldnydsebb — egy valtdsi hely van, melynek értéke
kortilbeliil 20.

Az id6 mellett algoritmusok szamos mas erdforrdst is haszndlnak — pél-
daul memoridt, tizeneteket. Utdbbira példaul W;;(n, p, P) médon hivatkozha-

tunk.

1.3. Pszeudokéd

Az algoritmusok formadlis leirdsdra a kovetkezd, a Pascal és a C++ nyelvek
elemeibdl osszedllitott pszeudokddot hasznéljuk.

1. Az algoritmus blokkszerkezetét elsGsorban a tagolds tiikrozi. Ezt a
megoldast a programozdsi nyelvekben is haszndljdk — bér a hasznélat sza-
balyai nyelvenként valtoznak. A pszeudokddot Iényegesen egyszerdisiti €s

attekinthet&bbé teszi — értelmezése tapasztalataink szerint nem okoz gondot.

2. A valtozok neve betiivel kezdddik. A valtozok tipusat kiilon nem dek-
lardljuk, mert az a kornyezetbdl latszik. Egyszer adattipusok (mint egész,

lebegbpontos, karakter, logikai stb.) fognak szerepelni.

3. A valtozok értékado utasitasokkal kapnak értéket:

(valtozonév) « (kifejezés)

4. Két logikai érték van, az 16az és a Hamis. Ezek a logikai értékek az és
(N), vagy (V) és a nem (—) logikai operatorokkal, valamint a <, <, =, > €és

> reldcids operdtorokkal allithatdk eld.

S. A tobbdimenzids tombok elemei szogletes zardjelek kozé tett indexek-
kel érhetdk el, példaul A[i, j]. Az indexek nullatél kezdédnek. A tomb egy

részére az indextartomdny megadasdval hivatkozhatunk: példaul A[3..n].
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6. A kovetkezs két ciklusszervezd utasitast alkalmazzuk: while €s for.

A while ciklus alakja a kovetkezd:
while (feltétel)

(1. utasitds)

(2. utasitds)

(u. utasitds)

Amig a (feltétel) 16az, az u (u > 1) utasitds végrehajtddik. Amikor a

(feltétel) namis lesz, kilépiink a ciklusbdl.

A for ciklus alakja a kovetkez6:
for (ciklusvdltozo)y <« (kezdd érték) to (befejezd érték)

do (1. utasitds)

(2. utasitds)

{u. utasitdas)

Ha példaul a ciklusvaltoz6 i, a kezd6érték k és a befejezd érték b, akkor
az u utasitds egymds utdn végrehajtédik az i = k, k + 1, ..., b ért€kekre.
7. A feltételes utasitds lehetséges alakjai:
if (feltétel)
then
(1. utasitds)

(2. utasitds)

{u. utasitds)
vagy
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if (feltétel)

then
(1. utasitds)
(2. utasitds)
(u. utasitds)
else

(1. utasitds)

(2. utasitds)

(v. utasitds)
8. A bevitel/kivitel a read és write utasitasokkal torténik. Pontos forma-

juk szamitasi modellenként valtozo.

9. Egyetlen eljaras van, amely fejbdl és torzsbdl all. A fej
(ELJIARAS NEVE)({paraméterlista)) (eljards tipusa)

Szdmitdsi modell: {szdmitdsi modell)
Bemenet: {bemend adatok leirdsa)
Kimenet: {kimend adatok leirdsa)

Az eljarés tipusa lehet soros eljdrds, soros rekurziv eljdards, parhuzamos
eljdards és pdrhuzamos rekurziv eljdrds.

Az eljardsok torzse sorszamozott utasitdsokbdl all. Az utolsé utasitast
kivéve az egyes utasitasok végét a kovetkezd sorszam, a torzs végét a tagolas
jelzi.

Ezek a szdmozott utasitdsok gyakran az algoritmus nagy (tobb 1épésbdl
allo) részét tiikrozik. Ilyenkor az elemzésben ezeket a részeket szakasznak

vagy fazisnak nevezziik. Mds esetekben tobb szdmozott 1€pést egyiitt neve-
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ziink az algoritmus szakaszanak vagy fazisanak.

10. Az eljarasok hivasanak alakja:
(ELIARAS-NEVE){(paraméterek listdja))
A soros €s a parhuzamos eljardsok esetén egyardnt ezt a hivd utasitast

hasznaljuk.
11. A megjegyzések a > jellel kezdddnek €s az adott sor végéig tartanak.

12. A parhuzamossagot egy p processzoros PRAM vagy lanc esetében a

kovetkez6képpen irjuk le:

P;in parallelfor i1 top
do (1. utasitds)

(2. utasitds)

(u. utasitds)

Egy m; X my X ... X my méretli, k dimenzids rdcs esetében a hasonld
utasitds a
P; i,..; inparallelfori; < 1 to my, ..., iy < 1 to my

sorral kezdddik.

1.4. Szdmitési modellek

Az algoritmusokat absztrakt vagy konkrét gépeken hajthatjuk végre. Ebben
az alfejezetben el6szor roviden bemutatjuk a parhuzamos szamitégépek f6bb
tipusait, azutdn az absztrakt gépek koziil a parhuzamos kozvetlen hozzafé-

rési gépekkel és a halézatokkal foglalkozunk.




22 1. Bevezetés

1.4.1. Szamitégépek

Az elmilt évtizedekben sok kiilonbozd parhuzamos szamitdgépet épitettek,
és szamos probalkozds tortént rendszerezésiikre.
Flynn 1972-ben az utasitdsdaram és az adataram alapjan 4 csoportot kii-

16nboztetett meg:

e SISD (Simple Instruction Stream — Simple Data Stream);
e SIMD (Simple Instruction Stream — Multiple Data Stream);
e MISD (Multiple Instruction Strem — Single Data Stream);

e MIMD (Multiple Instruction Stream — Multiple Data Stream).

Eszerint a SISD a klasszikus soros, Neumann-elvli szamitégép. A SIMD
tipusu szamitégépben lépésenként egyféle miivelet hajtédik végre, de az
egyszerre tobb adaton. Az ILLIAC-IV szamitogép példa erre a tipusra.

A MISD tipusu gépben egy adaton egyszerre tobbféle mivelet hajtédik
végre. A csOvezeték-elvii szamitdégépek példédk erre a tipusra.

A legtobb parhuzamos szdmitégép a MIMD tipushoz tartozik: ebben az
esetben tobb processzor dolgozik parhuzamosan, és rendszerint kiilonboz6
adatokkal.

1.4.2. Parhuzamos gépek

A parhuzamos szdmit4si modellek alapja a soros szamitasokhoz széles kor-
ben hasznédlt RAM (Random Access Machine = kozvetlen hozzdférésii gép)
altalanositasa, a PRAM (Parallel Random Access Machine = pdrhuzamos
kozvetlen hozzdférésii gép.) A PRAM modell tartalmaz p szinkronizaltan
dolgoz6 processzort (P1, P,, ...,P,) és az M[1], M[2], ..., M[m] reke-
szekbdl allo kozos memoridt, ahogy azt az [1.1. dbra mutatja (az dbrén a
memoriarekeszeknek csak az indexét tiintettiik fel). A modell szerint min-
den processzor rendelkezik sajat memoriaval: a P; processzor esetében ez

az M[i, 1], M[i,2], ..., M[i,m] rekeszekbdl all. Nem jelent megszoritast,
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‘1‘2‘3‘4‘ ‘m‘ k6z6s memoria
e processzorok

hogy a k6z0s memdria €s a sajat memoridk méretét ugyanigy jeloltiik (szo-
kas ezeket a memoridkat végtelen méretlinek is tekinteni). Feltessziik, hogy
a rekeszek tetszdleges egész szdm tdroldsdra alkalmasak.

A parhuzamos kozvetlen hozzaférést gép helyett rendszerint a rovidebb
pdrhuzamos gép kifejezést fogjuk haszndlni.

Tipusok irds/olvasds alapjan:
e EREW (Exclusive Read — Exclusive Write: kizdr6lagos olvasas — kiza-

rolagos {rés)
e ERCW (Exclusive Read — Concurrent Write)
e CREW (Concurrent Read — Exclusive Write)

e CRCW (Concurrent Read — Concurrent Write)

Ugyanabba a memdriarekeszbe egyidejlileg csak irds vagy olvasds van
megengedve.

Az 1.2. dbra (a) része arra példa, hogy minden rekeszbdl legfeljebb egy
processzor olvas (ER), a (b) részében minden rekeszbe legfeljebb egy pro-
cesszor ir (EW), a (c) részében tobb processzor olvas parhuzamosan (CR),
végiil a (d) részé€ben tobb processzor ir egyidejlileg ugyanabba a rekeszbe
(CW).

Ha tobb processzor irhat egyidejlileg (ERCW vagy CRCW), akkor t6bb

eset van: az iras

o kozos: a processzorok csak a k6zos, azonos értéket frhatjak;

o tetszoleges: nem tudjuk, melyik processzor beirdsa marad meg a rekesz-
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1.2. abra. Szamitasi modellek tipusa az irds és olvasds tulajdonsdgai alapjan.

ben, vagy esetleg a beirdsoktdl fiiggetlen érték;
e prioritdsos: a legnagyobb prioritdsu processzor ir;
e kombindlt: az egyes processzorok altal beirt értékek valamilyen fiiggvé-

nye keriil a memdriarekeszbe.

A kovetkezd példakban a parhuzamos olvasast, parhuzamos irast, illetve egy logikai érték parhuz:

1.1. példa. 4 processzor pdrhuzamosan olvas.

PARHUZAMOSAN-OLVAS(M[1]) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: CREW PRAM
Bemenet: A[1] (egy elem( tomb)

Kimenet: M[1..4, 1] (processzorok sajat memoridi elsé rekeszeinek kdzos tartalma)

01 P;in parallel fori < 1to4
02 do MT[i, 1] « A[1]
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Ebben az esetben mind a 4 processzor sajat memoridjanak elsd rekeszébe
bekeriil az M[1] tombelem.
A kovetkezd példaban egy 16 processzoros gépben minden processzor a

koz6s M[1] rekeszbe ir.

1.2. példa. 16 processzor pdrhuzamosan ir.

PARHUZAMOSAN-TR(M[1]) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: k6z6s ERCW PRAM

Bemenet: M[1 : 16] (16 elem{ témb)

Kimenet: M[1] (tomb egy eleme)

01 P;in parallel fori < 1to 16
02 do A[1] « M[i, 1]

Ebben az esetben a 16 processzor parhuzamosan beirja az A[1] tdmbe-
lembe sajat memoridja els6 rekeszének tartalmat.

Legyen az A[1 : 16] tomb A[1],...,A[n] elemeiben téarolt n bit logikai
0sszege (diszjunkcidja) A[0] = A[1] VvV A[2] V --- V A[n].

Ekkor a kovetkez6 ERCW algoritmus O(1) id6ben dolgozik.

1.3. példa. Logikai dsszeg kiszdmitdsa n processzoron.

LocikAr-6sszeap(p, A, A[0]) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: ERCW PRAM
Bemenet: p (valtozok szama) és

A[l..p] (a véltozokat tartalmazé tomb)

Kimenet: A[0] (a bemend viltozok logikai dsszege)

01 A[0] <O
02 P;in parallel fori < 1to p
03 doif Ali] =1

04 then A[0] « A[{]
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1.1. tétel (logikai 0sszeadds miivelet elvégzése). A LLOGIKAI-OSSZEAD algorit-

mus az n bites V miiveletet egy ERCW PRAM-en O(1) lépés alatt elvégzi.

Most a parhuzamos gépek néhany mennyiségi tulajdonsagat mutatjuk be.
Feltessziik, hogy egy p processzoros gép barmely 1épése szimuldlhato
egy soros processzor p 1épésével (vannak olyan valddi gépek, amelyekre ez

a feltétel nem teljesiil). Ebbdl adodik a kovetkezd allitas.

1.2. tétel (Brent tétele). Ha egy feladatot a P pdrhuzamos algoritmus p pro-
cesszoron t lépésben old meg, ekozben az i-edik (i = 1, 2,...,1) lépésben x;

miiveletet végez, akkor ez a feladat q < p processzoron megoldhato
[+ H (1.31)
q
lépésben, ahol

X = X;. (1.32)

i=1

Ebbdl a tételbdl adédik a kovetkezd egyszerd allitas.

1.3. kovetkezmény (lassulds). Ha a P pdrhuzamos algoritmus egy p pro-
cesszoros gépen t lépést tesz, akkor P minden q < p processzort tartalmazo

gépen végrehajthato O(%’) lépésben.

Bizonyitas. A p processzoros G gépen futd $ parhuzamos algoritmus min-
den 1é€pése szimuldlhat6 egy g processzoros H gépen, legfeljebb [ p/q] 1épést
végezve. Ezért a H szimuldcids futdsi ideje legfeljebb [ p/q], €s igy H mun-
kaja legfeljebb

qt[—w < pt+qgt (1.33)

0(p—t) (1.34)
q
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lesz. m

A kovetkezd 3 dllitas az elérhetd gyorsitdas mértékével kapcsolatos.

1.4. tétel (Amdahl torvénye a maximalis gyorsitasrol). Ha egy r feladat meg-
oldasdanak nem pdrhuzamosithato hdnyada s(r), akkor egy p processzoros
PRAM-on elérhetd g,,..(m, s, p) legnagyobb gyorsitds

1

gmax(ﬂ, s, P) = 1—s * (135)
s+ T

1.5. tétel (Gustafson torvénye a maximalis gyorsitasrol). Ha egy « feladat meg-
olddsdnak nem pdrhuzamosithato hdanyada s, akkor egy p processzoros PRAM-
on elérhetd g,.,(n, s, p) legnagyobb gyorsitds

s+ p(l—s)
i (1.36)
s+p(l—ys). (1.37)

gmax(ﬂ’ S, P)

Amdahl és Gustafson tételének bizonyitasat meghagyjuk feladatnak (1asd
az 1-2. feladatot).
Amdahl szerint s reciproka korldtot szab az elérhetd gyorsitdsnak, mig

Gustafson szerint a gyorsitds a processzorszammal ardnyosan novelhetd.

1.6. tétel (van-e p-nél nagyobb gyorsitas). A p processzorszdamndl nagyobb

gyorsitds nem érheto el.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy 7 probléméra W(n, A) a legjobb ismert so-
ros végrehajtdsi id6. Ha van olyan # parhuzamos algoritmus, melynek gyor-
sitasa p-nél nagyobb, akkor pW(n, P, p) < W(n, A). Mivel egy p processzo-
ros gép egy lépésének szimuldlasa az 1 processzoros gépen legfeljebb p 1é-
pést igényel, ezért £ munkdja sorosan szimuldlhaté legfeljebb pW(n, P, p)
1d6 alatt, ami feltételiink szerint kisebb, mint W(n, A). Ez ellentmond annak,

hogy A a # megoldasara ismert legjobb soros algoritmus. [
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1.4.3. H4lézatok

A szamitasi modellek mésik tipusat a halézatok adjdk. Ezekben a processzo-
rok nem a kozos memorian keresztiil érintkeznek, hanem adatatviteli vonala-
kon keresztiil, amelyek jol szemléltethet6k grafok segitségével. A processzor
€s a csucs szavakat szinonimaként hasznéljuk — dltaldban a szovegkornyezet-
hez jobban illeszked&t valasztva.

Ez atény egyuttal ad egy j6 szempontot a hdlézatok osztalyozdsara: sikba
rajzolhat6 €s sikba nem rajzolhaté halézatokat kiilonboztetiink meg.

A grafelmélet ismert eredménye, hogy minden véges graf dbrazolhat6
a 3-dimenzids euklideszi térben. Ezt beldthatjuk példaul ugy, hogy a G =
(V,E) véges graf V; (i = 1, 2, ...,|V]) cslcsat az x-y sik (i,0) pontjdba
rajzoljuk, majd a sikot az x-tengely koriil rendre elforgatjuk 360;/|V| (j =
I, 2, ... |V] = 1) fokkal. Az igy kapott S; (j = 1, 2, ..., |[V| = 1) sikok-
ban rendre a V; csticsot a ndla nagyobb index( csticsokkal 6sszekot6 éleket
rajzoljuk meg.

A rovidség kedvéért a sikba rajzolhato grafokat sikgrdfoknak, a sikba
nem rajzolhat6 gréfokat pedig térgrdfoknak fogjuk nevezni. Ennek megfe-
leléen beszélhetiink sikhdlozatrol és térhalozatrol.

A legismertebb hal6zatok koziil a sikhdlézatokhoz tartozik példaul a csil-
lag, fa, lanc, gy(r(, négyzet, kocka és a henger.

A p processzoros csillagban Kitiintetett szerepe van a P; processzornak:
ez van minden tovabbi processzorral Osszekotve. Az (1.3l dbra egy 9 pro-
cesszoros csillagot mutat.

Egy d szintes (teljes) bindris fadban p = 29 — 1 processzor van: P,
P,,...,P,. Az adatszerkezetekkel kapcsolatos terminoldgia szerint a P;
processzort gyokérnek, a P,_1,2, P-1y/2+1, ..., P, processzorokat levél-
nek, a tobbi processzort belséd processzornak nevezziikk. Ha P; nem levél,
akkor 0ssze van kotve a gyerekeinekd nevezett P,; €s P, processzorokkal.

Ha P; nem a gyokér, akkor 0ssze van kotve a sziildjének nevezett P ;) pro-
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1.3. abra. 9 processzoros csillag.

cesszorral. A negyedik fejezetben 1€vo ??. dbra egy haromszintes bindris fa
halézatot dbrazol. Hasonl6képpen lehetne m-aris fakat és nem teljes fékat is
definialni.

A p processzoros gyfir{is hdlozatot a negyedik fejezetben ismertetjiik. A
??. dbra egy 6 processzoros gyirit mutat.

A térhélézatok koziil megemlitjiik a k dimenzids racsot, téruszt, piramist,
pillangé6t, permutdcids halozatot, de Bruijn-hal6zatot és a hiperkockat.

A k dimenziés (k > 1) rdcs egy olyan my X my X -+ X my (my, my,

.., m > 2) méretli hdlo, amelynek minden egyes metszéspontjaban van

egy processzor. Az élek a kommunikaciés vonalak, melyek kétirdnydak. A
rdcs minden processzorat megcimkézzik egy (iy, i», ... i) k-assal — erre a

processzorra a P;,_; jeloléssel hivatkozunk.

Minden processzor egy RAM, amely rendelkezik sajat (helyi) memdria-

val. A P;, _; processzor sajat memoridja az M[iy, ..., i, 11, M[ii,..., i, 2],
.., Mliy,..., i, m] rekeszekbdl all.

Minden processzor végre tud hajtani egyetlen 1€pésben olyan alapvetd
miiveleteket, mint az 0sszeadds, kivonds, szorzds, 0sszehasonlitds, sajat me-
moria elérése és igy tovabb. A processzorok miikddése szinkron médon
torténik, azaz minden processzor egy globdlis Ora litemére egyszerre hajtja

végre az aktuélis feladatit.
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1.4. abra. 4 x 4 méretd henger.

A legegyszer(ibb racs a k = 1 értékhez tartozé lanc alaku réacs (roviden
lanc.)

Egy 6 processzoros lanc lathat6 a harmadik fejezetben 1év6 ??. dbran. Ha
egy lanc P, €s P, processzorat 0sszekotjlik, akkor gyiriit kapunk.

Ha k = 2, akkor téglalapot (téglalap alaku racsot) kapunk. Ha most m; =
my = a, akkor a X a méretli négyzetet kapunk. Egy 4 X 4 méretli négyzet
lathat6é a harmadik fejezetben 1év6 2??. dbran.

A lanc és a négyzet a sikhdl6zatokhoz tartoznak.

Ha k = 3 és my = mp = ms, akkor tégldt kapunk. Ha ennek a hdl6zatnak a
3 mérete azonos, akkor kockdnak nevezziik. A 3.3. dbra egy 2 X 2 X 2 méreti
kockat ébréazol. Ez is dbrdzolhat6 sikban.

Ha egy racsot tovabbi élekkel kiegészitiink, akkor dsszetett racsot ka-
punk.

Ha egy lancban a P, és P, processzorokat dsszekotjiik, akkor gyfirtit ka-
punk, amely mar csak két dimenzidban abrazolhat6 A negyedik fejezetben
1év6 4.4. dbra egy 6 processzoros gylrit abrazol.

Ha egy téglalapban a sorok elsé (j = 1) és utolsé (j = m;) elemeit
0sszekotjiik, akkor az ugyancsak 2-dimenzios hengert kapjuk. Az [1.4. dbra
egy 4 X 4 méretd hengert abrazol.

Az ILLIAC-IV megépiilt véltozata olyan 2-dimenzids racsbdl szdrmaz-
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tathatd, amelyben m; = m, = 8 és a P;; processzor szomszédai rendre a
P;ij-1, Pij Pis1j, Pi_1j, ahol az indexek (mod 8) értenddk. Az ILLIAC-IV
architektirajanak dbrdzolasdhoz mar harom dimenzidra van sziikség.

A torusz példaul ugy szarmaztathat6 egy kétdimenziés racsbdl, hogy a
belsd élek mellett az egyes sorok elsd €s utolsé processzorait, valamint az
egyes oszlopok elsd és utolsé oszlopait is 6sszekotjiik. A negyedik fejezet-
ben 1év6 4.6. dbra egy 5 X 5 méretii téruszt mutat.

Egy d szintes piramis i-edik (1 < i < d) szintjén 497~ processzor van,
amelyek az [1.5. dbra szerint vannak Osszekotve. Eszerint a piramis i-edik
szintje egy 297 x 297 méret(i rdcs. A piramis az egyes szinteken 1év8 pro-
cesszorok szamat tekintve hasonlo a ternaris fahoz, azonban a fa azonos szin-
ten 1évd processzorai kdzott nincs kapcsolat.

A d dimenziés pillangé halézat (d+1)29 processzorbdl 4ll, amelyek d + 1
— egyenként 29 processzort tartalmazé — sorban vannak elrendezve, ahogy
azt a negyedik fejezetben 16vG 4.2. dbra mutatja. A (d+1)x2? méretd pillangd
kifejezést is haszndlni fogjuk.

Természetes architektiira a feljes hdlozat, amelyben minden processzor
par 6ssze van kotve. Egy teljes hdlézatot abrazol az |1.6. dbra.

A (d, k)-paraméter(i de Bruijn-hdlozat d* processzort tartalmaz, amelyek
adbetlis {0,1,...,d — 1} abécé feletti k hosszisiagu szavakkal cimezhetdk.
Az aya; . . . a; nevil processzorbdl az ayas . . . arg cimi processzorokba vezet
irdnyfitott é1 — ahol g az 4bécé tetszbleges eleme. Eszerint minden processzor-
bél d €l indul, és minden processzorban d €l végzddik. Az!1.7. dbraegy (2,3)-

paraméterii de Bruijn-hdlézatot mutat. Az dbra alapjan ez 2-dimenzids.

A d dimenzi6s permutdcios hdlézatban a processzorok a d-betls {0, 1, . ..

1} dbécé elemeinek kiilonbozd permuticidival cimezhetSk. Ezért a haldzat-
ban p = d! processzor van. A P; processzor pontosan azokkal a processzo-
rokkal van 6sszekotve, amelyek cimkéje eldéllithatéd dgy, hogy P; cimkéjé-
ben az elsd betlit a j-edik (2 < j < d) betlivel cseréljiik ki. A [1.8. dbra
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1.5. abra. Haromszintes piramis.

A I B C

1.6. abra. 6 processzoros teljes hdlézat.

egy 4 paraméterli permutdcids hdlézatot dbrazol. Ebben minden processzor
fokszdma d — 1 = 3 és a processzorok szdma 4! = 24.

A d dimenziés hiperkockdban 2¢ processzor van, amelyek d hosszisagi
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3. szint

1.7. abra. 2 x 3 paraméterd de Bruijn-hdldzat.

om0 Felle
s (L C )

N

20r ) C

N

3. sor

1.8. abra. 24 processzoros permuticids halézat.

bindris sorozatokkal cimezhet6k. Minden P; processzor pontosan azokkal a

processzorokkal van 6sszekotve, amelyek cime pontosan egy bitben tér el P;
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cimétdl. A 3-dimenziés hiperkockdban a 0,1,0 cstcs szomszédjai az 1,1,0,
0,0,0 és a 0,1,1 cimi csucsok. Mivel a 2 X 2 X 2 méretd kocka egyuttal 3-
dimenzids hiperkocka is, a negyedik fejezetben 1€vG ??. dbra egyuttal egy
3-dimenzids hiperkockat is bemutat. Az ugyancsak a negyedik fejezetben
1évé 4.1. dbra pedig egy 4-dimenzids hiperkockat mutat.

A d dimenzids racsok, permutdcios halozatok és hiperkockak természe-
tes modon elképzelhetdk €s dbrazolhatdk d dimenzidban. A korabban emli-
tett tétel szerint ugyanakkor tetszdlegesen nagy d esetében is dbrazolhatok a
3-dimenzids euklideszi térben tigy, hogy az €élek ne metsszék egymast.

A haldzatok jellemzésére sokféle adatot haszndlnak. Ha a H halézatot
H = (V,E) formdban, a csticsok €s €lek halmazaval adjuk meg, akkor ter-
mészetes adat a processzorok szama (|V)) és az adatdtviteli vonalak szdma
(IE).

Az adatétviteli vonalak lehetnek egyirdanydak és kétiranytak. Az eddigi
példédk koziil csak a de Bruijn-halozat tartalmazott egyiranyu €leket (ezért a
halézatot irdnyitott graffal dbrazoljuk), mig a tobbi esetben kétiranyu éleket
tételeztiink fel.

Tovabbi jellemz6 a cstcsok maximdlis, minimdlis és dtlagos fokszdma,
a csucsok maximdlis, minimdlis és dtlagos tdavolsdga.

A csticsok maximadlis tavolsagat a hal6zat dfmérdjének nevezik.

Haegy H = (V, E) 6sszefiiggd haldzat csicsait X és Y halmazra osztjuk,
akkor a hélézat adott felbontdshoz tartozé vdgdsi szdma a legkisebb olyan
élhalmaz elemszama, amelynek eltavolitdsdval a haldzat elveszti Osszefiig-
g0ségét.

Halézatok felezési szdma azon élek minimadlis szdma, amelyek eltdvoli-
tdsaval a haldzat két azonos részre bonthatd. Ha egy hdlézat processzorainak
szama paros (p = 2k), akkor a hdl6zat biztosan felbonthat6 két azonos részre
(példaul két, egyenként k izoldlt csicsot tartalmazé hdlézatra). Ha p = 2k+1,

akkor a hal6zat nem bonthaté két azonos részre. Ha +/p paros, akkor egy
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Hélozat Paraméter | Csitcsszam | Elszam Atmérs
Lanc )4 )4 p—1 p—1
Gyird p P P 1£]
Csillag p p p—1 2

Fa d 29 1 29 -2 29 -2
Négyzet a=+p |d 2a(a-1) | 2a-2
Kocka a=>+\p |a 3(a—1)a*> | 3a-3
Piramis d 4‘17_1 2d 2¢ -2
Permutdcics | d d! e 2d -2
De Bruijn | d 24 24+ d
Hiperkocka | d 24 d2-! d
Teljes p p pip—-1D/2 | p-1

1.2. tablazat Hdlézatok mennyiségi jellemz&i.

\/P X +/p méretli racs vagdsi szdma +/p.

Az [1.2. tdblazat az ismertetett hdlézatok néhany alapvet$ adatat tartal-
mazza. A tablazat Paraméter oszlopdban p a processzorszamot jeloli. d a fa
€s a piramis esetében a szintek szdmat, permutdcids haldzat, de Bruijn halé-
zat €s hiperkocka esetében a dimenzi6t jeloli. Négyzet és kocka esetében az

oldalhosszusag a paraméter.

1.5. Rekurzié

Az algoritmusok megaddsanak gyakran alkalmazott médja az, hogy a vég-
rehajtas sordn — véltoz6 paraméterekkel — tjra és Ujra alkalmazzuk magat az
algoritmust. Egy algoritmusnak 6nmaga segitségével valé megadasat rekur-

Zionak az igy megadott algoritmust pedig rekurziv algoritmusnak nevezziik.
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1.9. abra. Hanoi tornyai 3 riddal és 5 koronggal.

Példaként oldjunk meg egy népszer(i, 1883-bdl szarmazd, Hanoi hires
tornyairdl sz6l6 feladatot, melyben korongok és 3 rid szerepel. Brahma tor-
nya 64 — kozepén lyukas — arany korongbdl all, melyet Brahma egy gyémant
ridra tett. A korongok mérete alulrdl felfelé csokken. Az/1.9. dbra a kiindulo
helyzetet mutatja 5 koronggal, melyek az A ridon vannak. A B és C rudakon
kezdetben nincs korong.

A Vilag teremtésével egyidejiileg Brahma megbizott szerzeteseket azzal,
hogy az egyik rddon 1év6 korongokat helyezzék 4t egy masik rddra — egy
harmadik rdd felhaszndldsdval. A szerzetesek munkdjdnak egy 1épése egy
korong athelyezése egyik ridrél egy masik ridra — azzal a megszoritassal,
hogy korongot csak iires ridra vagy ndla nagyobb korongra szabad helyezni.
A torténet szerint amikor a szerzetesek végeznek a munkaval, a torony 0ssze-
omlik és vége a vilagnak.

Mennyi id6énk van hétra, ha a szerzetesek a lehet6 legkevesebb 1épésben
elvégzik a munkat — €s egy 1épés egy masodpercig tart.

Jeloljik fx(n)-nel az n korong athelyezéséhez sziikséges 1épések szamat

egy K korong-athelyezd algoritmus esetében. Minden K algoritmusra igaz,
hogy
fk()>1. (1.38)

n korongot csak gy tudunk athelyezni, hogy el6bb a fels6 n — 1 korongot
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athelyezziik egy masik ridra, ezutan a legals6 korongot dthelyezziik, és vé-
giil az n — 1 kisebb korongot rahelyezziik a legnagyobb korongra. Eszerint

minden K algoritmusra
Jk(m) 2 2fk(n—1)+1. (1.39)

Az ehhez hasonl6 egyenleteket — amelyekben egy fiiggvény adott helyen
felvett értékét mas helyen vagy helyeken felvett értékei segitségével adjuk
meg — rekurziv egyenletnek nevezziik.

Tegyiik fel, hogy a szerzetesek a kovetkezd rekurziv program szerint dol-
goznak, melyben az ArHeLvez(k, végez) eljaras feladata az, hogy a k nevi
ridon 1év6 legfelsd korongot dthelyezze a végez nevii ridra.
HANOI-TORNYAI(71, &, segit, végez, [épés) soros rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: specialis
Bemenet: n (a korongok szama)

Kimenet: lépés (futdsi id6 n korong athelyezése sordn)

01 lépés «— 0

02 ifn=1

03 then ATHELYEZ(k, végez)

04 lépés « lépés + 1

05 else HaNor-tornval(n — 1, k, végez, segit, [épés)
06 ATHELYEz(k, végez)

07 lépés « lépés + 1

08 Hanor-TorNYAI(n — 1, segit, k, végez, [épés)

Eszerint a szerzetesek el6szor — fs,(1) 1épés alatt — atrakjék a legkisebb
korongot a B ridra, majd — f5,(2) = 2fs,(1) + 1 = 3 1épés alatt — atrak-
jék a két legkisebb korongot a C ridra, majd — f5,(3) = 2f5,(2) + 1 1épés
alatt — atrakjdk a harom legkisebb korongot a B ridra és igy tovabb. Ebbdl
kovetkezik, hogy

fs:(n) = 2fs.(n—1). (1.40)
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Mivel a szerzetesek minden részfeladatot a lehetd legkevesebb 1épésben
megoldanak, algoritmusuk optimélis. Mddszeriik futdsi idejét egyszertien

f(n)-nel jelolve a kovetkezd kezdeti feltételt és rekurziv egyenletet kapjuk:
f(H=1 (1.41)

és
han > 2, akkor f(n) =2f(n—1) + 1. (1.42)
Figgvényeknek kezdeti feltétel (vagy feltételek) és rekurziv egyenlet
segitségével torténd megadasat rekurzionak nevezziik. Eszerint a rekurzié
szot kétféle — egymadssal Osszefiiggd — jelentéssel hasznaljuk. Megjegyez-
ziik, hogy bizonyos esetekben a kezdeti feltételt nem akarjuk vagy tudjuk
megadni — ilyenkor a rekurziv egyenlet rendszereint csak a megfeleld fiigg-
vény nagysagrendjét hatdrozza meg.
Teljes indukcidval és a rekurziététellel (1asd példaul Halmos konyvét)

bebizonyithatjuk, hogy ennek a rekurziv egyenletnek a megolddsa az
f(n)=2"-1 (1.43)

fliggvény.

Eszerint a vilag élettartama

2% — 1 masodperc ~ 1.8447 x 10" masodperc (1.44)
~ 3.0745 x 10" perc (1.45)
~ 5.1242 x 10" éra (1.46)
~ 2.1351 x 10™ nap (1.47)
~ 5.8495 x 10" év. (1.48)

Tehat a korongok 4atrakdsa a szerzeteseknek koriilbeliil 6tszdz millidrd
évig tart. Eszerint még akkor is sok idénk lenne hétra a vildg végéig, ha a

szerzetesek 4,6 millidrd évvel ezel6tt (amikor a geoldgusok szerint a Fold
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€s a vildgegyetem az Gsrobbandssal 1étrejott) kezdték volna el a korongok
atrakdsat.

Ez a példa tobb szempontbdl nagyon érdekes.

Mutatja, hogy — legaldbbis bizonyos esetekben — elemi eszkozokkel meg
tudjuk hatdrozni a rekurziv algoritmusok futasi idejét.

Tegyiik fel, hogy sok szerzetes dolgozik a korongok atrakdsan, €s s szer-
zetes mar 1/s masodperc alatt dtrak egy korongot, vagy pedig a 1épéseket
egyenletesen fel tudjdk egymds kozott osztani. Ekkor az algoritmus futdsi

ideje az

2" -1
s

f(n,s) = (1.49)

értékre csokken. Ezzel elvben tetszodleges kicsire csokkenthetd az dtrakdsi
1d6. De hogyan tud a sok szerzetes hozzaférni a korongokhoz?

A kérdés ravilagit arra, hogy egy feladat részfeladatokra bontdsanak le-
het&ségeit gyakran korlatozzék a feladat sajitossagai.

Ha példaul megengedjiik, hogy a szerzetesek felemeljék a felsé n — 1 ko-
rongot €s a legalsét korcikkekre vagva athelyezzék, akkor megfeleld szamu
szerzetes esetében linedris (vagy akar konstans) futasi idejl algoritmust kap-
hatunk. Ezzel a megkozelitéssel a konyvben nem foglalkozunk: a parhuza-
mos processzorok csak olyan miveleteket végezhetnek, amelyet a soros is
végre tud hajtani.

Masik kérdés, mit ériink azzal, ha a gyakorlatilag végtelen futasi id6t pél-
daul szdzad vagy ezred részére csokkentjiik? Ez a kérdés pedig arra vildgit
rd, hogy a sokprocesszoros rendszerek €s parhuzamos algoritmusok lehetd-
ségei is korlatozottak.

A feladat megoldésa azt is mutatja, hogy ha csak a futési id6re van sziik-
ségiink, az (1.43) képletet levezetve és alkalmazva nagyon gyorsan meg tud-

juk mondani.
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1.6. Véletlenitett algoritmusok (x)

A véletlenitett algoritmusok bizonyos helyzetekben tobb dontés koziil va-
lasztanak — ezek valdszinlisége pontosan adott.

Két tipusuk van. A Las Vegas algoritmusokmindig helyes eredményt ad-
nak — futdsi idejlik azonban nem élland6, hanem egy valdszintiségi valtozo-
val jellemezhetd.

A Monte Carlo algoritmusok adhatnak hibas eredményt is.

A Las Vegas algoritmusok futdsi ideje tdg hatarok kozott valtozhat, mig
a Monte Carlo algoritmusoké viszonylag dllando.

A véletlenitett algoritmusokat tekinthetjiik algoritmushalmaznak. Adott
bemenet esetében bizonyos algoritmusok futhatnak sokdig vagy adhatnak hi-
bas valaszt. A tervezés célja, hogy az ilyen rossz algoritmusok algoritmusok
hanyada kicsi legyen. Ha meg tudjuk mutatni, hogy bdrmilyen bemenetre az
algoritmusoknak legalabb 1 — € hdnyada (ahol a pozitiv € elég kicsi) gyors
(illetve helyes eredményt ad), akkor a halmazbdl véletleniil vélasztott algo-
ritmusra igaz, hogy legaldbb 1 — € valdsziniiséggel gyors (helyes eredményt
ad). Ekkor e-t hibavalosziniiségnek nevezziik.

Az alabbi definiciokban a d, v és g fliggvények a pozitiv egészek halma-
zén vannak értelmezve, a d(n), v(n) és g(n) fiiggvényértékek pedig nemne-
gativ valds szadmok.

Egy D determinisztikus algoritmusnak adott er6forrasbol d(n) egységre
van sziiksége, mig a V véletlenitett algoritmusnak v(n) egységre — ahol v(n)
valdszintiségi valtozo.

Egy n-t6l fiiggd € esemény nagy valosziniiséggel bekovetkezik, ha tet-
sz0leges « €rtékre a bekovetkezés valdszinlisége legaldbb 1 —n%. Az a sza-
mot valdsziniiségi paraméternek nevezziik.

O(g(n)) (ejtsd: nagy valdsziniiséggel nagy ords) azon v(n) fiiggvények

halmazat jelenti, amelyekhez 1étezik olyan ¢ pozitiv dllandd, hogy tetszdle-
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ges a esetében nagy valdszinliséggel teljesiil

Plv(n) < cag(n)] > 1 - i . (1.50)

n(l

1.6.1. Egyenléilenségek

Ebben a részben olyan egyenldtlenségeket adunk meg, amelyek azt jellem-
zik, hogy a valdsziniiségi valtozok ritkan térnek el 1ényegesen a varhat6 ér-
tékiiktol.

Ezek az egyenl6tlenségek majd hasznosak lesznek a véletlenitett algorit-

musok varhaté viselkedésének elemzése soran.

1.7. lemma (Markov-egyenl6tlenség). Ha X nemnegativ valosziniiségi val-

toz6, melynek vdrhato értéke u, akkor

PIX>x<t. (1.51)

=I=

A Bernoulli-kisérletnek 2 lehetséges eredménye van: p valdszintiséggel
sikeres, 1 — p valdsziniiséggel sikertelen a kisérlet. Ha X jeloli azt, hogy n

kisérletbdl hdny sikeres, akkor X eloszlasa binomiélis:
PIX =i] = (';)p"a — oy (1.52)

1.8. lemma (Csernov-egyenlétlenségek). Ha X (n, p) paraméterii binomidlis

eloszldsu valosziniiségi vdltozo és m > np egész szam, akkor
n m
PIX > m] < (—p) & (1.53)
m
Tovdbbd minden O < € < 1 szdmra

PIX < (1 - e)pn]] < e <" (1.54)

PIX > [(1 + &npl] < e <" . (1.55)
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1.6.2. Példak

Ebben a pontban két példat mutatunk véletlenitett algoritmusra.

1.4. példa. Ismétlddé tombelem meghatdrozdsa. Tegyiik fel, hogy n péros, az A[1 :
n] tomb elemei kozott az 1,2,...,n/2 + 1 szdmok egyike (n/2)-szor fordul eld, a
tobbi szdm pedig egyszer.

Hatédrozzuk meg a tobbszor el6forduld elemet.

Béarmely determinisztikus algoritmusnak legrosszabb esetben legaldbb n/2 + 2
1épésre van sziiksége. Ugyanis barmely determinisztikus algoritmushoz megadhaté
Ugy a bemenet, hogy az els6 n/2 + 1 vizsgélt elem kiilonbdz6 legyen.

Most megadunk egy Las Vegas algoritmust, amely legrosszabb esetben O(Ig )
ideig fut. Az algoritmus bemenete egy n szdm és egy n-elemii A tdmb, kimenete az

egyik ismételt elem indexe.

ISMETELT-ELEM(A, 1) soros eljdrds
Szdmitdsi modell: RAM
Bemenet: n pozitiv egész (az elemek szdma) és

A[1 : n] (a vizsgéland6 elemek)

Kimenet: ismételt (az egyik ismételt elem indexe)

01 L « igaz

02 while L

03 i < VELETLEN(n)

04 J < VELETLEN(n)

05 >i,je{l, 2,...,n}, véletlen egész szamok
06 if i # j A (ali] = alj])

07 then ismételt «— i

08 L « namis 09 return ismételt

Ebben az algoritmusban felhasznéljuk a VELETLEN(n) eljdrdst, amely min-
den hivasakor a [1 : n] intervallumbdl vett egyenletes eloszlasu, véletlen

egész szamot ad kimenetként.
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Most megmutatjuk, hogy az algoritmus futasi ideje O(Ign). A while cik-
lus barmely végrehajtasa sikeres, ha i az n/2 azonos elem valamelyikének
indexe és j egy tdle kiillonbozd helyen 1év6 azonos elem indexe. Ennek az
eseménynek a P valészindisége

2 _ 1)

212
P = T
n

(1.56)

ami n > 10 esetében kisebb, mint 1/5. Tehat annak valészintisége, hogy az
algoritmus egy adott 1épésben nem fejezddik be, (1/5)-nél kisebb.

Ezért annak valdszintisége, hogy az algoritmus 10 1épés alatt nem feje-
z6dik be, (4/5)1%-nél kisebb, ami kisebb 0.1074-nél. Ezért az algoritmus 10
1épés alatt legalabb 0.8926 valdszinliséggel befejez6dik. Annak valészinii-
sége, hogy 100 1épés alatt sem fejez8dik be, kisebb (4/5)!%°-n4l, ami pedig
kisebb 2.04 * 10~'%-nél.

Altaldban annak az e eseménynek a valésziniisége, hogy az algoritmus

az elsé ca lgn (ahol a ¢ konstans rogzitett érték) 1épésben nem fejezddik be,

calgn
Ple] < (g) , (1.57)
és
1 4 calgn
ha ¢ > —, akkor (—) <n®. (1.58)

Tehat az algoritmus legaldbb 1 — n™* valészintiséggel befejezddik legfel-
jebb
algn
lg %
1épésben. Mivel minden iteracié O(1) ideig tart, ezért az algoritmus futdsi

(1.59)

ideje valéban O(lg n).

Mivel algoritmusunk mindig helyes eredményt ad, ezért Las Vegas ti-
pust. Megmutattuk, hogy nagy valdszintiséggel gyorsan befejezddik.

Ha példdul kétmillié elemiink van, akkor barmely 9 determinisztikus

algoritmushoz megadhatunk olyan bemenetet, amelyre 9 legaldbb egymillié
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1épést végez, Az ISMETELT-ELEM algoritmusnak viszont barmely bemenetre —
nagy valdszinliséggel — legfeljebb szaz 1€pésre van sziiksége.

Ugyanakkor az IsMETELT-ELEM algoritmus — igaz, csak kis valdsziniiséggel
— egymilliéndl 1ényegesen tobb 1€pést is végezhet.

Az adott problémat masképp is megoldhatjuk: el6szor rendeziink, azutan
linedrisan keresiink — ekkor €(n) idére van sziikség. Vagy harmas csopor-

tokra osztjuk a tombot — ekkor ®(n) a futdsi 1do.

1.5. példa. Pénzérme ismételt feldobdsa. Dobjunk fel egy szabalyos pénzérmét ezer-
szer. Mekkora annak valdszinfisége, hogy legaldbb hatszdzszor fejet dobunk?

A Markov-egyenl6tlenség szerint legfeljebb 5/6.

Az (1.55) képletet, azaz a harmadik Csernov-egyenl6tlenséget is alkalmazhatjuk
azn = 1000, p = 1/2, € = 0.2 értékekkel. Eszerint

P[X > 600] < ¢ (O27(00/3) (1.60)
= P (1.61)
< 0.001273 . (1.62)

Meghagyjuk gyakorlatnak az ennél pontosabb becslést.

1.7. Alsé korldatok

Az algoritmusok elemzése sordn szamos kordbbi tankonyv szerzéi (a mult
szézad hetvenes €s a nyolcvanas éveiben) megelégedtek azzal, hogy tobbé-
kevésbé pontos felsd korlatokat adtak az adott algoritmus altal igényelt erd-
forrasok legnagyobb és atlagos mennyiségére.

Ezeknek a becsléseknek a pontossdga azonban gyakran homdlyban ma-
radt. Pedig e nélkiil megvalaszolatlan marad az a fontos kérdés, hogy érdemes-
e jobb algoritmust keresni.

Kiilonosen fontos az er6forrdsigény pontos ismerete a parhuzamos algo-

ritmusok vizsgélata sorédn, hiszen e nélkiil nem tudjuk eldonteni, hogy adott
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parhuzamos algoritmus munkahatékony-e, munkaoptimalis-e.

A munkahatékonysag €s munkaoptimalitds bizonyitdsahoz a parhuzamos
algoritmus igényét feliilrdl, a feladat jellegébdl fakadé igényt pedig alulrél
kell becsiilniink.

A munkahatékonysag cafoldsdhoz pedig elég egy j6 soros algoritmus igé-
nyének feliilr6l, a pAirhuzamos algoritmus igényének pedig alulrdl valé becs-
1ése.

Ebben az alfejezetben olyan médszereket mutatunk be, melyek segitsé-
gével alsé korlatokat bizonyithatunk. Ez az alfejezet bevezet6 jellegli. A ké-
s6bbiekben a szamitdsi modellekhez és problémakhoz kapcsolddva tovabbi

alsé korlatokat adunk meg.

1.7.1. Egyszer( szdmolds

Tegyiik fel, hogy adott egy n méretii L[1 .. n] lista és feladatunk a lista legna-
gyobb elemének megkeresése tigy, hogy elemparok dsszehasonlitdsa a meg-
engedett mivelet.

Ha A(n)-nel jeloljiik az A keres6 algoritmus altal elvégzett Osszehason-

litdsok szdmat, akkor tetszGleges A Osszehasonlitds alapu algoritmusra telje-

siil, hogy
A(n) > N(n) (1.63)
n
> b] . (1.64)

Megmutatjuk, hogy ennél tobb is igaz.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a lista kiillonb6z6 elemeket
tartalmaz. Amikor egy A Osszehasonlitas alapui algoritmus Osszehasonlitja
az X és Y elemet, akkor az X > Y esetben azt mondjuk, hogy X megnyerte
az Osszehasonlitast — ellenkez6 esetben pedig azt mondjuk, hogy X elvesz-
tette az Osszehasonlitast. Tehdt minden Osszehasonlitds egy vereséget ered-

ményez. Mivel mindazon elemeknek, amelyek nem a legnagyobbak, lega-
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14bb egy Osszehasonlitast el kell vesziteniiik, ezért n elem legnagyobbikédnak
meghatdrozdsahoz
By(n)=>2n-1 (1.65)

Osszehasonlitdsra van sziikség.

Ennek szigort bizonyitasdhoz tegyiik fel, A gy fejezi be a keresést, hogy
az L[1..n] lista két kiilonboz6 eleme, példaul L[i] és L[], egyetlen Ossze-
hasonlitast sem veszitettek el. Feltehetjiik, hogy A az L[i] elemet adta meg
legnagyobbként. Most tekintsiik azt az L'[1..n] bemend listat, amely csak
annyiban kiilonbozik az el6z6t61, hogy abban L[ j] nagyobb, mint L[ j]. Mi-
vel A Osszehasonlitds alapu, ezért ugyanolyan dsszehasonlitasokat végez L
és L’ esetében. Ez kovetkezik abbdl, hogy kiilonbség legfeljebb akkor for-
dulhatna el6, amikor L'[j] is részt vesz az 6sszehasonlitdsban. L[ j] azonban
minden Osszehasonlitast megnyert €s L'[j] > L[j]. Tehat az A algoritmus-
nak ismét az L'[i] = L[i] elemet kell a legnagyobbnak nyilvanitania, ami
ellentmondas.

Példaul az aldbbi kézismert program nemcsak legjobb, hanem legrosszabb

esetben is n — 1 Osszehasonlitdssal meghatdrozza az L[1 : n] lista maximalis

elemét.

Max(n, L1 : n], legnagyobb) soros eljdrds
Szamitdsi modell: RAM

Bemenet: n (az elemek szama) és L[1 : n] (n hosszisagy,kiilonbozd ele-

meket tartalmazé lista)

Kimenet: legnagyobb (a bemeneti lista egyik maximélis eleme)

01 legnagyobb « L[1] > kezdeti érték bedllitasa
02 fori < 2ton

03 if L[i] > legnagyobb

04 then legnagyobb < LJi]

05 > legnagyobb frissitése
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Tehat beldttuk, hogy Max az dsszehasonlitds alapd maximumkeresést a
feladat megoldasdhoz okvetleniil sziikséges szamu Osszehasonlitdssal meg-
oldja.

Azokat az algoritmusokat, amelyekre a legjobb és a legrosszabb futdsi

1d6 megegyezik, azaz amelyekre
W(n) = B(n) , (1.66)
stabilnak nevezziik. Megallapitasainkat a kovetkez6képpen 6sszegezhetjiik.

1.9. tétel. (Max abszoliit optimdlis.) Ha kiilonbozd elemeket tartalmazo, n
hosszusdgu lista maximdlis elemét dsszehasonlitds alapu algoritmussal ha-
tdrozzuk meg, akkor ennek a problémdnak az idobonyolultsdga legjobb, leg-
rosszabb és dtlagos esetben is n — 1. A feladat megolddsdra Max abszoliit

optimdlis algoritmus.

Erdemes megemliteni, hogy a pontos bonyolultsagot csak nagyon ritkan tud-

juk meghatédrozni.

1.7.2. Leszdmldalas

A leszamldldsi modszereket leggyakrabban az dtlagos jellemzdk meghatéro-
zaséra hasznaljuk. Minden I bemenethez hozzédrendeliink egy a(/) jellemz6
adatot, majd leszamléljuk, hogy mennyi lesz ezen jellemz6 adatok Gsszege
az Osszes lehetséges bemenetre nézve.

Tekintsiik példaul azt a feladatot, hogy az 1, 2, ..., n szdmok kiilon-
boz6 permutécidit kell rendezniink gy, hogy a permutdcidéban szomszédos
elemek Osszehasonlitdsa (€s egyuttal cseréje) a felhaszndlhaté miivelet. Min-
den I permutédciéhoz a(7)-ként hozzarendeljiik a benne 1év0 inverziok szaméat

€s leszamlaljuk, hogy 0sszesen hdny inverzié van a permutaciékban.

1.10. tétel. Ha A egy kiilonbzd elemekbdl dllo sorozatot a szomszédos ele-
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mek dsszehasonlitdsdaval rendezd algoritmus, akkor

nn—-1)

N(n,A) >
(n, A) 2

(1.67)

Bizonyitas. Ha n = 1, akkor igaz az allitas.

Ha n > 2, akkor rendeljiik minden permutacidhoz az inverzét, azaz azt a
sorozatot, amelyben az elemek forditott sorrendben kovetkeznek. Mivel tet-
szbleges i és jindexre (1 < i, j < n) igaz, hogy az i-edik és a j-edik elem
az egymashoz rendelt permutdcidk koziil pontosan az egyikben van inverzi-
6ban, ezért minden pérra igaz, hogy benniik egyiittesen annyi inverzid van,

ahdny par (kiilon-kiilon), azaz (g) Ezért n elem permutacidiban dsszesen

)

inverzié van. Ha ezt a szdmot elosztjuk n elem permutdcidinak szdmdval,

megkapjuk a kivant alsé korlatot. [

1.7.3. Déntési fak

Egy dontési fa segitségével modellezhetjiik az 0sszes dontést, amelyet egy
determinisztikus algoritmus végezhet. Egy adott bemenethez tartoz6 donté-
sek megadnak egy irdnyitott utat a dontési fa gyokerétdl valamelyik leveléig,
amely megadja az algoritmusnak az adott bemenethez tartozé kimenetét. A
dontési fa csak azokat a csicsokat tartalmazza, amelyekbe legaldbb egy be-
menet esetében eljutunk. A belsd cstiicsok megfelelnek az algoritmus donté-
seinek €s az ahhoz tartozé alapmiiveleteknek (mint példaul két elem 6sszeha-
sonlitdsa vagy egy matrix két elemének Osszeszorzdsa). Mivel minden belsé
csicshoz legaldbb egy elvégzendd miivelet tartozik, ezért a fa magassiaga
also korlat N(n, A)-ra.
Hasonldképpen a levelek dtlagos szintje alsé korlat A(n, A)-ra.

Bizonyitas nélkiil idéziink néhany kozismert eredményt, amelyek példaul
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dontési fak segitségével igazolhatdk.

1.11. tétel (also korlat a bindris keresés futdsi idejére). Ha BINARISAN-KERES a
rendezett sorozatban bindrisan keresé algoritmus, akkor minden pozitiv n
szdmra

N(n, BINARISAN-KERES) > [lgn] + 1 . (1.69)

1.12. tétel. (Also korldt az dsszehasonlitds alapii rendezd algoritmusok fu-
tdsi idejére.) Ha OsszEHASONLIT dsszehasonlitds alapii rendezd algoritmus,
akkor

N(n, OsszenasonLit) > [lgn!] (1.70)
1
nlgn+%+0(l). (1.71)

%

1.7.4. Tandcsadéi érvelés

Ennél a mdédszernél ugy jutunk alsé korlathoz, hogy dinamikusan olyan be-
menetet allitunk elS, amely az algoritmust lehetSleg nagyszamu miivelet el-
végzésére kényszeriti.

Ez a médszer olyan jatékhoz hasonlit, amelyben egy tandcsadonak feltett
kérdésekkel juthatunk informacidhoz, €s a tandcsado arra torekszik, hogy a
vdlaszaival minél kevesebb informaciét adjon.

A W(n, A) futdsi id6 als6 becsléséhez dgy jutunk, hogy dsszeszamoljuk,
hany miveletet kellett az adott bemenetre a vizsgalt algoritmusnak elvégez-

nie.

1.7.5. Informdciéelméleti érvelés

Ez a mddszer azon alapul, hogy az egy miivelettel nyerhetd informécidra
felso, a feladat megoldasahoz sziikséges informécié mennyiségére pedig alséd
korlatot adunk. Ha példaul egy dsszehasonlitds lehetséges eredményei true

és false, akkor n 6sszehasonlitdssal legfeljebb 2" lehet6séget tudunk megkii-
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l6nboztetni. Mivel egy n elemet rendezd, 6sszehasonlitds alapud algoritmus-
nak n! lehetdséget kell megkiilonboztetnie, ezzel a médszerrel is bizonyit-
hatjuk a/l.12. tételt.

1.7.6. Grafelméleti érvelés

Mivel a hédlézatokat rendszerint grafokkal modellezziik, ezért természetes,
hogy az als6 korlatok bizonyitasdban is gyakran szerepelnek grafok.

Erre a késébbiek sordn tobb példat is mutatunk.

1.8. Anomdlia

A szamitégépes rendszerekben anomdlidnak nevezziik azt a jelenséget, ami-
kor egy feladat megolddsdhoz tobb erdforrast felhasznédlva rosszabb ered-
ményt kapunk.

Négy konkrét példat emlitiink. Az egyik a virtudlis memoria lapjait par-
huzamosan haszndlé FIFO (First In — First Qut) lapcserélési algoritmussal,
a masik a processzorok iitemezésére hasznalt LisTAsaN-UTEMEZ algoritmus-
sal, a harmadik az atfedéses memoridju szdmitégépekben foly6é parhuzamos
programvégrehajtissal, végiil a negyedik a PARH-KORLATOZ-SZETVALASZT Opti-

malizdcids algoritmussal kapcsolatos.

1.8.1. Lapcsere

Legyenek m, M, n és p pozitiv egészek (1 <m < M < n < o), k nemnega-
tiv egész, A = {ai, ay, . . ., a,} egy véges dbécé. A az A feletti, k hosszisagu,
A” pedig az A feletti véges szavak halmaza.

Legyen m egy kis, M pedig egy nagy szamitogép fizikai memoridjdban
1évo lapkeretek szdma, n a hattérmemoridban 1évo lapok szama (mindkét
szamitégépben), A a lapok halmaza.

A lapcserélési algoritmusokat automatakként kezeljiik, melyekre m és M
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a memoria mérete, A a bemend jelek halmaza, ¥ = A U {€} a kimend je-

lek halmaza. Ezek az automatdk a bemend jelek R = (ry,7,...,7,) vagy
R = (ry,r, ... ) sorozatit dolgozzak fel. Az S, (¢t = 1, 2, ...,) memoria-

allapot a r id6pontban (azaz az r, bemend jel feldolgozésa utan) a memoria-
ban tdrolt bemend jelek halmaza. A lapcserélési algoritmusok S = {} iires
memoridval kezdik a feldolgozast. Egy konkrét P lapcserélési algoritmust
a P = (Qp, qo, gp) harmassal definidlunk, ahol Qp a vezérl$ jelek halmaza,
qo € QOp a kezdeti vezérld jel, gp az allapot-dtmenet fiiggvény, S’ az ij me-
moriadllapot, ¢" az dj allapot és y a kimend jel, S a régi memoriadllapot, g a
régi vezérldallapot és x a bemend jel.

Az F = FIFO (First In First Out) algoritmus definicidja: go = () és

(S’Qa6)9 haXES,
gr(S,q,x) = (S U {x},q,e), hax¢sS, S| <m, (1.72)
(S\{}’I}U{X},q”,}’l), hax¢SéS|S|:m9
ah01 q = (yl’y29 .. 9yk)’ q/ = (y17y29 e 9yk’x) éS q// = (y27y39 .. 9ym9'x)'
A laphibdknak (a memdriadllapot véltozdsainak) a szamat fp(R, m)-vel
jeloljik. Anomdlidnak nevezzik azt a jelenséget, amikor M > més fp(R, M) >

fr(R,m). Ekkor az fp(R, M)/ fp(R, m) hdnyados az anomdlia mértéke.
A P algoritmus hatékonysagét az Ep(R, m) lapozdsi sebességgel jelle-

mezziik, amit R = (ry, r,, ..., r,) véges hivatkozasi sorozatra az
R,
EpRom) = 1HBm (1.73)
P

R = (r1, 1y, . ..) végtelen hivatkozési sorozatra pedig a

fP(Rk’ m)

Ep(R,m) = liminf (1.74)

modon definidlunk, ahol Ry = (rq, 75, ..., 1.

Legyenl <m <nésC =(1,2,...,n)" egy végtelen ciklikus hivatkozasi
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sorozat. EKkor ERipo(C,m) = 1.

Ha végrehajtjuk a R = (1,2,3,4,1,2,5,1,2,3,4,5) hivatkozdsi sorozatot, ak-
kor m = 3 esetében 9, m = 4 esetében pedig 10 laphibat kapunk, igy
SFIFOR. M)/ frrro (R, m) = 10/9.

Bélady, Nelson €s Shedler a kovetkezd sziikséges és elégséges feltételt

adtak az anomalia 1étezésére.

1.13. tétel. Akkor és csak akkor létezik olyan hivatkozdsi sorozat, amelyre a

FIFO lapcserélési algoritmus anomdlidt okoz, ham < M < 2m — 1.

Az anomadlia mértékével kapcsolatban pedig a kovetkezot bizonyitottak.

1.14. tétel. Ha m < M < 2m — 1, akkor tetszdleges € > 0 szdmhoz létezik

olyan R = (r1,r, ..., rp) hivatkozdsi sorozat, amelyre
R M
JEIFORM) ) (1.75)
JFIFOR. m)

Bélady, Nelson és Shedler a kovetkezot sejtették.

1.15. sejtés. Tetszoleges R hivatkozdsi sorozatra és M > m > 1 memdriamé-

retekre
TFIFO(R. M) -

< 1.76
TFIFO(R,m) (179

Ezt a sejtést cafolja Fornai Péter és Ivanyi Antal kovetkezd tétele, amely

szerint az anomdlia mértéke tetsz6legesen nagy lehet.

1.16. tétel. Tetszolegesen nagy L szdmhoz megadhatok olyan m, M és R pa-

raméterek, melyekre
TEIFOR, M) .

1.77
TFIFO(R. m) (79
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1.8.2. Utemezés

Tegyiik fel, hogy n programot akarunk végrehajtani egy p processzoros lan-
con. A végrehajtdsnak figyelembe kell vennie a programok kozétti megeld-
z€si relaciot. A processzorok mohok, €s a végrehajtas egy adott L lista szerint
torténik.

E. G. Coffman jr. 1976-ban leirta, hogy a p processzorszam csokkenése,
az egyes programok végrehajtdsahoz sziikséges 1€pések ; szamdnak csok-
kenése, a megel6z€si korlatozdsok enyhitése €s a lista véltoztatasa kiilon is
anomaliat okozhat.

Legyen a programok végrehajtasanak futdsi ideje 7, a megel6zési relacié
<, a lista L és a programok kozos listas végrehajtasahoz sziikséges 1épések
szdma p azonos processzorbdl allé lancon w(p, L, <, 7). Az L’ lista, <'C<
megel6zési relacio, 77 < 7 futdsi id6 vektor €s p” > p processzorszam esetén
a futédsi id6 legyen w’(p’, L', <', T').

Az anomédlia mértékét ezittal a gyorsitdassal jellemezziik.

1.17. tétel (iitemezési korlat). Az elobbi feltételek esetében

/ -1
t §1+p

0<—
w p’

(1.78)

A korlat pontosségat jellemzi a kovetkezd 4llitas.

1.18. tétel (iitemezési korlat €lessége). A relativ sebességre adott korldt az
m, t, < és L paraméterek mindegyikének vdltozdsdra nézve (kiilon-kiilon is)

aszimptotikusan éles.

1.8.3. Parhuzamos feldolgozas atfedéses meméridval

Népszerii formaban fogalmazzuk meg az atfedéses memoridju szamitégépek
miikodését modellezd parhuzamos algoritmust. A Ty, Ty, ..., T, torpék n
kiilonboz6 fajtdji gombdceot f6znek. Ezeket az egyszerliség kedvéért az 1, 2,

.., n szamokkal jeloljiik. Mindegyik torpe végtelen gombdcsorozatot allit
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eld.

Ezeket a gombocokat O 6ridsok eszik meg — ahol az f paraméter azt
mutatja, hogy az adott 6rids az egyes gombdcfajtakbol legfeljebb hanyat ehet
meg egy falatban.

Az Oy ¢rids a kovetkezOképpen eszik. Els6 falatdhoz a T torpe soro-
zatanak elejérdl a lehet6 legtobb gombdcot kivalasztja (de egy-egy fajtabdl
legfeljebb f darabot). Ezt a falatot még a 74, ..., T, torpék sorozatdnak
elejérdl kiegésziti — az f korlatot betartva.

A tovébbi falatokat hasonldan éllitja Ossze.

Legyen h;(f) (i = 1,2, ...) az Oy 6rids i-edik harapdsdban 1év6 gombd6cok

szdma. Ekkor az O 6rids S ; gombdcevési sebességét az

szlﬁnhﬁzﬁﬂgﬁgg (1.79)

[—00

hatarértékkel definialjuk.
Konnyen beléthatd, hogy ha 1 < f < g, akkor a gombdcevési sebessé-
gekre fennall
f<Sy<fn, g<S,<gn, (1.80)

a két orids relativ gombdcevési sebességére pedig

S
Lo (1.81)
gn S, 8

Most megmutatjuk, hogy a kis drids gombdcevési sebessége akdrhany-

szor nagyobb lehet, mint a nagy dridsé.

1.19.tétel. Har > 1, n > 3, g > f > 1, akkor léteznek olyan gombdcsoro-

zatok, amelyekre egyrészt

Sg 8

—_— =, 1.82

TR (1.82)
mdsrészt

Se _gn

— . 1.83
T (1.83)
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Bizonyitas. A természetes korlatokat megad6 ?? egyenlGtlenségben sze-

repld alsé korlat élességének beldtdsdhoz tekintsiik az

/2%~ (1.84)

és
1123 ... n) (1.85)

sorozatokat.
A felsé korlat €lességét a

122+ 1* (1.86)

és
7137 1 23 . ) (1.87)
sorozatok ,, megevésével” lathatjuk be. [

Az als6 korlat élessége azt fejezi ki, hogy a kis Orids ehet sokkal ke-
vesebbet — ami természetes. Az n novelésével tetszélegesen naggya tehetd

fels6 korlat élessége azonban erds anomdlia.

1.8.4. Parhuzamos korldtozds és szétvalasztds

A korldtozds és szétvdlasztds gyakran alkalmazott optimalizaciés mddszer.
A médszer alkalmazdasa sordn olyan x = (xy, x», . . ., X,,) vektort keresiink,

amely minimalizdl egy f(x) fliggvényt — figyelembe véve korldtozasok K

halmazat. A korlatozasok lehetnek explicitek vagy implicitek. Az implicit

korldtozésok az x; értékek kapcsolatat jellemzik, példaul

Z a:x; < b, (1.88)
i=1
ale —arx1xy + a3x§)L =6. (1.89)
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Az explicit korldtozédsok az x; értékekre adnak korlatokat, példdul
x €1{0,1},x,>0. (1.90)

Az explicit korlatozdasokat kielégitd vektorok alkotjdk a megolddsi te-
ret. Ezek a vektorok rendszerint egy fét alkotnak, melyeket megolddsi fd-
nak neveziink. A fa gyokerétdl bizonyos levelekhez vezetd utak a megoldési
tér egy elemét hatdrozzak meg. Az ilyen csicsokat megengedett megoldds
csucsnak nevezziik. Egy ilyen csics koltsége az f fiiggvény értéke az adott
csicsban. Az optimalizélés célja a minimdlis koltségii csics meghatarozasa.

Az allapotfa minden N csicsdhoz hozzarendeljiik az

Jmin(N) = min{ f(Q)|Q megengedett megoldas az N csticshoz tartoz6 részfaban}
(ha nincs ilyenQ, akkor f,,;,(N) = 00). értéket.

A tovébbiakban az LCBB (Least-Cost Branch-and-Bound) korldtozé-
szétvalaszté moédszerrel foglalkozunk, melyben a kovetkezd tulajdonsagok-

kal rendelkezd g() heurisztikus fiiggvényt alkalmazzuk:

[

. &(N) < fuin(N) az éllapottér minden N csticsdra.
2. g(N) = f(N) a valaszcstcsokra.
3

. g(N) = oo a megengedett megolddsokra.

NN

. g(N) > g(P), ha N a P cslcs gyereke.

g( )-t korldtozo fiiggvénynek nevezziikk. LCBB az allapottérhez tartoz6
csucsokat 4llit el§ — g( ) felhasznalasaval. Az olyan elddllitott csicsot, amely-
nek gyerekeit még nem éllitottuk eld, és megengedett megolddsokhoz vezet-
het, él6 csticsnak nevezziik. Az €16 cstcsok listdjat karbantartjuk — rendsze-
rint kupacként. LCBB minden iterdcids 1épésben kivélaszt egy N €16 csticsot,
amelynek g( ) értéke minimalis. Ezt a csicsot aktudlis E-csticsnak nevezziik.
Ha N vilasz csucs, akkor minimélis koltségii vélasz csics. Ha N nem valasz
csucs, akkor elééllitjuk a gyerekeit. Azokat a gyerekeket, amelyek nem ve-
zethetnek minimalis koltségl vdlaszhoz, eldobjuk (ezeket a csucsokat bizo-

nyos heurisztikaval vélasztjuk ki). A megmaradé gyerekeket hozzaadjuk az
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€16 csdicsokhoz.

Az LCBB mddszer tobbféleképpen parhuzamosithats. Az egyik lehet6-
ség, hogy minden iterdciods 1épésben tobb E-csics is kiterjeszthetd.

Ha a processzorok szdma p, ¢ = min{p, éI6 csicsok szama} csticsot va-
lasztunk, mint E-csdcsot (azt a g €16 csicsot, melyekre a legkisebb a g( )
fiiggvény értéke). Legyen g, ezen csucsok g( ) ért€keinek minimuma. Ha
ezen E-cstiicsok barmelyike vélaszcsucs, és a g( )-értéke g,.,, akkor az a
csics minimdlis koltségli valaszcesics. Egyébként mind a g cstcsot kiter-
jesztjiik (minden processzor egy csucsot terjeszt ki), és gyerekeit hozzaad-
juk az €16 csucsok listdjahoz. g darab E-csics minden ilyen kiterjesztése a
parhuzamos LCBB egy iterdcidja. Adott /-re és g-re jeloljiik I(p)-vel a p
processzor esetében sziikséges iterdcidk szamat. Ekkor természetesnek lat-

szanak I(p) kovetkezd tulajdonsédgai:

1. ha p, < p,, akkor I(p;) > I(p»);

1p1)  p2
2. I(p2) — p1°

Az elsd tulajdonsdg szerint a processzorok szdmanak novelésekor nem
ndhet az iterdcidk szama.

A masodik tulajdonsag szerint a teljesitmény nem lehet nagyobb, mint a
felhasznalt er6forrdsok mennyisége.

Lai és Sahni 1984-ben megmutattak, hogy egyik tulajdonsdg sincs biz-

tositva — még akkor sem, ha g( ) eleget tesz a (1)—(4) korlatozasoknak.

1.8.5. Az anomdlia elkeriilése

Az anomaliét édltalaban igyekeznek elkeriilni.

A lapcserélésnél példaul az elkeriilés elégséges feltétele az, ha a cserélési
algoritmus rendelkezik a verem tulajdonsdggal: ha ugyanazt a hivatkozasi
sorozatot m és m + 1 méretli memoridji gépen futtatjuk, akkor minden hi-
vatkozas utdn igaz az, hogy a nagyobb memoria mindazokat a lapokat tartal-

mazza, amelyeket a kisebb tartalmaz.
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A vizsgdlt litemezé€si feladatndl elegendd az, ha nem koveteljiik meg az

litemez0 algoritmustdl a lista alkalmazasét.

Gyakorlatok
1.8-1. Az A és B parhuzamos algoritmusok megoldjdk a kivéalasztasi fela-
datot. Az A algoritmus n®> processzort hasznal és a futdsi ideje @(n’>). A B
algoritmus n processzort haszndl és a futési ideje ®(lgn). Hatarozzuk meg
az elvégzett munkat, a gyorsitast és a hatékonysdgot mindkét algoritmusra.
Munkahatékonyak-e ezek az algoritmusok?
1.8-2. Elemezziik a kovetkezd két allitast.

a. Az A algoritmus futési ideje legaldbb O(n?).

b. Mivel az A algoritmus futési ideje O(n?), a B algoritmus futdsi ideje
pedig O(nlgn), ezért a B algoritmus a hatékonyabb.
1.8-3. Terjessziik ki a véltasi hely definici6jat nem egész v értékekre €s par-
huzamos algoritmusokra.
1.8-4. Becsiiljilk meg annak valdszintiségét, hogy egy szabdlyos pénzérmét
ezerszer feldobva legaldbb hatszdzszor dobunk fejet. Urmutatds. A Pr{X =
600] valészintiséget a Stirling-képlettel, a Pr[X = 601],..., Pr[X = 1000]
valdszintiségeket pedig geometriai sorral becsiiljiik.
1.8-5. Egészitsiik ki a hél6ézatok adatait tartalmazé 1.2. tablazatot tovabbi
adatokkal és hél6zatokkal.

Feladatok

1-1. Varidciok O-ra és Q-ra
Az Q és O kiilonboz6 definicidi ismertek. Az egyikre a 5 (olvasd: omega
végtelen) jelolést haszndljuk. Azt mondjuk, hogy f(n) :5 (g(n)), ha 1étezik

¢ pozitiv valés allandé dgy, hogy f(n) > cg(n) > O teljesiil végtelen sok
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egész n-re.

a.

Egy fiiggvényt aszimptotikusan nemnegativnak neveziink, ha minden elég
nagy n-re nemnegativ. Mutassuk meg, hogy barmely két aszimptotikusan
nemnegativ f(n) és g(n) fiiggvény esetében vagy f(n) = O(g(n)), vagy
f(n) :5 (g(n)), vagy mindkettd teljesiil, ha azonban 5 helyett Q-t hasz-

nalunk, akkor nem igaz az allitas.

Mik a lehetséges elonyei €s hatranyai annak, ha a programok futési ide-

jének jellemzésére é—t hasznalunk Q helyett?

Néhany szerzd a O-t is kissé masképp definidlja; hasznéljuk az O’ jelolést
erre az alternativ definicidra. Azt mondjuk, hogy f(n) = O’(g(n)) akkor
és csak akkor, ha |f(n)| = O(g(n)).

Ismert, hogy f(n) = O(g(n)) akkor €s csak akkor teljesiil, ha f(n) =
Q(g(n)) és f(n) = O(g(n)). Mit mondhatunk, ha Q helyett 5 szerepel?

Szokésos a O-n (olvasd: gyenge ordd) szimbdélumot a logaritmikus ténye-
z0k elhanyagoldsaval kapott O-jeldlésre haszndlni. Azt mondjuk, hogy
6 (g(n)) = f(n), ha léteznek olyan ¢ pozitiv valds, k és ny pozitiv egész

allandok tgy, hogy, ha n > ng, akkor 0 < f(n) < cg(n)1gk(n).

Definidljuk hasonlé médon Q-t és O-L. Bizonyitsuk be a c. részben ki-

mondott allitds ennek megfeleld valtozatét.

1-2. A gyorsitas korldtai

a.
b.

C.

Bizonyitsuk be Amdahl és Gustafson torvényét.
Magyarazzuk meg, hogy a két torvény kozotti ellentmondds l4tszélagos.

A gyakorlatban milyen korlatai vannak a gyorsitdsnak?

1-3. Hanoi tornyai dltaldanosan
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Altalanositsuk a Hanoi tornyaira vonatkozéan kapott eredményt.
a. Mit mondhatunk a 1€pésszdmrol akkor, ha négy rudat haszndlhatunk?

b. Mit mondhatunk a 1épésszamrél akkor, ha 2 + k (k > 1) rudat hasznélha-

tunk?

¢. Mit mondhatunk a 1é€pésszamrol akkor, ha korldtozzuk a rudak kozotti
mozgatds lehetdségeit, példaul az A ridrél a B ridra és a B ridrél az A

ridra nem szabad korongot athelyezni?
d. Mennyire csokkenthetd a 1épésszam konstans szdm rid esetén?
e. Mennyi rdd elegendd a 1épésszam O(n)-re csokkentéséhez?

J. Mit mondhatunk a 1épésszamrdl akkor, ha s szerzetes parhuzamosan dol-
gozhat? Feltételezziik, hogy minden 1épésben minden ridrdl legfeljebb
egy korongot szabad elvenni €s minden rudra legfeljebb egy korongot
szabad rédhelyezni, tovdbbd minden szerzetes legfeljebb egy korongot

mozgathat?

g. Mit mondhatunk a 1épésszamrdl akkor, ha az s szerzetes parhuzamos
munkdjat paraméteresen €rtelmezziik: az m-parhuzamos olvasds jelentse
azt, hogy a szerzetesek egy 1épésben rudanként legfeljebb az m legfelsd
koronghoz férnek hozza; az m-parhuzamos irds pedig jelentse azt, hogy

minden korongra kiilon legfeljebb m korongot helyezhetnek egyidejtileg.

1-4. Anomdlia

Tervezziink egy algoritmust (és valdsitsuk is meg), amely azt bizonyitja,
hogy egy adott feladatot ¢ > p processzoron megoldani tovabb tart, mint
p > 1 processzoron.

1-5. Pdrhuzamossdggal a hirnévért és dicsoségért

1997-ben Andrew Beale dallasi bankar 50 ezer dollar dijat tlizott ki annak,

aki bizonyitja vagy cafolja sejtését. Eszerint ha

al + b = ¢, (1.91)
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akkor az a, b és ¢ szamoknak van egynél nagyobb kozds osztdja (az egyen-
letben mind a hat betli egész szamot jelent és a kitevok értéke legalabb ha-
rom).

Hogyan haszndlhaték fel a parhuzamos algoritmusok a dij megszerzé-
sére?
1-6. Rangsorolds
Tekintsiik az 0sszehasonlitds alapi rendezés kovetkezo dltalanositasat. n ele-
met — példaul n sportolét — paronként 6sszehasonlitunk, €s a gydztesnek 1
pontot, a vesztesnek pedig O pontot adunk. Legyen p; az i-edik jatékos pont-

szama (gy6zelmeinek szdma).

a. Tervezziink parhuzamos algoritmust, amely adott q = g1, ¢2, ..., g, SO-
rozatrél eldonti, hogy lehet-e az elébb leirt verseny pontsorozata. Utmu-
tatds. Hasznaljuk fel Landau tételét, amely szerint q akkor €s csak akkor

lehet pontsorozat, ha a kovetkezd két feltétel mindegyike teljesiil:

c k
Zqiz(z) (ha 1 <k<n) (1.92)
i=1

Zqi _ (’;) (1.93)

b. Oldjuk meg a feladatot akkor, ha minden 6sszehasonlitasndl £ > 1 pontot
osztunk ki az 6sszehasonlitott sportolék kozott, €s a k pont minden lehet-
séges modon feloszthat6 (azzal a megszoritassal, hogy mindkét jatékosra

a kapott pontok szdma nemnegativ egész).

c. Oldjuk meg a feladatot akkor, ha minden 6sszehasonlitasndl k£ (1 < a <
k < b) pontot osztunk ki az Osszehasonlitott sportolok kozott, — a k
pont minden lehetséges mdédon feloszthaté (azzal a megszoritdssal, hogy
mindkét jatékosra a kapott pontok szdma nemnegativ egész), az a és b

szamok pozitiv egészek.
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Elemezziik a feladatnak azt az altaldnositasit, amelyben az dsszehason-
litdsoknak csak egy részét végeztiik el. Lényeges-e annak ismerete, hogy

mely Osszehasonlitasokat végeztiik el?
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Targymutato

Ez a tdrgymutat a kovetkez6 szempontok szerint késziilt.

El6sz6r a matematikai jeloléseket soroljuk fel (latin 4bécé, majd a gorog dbécé szerinti sorrendben), azutdn a
targyszavakat.

A szamokat és gorog betiiket tartalmazo targyszavakat kiejtésiik szerint rendezziik: példdul az ,,1-értéki”-t
egyértékékld”-ként, a A-t, lambda”-ként. A jelolést tartalmazé trgyszavakat elemeik szerint rendezziik: példdul a
k-megegyezés”-t k megegyezés”-ként.

A kiilonboz6 tipust objektumokat lehetSség szerint tipografiailag is megkiilonboztettiik. A matematikai jelo-
1éseket és a programokban haszndlt vdltozék neveit d6lt betlik emelik ki, mint példdul Q(n1g n) vagy rang(lépés].
Az algoritmusok neveit kis kapitélis bettikkel frtuk, mint példdul KivALaszr. Az algoritmusok kédjdban a progra-
moz4si alapszavakat félkdvéren szedtiik, mint példaul if, then, for, in parallel for.

Az algoritmusok nevében kiskotGjelet, a véltozék nevében pedig alsé kotGjelet haszndlunk, mint példdul
PARHUZAMOSAN-OLVAS €s bal_szomsz. Az egyes fogalmak meghatdrozdsdnak helyére a tdrgymutaté dolt oldalszdm-
mal utal.

Elsdsorban az algoritmusokat targyalé tankonyvek matematikai jeloléseit alkalmaztuk. Az oldalszdmok fel-
soroldsdndl nem torekedtiink teljességre.

A A aszimptotikusan optim4lis algoritmus, /7
abszolut optimdlis algoritmus, /7 aszinkron processzorok, 7
absztrakt szdmitégép, 7, ldsd szdmitdsi modell ATHELYEZ, 37
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megengedett megoldds csics, 36
megolddsi fa, 56
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Megolddasok

1.8-1. megolddsa. Az A algoritmus munkédja ®(n), a B algoritmusé ®(n lg n).
Mivel a kivalasztési feladatot megoldd leggyorsabb soros algoritmus futasi
ideje O(n), igy az A algoritmusnak a leggyorsabb soros algoritmusra vonat-
kozé gyorsitdsa V(n), a B algoritmusé pedig @(n/lgn). Az A algoritmus
hatékonysaga O(1), a B algoritmusé O(1/1gn). Eszerint az A algoritmus
munkahatékony, a B algoritmus viszont nem az.

1.8-2. megolddsa. Az elsd allitdsban a ,,legaldbb” sz6 €s az O-jelolés egymas
mellett értelmetlen.

A masodik 4llitas hibds: a B algoritmus futdsi idejének alacsonyabb fels6
korlatjabol nem kovetkezik, hogy gyorsabb: el6fordulhat példdul, hogy az A
algoritmus futasi ideje linedris, mig a B algoritmus esetén a felsd korlat a

pontos nagysagrendet adja meg.
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