


l1l. FOLYTONOS OPTIMALIZACIO




Elgszd

Ebben a részben a folytonos optimalizdcié néhany teriiletét tekintjiik At.

Az elsé kotetbe a jdrékelmélettel foglalkozé nyolcadik fejezet keriilt: ebben a fejezetben
a véges jatékokat, a folytonos jatékokat és az oligopol jatékokat elemezziik.

A midsodik kotetben fog megjelenni a sorbandlldsi modellekkel és algoritmusokkal,
valamint a belsépontos linedris programozdsi feladatokkal foglalkozo rész.




8. Jatékelmélet (Szidarovszky Ferenc)

A mifiszaki és a gazdasagi €letben gyakori az olyan helyzet, melyben tobb dontéshozé egy-
massal ellentétes érdekeit kell figyelembe venni egyidejiileg, és a helyzet alakulasa fiigg a
dontéshozdk dontéseitdl. Az ilyen helyzetek elemzésére az egyik legnépszer{ibb modszer és
modell a jatékelméleten alapul.

Jelolje N a dontéshozok (a tovabbiakban jdtékosok) szamat, és minden k = 1,2,..., N
szamra legyen Py a k-adik jatékos és Sy a Py jatékos megengedett akcivinak halmaza. Az
s € Sy elemeket Py stratégidinak nevezziik. Sy a Py jatékos stratégiahalmaza. A jatek

tetszbleges lejatszasdban minden jdtékos valaszt egy stratégidt, ekkor az s = (51, $2,..., Sy)
vektort a jatékosok szimultan stratégiavektordnak hivjuk, ahol s, € S, k = 1,2,...,N.

Minden jdtékos megfeleltet mindens € § = §1 X8, X -+ XSy szimultdn stratégiavektornak
egy valds szdmot. Ez a valds szdm minden jatékos esetében tekinthetd gy, mint egy hasz-
nossagi fliggvény értéke, mely értéket a jatékos a jaték adott kimeneteléhez hozzarendeli.
Ez a hasznossdgi fliggvény tiikkrozi az adott jatékos értékelését a kimenetelekrdl. Legyen Py
tetszbleges jatékos, ekkor ha fi.(s) jeloli ezt az értéket, akkor az f; : § — R fliggvényt a Py
jatékos kifizetdfiiggvényének, az fi(s) értéket Py kifizetésének, az (fi(s), fo(S),. .., fn(s))
vektort pedig kifizetovektornak nevezziik. Az N szam, az S halmazok, az f; kifizet6fiigg-
vények (k = 1,2,...,N) Gsszessége teljes korien meghatiroz egy N személyes jatékot.
A tovabbiakban az N személyes jaték jelolésére a G = {N;S1,S52,...,Sn; f1, for - o5 I}
jelolést fogjuk haszndlni.

A G jaték megoldasa a Nash-egyensiily (a tovabbiakban roviden egyensily), amely egy
olyan s* = (s7,..., sy) stratégiavektor, hogy minden k-ra

L. syeSe

2. Minden s; € Sy-ra

Fe(ST 285y Spts Sk Sppgs -+ -0 Sa) < Fel(ST, 8% s oo Sp g Shs Sppga -5 Sh) - (8.1)

Az 1. feltétel szerint az egyenstly k-adik komponense megvalésithaté stratégia Py szamara,
mig a 2. feltétel szerint egyik jatékos sem tudja novelni a kifizetését az dltal, hogy egyolda-
Idan eltér az egyensulyi stratégiatdl. Mds szavakkal, minden jdtékosnak az az érdeke, hogy
tartsa az egyenstlyt, hiszen ha barmely jdtékos eltér (egyoldalian) az egyensilytdl, akkor
annak a kifizetése nem nd.
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P>
N C
N (—2,-2) (-10,-1)
Py
C (=1,-10) (=5,-5)

8.1. abra. Fogoly dilemma.

8.1. Véges jatékok

Egy G jatékot végesnek neveziink, ha minden S stratégiahalmaz véges sok stratégiit tartal-
maz'. A legismertebb kétszemélyes jaték a fogoly dilemma, mely a kovetkezd példa targya.

8.1. példa. Fogoly dilemma. A két jatékos két fogoly, akiket egy silyos biintett elkdvetésének gya-
ndjdval vett Srizetbe a renddrség, de az ligyészségnek még nincs elég bizonyitéka a videmeléshez.
A két fogoly két kiilonbozd celldban van fogva tartva, igy nem tudnak egymdssal kommunikdlni. Az
tigyészség célja, hogy rdvegye a foglyokat a hatésdgokkal val6 egyiittmikodésre, abbdl a célbdl, hogy
a sziikséges bizonyitékok meglegyenek a vddemeléshez. Tehdt N = 2, a stratégiahalmazok mind-
két jatékos esetén kételemiek: egylittmiikodni (C), vagy nem egyiittmiikodni (N). Mindkét jatékossal
kiilon-kiilon kozolték, hogy ha csak az egyikiik tesz vallomdst, akkor a vallomdst tevd csak 1 éves, mig
a masik 10 éves bortonbiintetést kap. Ha mind a ketten vallomadst tesznek, akkor mindketten 5 éves
bortdnbiintetést kapnak, mig ha mindketten megtagadjdk a vallomast, akkor csak egy kevésbé silyos
btincselekmény miatt {télik el Sket, és mindketten 2 éves bortonbiintetést kapnak. Mindkét jatékos-
nak az a célja, hogy minimalizdlja a bortdnben toltott id6t, vagy ami ezzel ekvivalens, maximalizdlja
a bortonben toltott id6 ellentettjét. A kifizetésvektorokat a 8.1, dbra tartalmazza, ahol P stratégidit
a sorok, mig P, stratégidit az oszlopok tartalmazzdk, és minden kifizetésvektorban az elsd érték P,
kifizetése, mig a masodik szam P, kifizetése.

A kifizetéseket Osszehasonlitva vildgos, hogy csak a (C, C) stratégiapdros lehet egyensily, mivel

HLPNN)=-2 < -1=4p/N0),
SINGO=-10 < -5=£/(C0O),
HECN)=-10 < =5=£(C,0).
A (C, C) stratégiaparos tényleg egyensily, mivel
HECO =-5>-10=fiNC),
H(CC)=-5>-10= fL(CNN).
Ebben a jatékban egyetlen egyensily van.

Az egyenstly létezése altaldban nem garantalt, és ha 1étezik egyensiily, akkor sem fel-
tétlentil egyetlen.

LA jaték definiciGja szerint a jatékosok szdma is véges. A fordito.
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P>
N C
p N (1,2) 2.1
C 2,4 (0,5)

8.2. dbra. Jiték, melyben nincs egyensily.

8.2. példa. Jdték, melyben nincs egyensily. Médositsuk a 8.1, dbra kifizetéseit tigy, ahogy az a 8.2l
4bran lathat6. Konnyen l4thatd, hogy a médositott jatékban nincs egyenstily:

AN =1 < 2= fCN),
LICN) =4 < 5=ACO),
ACO=0 < 2=£NO),
ANO =1 < 2=}fHNN).

Ha a kifizetések minden kimenetelre megegyeznek, akkor tobb egyensily is van a ji-
tékban: minden stratégiapar egyensuly.

8.1.1. Leszamldlds

Jelolje tovdbbra is N a jatékosok szdmit, és — a kényelmes jelolés kedvéért — jelolje
(€] )

S seees S a Py jatékos megengedett stratégidit. Tehdt Sy = {sl((l), ey ("")} Egy s =
(s(”), .. (“V)) stratégiavektor pontosan akkor egyensily, ha minden k = 1,2,..., N és min-
den]e{l 2, ..., )\ i esetén

,ﬁ\'(s(lil)9' S/(:k 11)’ S/((J), Sl((l-ﬁl)’ - (IN)) < fi (S(ll) sl((u 11)’ S}(\lk , s;;fll)’ - (M)) (8.2)

Vegyiik észre, hogy véges jatékok esetén (8.1) leegyszertisodik (8.2)-re.

A leszamlalas alkalmazédsakor ellendrizziik a (8.2) egyenltlenséget az Gsszes lehetsé-
ges s* = (s(li‘) ye ("\’)) N-esre ugy, hogy megvizsgéljuk a (8.2) egyenlotlenseg érvényes-
ségét minden k—ra minden j-re. Ha az ellendrzés sikeres, akkor s* egyensily, ellenkez
esetben s* nem egyensiily. Ha az ellenGrzés alatt egy rogzitett s*-ra taldlunk olyan &-t és j-t,
hogy (8.2) nem teljesiil, akkor s* nem egyensily, igy elhagyhatjuk az ellen&rzést minden
tovabbi k-ra és j-re. Ez egy nagyon egyszer(i algoritmus, mely N + 2, egymasba dgyazott,
az iy, i,...,Iy, k és jvaltozokat hasznalé ciklusbdl all.

A sziikséges Osszehasonlitasok szdma legfeljebb

[9)

k=1

A gyakorlatban azonban az sszehasonlitdsok szdma ennél sokkal kisebb lehet, hiszen ha
(8.2) nem teljesiil valamilyen j-re, akkor az adott stratégiavektor esetén nem kell tovdbbi
Osszehasonlitdsokat tenni.

Az algoritmus pszeudokddja a kovetkez§:
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LESZAMLAL(S(l”), e SX,N )

1 fori; « 1ton

2 do *for i, « 1 tony

3 do *for iy « 1tony

4 kules <« 0

5 fork—1toN

6 for j < 1ton

7 if (8.2) nem teljesiil *

8 then kulcs <« 1 *

9 folytassuk a 8-adik utasitdssal
10 if kules=0%
11 then * (s(lil), ey s;",m) egyensuly
12 print "A bemenet nem egyensuly"”

A kovetkezokben a kétszemélyes jatékokat (N=2) vizsgéljuk, és bevezetjiik az (n; Xn,)-
es AD ¢s A® mitrixokat, melyek elemei AV, ) = £1(G, j), illetve AP, j) = f3, j). Az
AL, A? mitrixokat kifizetémdtrixoknak nevezziik. Az (s(lil), szi2 ) stratégiavektor pontosan
akkor egyenstly, ha az (i1, i) elem az A mdtrixban a sajat oszlopdban, és az A® matrix-
ban a sajdt sordban a legnagyobb. Ha fi = —f>, akkor a jatékot zérusdosszegi jatéknak
nevezziik, és AV = —A? tehit a jatékot teljes korlen lefrja AD, a Py jatékos kifizetdmat-
rixa. Ebben a specidlis esetben az (s(l"), S(Z'Z)) stratégiavektor pontosan akkor egyensily, ha
az (i1, ip) elem az A mdtrixban a sajét oszlopdban a legnagyobb, és a sajit sordban a legki-
sebb. A zérusosszegli jatékok egyensilydra a nyeregpont elnevez€s is haszndlatos. Vildgos,
hogy ebben az esetben az egyensily megtaldldsa a leszdmlalas médszerével leegyszer(iso-
dik, hiszen csak egy matrixszal kell foglalkozni.

The simplified algorithm is as follows:

NYEREGPONT
1 fori; « 1tom
2 do for i « 1ton;
3 kulcs < 0
4 for j «— 1tom
5 if a)) > a{!)
6 tljlén kul]czs —1
7 folytassuk a 12-edik sorban
8 for j — 1ton,
9 do if al(.z). > a?
1J i
10 then kulcs « 1
11 folytassuk a 12-edik sorban

12 if kules = 0 then "(s'", s%) egyenstly”

ip
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8.1.2. Véges fakkal dbrazolt jatékok

Szamos véges jaték rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy dbrazolhat6 olyan irdnyitott
véges faval, melynek a kovetkezd tulajdonsdgai vannak:

1. afagyokeres, és a jaték ennél a csicsndl kezdddik;

2. a fa minden csticsdhoz tartozik egy jatékos, és ha a jdték elér egy csucsot, akkor a
csucshoz tartozo jatékos kivdlaszt egy élt, mely az adott csicsbdl indul ki, {gy dont arrél,
hogy miként folytatédik a jaték. Ekkor a jaték a kivdlasztott €l végpontjandl folytatddik;

3. minden levélhez tartozik egy valés, N komponensii vektor, mely vektor tartalmazza az
egyes jatékosok kifizetéseit, ha a jaték ebben a levélben ér véget;

4. minden jatékos ismeri a fét, tudja, hogy mely csticsokhoz van rendelve, és tudja, hogy
milyen kifizetések tartoznak az egyes levelekhez.

Példaul a sakk jaték rendelkezik a fenti tulajdonsdgokkal. A sakkot két jatékos jatssza
(N = 2), a csicsok a lehetséges dllasok a sakktablan, egyszer a vildgossal jtszo, egyszer a
sotéttel jatszo jatékos szempontjabol. Adott csicsbdl kiindul élek jelentik azokat a 1épése-
ket, melyeket a csiicshoz rendelt jatékos (aki 1ép) megtehet. A levél olyan &ll4s a sakktdblan,
mellyel a jaték véget ér. A kifizetések az {1, 0, —1} halmazbdl valdk, ahol 1 azt jelenti, hogy
vilagos gybézelmével, O azt jelenti, hogy dontetlennel, —1 azt jelenti, hogy s6tét gy6zelmével
ért véget a jaték.
8.1. tétel. Minden, véges fdaval abrdazolhatd jdatéknak van legaldbb egy egyensiilya.

Bizonyitas. Abbdl a célbdl bizonyitjuk itt be ezt a tételt, hogy egy praktikus algoritmust
mutassunk az egyensily megtaldldsdra. A bizonyitds indukcién alapul, melyet annyiszor
ismétliink, amennyi a jaték csicsainak szdma. Ha a jatéknak csak egyetlen csticsa van, akkor
értelemszer(ien ez az egyetlen csics egyensuly.

Tegyiik fel, hogy a tétel igaz minden olyan jatékra, ahol a csticsok szdma kisebb, mint
n(n > 2), és nézziik azt a Ty jatékot, melynek n cstcsa van. Legyen ry a T jaték gyokere,
és legyenek ry,7,...,r, (m < n) azok a csicsok, melyeket €1 kit Sssze rp-lal (ry gyere-
kei). Jelolje T1,T»,..., T, a Ty olyan diszjunkt részfdit, melyek gyokerei ry,rp,...,7, a
sorrendnek megfelelSen (tehdt r, T, gyokere). Ekkor minden részfanak kevesebb, mint n
csicsa van, igy mindegyiknek van egyensilya (indukcids feltevés). Tegyiik fel, hogy P
tartozik az ry cstcshoz, legyenek ey, ey, . . ., e, az egyes részfakhoz tartozé egyensilyoknak
a Py jatékoshoz tartozo kifizetései (tehat a 7, részfa egy egyensilydban P;-nak e,, a kifize-
ése), €s legyen e; = max{ey, e, ..., e,}. Ekkor a Py jatékos az r; csicsba I€p a gyokérbdl,
€s azutdn folytatddik a jdték a T; részfdban Iétez egyensiillyal®, [ ]

Az el6z6 tétel bizonyitdsa egy dinamikus programozds tipusud algoritmust sugall, mely
algoritmust visszafelé indukcionak nevezink. Az algoritmus kiterjeszthet$ dltaldnosabb
esetre is, mely esetben a fanak véletlen csticsai vannak, melyekbdl a jaték egy rogzitett,
diszkrét eloszldsnak megfeleléen véletlenszertien folytatodik.

A fenti algoritmus a kovetkezSképpen mutathaté be formdlisan. Tegyiik fel, hogy a csu-
csok ugy vannak megszdmozva (természetes szdimokkal), hogy ha a j az i csdcs rakovetke-

z8je, akkor i < j. A gyokérnek a legkisebb, az 1-es szdmot kell kapnia, a legnagyobb szdm

2Nem minden egyenstly kaphat6 meg ezzel a médszerrel, de az ezzel a médszerrel kapott egyensilyok kifizets-
vektorai megegyeznek egymassal. A fordito.
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(n) az egyik levélhez tartozik. Jelolje J(i) azon j csucsok halmazdt, melyekre van olyan él,
mely i-b8l j-be megy (i gyerekeinek halmaza). Minden i levél esetén J(i) lires halmaz. Je-
16lje tovabbd p = (p(1i>, ey pi’?) a kifizet6vektort, mely az i levélhez tartozik. Végiil, k;-vel
jeloljiik azt a jatékost, aki az i csticshoz tartozik. Az algoritmus az utolsé cstcsndl (n-nél)
kezdddik, majd visszafelé lépeget n,n — 1,n—2,...,2 és 1 sorrendben. Vegyiik észre, hogy
n egy levél, és rendeljiik hozzd a p® vektort. Ha az algoritmusban a kovetkezd cstics (i)
is levél, akkor rendeljiik hozzd a p(i) vektort, ha i nem levél, akkor keressiik meg a legna-
gyobb értékeket a p,(‘,f), J € J(i) szamok koziil. Tegyiik fel, hogy a legnagyobb érték a j;
csticsban van, ekkor hozzdrendeljiik a p® = pY? vektort az i csicshoz, és tovdbblépiink az
i — 1 csdcsba. Miutdn minden p™, p®=Y, ..., p@ és p! vektort meghatdroztunk, a p’
vektor tartalmazza a kifizetéseket az egyenstilyban, és az egyensulyi it a kdvetkez§ csicsok
mentén halad:
l->ii=j1—>b=j,>i3=j,—>...,

amig egy levélbe el nem értiink. gy megkaptuk az egyenslyi utat.

Minden csticsndl az 9sszehasonlitdsok szdma a csicsbdl kiindulé élek szdma minusz 1.
Tehdt az algoritmusban az 6sszehasonlitdsok szdma az élek szama minusz n.

Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezd.

FA-EGYENSULYA

1 fori—ntol
) (i) 0] ;
P, < max{py, L€ J@)}
3 pl  pUi
4 addig nyomtassuk az 1, i1 (= j1), i2(= ji,), i3(= ji,), .. . sorozatot,
amig a végpontot el nem érjiik

8.3. példa. Véges fa. A8.3. dbran egy véges fa lathatd. Minden belss csticsndl egy kis kor lathatd, mely
tartalmazza annak a jatékosnak a jelét, aki az adott csicshoz tartozik. A leveleknél l4thatdk a kifize-
tévektorok. Ebben a jatékban harom jatékos van, tehat a kifizetGvektoroknak harom komponense van.
ElGszor megszamozzuk a csuicsokat ugy, hogy minden €l kiinduldpontjanak kisebb legyen a szama,
mint a végpontjinak. Ezeket a szdmokat tartalmazzdk a csicsok alatt ldthaté négyzetek. Minden i
cstcs esetén igaz, hogy ha i > 11, akkor i levél, tehat a visszafelé indukciét a 10-es szamu cstcsnal
kezdjiik. Mivel a 10-es csicshoz P; tartozik, igy a (2,0, 0) és az (1,0, 1) kifizetGvektorok harmadik
komponenseit kell sszehasonlitanunk, mivel ezen két kifizetSvektor tartozik azokhoz a levelekhez,
melyekbe megy él a 10-es csticsbdl. Mivel 1 > 0, ezért P5 legjobb valasztdsa a 22-es cstics. Tehat
Jio =22, és p'? = p@ = (1,0, 1). Ezut4n a 9-es csticsot vizsgaljuk meg. A p!'? és a p@? vektorok
harmadik komponensét sszehasonlitva vildgos, hogy P; a 20-as csidcsot vdlasztja, igy jo = 20, és
p?¥ = p® = (4, 1,4). Az dbrdn a jatékosok valasztdsait a vastagitott élek jelzik. Az eljardst a fenti lo-
gika szerint folytatvaa 8,7,.. ., 1 csicsokra, végiil megkapjuk az 1-es csicshoz tartozé PV =4,1,4)
kifizet6vektort, és az
15459520

egyensilyi utat.

Gyakorlatok
8.1-1. Egy vallalkoz6 (E) belép a piacra, amelyet egy druhdzlanc (C) tart ellendrzése alatt.
A két szerepld vetélkedése egy kétszemélyes jaték. Az aruhazlanc stratégiai a megengedés
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O (1,2,0)
(3) O (2,3,3)
(O (=1,-1,-1)
9 9 . (2a17_2)
[®]
() (0,0,0)
o
(O (2,-1,3)
1 3
O (-1,-1,-1)
@
. (07_371)
12) O (3,2,2)
S
@ () (4,1,4)
3) O (2,0,0)
O (1,0,1)

8.3. dbra. Egy jdtékfa.

(S), amikor az aruhdzldnc megengedi, hogy a vallalkozé miik6djon a piacon, és az elutasitds
(T), amikor igyekszik kiszoritani a véallalkozét a piacrél. A vdllalkozo stratégidi a maradds
(1), amikor a véllalkozé a piacon marad, és a kilépés (I.), amikor a vdllalkozé elhagyja a
piacot. A kifizetések a 8.4, dbran l4thatok. Keressiik meg az egyensilyt.

8.1-2. Egy vasarlé egy harom darabbdl 4ll6 késziiléket vasdrol a kdvetkezd feltételekkel:
ha minden darab j6, akkor a vevs fizet az eladénak a forintot, egyébként az elad6 fizet a
vevének S forintot. Miel6tt az eladé eladnd az arut, ellendrizheti barmely darabot, de az el-
lendrzés koltsége darabonként y forint. Tekintsiink egy kétszemélyes jatékot, ahol az elad6
a P jatékos, stratégidi 0, 1,2,3 (az ellendrzott darabok szdma), mig az dru a P, jatékos,
stratégidi 0, 1,2, 3 (hdny darab hibds). Mutassuk meg, hogy ha feltessziik, hogy minden da-
rab azonos valdszinlséggel hibds, akkor al8.5! abran P kifizetdmatrixa lathatd.
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|1 L |1 L
S |2 5 S |2 1
T|O 5 T] O 1
A C jatékos kifizetései Az E jatékos kifizetései

8.4. abra. A[8.1-1./ gyakorlat adatai.

2-¢s jatékos
0 1 2 3
0 a - B -
1 - _2p5_ _lp_ _
1-es jétékos a-y ]3/” k4 3ﬁ4 % y
2 @=2y -3 =37 -y
3 a -3y -2y _ %7 —y

8.5. abra. A[8.1-2.| gyakorlat adatai.

8.6. abra. A[§.1-5./ gyakorlat jatéka.

8.1-3. Tegyiik fel, hogy a8.1-2. gyakorlatban bevezetett jatékot gy médositjuk, hogy P>
kifizetései P kifizetéseinek az ellentettjei. Adjuk meg az @, B, y paraméterek fliggvényében
az egyensulyok szdmdt. Hatdrozzuk meg az egyensuilyt minden esetre.

8.1-4. Tegylik fel, hogy al8.1-2. gyakorlatban bevezetett jatékban P, kifizetdfiiggvénye az
aru értéke (V, ha minden darab j6, egyébként 0). Van-e egyensilya ennek a jatéknak?
8.1-5. Nézziik a|8.6. dbran lathaté fat, mely a'8.1-1./gyakorlatban bevezetett jaték fija. Ke-
ressiik meg a fenti jaték egyensilyat visszafelé indukciéval.

8.1-6. Mutassuk meg, hogy egy jdtékos esetében a visszafelé indukcié a klasszikus dinami-
kus programozdsi mddszerre egyszerlisddik.

8.1-7. Tegyiik fel, hogy egy véges faval dbrdzolt jatékban néhdny csics ligynevezett vélet-
len cstics, ami azt jelenti, hogy a jaték egy ilyen csicsbdl egy kovetkezd csicsba valamilyen
rogzitett val6szinfiséggel folytatédik. Mutassuk meg, hogy ebben az altaldnosabb esetben is
1étezik egyensily.

8.1-8. Nézziik a 8.3l dbran adott jatékot. Kétszerezziik meg P; kifizetéseit, valtoztassuk
ellentettjeire P, kifizetéseit, és ne véltoztassunk P; kifizetésein. Keressiik meg ennek a mo-
dositott jatéknak az egyensulyat.
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8.2. Folytonos jatékok

Azokat a jatékokat, ahol az S stratégiahalmazok egy R"™ euklideszi tér 6sszefiiggd részhal-
mazai, és a kifizet6fliggvények folytonosak, folytonos jatékoknak nevezziik.

8.2.1. A legjobbvalaszon alapulé fixpont médszerek

Algoritmikus szemszdgbdl nagyon intuitiv és nagyon hasznos a kdvetkezdkben tjrafogal-
mazni az egyenstly fogalmat. Minden P jatékosra €s minden s = (s1,52,...,8y) € § =
S1 X8y %% 8§y stratégiavektorra definidljuk a kovetkezd leképezést:

Bi(s) = {si € Stlfe(s1, 52,05 Sk=1, Sk Ska1s - - -5 SN)
8.3
=max fi(S1, 52,5 Sk=15tk> Skt15---» SN)} 5 8.3)
1ES |
amely P, legjobb vilasztasainak halmaza, a tSbbi jitékos rogzitett (si,s2,...,Sk-1,
Sk+ls - - - » Sv) stratégidi mellett. Vegyiik észre, hogy By (s) nem fiigg s-tdl, B (s) csak a tobbi

jatékos stratégiditdl, s;-tél (k # ) fiigg. Vegyiik észre tovdbbd, hogy nincs garancia arra,
hogy mindens € §1 X S, X -+ X Sy esetén 1étezik a maximum (8.3)-ban. Legyen >, C S
olyan részhalmaza § -nek, hogy Bi(s) nemiires halmaz minden k-ra, minden s € ) -ra. Az
s* = (s7,53,...,5y) szimultdn stratégiavektor pontosan akkor egyensily, ha s* € 3, és
sy € Bi(s*) minden k-ra. Bevezetve a Bi(s) = (B1(S), ..., By(s)) legjobbvdlasz-leképezést,

o

tovabb egyszerfisithetd az egyensily fogalmanak formalizmusa.
8.2. tétel. Egy s* stratégiavektor pontosan akkor egyensiily, ha s* € Y, és s* € B(s*) .

Tehét az N személyes jatékok egyenstilyi problémdja ekvivalens azzal a problémadval,
hogy megtaldljuk egy halmazértékii leképezés fixpontjait.

A fixpont feladat szamitdsi koltsége fligg a fixpont feladat tipusatdl, méretétdl és a
vélasztott szamitasi médszertdl.

Az egyensilyra vonatkozé — leggyakrabban haszndlt — egzisztencia tételek olyan fix-
ponttételekre tdmaszkodnak, mint a Brouwer-, a Kakutani-, a Banach-, a Tarski-féle fix-
ponttétel. Barmely fixpontkeres$ algoritmus sikeresen alkalmazhaté egyensilyok meghata-
rozdsara.

A legnépszeriibb egzisztencia tétel a Kakutani-féle fixponttétel egy nyilvanvalé alkal-
mazdsa.

8.3. tétel. Ha egy N személyes jdtékra minden k-ra teljesiil, hogy

1. az Sy stratégiahalmazok egy véges dimenzids euklideszi tér nemiires, zdrt, korldtos,
konvex részhalmazai;

2. az fi kifizetdfiiggvények folytonosak S -en;

az fi fiiggvény konkdv az si vdltozo szerint, tehdt rogzitett (S1, ..., Sk—1, Sk+ls--+»>SN)
mellett f, konkdv fiiggvény,

akkor a jdtéknak van legaldbb egy egyensiilya.

8.4. példa. Elsd kétszemélyes jdték. Tekintsiink egy kétszemélyes jatékot (N = 2), ahol a straté-
giahalmazok §; = S, = [0, 1], a kifizetSfiiggvények fi(s,s2) = s15 — Zs? + 5, és fr(sy,82) =
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s182 — 282 + s> + 3. El6szor mindkét jatékos legjobbvalasz-leképezéseit hatdrozzuk meg. Mindkét
kifizet6fiiggvény lefelé nyitott parabola, melyek csticspontjai:

Sl+1
4

Minden sy, 57 € [0, 1] esetén ezek az értékek megvaldsithato stratégidk, tehat

2
S1=— €S $» =
4

S1+1

5
Bi(s) = f és By(s) = =

Tehdt az (s}, s3) vektor pontosan akkor egyensiily, ha komponensei kielégitik a kovetkez6 egyenl&sé-
geket:

sy, sT+1

S = Z [N ; = T
Konnyen lathatd, hogy az egyenl&ségek egyetlen megolddsa:
1, 4

Sy = E €S S; = E .

tehdt (s7, s3) a jdték egyetlen egyensilya.

8.5. példa. Tengeri csatorna. Tekintsiik egy tengeri csatorna egy bizonyos részét a [0, 1] interval-
lumnak. P, egy tengeralattjard, mely az s, € [0, 1] helyen rejtézik. P, egy rezpiil6gép, mely bom-
bézhat barmely s; € [0,1] helyet. A bombazé a tengeralattjarénak ae™¢172" kart okoz. Igy egy
specidlis kétszemélyes jatékot definidltunk, ahol S; = S, = [0,1], fi(s1,8) = ae P2’ &g
fa(st, $2) = —f1(s1, $2). Harogzitjiik s,-t, akkor fi(s1, s2) felveszi maximumét az s, = s, helyen, tehat
P, legjobbvalasz-leképezése: Bi(s) = s,. P> minimalizalni akarja fi(sq, s2)-t, mely akkor kovetkezik
be, ha |s; — -] a lehetd legnagyobb. Ebbdl kdvetkezik, hogy

1, ha S1 < 1/2 5
B>(s) =4 O, ha s, >1/2,
{0,1}, ha s;=1/2.

Vildgos, hogy nincs olyan s = (s1, $2) € [0, 1] X [0, 1] vektor, hogy s; = Bi(s) és s» € Ba(s), tehdt
nincs egyenstily.

8.2.2. A Fan-egyenléilenség alkalmazdsa

Definidljuk a H : S X S — R dsszegzdfiiggvényt a kovetkezdképpen:

N
H(s,z) = Z Tifi(S1s o v s Sk=1> 2k Skt1s - -5 SN) 3.4

k=1
minden s = (s1,...,5n),2(21,...,2y) € S-re, ahol r = (r,ry,...,ry) > 0 tetszbleges,

rogzitett.
8.4. tétel. Azs* € S vektor pontosan akkor egyensiily, ha
H.(s*,7) < Hy(s*,s) (8.5)

mindenz € S -re.
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Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy s* egyensiily. Ekkor a (8.1) egyenl6tlenség teljesiil
minden k-ra és minden s, € S stratégidra. A (8.1) egyenlbtlenségeinek mindkét oldalat
megszorozva az ry, egylitthatékkal és dsszeadva Sketa k = 1,2,..., N értékekre, megkapjuk
(8.5)-6t.

Most tegyiik fel, hogy a (8.5) egyenl&tlenség teljesiil minden z € S -re. Tetszdleges k-ra
és tetszlleges s, € Sy-ra legyen z = (s{‘, e, s,j_l, Sk» s,j+1, ..., 8}), és alkalmazzuk (8.5)-6t.
A k-adik tag kivételével minden tag egyenld a két oldalon, igy torélhetSk, mig a megmarado
k-adik tag azt mutatja, hogy a (8.1) egyenlStlenség teljesiil. Tehdt s* egyenstily. [ ]

Vezessiik be a kovetkezs fliggvényt: ¢(s,z) = Hy(s,z) — H.(s,s). Vildgos, hogy s* pon-
tosan akkor egyenstly, ha
P(s*,2) <0 (8.6)
minden z € S-re. A (8.6) egyenlStlenséget Fan-egyenlotlenségnek nevezzikk. A (8.6)
egyenl6tlenség dtirhatd varidciés egyenltlenséggé (1asd késébb al8.2.9. pontban) vagy fix-
pont feladattd. A masodik atirasi lehetdséget mutatjuk be itt. Minden s € S -re legyen

O(s) ={zlz € S, ¢(s,2) = r{leagx o(s, )} . (8.7)

Mivel ¢(s,s) = 0 minden s € S-re, igy (8.6) egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil, ha
s* € d(s*), fgy s* fixpontja a ® : S — 2% halmazértéki leképezésnek. Tehat minden
fixpontkeresé mddszer alkalmazhaté egyensily szdmitasra.

A fixpont probléma szamitasi koltsége fiigg a fixpont probléma tipusitél, méretétdl és
a valasztott szamitasi médszertdl.

8.6. példa. Mdsodik kétszemélyes jdték. Tekintsiik al8.4.|példat. A mostani esetben:
[z $) =218 - 25 +5

Hs,) =512 -2+ 2+ 3,

gy az Osszegzbfiiggvény formdja ry = r, = 1 esetén:
Hy(s,z) = 718, — 2zf + 5120 — 2z% +20+8.

Tehat
Hi(s,8) = 25,8, — 257 — 253 + 8, + 8,

2 2 2 2
&(8,2) = 2150 — 22 + 120 = 22, + 22 — 28182 + 2857 + 285 — 52 .

Vegyiik észre, hogy a ¢ fiiggvény szigordan konkdv mind z; szerint, mind z, szerint, és ¢ szétvalaszt-
hat6 véltoz6jui fliggvény. ¢ staciondrius pontja:
9¢
— =85 -4z1=0
21 2 1
0¢
02
Mivel mindkét jobb oldal megvaldsithaté, igy az optimum

=S1—4Z2+1=0.
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A fixpontban:
s ) és s s+l
=7 2E
melybdl az egyetlen megoldas:
1, 4
.S[—E es ‘\2—1—5.

8.2.3. A Kuhn-Tucker-feltételek megoldésa

Tegyiik fel, hogy minden k-ra
Sk = {selge(si) = 0},

ahol g; : R™ — R™ az Oy 2 § nyilt halmazon folytonosan differencidlhaté, vektor vélto-
70ju és vektor értékd fiiggvény. Tegyiik fel tovabbd, hogy az f; fliggvény s; szerint folytono-

san parcidlisan derivdlhaté Oy-n minden k-ra, tetszdleges rOgzitett 1, ..., Sk—1, Sktls---» SN
esetén.
Has* = (s7,..., sy) egyensily, akkor minden k-ra s}’ optimélis megolddsa a kovetkezd
feladatnak:
Jie(ST oo i s Sk Spyys -5 Sx)  —  max 8.8)
gls) = 0. '

Feltéve, hogy a Kuhn—Tucker regularitasi feltételek s, esetén teljesiilnek, a megoldas-
nak teljesitenie kell a Kuhn—Tucker-féle sziikséges feltételeket (k = 1,2,..., N):

wy > 0
gls) =2 0

8.9

Vefils) +ulVig(s) = 07 (8.9)
uig(s) = 0,

ahol u; egy my; komponenst oszlopvektor, u}f jeloli uy, transzponaltjat, V, fi az fj sx szerinti
gradiens fiiggvénye (mint sorvektor), és V,g; a g; fliggvény Jacobi-figgvénye.

8.5. tétel. Ha s* egyensiily, akkor léteznek olyan u; vektorok, hogy (8.9) teljesiil.

A (8.9) reldciéi minden k = 1,2,. .., N-re feltételek (altaldban nagy) rendszerét adja az
ismeretlen s;-ra és u;-ra. Ha Iétezik egyensiily, akkor az egyensilynak teljesitenie kell (8.9)-
et. Ha rdaddsul minden k-ra g, minden komponense szerint konkdv és f; konkdv s; szerint,
akkor a Kuhn-Tucker-feltételek elégségesek is, tehdt (8.9) minden megolddsa egyensily.

A (8.9) megolddsdnak szamitdsi koltsége (8.9) tipusatdl, és a valasztott mddszertdl
fiigg. Ha példdul (8.9) linedris programozasi feladat, melyet szimplex médszerrel oldunk
meg, akkor a miveletek szdma legrosszabb esetben exponencidlis. Egyedi esetekben azon-
ban a megoldés sokkal kevesebb miivelettel is meghatdrozhatd.

8.7. példa. Harmadik kétszemélyes jdték. Tekintsiik ismét a 8.4. példa kétszemélyes jatékat. Vilagos,

hogy
S1={s1]s7 >0, 1 -5, >0},

S, ={sy]50 20, 1 -5, >0},
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amibdl kapjuk, hogy
s ) s
gD =( | é me=( " |
1 - 1-s;

1 1
Vigi(s) = (_1)’ Vago(sy) = (_ 1) ,

V]f[ (S[, Sz) =85 — 4.8‘], Vsz(Sl, Sz) =81 — 4.8‘2 +1 R
tehat a Kuhn—Tucker-feltételek a kdvetkez6 formaban irhatdk fel:

Derivalds utan

[COINeY]

Uy, uy > 0

s > 0

s1 < 1

so —4s; + u(ll) — M(Z]) = 0

uVsi +uP(1-s5) = 0

u(12), u(zz) > 0

s, = 0

s, < 1

s1—4s,+ 1+ u(lz) — u(22) = 0
u(lz)sz + u(zz)(l -5) = 0.

Vegyiik észre, hogy fi konkdv s; szerint, f; konkdv s, szerint, és minden feltétel linedris, tehdt en-
nek a feltételrendszernek minden megoldasa egyensily. Mddszeresen vizsgédlva az egyes lehetSségek
kombindcidit, azt kapjuk, hogy

s1=0, O<s1<1, s1=1,

*92:0, 0<S2<1, .5‘2:1.

Konnyen lathatd, hogy egyetlen megoldds van:

@O _ @ _ O _ Q) _ C— =
uy =u =uy =uy =0, s1=-—, s =

Tualcsordulds és tobblet véltozdkat bevezetve a Kuhn—Tucker-feltételek atirhatdk, mint egy
nemnegativ rendszer. A nemnegativitasi feltételek elhagyhatdk, ha a valtozdékat gy tekint-
jik, mint valamely dj valtozdk négyzeteit, igy a végeredmény egy plusz feltételek nélkiili,
(4ltaldban) nemlinedris egyenletrendszer. Szdmos numerikus mddszer 4ll rendelkezésre az
ilyen egyenletrendszerek megolddsdra.

8.2.4. Visszavezetés optimumszdmitasi feladatra

P

Tegyiik fel, hogy az el6z$ alfejezet (8.9) feltételei teljesiilnek. Tekintsiik a kovetkezd opti-
mumszamitasi feladatot, ahol k= 1,2,...,N:

Seiulg(s) — min
wy = 0
gl =2 0 (810
Vifi(®) +uVigi(si) = 0.
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A két elsd feltétel miatt a célfiiggvény nem negativ, igy az optimdlis érték sem negativ.
Ebbdl kovetkezik, hogy (8.9)-nek pontosan akkor van megengedett megolddsa, ha (8.10)-
ben a célfiiggvény zérd. Ebben az esetben barmely optimalis megoldas teljesiti (8.9)-t.

8.6. tétel. Egy N személyes jdtéknak csak akkor van egyensiilya, ha (8.10)-ben a célfiigg-
vény optimdlis értéke nulla. Ha rdaddsul g, minden komponense szerint konkdv, és fi s
szerint konkdv minden k-ra, akkor (8.10) minden optimdlis megolddsa egyensiily.

Tehdt egy N személyes jaték egyensilydnak meghatdrozdsa visszavezethetd a (8.10)
(4ltaldban) nemlinedris optimumszdmitdsi feladat megolddsara. Barmely nemlinedris prog-
ramozasi médszer haszndlhat6 ennek a probléménak a megoldéséra.

(8.10) megoldasanak szamitdsi koltsége (8.10) tipusatdl, és a valasztott modszertdl
fiigg. Példaul, ha (8.10) egy linedris programozdsi feladat, melyet a szimplex médszerrel
oldunk meg, akkor a miiveletek maximadlis szdma exponencidlis. Egyedi esetekben azonban
a megoldds sokkal kevesebb miivelettel is meghatarozhaté.

8.8. példa. Negyedik kétszemélyes jaték. A18.7. példa esetén az optimumszamitdsi feladat a kovetkezd
formdban irhat¢ fel:

)5t + u(;)(l s1) + u(lz)\z + u(zz)(l —§) — min
A @ 1) (2)

o uy Uy Uy > 0

st = 0

s <1

s = 0

s, < 1

s> —4s; + u“) - M(Z]) = 0
— 45+ 1+ u(z) u(22) = 0.

Vegyiik észre, hogy az u'" = u{® = u(21> =u? = 0,5 = 1/15és 5, = 4/15 megoldds megengedett, a
célfiiggvény értéke zEro, igy egyben optimdlis megoldas is. Ebbdl kovetkezik, hogy megoldasa (8.9)-

nek, igy a8.6l tétel miatt egyensily.

P

Véges jatékok kevert bovitése
Koréabban littuk, hogy egy véges jatéknak nem feltétlentiil van egyensilya. Még ha egy véges
jatéknak van is egyensilya, és sokszor jatsszuk le az adott jatékot, akkor is a jatékosok sze-
retnek bevezetni némi véletlenszeriséget az akcidikba, abbdl a célbdl, hogy a tobbi jatékost
Osszezavarjdk, illetve azért, hogy keressenek egy sztochasztikus értelemben vett egyensulyt.
Ez a gondolat dgy modellezhetd, hogy a jatékosok stratégidit val6szinliség eloszlasokként
vezetjiik be, és a varhat¢ kifizetések lesznek a kifizet6fiiggvények.
A8.1. alfejezet jeloléseit megtartjuk: N jatékosunk van, az Sy = {s,({l), .. ('”)} halmaz
a Py jatékos véges stratégiahalmaza. Ennek a véges jatéknak a kevert bé’viteseben minden
jatékos egy — a sajdt stratégiahalmazdan értelmezett — diszkrét valdszinliségeloszlast vesz,
tovabba S elemeit a jaték minden lejatszasdban az adott diszkrét eloszlds szerint valasztja.
Tehat Py 4j stratégiahalmaza:
ng
Se = {xelxe = L Xy, Zx(’) =1, x” > 0 minden i-re} , (8.11)
i=1
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mely halmaz elemei n, komponensi valészinlségi vektorok. Py 1j kifizetd fiiggvénye vir-
hat6 érték fiiggvény:

ni ny
FoXps. . Xy) = Z Z Z Sl s 0oy o (8.12)
i1=1i=1 in=

Vegyiik é eszre hogy az x; = e; természetes bazisvektor vilasztassal az eredeti ,,tiszta” straté-

Py

gidhoz (sk ) tartoz6 kifizetés kaphatd meg. A kevert bdvitéssel kapott jaték folytonos jaték,
és a/8.2. tétel szerint van legaldbb egy egyensilya. Tehdt ha adott egy véges jaték, melynek

pay

nincs egyensulya, akkor a kevert b6vitésének mindig van legaldbb egy egyensilya, mely

Py

egyensuly az el6z6 alfejezetben ismertetett modszerekkel megkaphatd.

8.9. példa. Otidik kétszemélyes jdték. Tekintsiink egy kétszemélyes jatekot (N = 2), ahol a8.1 al-
fejezetben bevezetett ALV és A® matrixok (i, j) elemei f;(s\”, 5(2])) és fols! ,52’)) Ebben a specidlis

esetben

ny ny

Fi(Xp, X)) = Z al!xxP =x[AYx%, (k=1,2). (8.13)

i=1 j=1

Az S, feltételei a kovetkezs formaba frhatok 4t:

X = 0 (=12...m),
ny
s o,
i=1
ny
-3 = 0.

i=1

Tehét valaszthatjuk g;-t a kovetkezSképpen:

1
X
gi(x;) = xk;’k) . (8.14)
(0] 1
_Zznk k l)
A (8.10)-ben adott optimumszamitasi feladat a kdvetkezd feladatra egyszertisodik:
Zz:l[zzul uil) (l) (nk+1)(27]1_/;1 ij) _ (’1/<+2)( Z’Jul 21) +1)] — min
U’ > 0 (1<i<m+2)
x> 0 (1<i<m) 8.15)
1TXk = 1
T(A(I))T + V + (u (nm+1) _ 111+2>)1T — 0T
x! (A(2)) + V 4 (M(’l2+]) (’12+2))11' — 01‘ ,

ahol v/ = (u", ..., 17 = (10, 1%) és 0T = (0V,...,0™), k=1,2 .

Vegyiik észre, hogy a fenti feladat egy kvadratikus programozdsi feladat. A szdmitasi kolt-
ség a vilasztott mddszertSl fiigg. Azt is vegyiik é€szre, hogy a fenti probléma altaldban
nem konvex, {gy lehetséges, hogy az optimum keresése sordn beragadunk egy lokélis opti-
mumba.
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Bimatrix-jatékok
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A kétszemélyes véges jatékok kevert kiterjesztéseit bimdtrix-jatékoknak nevezziik. A 8.9,
példaban mar vizsgaltunk ilyen jatékot. A jelolés egységesitése érdekében a kovetkezd egy-

2

szer(sitd jeloléseket vezetjiik be:

A=AV B :A(z),x:xl,y:xz,m:nl és n=ny .

A kovetkezdkben azt mutatjuk meg, hogy a (8.15) feladat dtirhaté olyan kvadratikus prog-

ramozdsi feladattd, melyben csak linedris feltételek vannak.
Tekintsiik el&szor a célfiiggvényt. Legyenek

_ . (m+2) (m+1) 2 _ (n+2) (n+1)
a =1 —u, , €8 B=u, —u, s
ekkor a célfliggvény a kdvetkezd formdba frhaté at:
T T T T
vix+vy-ald,x-1)-p1,y-1).

(8.15)-ben az utolsé két feltétel szintén egyszerlisodik:

YAT vl a1l = of,
x'B + Vg —ﬁlz = 0;’,‘ s

amibdl kovetkezik:

T _ AT _ TAT 2o T _ pqT _ T
vi=al, -y A" é v, =51, -x'B.

Mivel
l;lr;x = l;l;y =1,

felfrhatjuk a célfiiggvényt egy djabb formédban:

(8.16)

(8.17)

(@1l —y"AT)x + (1] —x"B)y —a(1lx- 1) -pAly-1)=a+-x"(A +B)y .

Tehdt a kovetkezd kvadratikus programozasi feladatot kapjuk:

xX'(A+B)y-a-8 — max
x > 0
y > 0
1x =
1y = 1
Ay < al,
B'x < pl,,

(8.18)

ahol a két utolsé feltétel a vy, v, vektorok nemnegativitdsabol és (8.17)-bdl kovetkezik.

8.7. tétel. Az x*, y* vektorpdr pontosan akkor egyensiilya az (A, B) bimdtrix-jdtéknak, ha
valamilyen a*-ra és B*-ra (X*,y*, a*, B*) optimdlis megolddsa a (8.18) feladatnak. Ekkor

az optimumban a célfiiggvény értéke nulla.
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Ez kvadratikus programozdsi feladat, ahol a szdmitdsi koltség a vélasztott mddszert6l
fiigg. Altaldban nem konvex a feladat, igy benneragadhatunk egy lokélis optimumban. Mivel
tudjuk, hogy a globdlis optimumban a célfiiggvény értéke nulla, {gy ellendrizni tudjuk az
optimalitast. Ha A + B negativ szemidefinit, akkor a feladat konvex, tehiat minden lokalis
optimum globalis is.

8.10. példa. Eilsd bimdtrix-jdték. Valasszuk A-t és B-t a kovetkezOképpen:
2 -1
()
Ekkor
tehat (8.18) a kovetkezd format olti:

3x1y1 —2x1y2 — 20y + 30y —@¢—f — max

X, X,y,y2 =2 0

x1+x, = 1
ity = 1
2=y < «a
Y1ty = «a
x1—x < p
-x +2x < B,

ahol X = (x1,x2)" ésy = (v1,y2)". A8.7. tételbdl tudjuk, hogy az optim4lis célfiiggvényérték nulla,
igy minden megengedett megoldds, melyre a célfiggvény értéke nulla, sziikségszertien optimalis.

Konnyen lathatd, hogy
1 0
= = = 2 = 1
X (0), y (1)’ a ’B ’

0 1
(oo

0.6 0.4
X = (0.4), y—(0'6), a=02,8=02

mind optimumok, tehdt mindegyik meghatdroz egy egyensulyt.

Alkalmazhatjuk (8.9)-et egyensuly keresésre. Ahelyett, hogy megoldjuk a (8.18) opti-
mumszdmitasi feladatot, megoldjuk az (8.9) feltételrendszert. A bimatrix-jatékok esetén a
(8.9) feladat a kovetkezd formdra egyszertisodik:

x’ Ay
x! By
Ay
B"x
X

y

To 4T
lmx_ ny

Q™R

1,
1, (8.19)

IV IVIAIA
(=
— $ =
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mely feltételrendszer a kvadratikus programozdsi feladatndl latottakkal analég modon ve-
zethetd le.
A (8.19) feladat szamitdsi koltsége a valasztott modszertdl fligg.

8.11. példa. Mdsodik bimdtrix-jdték. Tekintsiik ismét a [8.10./ példat. Helyettesitsiik a (8.19) feltétel-
rendszer elsd €s a mdsodik feltétele alapjan a-t és 8-t a harmadik és a negyedik feltételbe, ekkor

2y —ys < 2X01 — X1Y2 — Xayi + o

“Yi+y: < 2X) = X1y2 — X2yi + XY

Xi =Xy < X1y1— XYz — Xy + 2%y

—x+2x < Xy - Xy — Xy + 2%y
X1, X2,y 2 0

Xi+x2=y,+»m 1.

Konnyen lathatd, hogy a 8.10. példaban kapott megoldasok kielégitik a fenti feltételrendszert, tehat
egyensilyok.

A bimatrix-jaték egyensilyi feladatat atirhatjuk kevert valtozés feltételrendszerbe is.
Tegyiik fel, hogy A és B minden eleme 0 és 1 kozott van. Ez a feltevés nem tidl erds, hiszen
linedris transzformdaciok hasznélatdval

A=aA+b1é B=aB+b1,

ahol ay,ax > 0, 1 a csupa egyesekbdl allé mxn-es matrix. Ekkor az egyensiily nem viltozik,
és — megfelel a;, by, a, és b, értékek valasztasdval — az A és B matrixok minden eleme a
[0, 1] intervallumba esik.

8.8. tétel. Azx, y vektorpdr pontosan akkor egyensiily, ha valamilyen «, 8 szdmokra és u, v
nulla-egy vektorokra teljesiil, hogy

0 < ol,-Ay < 1,-u < 1,-Xx
0 < B1,-B'x < 1,-v < 1,-y
X > 0, (8.20)
y > 0,
11x = 1y = 1.

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy x, y vektorpar egyenstly, ekkor valamilyen @-ra, B-ra
(8.19) teljesiil. Legyen

o 1, hax; >0, , o 1, hay;>0,
“TV0, hax=0, ©YT1o0 hay=0.

Mivel az A és B mdtrixok elemei [0, 1]-b81 valdk, igy @ = x" Ay és 8 = x” By szintén nulla
és egy kozottiek. Vegylik észre, hogy

0=x"(al, - Ay) =y’ (81, - B'x),

melybdl kovetkezik, hogy (8.20) teljesiil.
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Most tegyiik fel, hogy (8.20) teljesiil. Ekkor
0<x<u<l, é 0<y<v<l,.
Ha u; = 1, akkor @ — €] Ay = 0, és ha u; = 0, akkor x; = 0. Tehat
x'(al,, — Ay) =0,
melybdl kovetkezik, hogy @ = x'Ay. A B = x' By egyenlSség érvényessége hasonléan

mutathaté meg, {gy (8.19) teljesiil, tehdt az x, y vektorpar egyenstly. [ ]

A (8.20) feladat szamitdsi koltsége a vdlasztott médszertdl fligg.

8.12. példa. Harmadik bimdtrix-jdaték. A18.10. példaban bevezetett bimatrix-jaték esetén (8.20) a ko-
vetkez§ format olti:

0 < a-2y1+y, < 1-uyy < 1-x
0 < a+yi1-y, < l1l-uw < 1-x
0 < B—x+x < 1-w < l—yl
0 < ,8+.X]—2.X2 < 1—V2 < 1—y2
Xp+x2 = yt+y = 1
X, %,y 2 0
Uy, Uz, vi, vo € {0,1} .

Vegyiik észre, hogy al8.10. példdban adott hdrom megoldds teljesiti a fenti feltételrendszert az u =
(1,0),v=(0,1),u=(0,1),v=(1,0),ésu = (1,1), v= (1, 1) vektorparokkal.

Matrixjatékok

Azokat a bimatrix-jatékokat, ahol B = —A, mdtrixjdtékoknak nevezzik, és egy A matrix-
szal jeloljiik. Az ilyen jatékokra néha A madtrixjdtékként fogunk hivatkozni. Mivel A+B = 0,
a (8.18)-bani kvadratikus programozési feladat linedris:

a+f — min
x > 0
y =
1,x = 1 (8.21)
Ly = 1
Ay < al,
A'x > -p1,.

A fenti feladatbdl lathatd, hogy az egyensiilyok halmaza konvex poliéder. Vegylik észre,
hogy (x, ) és (y, @) szétvalaszthatd, amibdl a kbvetkezd eredmény vezethetd le.

8.9. tétel. Az x*, y* vekrorpdr pontosan akkor egyensiilya az A mdtrixjdatéknak, ha valami-
lyen a*-ra, B*-ra (x*,8*) és (y*, a*) optimdlis megolddsai a kivetkezd linedris programo-
zdsi feladatpdrnak:

a — min B — min
y =2 0, x > 0,
1y = 1 x = 1 (8.22)
Ay < a1, A'x > -p1,.
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Vegyiik észre, hogy az optimumban « + 8 = 0. Az a optimdlis értékét a matrixjaték értéké-
nek nevezziik.

Ha a szimplex mddszert alkalmazzuk (8.22) megoldasdra, akkor a miiveletek szdma
exponencidlis. Polinomidlis algoritmussal (mint amilyen a belsé pont mddszer) a miiveletek
szdma csak polinomialis.

8.13. példa. Elsé mdtrixjdték. Tekintsiik a kovetkez matrixjatékot:

2 1 0
A= 2 0 3 ] .
-1 3 3
A (8.22)-t erre a feladatra felirva:
@ — min B — min

yLyys 2 0 X, x,x3 = 0

yityt+tys = 1 Xi+x+x = 1

2yy+y—a < 0 20 +26 —x3+8 = 0

2y +3y3—a £ 0 x1+3x+B8 = 0

Y +3»m+3y3—-a < 0 3x+3x3+8 = 0.

A szimplex médszerrel megkaphatjuk a fenti feladatpar megolddsat: @ = 9/7,y = (3/7,3/7,1/7),
B=-9/7,ésx=(4/7,4/21,5/21).

A (8.21) megoldasat dgy is megkaphatjuk, hogy linedris feltételek bizonyos halmazanak
megengedett megolddsat keressiik meg. Mivel (8.21)-ben az optimumban ¢ + 8 = 0, X, y
vektorok és a, B skaldrok pontosan akkor alkotnak optimdlis megolddst, ha

xy > 0
I'x = 1
1y = 1 (8.23)
Ay < «al,
Alx > oal,.

A (8.23) megolddsdhoz a szimplex mddszer elsé fazisa sziikséges, mely a legkedve-
z6tlenebb esetben exponencidlis szamu miiveletet igényel. A gyakorlatban édltaldban sokkal
kevesebb miivelet sziikséges.

8.14. példa. Mdsodik mdtrixjdték. Nézziik megint a[8.13. példdban bevezetett matrixjatékot. Ha erre
a jatékra (8.23)-at felirjuk, akkor a kovetkezdt kapjuk:

X1, X2, X3, V1,¥2,¥3 2
X1+X+X3=y1+y+ys =

yi+y, < o«

2y1+3y; < «

—Vi+3»+3y; <«

261 +2x—x3 > o«

x1+3x3 > «

30 +3x3 > a.
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Konnyen l4thaté, hogy a = 9/7, x = (4/7,4/21,5/21)7,y = (3/7,3/7, 1/7)T kielégiti a (8.9) feltétel-
rendszert, tehdt az x, y vektorpar egyensuly.

8.2.5. A fiktiv lejatszds médszere

Tekintsiink most egy A matrixjatékot. Az ezen alfejezetben targyalt médszer f6 gondolata
az, hogy lépésenként minden jatékos meghatdrozza a sajit legjobbvdlasz tiszta stratégid-
jat a masik jatékos — az el6z&ekben vilasztott — stratégidinak 4tlaga mellett. Formdlisan a
mddszer a kbvetkezdképpen irhaté fel.

Legyen x; a P jatékos kezdeti (kevert) stratégidja. Vélasszuk dgy y; = ej-t, hogy

teljestiljon

XITAejl = m]in{xlTAej} . (8.24)
Bérmely tovabbi k > 2 [épéskor legyen
_ 1 _
Yi-1 = k—_l((k =Yoo +¥i-1) (8.25)
és vdlasszuk x; = e;, -t gy, hogy teljesiiljon
€/ AY = max{e] AT} . (8.26)
Ekkor legyen
_ 1 _
X) = %((k = DXpo1 +x0) 5 (8.27)

és vélasszuk y; = e, -t iigy, hogy

X, Aej, = mjin{i[Ae Ny (8.28)

A fenti altalanos 1épés megismétlése (k = 2, 3, ...)-ra két sorozatot eredményez: {X;}-t,
és {y,}-t. Ekkor a kovetkezd eredményt kapjuk:

8.10. tétel. Az ({Xi}, {yi)}) sorozatpdr tetszbleges torldddsi pontja az A mdtrixjdték egy
egyenstlya.

Bizonyitas. Mivel {X;} és {y,} val6szintiségi vektorok, {gy korldtos, valés sorozatok, tehat
van legalabb egy torléddsi pontjuk”. [ ]

Tegyiik fel, hogy az A matrix m X n-es. (8.24)-ben mn szorzdsra van sziikségiink. (8.25)-
ben és (8.27)-ben m + n szorzas és osztds van. (8.26)-ban és (8.28)-ban mn szorzas van. Ha
L iteracids 1épést tesziink, akkor az osztdsok €s szorzdsok szdma:

mn + L[2(m + n) + 2mn] = O(Lmn) .

Az algoritmus pszeudokddja a kvetkez8 (az algoritmusban & > 0 a felhaszndlé 4ltal

3Nem minden egyensiily kaphaté meg ezzel a médszerrel, illetve van olyan egyensilyi pont, amit csak akkor talal
meg ez a médszer, ha az egyensulybdl indul. A fordito.
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megvdlasztott hibatiirés).

FIkTiv-LEIATSZAS

1 ke1

2 legyen j; olyan, hogy teljesiiljon x| Ae;, = min;{x] Ae;}
3 Y1 < ¢y

4 kektl

5 Y1 < ﬁ((k = 2)¥k-2 + Yi-1)

legyen i olyan, hogy teljesiiljon ] Ay,_; = max;{e] Ay;_}
X € €,
X — (k= DXy + %)
9 legyen j; olyan, hogy teljesiiljon i{Ae j, = min j{i,‘TAe i}
10 yi < e,
11 if I — X1l < g and [y, — X2l < &
12 then (X;,y;_;) egyensily
13 else folytassuk a 4-edik sorban

(eI B eN

8.15. példa. Harmadik mdtrixjdték. A fent targyalt médszert alkalmazzuk a 8.14. példdban targyalt
matrixjatékra. A médszer kezd dllapota: x; = (1,0,0)". 100 Iépés utdn: X;; = (0.446,0.287,0.267)"
és V101 = (0.386,0.436,0.178)". Ha ezeket az értékeket az egyensilyhoz hasonlitjuk, akkor azt ta-
pasztaljuk, hogy az eltérés kisebb, mint 0.126, tehat a médszer lassan konvergal.

8.2.6. Szimmetrikus matrixjatékok

Az A matrixjatékot, ahol A ferdén-szimmetrikus, szimmetrikus mdtrixjdtéknak nevezzik.
Ebben az esetben AT = —A és a két linedris programozasi feladat (8.22)-ben megegyezik.
Ebbol kovetkezik, hogy @ = B = 0 (a jaték értéke 0), és tetszbleges egyensilyban a két
jatékos stratégidi megegyeznek. Tehdt a kovetkezd eredmény adodik.

8.11. tétel. Az x* vektor pontosan akkor egyensiilya az A szimmetrikus mdtrixjdréknak, ha

x > 0
1"x = 1 (8.29)
Ax < 0.

(8.29) megolddsdhoz a szimplex mdédszer elsd fazisa sziikséges, ahol a legkedvezbtle-
nebb esetben a miiveletek szdma exponencidlis. A gyakorlatban azonban altaldban sokkal
kisebb szami miveletre van sziikség (8.29) megolddsahoz.

8.16. példa. Szimmetrikus mdtrixjdték. Tekintsik az A = ( _(1)

(1) ) szimmetrikus matrixjatékot.
Ekkor (8.29) a kovetkezd format olti:

X1, X2 0
X +x, = 1
x < 0

—X1 < 0.
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Konnyen lathat6, hogy az egyetlen megoldas: x; = 1 és x, = 0, ami az els§ tiszta stratégia.

A kovetkezd fejezetben latni fogjuk, hogy egy linedris programozdsi feladat ekvivalens
egy szimmetrikus matrixjdték egyensulyi problémdjdval, tehat tetszbleges modszer, amely
egy szimmetrikus matrixjaték egyensulyi problémdjanak megolddsira alkalmas, alkalmas
linedris programozadsi feladat megolddsara is, ezért az ilyen médszerek a szimplex médszer
alternativaiként szolgdlnak. A kovetkezdkben azt mutatjuk meg, hogy a szimmetria nem
tdlsdgosan erds feltétel, mert tetsz&leges matrixjaték megfeleltethetd egy vele ekvivalens
szimmetrikus matrixjdtéknak.

Tekintslik az A matrixjatékot, és szerkessziik meg a kovetkez6 ferdén-szimmetrikus P

matrixot:
Omxm A - lm

P= _AT 0/1><]g 1,
17 -7 g
Az A és P maétrixjatékok a kovetkez§ értelemben ekvivalensek. Tegyiik fel, hogy A > 0,
ami nem tul erSs feltétel, hiszen A elemeihez egy megfelelé konstanst hozzdadva A > 0
elérhetd, és az egyensilyok nem valtoznak.

8.12. tétel. Legyen P szimmetrikus mdtrixjarék, melyet A mdtrixjarékbdl kaptunk, ekkor
igaz a kovetkezd két dllitds:

u
1. Haz =| v |egvyensiilyi stratégidja a P szimmetrikus mdtrixjdtéknak, akkor az X =
A
(I/a)ya, y = (1/a)v vektorpdr egyensiilya az A mdtrixjatéknak, és az A mdtrixjdték
értéke: v = A/a, ahola = (1 — 2)/2.
2. Ha az X,y vektorpdr egyensiilya az A mdtrixjdatéknak, és v az A mdtrixjdték értéke,
akkor a

1 X
7= y
v

2+v

vektor egyensiilya a P szimmetrikus mdtrixjdtéknak.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy z egyensiily a P szimmetrikus matrixjatékban (1. pont).
Ekkoru > 0,v >0, és Pz < 0, tehat

Av-11,, < 0
—Alu+l, < 0 (8.30)
1Tu-1v < 0.

El&szor megmutatjuk, hogy A € (0, 1), tehat @ # 0. Tegyiik fel, hogy 4 = 1, ekkor (mivel z
val6szintségi vektor) u = 0,, és v = 0,,, ami ellentmond (8.30) masodik egyenl6tlenségének.
Ha A = 0, akkor 17u+17v = 1, és (8.30) harmadik egyenl6tlensége miatt v-nek van legalabb
egy pozitiv komponense, mely ellentmond (8.30) elsd egyenl&tlenségének.

Most megmutatjuk, hogy 17u = 17'v. (8.30)-bdl azt kapjuk, hogy

IA

u/Av - 1, 0,
—~vIATa+¥v'1, < 0.

A
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A két egyenlbtlenséget Gsszeadva kapjuk, hogy
vi1,-u'1,<0.

Ezt (8.30) harmadik egyenl6tlenségével kombindlva kapjuk, hogy 1L u — 17'v = 0.
Legyen a = (1 — 2)/2 # 0, ekkor 1Lu = 1l'v = g, igy mind x = u/a, mindy = v/a
val6szinfiségi vektor, és (8.30)-bdl kovetkezik, hogy:

A'x = 1A'
Ay = éAV

IA IV

Legyenek @ = A/a és § = —1/a, ekkor x,y vektorpar megoldasa (8.22)-nek és @ + 8 = 0,
tehdt x, y vektorpar egyenstlya az A matrixjitéknak.
A 2. pont hasonléan Idthaté be, itt nem részletezziik. ]

8.2.7. Linedris programozds és métrixjatékok

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy egy linedris programozdsi feladatot meg lehet
oldani dgy, hogy egy szimmetrikus matrixjaték egyensilyi stratégidit keressiik meg. Teh4t
tetsz8leges olyan mddszer, mely alkalmas egy szimmetrikus matrixjaték egyensilyainak
meghatdrozdsdra, alkalmas a szimplex mddszer kivaltasara.

Tekintsiik a kovetkezd primdl-dudl linedris programozdsi feladatpart:

e’x — max b’y — min
x > 0 v > 0 8.31)
Ax < b Aly > ¢.

Szerkessziik meg a kovetkezd ferdén-szimmetrikus matrixot:

0 A -b
P=| -AT 0 c
b~ 0

u
8.13. tétel. Tegyiik fel, hogy z = [ v J egyensilya a P szimmetrikus mdtrixjdatéknak, és
pi

A > 0. Ekkor | |
X:/_IV és y:zu

optimdlis megolddsai a (8.31) primdl-dudl feladatpdrnak (x a primdlnak, y a dudlnak).

Bizonyitas. Ha z egyensuly, akkor Pz < 0, azaz

Av-1b < 0
Alu+de < 0 (8.32)
bu-clv < 0.

Mivel z > 0 és A > 0, igy mind az x = (1/4)v, mind az 'y = (1/A)u vektor nemnegativ.
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Osszuk el (8.32) els6 két egyenlStlenségét A-val, ekkor
Ax<b és ATyZC,

ahonnan kovetkezik, hogy x megengedett megolddsa a primdl feladatnak, és y megengedett

megolddsa a dudl feladatnak. (8.32) harmadik egyenl&tlenségébdl azt kapjuk, hogy

b’y <ec'x.

Tudjuk azonban , ' -
bly > x'Aly =x"(Aly) > x'e = c!x,

tehdt b’y = ¢’x, melyb6l az kovetkezik, hogy a primdl feladat célfliggvénye x-ben és a
dudl feladat célfiiggvénye y-ban egyenld. Ekkor az erds dualitdsi tétel miatt x optimalis

megolddsa a primdl feladatnak és y optimdlis megolddsa a dudl feladatnak.

8.17. példa. Linedris programozds. Tekintsiik a kovetkez§ linedris programozasi feladatot:
X +2x — max
x1 = 0
-xi1+x > 1
Sx1+7xp < 25.
El6szor fel kell irnunk a feladatot mint primal feladatot. Vezessiink be két dj valtozot:
. X2, ha x>0,
2= { 0  kiilonben,

- _ —X2, ha Xy < 0 R
271 0 kiilonben .

és szorozzuk meg a masodik egyenlStlenséget —1-gyel. Ekkor a kdvetkezd feladatot kapjuk:

X +2x3 —2x;, — max

X1,X%,% = 0
n-x+x < -1
Sxi+7x3 -Tx; < 25.

fey 1 -1 1 1
- - -~ T _
A—(5 7 7 ),b—(zs),c_(l,l 2).
A P matrix pedig a kovetkezd lesz:

0o 0 1 -1 1 1

0o 0 5 7 -7 : =25

p| -1 -5 0 0 0 1
1 -7 0 0 0 2

-1 7 0 0 0 -2

-1 25 -1 -2 2 0
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8.2.8. A Neumann-médszer

A fiktiv lejatszds médszere egy iterdcids algoritmus, ahol a jatékosok minden l€pésben hoz-
zdigazitjak stratégidikat a tobbi jatékos stratégidihoz. Ez a mddszer tehdt ugy tekinthetd,
mint egy diszkrét rendszer megvaldsuldsa, ahol a jatékosok stratégiavalasztdsai az dllapot-
véltozdk. Neumann J4nos a szimmetrikus jatékok esetére bevezetett egy folytonos megkdze-
litést, ahol a jatékosok folyamatosan mdédositjak a stratégidikat. Ez a médszer alkalmazhaté
tetszSleges matrixjatékra, hiszen — amint korabban ldttuk — barmely matrixjaték ekvivalens
egy szimmetrikus matrixjatékkal. Ez a mddszer szintén haszndlhaté linedris programozasi
feladatok megolddsdra, hiszen kordbban ldttuk, hogy minden primal-dudl feladatpar vissza-
vezethetd egy szimmetrikus matrixjaték egyenstlyi problémadjara.

Legyen a tovdbbiakban P n-edrendl ferdén-szimmetrikus matrix. A P, jitékos y(¥)
stratégidja egy fliggvény, mely a ¢ > 0 idS valtoz6tol fiigg. Mielbtt a rendszer dinamikdjat
felirnank, bevezetjiik a kbvetkezo jeloléseket:

w: R* — R, u(y(n) = ePy@®) (=12,...,n)),
¢: R — R, o)) = max{0,u;}, (8.33)
¢o: R" - R, Oy@) = X owi(y®)) .

Oldjuk meg a kovetkezd nemlinedris kezdetiérték-feladatot tetszbleges yo-ra:

YD) = ¢luj(y() — POy, yi0 =y (1<j<n). (8.34)

Mivel a jobb oldalon 1év§ kifejezés folytonos, {gy (8.34)-nek van legaldbb egy megol-
ddsa. A jobb oldalon 1év§ kifejezés a kovetkez8képpen értelmezhets. Tegytik fel, hogy
¢u;(y(®)) > 0. Ekkor ha P, az y(r) stratégidt védlasztja, akkor Py pozitiv kifizetést tud
elémi az e; stratégia vdlasztdsdval, mely vdlasztds negativ kifizetést eredményez a P, ja-
tékosnak. Ha azonban P, egyre ligy ndveli y;(7)-t, hogy e; stratégiat vdlaszt § is, akkor az
e;I.VPe ; kifizetése nulldvd vilik, tehdt megnd. Ebbd] kovetkezik, hogy P, érdeke y;(f) nove-
lése. Pontosan ezt fejezi ki a jobb oldali kifejezés elsd tagja. A masodik tag azt biztositja,
hogy y(¢) valdszintiségi vektor maradjon minden ¢ > O-ra.

(8.34) jobb oldaldnak kiszdmitasdhoz minden ¢-re N>+N szorzdsra van sziikség. A teljes
szamitasi koltség flige a megoldds intervallumdnak a hosszatdl, a vélasztott 1épésnagysdgtol,
és a differencidlegyenletet megoldé médszer megvalasztasatol.

8.14. tétel. Tegyiik fel, hogy 11, ta, . . . egy szigoriian ndvekedd nemkorldtos sorozat. Ekkor az
y(t,) sorozat minden torloddsi pontja egyensiilyi stratégia, és létezik egy olyan ¢ konstans,

hogy
\n
c+ 1

e/ Py(t) < (i=1,2,....n). (8.35)

Bizonyitas. El6szor azt kell megmutatnunk, hogy y(¢) valdsziniiségi vektor minden ¢ > O-ra.
Tegyiik fel, hogy valamilyen j-re és t; > O-ray;(f;) < 0. Legyen

to =sup{t|0 <t < t,y;(#) >0} .
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Ekkor y;(?) folytonossdga és y;(0) > 0 miatt y;(z) = 0, és minden 7 € (7, 71)-re, y;(7) < 0.
Az el6z86ekbd] kovetkezik, hogy minden 7 € (¢, #;]-re

Vi) = ¢(u;(y(1) — O(y(0)y;(r) = 0.
A Lagrange-kozépériék tétel miatt 1étezik T € (%, 11), hogy
yi(t) = yi(to) + ¥i(0)(t1 — 1) 2 0,

ami ellentmondds. Tehdt y ;(#) nemnegatfv minden # > O-ra. A kovetkez8kben megmutatjuk,
hogy 3", v;() = 1 minden 7 > O-ra. Legyen f(t) = 1 — X'}, y;(1), ekkor

F/0 ==Yy == gy + D) y(1) = ByO)(1 = Y y,(1) ,
j=1 j=1 j=1

j=1
tehat f(r) megolddsa a kdvetkezd homogén rendszernek:

f/(@0) = -0(yn)f()

az f(0) =1- Z’]’-ZI vjo = 0 kezdetiérték mellett. Tehit, minden ¢ > O-ra f(f) = 0, ami azt
jelenti, hogy y(¢) valészinfiségi vektor minden ¢ > O-ra.
Tegyiik fel, hogy valamilyen ¢ > 0 mellett y;(u;(y(¢))) > 0. Ekkor

d n n
—Ou(y(1) = Z] pipy() = Z‘ pijldQu;(y (1)) — Dy())y;(0)]
J= J=

) (8.36)
= Z Pijp(u;(y(0)) — Oy ))p(ui(y(®)) -
j=1

Szorozzuk meg mindkét oldalt ¢(u;(y(¢)))-vel, és adjuk Ossze az igy kapott egyenlGségeket
i=1,2,...,nre:

n d n n n 5
; ¢(ui(Y(t)))Eqﬁ(ui(y(l))) = ; JZ_; pijui(y()))pu;(y(1)) — <1>(y(t))(; ¢~ (ui(y(©))) -
(8.37)
Mivel P ferdén-szimmetrikus, igy az elsd tag nulla. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlGség
a toréspont (ahol ¢(u;(y(¢))) derivéltja nem létezik) kivételével akkor is érvényes marad, ha
o(u;(y(2))) = 0, igy (8.36) igaz marad.
Most tegytk fel, hogy valamilyen pozitiv t-re ®(y(¢#)) = 0. Ekkor minden i-re
o(u;(y(1))) = 0. Mivel (8.37) atirhat6é

1d
57 YO®) = —2(YO))¥(y(®) (8.38)

formadba, ahol
n

YIR'SR & WD) = Y Ayn) .

i=1
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gy lathatd, hogy W(y(r)) kielégiti a homogén egyenletet nulla kezdetiérték mellett, tehdt a
megoldés nulla marad minden 7 > ¢-re. Ebb&] kovetkezik, hogy ¢(u;(y(1))) = 0 megolddsra
Py(7) < 0, azaz y(7) egyensily.

Ha ®(y(t)) > 0 minden ¢ > O-ra, akkor ¥(y(?)) > 0, és konnyen lathat6, hogy

1d
57, YO®) < - VFYO)F@)

azaz

1d _3
EE‘P(Y(I))(‘P(YO))) 1<-1.

Mindkét oldalt a [0, ¢] intervallumon integralva azt kapjuk, hogy
Py P o<,

ahol ¢ = (¥(y(0)))"1/2), melybs! kivetkezik

|
Py < - (8.39)

A Cauchy—Schwartz-egyenlétlenség alkalmazasdval kapjuk, hogy

e Py(0) = ui(y(0) < ¢(ui(y(1))) < ©(y(1)) < \n¥(y(®) < C—\ft , (8.40)

mely egyenlStlenség az u; folytonossiga miatt még a tdréspontokban is igaz. Végiil vegyiik
a kovetkezd sorozatot: {y(#;)}, ahol #, monoton névekedd nem korldtos sorozat. Mivel y(#;)-k
valdszintiségi vektorok, igy korldtosak, tehat van legaldbb egy y* torlédési pontjuk. (8.40)-
b6l 1-val a végtelenbe tartva azt kapjuk, hogy Py* < 0, tehit y* egyensily. [ ]

8.18. példa. Negyedik mditrixjdték. Tekintsiik al8.13. példaban bevezetett matrixjatékot. A Neumann-
modszer alkalmazasahoz el6szor fel kell irni az ekvivalens szimmetrikus matrixjatékot. Az atirds méd-
szere, mely a/8.12. tételben taldlhatd, megkoveteli, hogy a matrix elemei pozitivak legyenek. Anélkiil,
hogy az egyensulyok megvaltozndnak, az A métrix minden eleméhez hozzdadhatunk 2-t, ekkor a ko-
vetkez6 matrixot kapjuk:

2

; ] ,

5

>
1l
— A

3
2
S
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és a fent emlitett modszer segitségével

0 0 0 4 3 2 -1
0 0 0 4 2 5 -1

0 0 0 1 5 5 -1

P=1 4 4 0 0 0 1
3 2 -5 0 0 0 1

2 -5 -5 0 0 0 |
1 1 -1 -1 -1 0

A (8.34) differencidlegyenletet a negyedrendi Runge—Kutta-mddszerrel oldottuk meg a [0, 100] inter-
vallumon, & = 0.01 lépésnagysaggal az y(0) = (1,0,...,0)" kezdetiérték mellett. y(100)-ra kaptuk a

kovetkezd kozelitd értékeket:
x ~ (0.563619,0.232359,0.241988) ,

y = (0.485258,0.361633,0.115144) .

Ezen kozelités az eredeti jaték egy egyenstlyanak becslése. Hasonlitsuk 0ssze ezeket az értékeket az
egyenstlyi vektorpdrral:
4 4 5 ., 331
Xx=|z,=—,=—| és =|=,=,=| -
7°21° 21 Y=\777

Lathat6, hogy a maximadlis hiba 0.067.

8.2.9. Atlésan szigorian konkdv jatékok

Tekintsiink egy N személyes folytonos jatékot, és tegyiik fel, hogy al8.2.3| pont feltevései
teljesiilnek. Tegyiik fel tovabbd, hogy minden S, korldtos minden k-ra, g, minden kompo-
nense szerint konkdv, és fi; konkdv si-ban tetsz8legesen régzitett sq,. .., Sk—1, Sk+1s---» N
mellett. A 8.3, tétel miatt a fenti feltételek mellett a jatéknak van legaldbb egy egyensu-
lya. Altaldban az egyensily unicitdsa még akkor sem biztositott, ha minden f; szigordan
kvazi-konkav s; szerint. A kdvetkezd példa ezt a tényt mutatja be.

8.19. példa. Ellenpélda. Tekintsiik a kovetkezd kétszemélyes jatékot: S = S, = [0, 1] és f1(s1, 82) =
fo(s1, 82) = 1=(s1—55)°. Vildgos, hogy mindkét kifizetSfiiggvény szigordan konk4v, és mégis végtelen
sok egyensily van: s7 = 53 € [0, 1].

Vilasszunk egy nemnegativ r € RV vektort, és definidljuk a kovetkez6 fliggvényt:

rVifis)"

rVafa(s)"

h:R™ 5 RM,  hs,r) = , (8.41)

VNVN}‘N(S)T
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ahol M = Zszl n, és Vifi az fi fliggvény s, szerinti gradiens(sor)vektora. Egy jdtékot
dtlésan szigortian konkdvnak hivunk, ha minden sV, 5@ € §, sV # s@-re, és valamilyen
r > 0-ra

sV = s (h(s?,r) -hs?,r) < 0. (8.42)

8.15. tétel. Egy dtlésan szigoriian konkdyv jdtéknak pontosan egy egyensiilya van.

Bizonyitas. A 8.3 tétel miatt 1étezik egyensily. Az egyértelm{iség bizonyitdsa céljabol te-
gyiik fel, hogy sV és s©® két egyensily, melyek kielégitik (8.9) feltételeket és s # s,
Ekkorl=1,2-re

T
u g(sy) = 0
Vefils®) +u vigi(sP) = 07

A mdsodik egyenldséget a kovetkezd formdba lehet atirni:
Vifis?) + Z wVigii (s =0, (8.43)

ahol u,((l) a u,((l)—nak, €s gi; a g j-edik komponense. Szorozzuk meg (8.43)-at (rk(s,((z) - s,(j))T)—

tal [ = 1 esetén, és rk(s,il) - sf))T—tal [ = 2 esetén. Adjuk Ossze az {gy kapott egyenlGségeket

k=1,2,..., N-re. Ekkor a kovetkez&t kapjuk:

0={s? =s"hE?, 1) + (s ~sP)h(?, 1)

N (8.44)
+;erk[u(” s = s Vagrs(s) + 1) (51 = 52 Vigri (90
=1 J=

Vegylik észre, hogy az dtlésan szigord konkavitds miatt az elsé két tag 0sszege pozitiv, g
komponenseinek a konkavitdsa miatt pedig

2 1 1 2 1
(@ = s Vg5 = (5P — gii(st)
és

(s = s Vg (52 > gii(st) = gii(s)

Tudjuk, hogy minden k-ra, [-re
ol 0 0) 0y
0=u gs)= E Uy ;8k k(s )

ekkor (8.44)-bd1 kapjuk, hogy

N  my
0> kZ; Z; relug) (2ui(si7) = g (s + 7 (g (si”) = gui(sP 0]
=l U=

m

N
1 2 2 1)
= > > a5 + u i (s 2 0,
k=1 j=1

=
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ami nyilvdnvald ellentmondds, tehdt s = s, m

Az egyensily egyértelmiiségének ellenorzése

A kovetkez§ tételben egy olyan, a gyakorlati esetekben nagyon hasznos médszert mutatunk
be, melynek segitségével ellendrizhetjitk egy N személyes jaték dtldsan szigordan konkavi-
tdsat.

8.16. tétel. Tegyiik fel, hogy S konvex, fi kétszer folytonosan differencidlhaté minden k-ra,
és létezik v > 0, hogy J(s,x) + J(s, 1) negativ definit, ahol J(s,r) a h(s,r) Jakobi-mdtrixa.
Ekkor a jdték drlésan szigoriian konkdv.

Bizonyitas. Legyen sV, s® € § és sV # s®. Ekkor minden a € [0, 1]-re s() = as™" +
(1-a)s@es és

4 p(st@).r) = J(s(@), (s — s2) .
da

Mindkét oldalt [0, 1]-en integrdlva

1
s 6) - bs?.r) = [ Jst@n 06 - s¥da.
0
és mindkét oldalt Gjra megszorozva (s — s@)7-tal
1
" = s (s, 1) - h(s?, 1) = f sV = s J(s(@), )" - s*)da

0

1
_ ! f sV — s J(s(), 1) + J(s(@), 1)H(Y —sP)da < 0,
2Jo

tehat a bizonyitdst befejeztiik. [ ]

8.20. példa. Egyszeri kétszemélyes jdték. Tekintsiik a kovetkezd egyszer(i kétszemélyes jatékot, ahol
St =358, =10,1], és akifizetsfiiggvények:

; 2
Ji(s1,8) = =857+ 851 — 85152

Fo(s1,82) = =83+ 53— 5157 .
Konnyen lathatd, hogy — az dtlésan szigort konkavitdson kiviil — minden tulajdonsdg, amit ebben az
alfejezetben feltettiink, teljesiil. A8.16. tételt haszndljuk a hidnyz6 tulajdonsdg megmutatdsara. Ebben
az esetben

Vifis1,82) = =251+ 1 =52,  Vofa(s1,82) = -28+1-51,

igy

hes.r) = (rl(—Zs] +1- .92)) .

(=282 +1—51)

—21‘1 —ry )

—r —2)"2

A Jakobi-matrix:

J(s, 1) :(
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Megmutatjuk, hogy valamilyen r > 0-ra a

I, 1)+ Js, 1) :( —An o nen )

—r —r —4"2

matrix negativ definit. Legyen példdul r = r, = 1, ekkor a fenti matrix
-4 -2
-2 -4

¢(/l)=det( ‘4__3 _4_‘i ):/12+8/l+12,

a karakterisztikus polinom:

mely polinomnak a két gyoke 4; = -2, 1, = —6.

Az egyensuly iterativ kiszamitasa
A8.4. tételben lattuk, hogy s* € S pontosan akkor egyensiily, ha

H.(s*,s*) > Hy(s*,s) (8.45)

minden s € §-re, ahol H; a (8.4)-ben definidlt 6sszegz&fiiggvény. A kovetkezSkben fel-
tessziik, hogy az alfejezet elején feltett tulajdonsdgok érvényesek, és létezik olyan r > 0,
hogy (8.42)) érvényes.

El6szor a varidciés egyenlStlenség és (8.45) ekvivalencidjat mutatjuk meg.

8.17. tétel. Egy s* € S vektor pontosan akkor elégiti ki (8.45)-6t, ha
h(s*,r)/(s-s*) <0 (8.46)
minden s € S stratégidra, ahol h(s, r)-et (8.41)-ben definidltuk.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy s* kielégiti (8.45)-6t. Ekkor Hy(s*, s) — mint s argumentum
fiiggvény — felveszi a maximumdt s = s*-ban, teh4t

VsH (s*,s*)(s —s*) <0

minden s € S stratégidra. Mivel VsH(s*,s*) = h(s*, r), {gy s* kielégiti (8.46)-t.
Most tegyiik fel, hogy s* kielégiti (8.46)-ot. Hy(s*, s*) s szerinti konkavitdsa, és a jaték
atlésan szigord konkavitdsa miatt

H,(s*,s*) - H.(s*,s) > h(s, 1) s* = s) > h(s,r)" (s* —s) + h(s*, 1) (s —s*) > 0,

tehdt s* kielégiti (8.45)-6t. ]

Lathat6, hogy barmely — a varidcids egyenlétlenség megolddsara alkalmas — médszer
hasznalhat6 a jaték egyensulyi problémajanak megolddsara.

A kovetkez&kben definidlunk egy olyan specidlis kétszemélyes, zérusisszegii-jatékot,
melynek egyensiilyi problémdja ekvivalens az eredeti N személyes jaték egyenstilyi problé-
majaval.
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8.18. tétel. Az s* € S vektor pontosan akkor elégiti ki (8.46)-ot, ha (s*,s*) egyensiilya egy
olyan kétszemélyes jatéknak, ahol mindkét stratégiahalmaz S, a kifizetdfiiggvények pedig

fi(s,2) = f(s,2) és fo(s,2) = —f(s,2), ahol f(s,2z) = h(z, 1) (s - 2).
Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy s* € § kielégiti (8.45)-t. Ekkor kielégiti (8.46)-t is,

igy
f(s,8*) <0 = f(s*,s%).

Még azt kell megmutatnunk, hogy
—f(s*,8) <0 =—f(s*,8) .
Indirekt médon tegyiik el, hogy valamilyen s-re f(s*,s) < 0. Ekkor (8.42) és (8.46) miatt

0> f(s*,s) = h(s,r)(s*—s)>h(s,r) (s* —s)+ (s —s*) (h(s,r) — h(s*, 1))
= hs )/ (s*-5) =0,

ami ellentmondds. Most tegyiik fel, hogy (s*, s*) egyensilya a tételben bevezetett jat€knak.
Ekkor tetszdleges s,z € S-re

f(s,8%) < f(s*,8*) =0 < f(s,2) .
Az els6 egyenlStlenség tirhaté a kovetkezé forméba:
h(s*, 1) (s-s*) <0,
tehat (8.46)) teljesiil, igy teljestil (8.45) is. [ ]
Tekintsiik a kévetkezd iterdcids eljarast.
Legyen sV € § tetsz6leges, és oldjuk meg a kivetkezd feladatot:

f(s,sV) — max

s € S (8.47)

Jeloljiik s@-vel (8.47) feladat megoldésat, és legyen yy = f(s@,s"). Ha u; = 0, akkor
minden s € S-re
£, sV =hsV, n's-sV) <0,

gy 8.17. tétel miatt s egyensily. Mivel f(s'V,sV) = 0, igy feltessziik, hogy u; > 0.k > 2
altalanos 1épésben mar van k vektorunk s @ B gsk—1 skalarunk py, po, . . ., gg—1 >
0. Ekkor a kovetkezd s**D vektor és p; skaldr megolddsa a kovetkezd feladatnak:

T
fssD) > u o (i=1,2,....k (8.48)
S €

Vegylik észre, hogy

f&® N> >0 (G=1,2,....k-1)
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és
f(s(k) s(/\’)) =0.

Ekkor tudjuk, hogy p > 0 .
Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezd.

ITERAL

I k1

2 oldjuk meg a (8.47) feladatot és legyen s® egy optim4lis megoldds
3 0f f(s@,sM) =0

4 then return "sV egyensily"

4 ke—k+1

5 oldjuk meg a (8.48) feladatot, legyen s%*1 egy optimdlis megoldas
6 if ||S(k+1) _ S(k)” <eg

7  then s**D egyensiily

8  else folytassuk a 4-edik sorban

A fenti algoritmus konvergencia tételének targyaldsa elétt megjegyezziik, hogy abban a
specidlis esetben, amikor a stratégiahalmazok linedris egyenl&tlenségekkel vannak megadva
(tehdt a g fiiggvények linedrisak), a (8.48) feladat minden feladata linedris, tehdt minden
iterdcids 1épésben egy linedris programozasi feladatot kell megoldanunk.

Ha linedris esetben a szimplex mddszert alkalmazzuk minden iterdciés 1épésben, akkor
a szamitdsi koltség exponencidlis, tehdt az egész eljards szamitdsi koltsége exponencidlis
(rogzitett Iépésszdm mellett).

8.19. tétel. Az {s®} fenti médszer dltal generdlt sorozatnak van olyan {s*?} részsorozata,
mely az N személyes jdték egyetlen egyensiilydhoz konvergdl.

Bizonyitas. A bizonyités tobb 1épésbdl 4ll.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy limy—,c tx = 0. Mivel (8.48) minden iterdcidban egy dj
feltétellel bdviil, tehat {14} nem lehet novekvd. Tudjuk azt is, hogy {u} nemnegativ, tehdt
konvergens. Az {s¥} sorozat korl4tos, hiszen minden tagja a korldtos S halmazbél valé, igy
van egy {s*} konvergens részsorozata. Vegyiik észre, hogy

0< U1 = 1 r,\m,\n 1h(S(k), r)T(S(I\'i) _ S(k)) < h(s(ki—l)’ r)T(S(ki) _ S(ki—l)) ,
<k<ki—

ahol az egyenlGtlenség jobb oldala nulldhoz tart. Tehdt py,—; — 0. Mivel {u;} monoton, igy
{tet — 0.
Most legyen s* az N-személyes jaték egyensiilya, és legyen
5(1) = min{(h(s,r) —h(z,r)) (z—5s)|ls—z|| > 1, z,s € S} . (8.49)

(8.42) miatt 6(r) > 0 minden (¢ > 0)-ra. Definidljuk a k; indexeket a kivetkez&képpen:

S(IIs® - s*|) = g;gia(us“) -s*l) (=1,2,...).
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Ekkormindenk =1,2,...,i-re

S(lIs® —s*I) < (h(s®, 1) — h(s*, 1)’ (s* —s»)
h(s®, 1)’ (s* - s?) - h(s*, 1) (s* —s*)
< hs“ 0" -9,

melyb6l (8.48) miatt kovetkezik:

s(IIs* —s*|) < minh@s®,r)! (s* -s®)
1<k<i
< max min h(s®, )’ (s — s®)

seS 1<k<i

= min h@s®, r)’ ™D - s®)
1<k<i

= Hi-

Ebbdl kovetkezik, hogy lim;_., 6(|[s* — s*||) — 0. Végiil vegyiik észre azt, hogy 6(f) ren-
delkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

1. 6(z) folytonos;
2. hat > 0, akkor 6(¢) > 0 (ezt mutatja (8.49));
3. haegy {f®} konvergens sorozatra 6(#*) — 0, akkor sziikségszertien X — 0.

A 3. tulajdonsdg miatt ||s*? — s*|| — 0, igy s — s*. [

Gyakorlatok

8.2-1. Tekintsiink egy kétszemélyes jatékot, ahol a stratégiahalmazok §1 = §, = [0,1], a
kifizetSfiiggvények: fi(xg, xp) = x% + x1x + 2 és fo(x1, x3) = x1 + xp. Mutassuk meg, hogy
a jatéknak egyetlen egyensilya van, és szdmitsuk ki ezt az egyenstlyt. Mutassuk meg, hogy
ebben a jatékban a (8.3l tétel nem alkalmazhaté az egyenstly 1étezésének bizonyitdsdra.
8.2-2. Tekintsiik az ,arhabord” jatékot, melyben két véllalat armeghatarozé. Tegyiik fel,
hogy p1 a P1, p, pedig a P, jatékos egy stratégiaja, ahol p1, p2 € [0, pmax] (Pmax €8Y
rogzitett pozitiv valés szam), és a kifizetSfiggvények:

3 P1» ha P1 < P2
filp1, p2) { pi—c, ha pi1>p,

_J) P2 ha p> <pi,
fap1, p2) { pr—c, ha pr>pr.,

ahol ¢ < pyqy 10gzitett. Van-e ennek a jatéknak egyensilya? Ha van egyensulya, akkor hdny
van?

8.2-3. Egy tengeralattjaré rejt6zik a tenger egy részében. A tenger ezen része az egység-
négyzettel modellezhets. A tengeralattjaré stratégidja az x € [0, 1] x [0, 1] rejtézkodési
helye. Egy repiil6gép bombdzza az 'y = [0, 1] x [0, 1]-t, a tenger egy bizonyos helyét. A
bombdézott hely megvélasztdsa ezen jatékos stratégidja. A replilégép kifizetése a tengeralatt-
jarénak okozott kdr nagysiga: f>(x,y) = ae PV mig a tengeralattjaré kifizetése a neki
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okozott kdr ellentettje: f1(X,y) = —f2(X,y). Van-e ennek a kétszemélyes jat€knak egyensi-

lya?
8.2-4. A masodik-legjobb ar aukciéban egy dru keriil eladdsra az N licitalok valamelyi-
kének. A licitdlok kiilonboz8képpen értékelik a arut: vi < vy < --- < vy. A licitdlok

egyidejlileg ajanlatot tesznek a arura dgy, hogy kézben nem ismerik a tobbiek ajdnlatat.
A legmagasabb ajanlatot tev$ kapja meg a drut, de a druért csak a mdsodik legmagasabb
ajanlatot kell fizetnie. Tehdt a Py jatékos stratégiahalmaza [0, oo], stratégidja x; € [0, oo], és
a kifizet6fiiggvénye:

Vk —MaXjz X, ha x; = max;x;,
fk(xl’ X2y -’xN) = { 0 kiilénben

Hatarozzuk meg a P, jatékos legjobbvilasz-leképezését. Van-e a jatéknak egyenstlya?
8.2-5. Irjuk fel a Fan-egyenl6tlenséget al8.2-1. gyakorlatra.

8.2-6. Irjuk fel és oldjuk meg a Fan-egyenl&tlenséget al8.2-2 gyakorlatra.

8.2-7. Irjuk fel és oldjuk meg a Fan-egyenlGtlenséget al8.2-4. gyakorlatra.

8.2-8. Tekintsiik azt a kétszemélyes jatékot, ahol a stratégiahalmazok S; = §, = [0, 1], a
kifizet6fiiggvények pedig

[, x) = —(x1 — x2)? +2x; —x + 1

Hx1,x) = =(x1 = 2x2)" = 2x1 + xp — |

Irjuk fel a Fan-egyenl&tlenséget.

8.2-9. Legyenek N = 2, S1=8,= [O, 10], fl(xl, XQ) = fz(xl, XQ) = 2X1 + 2)C2 - (X1 + XQ)Z.
Irjuk fel a Kuhn—Tucker-feltételeket, és keressiik meg az egyensilyokat. Oldjuk meg az igy
kapott feltételrendszert.

8.2-10. Tekintsiink egy hdromszemélyes jatékot, ahol §; = S, = §3 = [0,1],
J1(x1, x2, x3) = (x1=x2)2+x3, folx1, X2, X3) = (32— x3)2 +x1 €8 f3(x1, %2, X3) = (x3—x1)* +x0.
Irjuk fel a Kuhn-Tucker-feltételeket.

8.2-11. Irjuk fel és oldjuk meg (8.9)-et al8.2-1/és a[8.2-8] gyakorlatokban bevezetett jité-
kokra.

8.2-12. Irjuk 4t [8.2-8] gyakorlat Kuhn-Tucker-feltételeit (8.10) forméba, és oldjuk meg
Sket.

8.2-13. Trjuk fel a[8.1-1 gyakorlatban bevezetett véges jaték kevert bGvitését.

8.2-14. Trjuk fel és oldjuk meg (8.10)-et a/8.2-13. gyakorlatban bevezetett jatékra.

8.2-15. Irjuk fel a/8.1-3] gyakorlatban bevezetett jaték kevert bavitését. Irjuk fel és oldjuk
meg az erre a jatékra vonatkozé (8.22)-6t, haa =5és 5 = 3.

8.2-16. Oldjuk meg a8.2-15./ gyakorlatban bevezetett matrixjiaték egyensilyi problémdjat
a fiktiv lejatszds médszerével.

8.2-17. Vegyik az A = _f _i és B = _i _; métrixokkal adott bimétrix-
jatékot. Oldjuk meg ezt a bimatrix-jatékot a 8- 1. gyakorlatban meghatdrozott médszerrel.
01 5
8.2-18. Oldjuk megazA =| -1 0 -3 ] szimmetrikus matrixjdték egyensilyi problé-
-5 3 0

mdjét linedris programozéssal.
8.2-19. Oldjuk meg[8.2-18.|gyakorlatot a fiktiv lejatszas médszerével.
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8.2-20. Trjuk fel a (8.9) Kuhn—Tucker-feltételeket a/8.2-18 gyakorlatra.

8.2-21.x Tekintsiik az A = ( _i g ) ) matrixjatékot. Oldjuk meg az A matrixjaték
egyensulyi problémadjat linedris programozassal, a fiktiv lejatszds mddszerével, és irjuk fel
a Kuhn-Tucker-feltételeket. Utmutatds. El6szor hatdrozzuk meg az ekvivalens szimmetri-
kus madtrixjatékot.

8.2-22. Trjuk fel linedris programozasi feladatként az A = ( ; % )métrisziték egyensulyi
problémadjat.

8.2-23. Irjuk fel egy linedris programozési feladat megolddsat a fiktiv lejatszds médszeré-
vel, és oldjuk meg az igy kapott médszerrel a kovetkezd linedris programozasi feladatot:

X1 +x — max

X, x > 0

IA
~

3)(1 + X»

IA
~

X1 + 3)62

8.2-24. Oldjuk meg a 8.2-21./ gyakorlat linearis programozasi feladatit a fiktiv lejatszds
mdédszerével.

8.2-25. Oldjuk meg a|8.2-18. gyakorlatot a Neumann-modszerrel.

8.2-26. Oldjuk meg al8.2-21./ gyakorlatot a Neumann-mddszerrel.

8.2-27. Oldjuk meg al8.2-16. gyakorlatot a Neumann-mddszerrel.

8.2-28.x Ellendrizziik a [8.2-25., [8.2-26./ és [8.2-27.| gyakorlatok eredményeit tigy, hogy a
(8.21) linedris programozasi feladat feltételrendszerének érvényességét megvizsgaljuk nulla
célfiiggvényérték mellett. Utmutatds. Minek valasszuk a-t és -t?

8.2-29. Tsmételjiik meg al8.2-23. gyakorlatot a Neumann-mddszerrel.

8.2-30. Legyenek N = 2, S1 =8, = [0, 10], fl(xl,xz) = f2()€1,)€2) = 2)61 + QXQ - (Xl +
x2)?. Mutassuk meg, hogy mindkét kifizetdfiiggvény szigort konkdv (x; szerint fi, és x,
szerint f>). Bizonyitsuk be, hogy ennek a jatéknak végtelen sok egyensilya van, tehat a
kifizetSfiiggvények szigord konkavitdsabdl nem kévetkezik az egyensuly egyértelmiisége.
8.2-31. Lehet-e egy matrixjaték 4tldsan szigordan konkdv?

8.2-32. Tekintsiik azt a kétszemélyes jatékot, ahol a stratégiahalmazok §; = S, = [0, 1], a
kifizetSfiiggvények fi(x1,x2) = —2x7 + x1(1 — x2), fo(x1, x2) = =3x3 + x2(1 — x1). Mutassuk
meg, hogy ez a jaték kielégiti a'8.16. tétel feltételeit.

8.2-33. Oldjuk meg a8.2-32. gyakorlatot a (8.47)—(8.48)-ban adott algoritmussal.

8.3. Az oligopol feladat

Az eddigiekben dltaldnos médszereket mutattunk be az egyensiilyi probléma megolddsara.
Majdnem minden specidlis jatékosztilyra vannak azonban olyan specidlis médszerek, me-
lyek az adott jatékosztily tagjaira alkalmazhaték. Ezen fejezet tovabbi részében egy spe-
cialis jatékot, az oligopol jdatékot vessziik goércsd ald. Az oligopol jaték egy olyan val6s
helyzetet ir le, amikor N véllalat azonos terméket gydrt vagy azonos szolgaltatdst kindl.
Ez a modell a klasszikus Cournot-modellként ismert. A jatékosok stratégidi az x; gyartasi
mennyiségek, melyek az §; = [0, L;] stratégiahalmazokbdl valdk, ahol L; az adott jatékos
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(vdllalat) gyartdsi kapacitdsanak felsd hatdra. Feltessziik, hogy a p(s) piaci 4r az Osszesen
gydrtott s = x1 + xp + - - - + xy mennyiségtol fligg, és minden jatékos ¢, (x;) gyartdsi koltsége

2oz

csak a sajat gyartasi szintjétSl fligg. A vallalatok profitfiggvényei:

N

FelXrs o XN) = Xp [Z x/) — () - (8.50)

=1

Tehdt definidltuk a G = {N;S1,...,Sn; f1,. .., fv} jatékot.
Fel szokés tenni, hogy a pés ¢, (k= 1,2,..., N) fliggvények kétszer folytonosan diffe-
rencidlhatdk, tovabba

1. p'(s) <0

2. p'(s)+xp’(s) <0

3. () —c/(x) <0

minden k-ra, x; € [0, L;]-ra, és s € [0, Zfil L;]-re.

Az 1-3. feltételek mellett|8.3. tétel feltételei teljestilnek, tehat G-nek van legalabb egy
egyenstlya.

Legjobbvalasz-leképezések
Vegylik észre, hogy az sy = X4 X jelolés mellett a k jatékos kifizetSfliggvénye atirhatd a
kovetkezd formdba:
Xep (X + 81 — e(X) - (8.51)

Mivel S kompakt halmaz, és a kifizet6fiiggvény szigordan konkdv x; szerint, {gy rogzitett
s, mellett a Py jatékos profitmaximalizdld gyartdsi szintje egyértelmi, mely a k jitékos
legjobbvalasza — jeloljiik ezt By (sy)-val.

Kd&nnyen lathat6, hogy hdrom eset lehetséges: Bi(sx) = 0, ha p(si) —¢,(0) < 0, Br(sp) =
Ly, ha p(si + Ly) + Liep’ (i + Li) — ¢, (Li) 2 0, egyébként By(sy) az egyetlen megolddsa a
kovetkezd monoton egyenletnek:

Pk + x) + xep’ (s + x) — () = 0.
Tegyiik fel, hogy x; € (0, L;). Ekkor s; szerinti implicit derivdldssal
pPA+B)+Bp +xp ' (1+B)—¢/B, =0,
ahonnan

P+ xp”

B(s) = —————— .
k(sl\) 2p/ + xkp" _ C]/(/

Vegylik észre, hogy a 2-3. feltevések miatt
-1<B(s;)<0, (8.52)

mely egyenl6tlenség a toréspontok kivételével a masik két esetben is igaz.
A 8.2.1l pontnak megfeleléen vezessiik be a legjobbvalasz-leképezést:

B(xy,...,xy) = (Bl [Z x,],...,BN (Z x,]] . (8.53)

1#1 I#N
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A feladat a fenti leképezés fixpontjdnak megkeresése. Mdsik lehetdség, hogy bevezetiink
egy dinamikus folyamatot, amely konvergdl az egyensilyhoz.

A fiktiv lejatszas diszkrét médszeréhez hasonlé médszert dolgozunk ki, melyben min-
den vallalat kivalasztja a legjobb valaszat a versenytarsai el6z5 periédusban tett Iépéseire:

Xt + 1) = Bk(z x()  (k=12....N). (8.54)
I#k

(8.52) miatt l4that6, hogy (N = 2)-re a jobb oldalon 1év6 leképezés R? — R? kontrakcid, te-
hat konvergens. Azonban, ha N > 2, akkor a konvergencidt nem lehet garantdlni. Tekintsiik
most a fenti rendszer nyilvanvalé médositdsat valamilyen K > 0-val:

x(t+ 1) = x(0) + Kk(Bk(Z x(1)) — xi(1)) (8.55)
I#k
minden k = 1,2,..., N-re. Vildgos, hogy a fenti rendszer minden stabil dllapota egyenstly,
és bizonyithatd, hogy ha K; megfelelden kicsi, akkor az x;(0), x¢(1), x¢(2), ... sorozatok
konvergensek minden k = 1,2,..., N-ra, és az egyenslilyhoz konvergdlnak.

Tekintsiik most a (8.55) modell folytonos alkalmazasét, ahol (a Neumann-médszerhez
hasonléan) folytonos idSskalat tételeziink fel:

ial0) = Ki(Bi() (®) = u(0)  (k=1.2,....N). (8.56)
I#k
A kovetkezd eredmény a fenti rendszer konvergencidjardl szol.
8.20. tétel. Az 1-3. feltevések mellett a (8.56) rendszer aszimptotikusan stabil, azaz ha az

x1(0) kezdetiértéket az egyensiilyhoz elég kozelre vdlasztjuk, ekkor x;(t) tart az egyensiilyhoz
minden k-ra.

Bizonyitas. Elég azt megmutatni, hogy a (8.56) rendszer Jakobi-matrixdnak sajatértékei
negati{v valés szamok. Lathat6, hogy a Jakobi-matrix a kdvetkezd:

-K; Kb, - Kb
Kb,  —Kp, - Kb

y=| . . ], (8.57)
Kvby Kyby -+ —Ky

ahol by = B (¥ x1) az egyensilyban. (8.52)-bdl tudjuk, hogy —1 < by < 0 minden k-ra.
A J sajatértékeinek kiszamitdsa céljabdl sziikséglink van egy nagyon egyszerfi, &m anndl
hasznosabb tényre. Tegyiik fel, hogy az a és a b N valés komponensi vektorok. Ekkor
detd+ab’)=1+b"a, (8.58)
ahol I az N-edrendl egységmatrix. (8.58) egyenlotlenség teljes indukcidval kénnyen bizo-
nyithato. (8.58)-at felhaszndlva, a J métrix karakterisztikus polinomja:
#(1) det(J — AI) = det(D + ab” — AT)
= det(D — ADdet(I + (D — AT)tab’)
= det(D - AD[1 + b7 (D - AD)'a]

N Kby
= M, (-K(l+b) =D+ Yy —— T,
re1 (CKi(1 + b = DI ;_Kk(l+bk)—/1
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ahol a kovetkez6 jeldléseket haszndltuk:

Kib
K2b2 —Kl(l +b1)

a= ,bl=(,1,...,1), D=
KNbN KN(l + bN)

Az elsé tényezd gyokei negativak: 4 = —Kj (1 + by), a kovetkezd egyenlet gyokei adjdk a
tobbi sajatértéket:

Vegyiik észre, hogy k6zos nevezdre hozva és a tagokat 6sszeadva az

m a
1 = .
+;ﬁk+ﬂ 0 (8.59)

egyenlség adddik, ahol ay, B > 0, és B1 < B2 < - -+ < B,,. Ha g() jeldli a bal oldalt, akkor
a A = —B-k a pélushelyek és

li D=1, i ) ==

/l~1>r;;;noo g( ) ’ /l—>1—,IBI,}iO g( ) £00,

m
=y D%,
B+

igy g(1) az értelmezési tartomdnydnak tetszSleges intervallumdn szigoriian monoton fogyo.
A fuggvény grafikonja al8.7. abran lathatd. Vegyiik észre, hogy (8.59) ekvivalens egy m-
edfokd polinom egyenletével, tehat m komplex (esetleg) valds gytke van. A g(A) fliggvény
tulajdonsagai miatt egy gyok kisebb mint —f;, és egy-egy gyok van —B; és —S.1 kozott
minden k = 1,2,...,m — 1 esetén. Tehdt minden gyok negati{v valds szdm. [ ]

(8.55) — az 4ltalanos diszkrét modell — azonos médon vizsgdlhat6é. Ha K, = 1 minden
k-ra, akkor (8.55) visszavezethetd a (8.54) egyszer(i dinamikus rendszerre.
8.21. példa. Elsd oligopol jdték. Tekintstink egy haromszemélyes oligopol jatékot, ahol az arfiiggvény

2-2s—s, ha 0<s<+3-1,
p(s) = o<
0 egyébként ,

a stratégiahalmazok S| = S, = §3 = [0, 1], a koltségfiiggvények
alw) =kg +x  (k=1,23).
A P, véllalat profitja a kovetkezo:
x(2 = 25 — 87) = (kxp + xp) = X2 = 20, — 28 — Xp — 2x3.8, — 5) — kx; — X .

A P, véllalat legjobbvalasz-fiiggvényét a kvetkezSképpen kapjuk. A8.3! alfejezet elején vazolt mod-

szert kovetve, a kovetkezd harom esetet kiilonboztetjilkk meg. Ha 1 — 25, — si < 0, akkor x; = 0 a
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8.7. abra. A g(1) fuggvény gorbéje.

legjobbvdlasz. Ha (-6 — 3k) — 65, — 57 > 0, akkor x; = 1 a legjobbvalasz. Egyébként a legjobbvalaszt
a kovetkezd egyenlet adja meg:

0
— [x(2 = 2x, — 254 — si — 28X — x,f) - kxz — x¢]
(9xk
=2—4x — 25— s —dsx -3 —3kx; - 1=0,

ahol az egyetlen pozitiv megoldés

—(4+4s5)+ \/(4 + 4507 = 12(1 + k)(s2 + 25, — 1)

Xy = .

6(1 + k)
Miutén a legjobbvélaszokat megtaldltuk, kénnyedén megkonstrudlhatjuk barmelyik kordbban bemu-
tatott médszert.

Visszavezetés egydimenzios fixpont feladatra
Tekintsiink egy N vdllalatos (N személyes) oligopol jatékot, ahol p az arfiiggvény, és a ¢y
fuggvények a koltségfiiggvények k = 1,2,..., N esetén. Vezessiik be a

Wi(s, xi, i) = tkp(s — xp + 1) — c(t) (8.60)
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fuggvényt és definidljuk az
Xi(s) = {xplxx € Sp, Fr(s, xp, xp) = fIIE%X‘Pk(S, X 1)) 3.61)
k€O k

leképezést minden k = 1,2,..., N-re. Legyen tovdbba

N
X(s) = {ulu = Zxk, xe € Xi(s), k=1,2,...,N}. (8.62)
k=1

Vegylik észre, hogy ha s € [0, fo: 1 Li], akkor X(s) minden komponense ebbe az interval-
lumba esik, tehdt X egy egydimenziés pont-halmaz leképezés. Vildgos, hogy (x7,...,x})
pontosan akkor egyenstilya az N vdllalatos oligopol jitéknak, ha s* = Z,{Yzl x; fixpontja
X-nek, és minden k-ra x; € Xi(s*). Tehdt az egyensilyi problémdt leegyszer(sitettiik egy
egydimenzids pont-halmaz leképezés fixpont probléméjira. Ez jelentSs egyszerlsités, hi-
szen a legjobbvilaszok N dimenziés leképezések.

Ha az 1-3. feltételek teljestilnek, akkor X, (s) értéke egy egyelem@ halmaz minden s-re,

k-ra:
0, hap(s)-c(0)<0,
Xi(s)={ Li. hap(s) + Lipj(s) — (L) 2 0, (8.63)

*

z egyébként ,

ahol z* a kovetkezd monoton egyenlet egyetlen megolddsa a [0, L] intervallumon:
p(8)+zp'(s)—c(2) =0. (8.64)

A harmadik esetben a bal oldali kifejezés pozitiv z = O-ban, és negativ z = L;-ban, a 2-3.
feltételek miatt szigordan fogyd, tehdt egyetlen megoldds van.

Az egész [0, Zflzl L;] intervallumon X;(s) nemnovekvd konstans az elsd két esetben, és
szigorian fogy6 a harmadik esetben. Tekintsiik végiil az egydimenzids egyenletet:

N
ZXk(s) —5=0. (8.65)
k=1

s = 0-ban a bal oldal nemnegativ, s = ZQ’:l Ly-ban nempozitiv, szigorian fogyd. Tehat
egyetlen megoldas van (az X fixpontja), mely megoldds barmely egydimenziés egyenlet-
megoldé mddszerrel megkaphato.

Legyen [0, S ,qx] @ (8.65) megolddsdnak értelmezési tartomdnya. K felez6 1épés utan a
pONtossdg spac/2X, mely kisebb, mint az € > 0 hibahatdr, ha K > log, (S max/€)-

8.22. példa. Mdsodik oligopol jdték. Tekintsiik megint a/8.21. példdban latott haromszemélyes oligo-
pol jatékot. (8.63)-bdl

0, ha 1-25s—s2<0,
X(s)=3 1, ha —(1+3k)—-4s—s>20,
z¥  egyébként

ahol z* a
3k +z2s+2) + (-1 +2s+ %) =0

egyenlet egyetlen megolddsa. Az els§ eset akkor kovetkezik be, ha s > V2 - 1, a masodik eset soha
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nem kovetkezik be, mig a harmadik eset az egyetlen pozitiv megoldas:

*

_ —(25+2)+ 25+ 22 — 12k(=1 + 25 + 5?)

ok (8.66)

Végiil (8.65) specidlis formaja

s=0.

Z —(s+ 1)+ /(s + 1)2=3k(=1 + 25 + s?) ~

3
= 3k

Az intervallumfelezéses médszeren alapuld program a kovetkezd megolddst adja: s* ~ 0.2982. (8.66)-
bdl az egyensiilyi stratégidk: x} =~ 0.1077, x3 =~ 0.0986, x3 ~ 0.0919.

A Kuhn-Tucker-feltételeken alapulé modszerek
Vegyiik észre, hogy az N személyes oligopol jatékok esetében S = {xx|xx > 0, Ly —x; > 0},
tehdt vélaszthatjuk a

X
g () = (L k ) (8.67)
k — Xk
fuggvényeket. Mivel a kifizet6fiiggvények
Jilxrs oo xn) = xep( + 5) — ex(Xe) (8.68)

a (8.9) Kuhn-Tucker-feltételek a kovetkezd format 6ltik, ahol a két komponensti vektor uy

komponensei ul((l) és uf), ésmindenk = 1,2,..., N indexre
@1 ()
u, ', uy >
Xk =
Li—x = (8.69)

’ ’ 1 2
PO %) + xep (S x0) = e + @, u ()
u,(‘,l)xk + uf)(Lk - Xi)

el el eoNeNe)

Két lehet&ségiink van: vagy megkeressiik (8.69) egy megengedett megolddsat, vagy atirjuk
(8.69)-et (8.10) alakd optimumszamitasi feladattd, mely ebben a specidlis esetben

Zszl(u;{ka + u,((z)(Lk — X)) — min
uu? > 0(k=1,2,...,N)
xx > 0(k=12,...,N) (8.70)
Li-xx > 0(k=1,2,...,N)
PN )+ xap (EE 1) - o) +ul’ —u? = 0(k=1,2,...,N).

A (8.69) vagy (8.70) szadmitdsi koltsége a p és a ¢, fliggvények tipusdtdl fiigg. Nem
adhat¢ altalanos jellemzés.
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8.23. példa. Harmadik oligopol jdték. A8.21.Ipélddban bevezetett jaték esetén (8.70) alakja

3
Z(uf)xk + uf)(l - X)) — min
=1

uél), uf) > 0

xx = 0

-, > O

1—2s— 83— 2x, — 2x35 — 3kxf + u,(cl) - uf) = 0

1Y

X1+ X2+ X3 =
Egy professziondlis optimalizdciés program haszndlatdval a kovetkez6 megoldast kaptuk:

xy ~0.1077, x5 ~0.0986, x} ~0.0919,

‘o D _ @ _
ésu, =u” =0.

Visszavezetés komplementer feladatokra

Ha (x7,...,x}) egyensily egy N személyes oligopol jitékban, akkor rogzitett x7,...,
Xy 1 Xpaqs -0 Xy €setén xp = xF maximumhelye a P jdtékos fi kifizetSfiiggvényének.
Tegyiik fel, hogy az 1-3. feltételek teljesiilnek, fi konkdv x;-ban, igy x} pontosan akkor
maximumbhelye f;-nak, ha az egyenstlyban

<0, ha x=0
a 3 _— b ]‘ b
6’—ﬁ(x*) ={ = ha 0<x} <,
Xk >0, ha x; =L .

Vezessiik be a

(=0, ha x>0,
"1 20, ha x=0

_ =0, ha X < Ly,
Vi = 20, ha kuLk

tilesordulds véltozdkat és legyen
Wi = Lk — X . (871)

(8.71) az egyensilyban &tirhat6, mint

%(X)—vk+zk =0. (8.72)
6)6/(

A tulcsordulds vdltozdok definicidja miatt
uxe =0, (8.73)
vwr =0 . (8.74)
A nemnegativitasi feltételt hozzavéve

Xpes T Vi W 2 0 (8.75)
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mely esetben a (8.71)—(8.75) nemlinedris egyenl&tlenségrendszert kapjuk, mely ekvivalens
az egyensilyi feladattal.

A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy (8.71)—(8.75) atirhaté nemlineéris komplemen-
ter feladattd. Az ilyen feladatok megolddsara vannak kézismert médszerek. Vezessiik be a
kovetkezd jeloléseket:

3
v Ly g,—{.xx)
V2 L, ﬁ(x)
v=| . |, L= . |, hx)=| 7 ,
VN Ly 9n (x)

Oxy

_(x ; _(~h®) +v
t—(v), és g(t)—( L-x )

Ekkor a (8.72)—(8.75) rendszer atirhatd, mint

t > 0
gy =2 0 (8.76)
t'git) = 0.

A fenti feladat a nemlinedris komplementer feladatok szokésos formdja. Vegyiik észre,
hogy az utolsé feltétel azt koveteli meg, hogy komponensenként vagy t, vagy g(t), vagy
mindkettd nulla legyen.

(8.76) szamitdsi koltsége a benne 1€vs fiiggvények tipusatol, és a valasztott mddszertdl

fligg.

8.24. példa. Negyedik oligopol jdték. A 18.21.] példdban bevezetett haromszemélyes oligopol jaték
elemzésébdl kapjuk:

X1 -1+ 22?:1 X+ (Z?:l x,)z +2x1 + 2x1 Z?:l X+ 3}(% + v
X —1+2370 x+ (S x)? + 2% + 230 Y X+ 6x2 + v
BE? ) | U230 (S ) + 205+ 2x3 D X3 + 943 + v
t= é gt) = :
V1 1- X1
1% 1- X2
V3 1- X3

Linearis oligopol jatékok és kvadratikus programozas
Ebben a részben olyan N személyes oligopol jatékokat fogunk vizsgdlni, ahol mind az ar-
fliggvény, mind a koltségfiiggvények linedrisak:

p(s)=As+B, c(x)=bxx+c k=1,2,...,N),

ahol B, by, c, > 0, de A < 0. Tegyiik fel megint, hogy a stratégiahalmazok intervallumok:
[0, L;]. Ebben az esetben

filxr, o xy) = x(Axy + - + Axy + B) — (brxy + ¢i) (8.77)
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minden k-ra, igy

of
i(x) = 2Axk+AZx,+B—bk. (8.78)
0 I#k
A (8.71)—(8.75) feltételek ebben az esetben (nem az eredeti sorrendben):
2Axk+Ale+B—bk—Vk+Zk = 0
Ik
Xk = ViWg = 0
X+ W = Lk
XisVisZoowr = 0.

Vezessiik be a kovetkezd matrixot és vektorokat:

20 A - A B by
A 24 --- A B by
Q= . . , B= , b= . |,
A A - 24 B by
Vi wi 21 Ly
2] wy b4) L
V= , W= , z=| . |, é L=
VN WN IN Ly

Foglaljuk 6ssze a definidlt egyenl&tlenségeket:

Qx+B-b-v+z

X+ W
x'z=v'w
X,V,Z, W

(8.79)

com-o

vVl

A kovetkezdkben azt latjuk be, hogy Q negativ definit. Tetszbleges a = (¢;) nemnulla vek-

torra
a’Qa = 2Aza? +AZZa,~aj =A(Za,? + (Za,-)z) <0,
i iR i i
ahonnan kovetkezik a feltevésiink.

Vegyiik észre, hogy (8.79)-ben a kovetkezd, szigordan konkdv kvadratikus feladat
Kuhn-Tucker-feltételei vannak:

1x'Qx+(B-b)x — max

0<x < L. (8.80)

Mivel a megengedett megolddsok halmaza korldtos poliéder, és a célfiiggvény szigorian
konkdyv, igy a Kuhn—Tucker-feltételek sziikségesek és elégségesek is egyben. Kovetkezés-
képpen, az x* vektor pontosan akkor egyensily, ha (8.80) egyetlen optimélis megoldésa.
(8.80) megoldasara kozismert médszerek taldlhaték az irodalomban.

Mivel (8.79) egy konvex kvadratikus feladat, {gy annak megolddsdra ismeretesek mod-
szerek. A mddszerek koltsége kiillonbozd, tehdt (8.79) szadmitdsi koltsége a vdlasztott mod-
szertdl fugg.
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8.25. példa. Kétszemélyes oligopol jdték. Tekintsiink egy duopol jatékot (kétszemélyes oligopol jaté-
kot), ahol az arfiiggvény p(s) = 10 — s, a koltségfiiggvények c1(x;) = 4x; + 1 és ca(x) = xp + 1,2
kapacitédskorldtok L; = L, = 5. Azaz

8210, AZ—I, b1=4, bzzl, (,'1:(,'221.

-2 -1 10
o[ 4] wef) o

A kvadratikus programozdsi feladat:

Tehat,

Il
iy
—
==
=
I
—_———
)
S—

1

E(—2x% — 2X1Xp — Zx%) +6x;+9x, —

0<x <5
<

0<x,

Egyszerti derivdldssal lathaté, hogy a célfiiggvény feltételek nélkiili globdlis maximumdt az
(xr,x5)" = (1,4)" pontban veszi fel. Mivel ez a pont benne van a megengedett megolddsok hal-
mazaban, igy optimalis megoldasa a feladatnak, tehat a duopol jaték egyetlen egyensilya.

Gyakorlatok

8.3-1. Tekintsiink egy duopol jatékot, ahol §1 =S, = [0, 1], p(s) =2—-s5ésc1(x) = c2(x) =
x* + 1. Vizsgiljuk meg az (8.55)-ben megadott iteraciés eljards konvergencidjat.

8.3-2. Legyen N =2,51 =S5, = [0, L.5], cp(xx) = 1.5x; (k= 1,2) és

1.75-0.5s, ha 0<s<15,
p(s) =< 25—, ha 15<s<25,
0, ha 25<s

Mutassuk meg, hogy végtelen sok egyensiily van:

(. X05<x <1, 05<x,<1, xy+x=15}.

8.3-3. Tekintsiik a 8.3-1. gyakorlatban bevezetett duopol jatékot.

a. rjuk fel a legjobbvilasz-fiiggvényeket, és hatdrozzuk meg az egyensilyt. b. Tekint-
stik a (8.62)-ben bevezetett egydimenzids fixpont feladatot, és hatdrozzuk meg segitségével
az egyensiilyt. c. frjuk fel a (8.69) Kuhn-Tucker-feltételeket.

d. Trjuk fel a (8.76) komplementer feladatot.

Feladatok

§-1. Fiktiv lejatszds bimadtrix-jdtékokra

Altaldnositsuk a fiktiv lejatszds médszerét bimétrix-jdtékokra.
8-2. Fiktiv lejdtszds véges jdatékokra

Altalanositsuk a fiktiv lejatszds modszerét véges jatékokra.
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Megjegyzések a fejezethez

A jatékelmélet témakorében eddig csak 1994-ben osztottak (kozgazdasagi) Nobel-dijat. A
dfjazottak kozott volt John Nash, aki a réla elnevezett Nash-egyensuly fogalméért kapta a
dijat. Ezt a fogalmat Nash 1951-ben vezette be [14].

Egy madsik, szlikebb egyensilyfogalmat alkalmaz a visszafelé indukcid algoritmusa.
Ezen algoritmus Kuhn nevéhez kothetd és megtaldlhaté Kuhn é€s Tucker cikkében [9]. Mivel
ezen algoritmus a Nash-egyensulynal szigoribb feltételdi egyenstlyt hatdroz meg, az ezen
médszerrel kapott egyenstly egyben Nash-egyenstly is.

Az egyenstily megtaldldsdnak problémdja, illetve magdnak az egyensily létezésének
problémdja matematikailag a fixpontproblémanak feleltethetd meg. A kiilonbozé fixpont-
tételek — mint a Brouwer-féle [2], a Kakutani-féle [5], a Tarski-féle [25] — segitségével
bizonyithat6 az egyensily 1étezése bizonyos jatékosztilyokban. Az egyensily 1étezésének
bizonyitdsara Kakutani-féle fixponttétellel lasd a [16] cikket. Magédnak a fixpontnak (vagy
fixpontoknak) a megkeresésére is ismertek médszerek, 1dsd példaul a [24]] és [3] konyveket.
A legnépszeriibb 1étezési eredmény Nikaido és Isoda nevéhez flizédik [16].

A Fan-egyenl&tlenséget, mely szerepet jatszik a folytonos jatékok egyensulydnak jel-
lemzésében, részletesen targyalja konyvében Aubin [1]. A Kuhn-Tucker-feltételek leirdsa
megtaldlhaté Martos Béla konyvében [11]. A Kuhn—Tucker-feltételek eltérésvaltozdkkal
atirhaték nemnegativ egyenletrendszerré, mely rendszerek megolddsdra [24]] és [11] tartal-
maznak numerikus mddszereket.

A bimatrix-jatékok egyenstilyi problémdjdnak dtfrdsa kevert védltozds feladattd meg-
taldlhaté Mills [12] és Shapiro [21] cikkében. A bimdtrix-jatékok egyensilyi problémadja
felirhaté kvadratikus programozasi feladatként is (Idsd Mangasarian cikkét [10]).

A fiktiv lejatszds modszere megtaldlhaté részletesen Robinson cikkében [19]. A
Neumann-mddszer alkalmazdsakor differencidlegyenletet kell megoldanunk — ehhez a
Runge—Kutta-mddszert haszndltuk. Ennek a mddszernek a lefrdsa megtaldlhaté a [24]
konyvben.

Az atlésan szigord konkdv jatékok lefrasa Rosen cikkében [20] taldlhaté meg. Az N sze-
mélyes jatékok egyensilydnak numerikus meghatdrozasara Zuhovitzky, Polyak és Primak
[26] javasoltak numerikus modszert.

A klasszikus Cournot-modell dltaldnositdsdra nézve lasd Okuguchi és Szidarovszky
konyveit [17,18]. A18.20. tétel bizonyitdsa a [22] cikkben taldlhaté meg. A (8.58) lemma
bizonyitasara lasd a [18] monogréfidt. Az intervallumfelezéses mddszer leirdsat [24] tar-
talmazza. [6] olyan médszereket ir le, melyek alkalmasak nemlinearis komplementaritdsi
feladatok megolddsara. A (8.80) feladat megolddsa megtaldlhaté Hadley monografidjaban
[4]. A nemlinedris programozassal foglalkozik magyar nyelven Kovics Margit kinyve [8§].

A jatékelmélet klasszikus tankonyve Neumann Janos és Oscar Morgenstern miive [15].
Magyar nyelven 1986-ban Szidarovszky Ferenc és Molnar Sdndor [23], 1999-ben Kiss Béla
és Krebsz Anna [7], 2004-ben pedig Mészaros Jozsef [13] adtak kozre tankonyvet.
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