


III. FOLYTONOS OPTIMALIZÁCIÓ



El®szó

Ebben a részben a folytonos optimalizáció néhány területét tekintjük át.
Az els�o kötetbe a játékelmélettel foglalkozó nyolcadik fejezet került: ebben a fejezetben

a véges játékokat, a folytonos játékokat és az oligopol játékokat elemezzük.
A második kötetben fog megjelenni a sorbanállási modellekkel és algoritmusokkal,

valamint a bels�opontos lineáris programozási feladatokkal foglalkozó rész.



8. Játékelmélet (Szidarovszky Ferenc)

A m�uszaki és a gazdasági életben gyakori az olyan helyzet, melyben több döntéshozó egy-
mással ellentétes érdekeit kell �gyelembe venni egyidej�uleg, és a helyzet alakulása függ a
döntéshozók döntéseit�ol. Az ilyen helyzetek elemzésére az egyik legnépszer�ubb módszer és
modell a játékelméleten alapul.

Jelölje N a döntéshozók (a továbbiakban játékosok) számát, és minden k = 1, 2, . . . ,N
számra legyen Pk a k-adik játékos és S k a Pk játékos megengedett akcióinak halmaza. Az
sk ∈ S k elemeket Pk stratégiáinak nevezzük. S k a Pk játékos stratégiahalmaza. A játék
tetsz�oleges lejátszásában minden játékos választ egy stratégiát, ekkor az s = (s1, s2, . . . , sN)
vektort a játékosok szimultán stratégiavektorának hívjuk, ahol sk ∈ S k, k = 1, 2, . . . ,N.
Minden játékos megfeleltet minden s ∈ S = S 1×S 2×· · ·×S N szimultán stratégiavektornak
egy valós számot. Ez a valós szám minden játékos esetében tekinthet�o úgy, mint egy hasz-
nossági függvény értéke, mely értéket a játékos a játék adott kimeneteléhez hozzárendeli.
Ez a hasznossági függvény tükrözi az adott játékos értékelését a kimenetelekr�ol. Legyen Pk
tetsz�oleges játékos, ekkor ha fk(s) jelöli ezt az értéket, akkor az fk : S → R függvényt a Pk
játékos ki�zet�ofüggvényének, az fk(s) értéket Pk ki�zetésének, az ( f1(s), f2(s), . . . , fN(s))
vektort pedig ki�zet�ovektornak nevezzük. Az N szám, az S k halmazok, az fk ki�zet�ofügg-
vények (k = 1, 2, . . . ,N) összessége teljes kör�uen meghatároz egy N személyes játékot.
A továbbiakban az N személyes játék jelölésére a G = {N; S 1, S 2, . . . , S N ; f1, f2, . . . , fN}
jelölést fogjuk használni.

A G játék megoldása a Nash-egyensúly (a továbbiakban röviden egyensúly), amely egy
olyan s? = (s?1 , . . . , s?N) stratégiavektor, hogy minden k-ra
1. s?k ∈ S k;
2. Minden sk ∈ S k-ra

fk(s?1 , s?2 , . . . , s?k−1, sk, s?k+1, . . . , s?N) ≤ fk(s?1 , s?2 , . . . , s?k−1, s?k , s?k+1, . . . , s?N) . (8.1)

Az 1. feltétel szerint az egyensúly k-adik komponense megvalósítható stratégia Pk számára,
míg a 2. feltétel szerint egyik játékos sem tudja növelni a ki�zetését az által, hogy egyolda-
lúan eltér az egyensúlyi stratégiától. Más szavakkal, minden játékosnak az az érdeke, hogy
tartsa az egyensúlyt, hiszen ha bármely játékos eltér (egyoldalúan) az egyensúlytól, akkor
annak a ki�zetése nem n�o.
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8.1. ábra. Fogoly dilemma.

8.1. Véges játékok
Egy G játékot végesnek nevezünk, ha minden S k stratégiahalmaz véges sok stratégiát tartal-
maz1. A legismertebb kétszemélyes játék a fogoly dilemma, mely a következ�o példa tárgya.

8.1. példa. Fogoly dilemma. A két játékos két fogoly, akiket egy súlyos b�untett elkövetésének gya-
nújával vett �orizetbe a rend�orség, de az ügyészségnek még nincs elég bizonyítéka a vádemeléshez.
A két fogoly két különböz�o cellában van fogva tartva, így nem tudnak egymással kommunikálni. Az
ügyészség célja, hogy rávegye a foglyokat a hatóságokkal való együttm�uködésre, abból a célból, hogy
a szükséges bizonyítékok meglegyenek a vádemeléshez. Tehát N = 2, a stratégiahalmazok mind-
két játékos esetén kételem�uek: együttm�uködni (C), vagy nem együttm�uködni (N). Mindkét játékossal
külön-külön közölték, hogy ha csak az egyikük tesz vallomást, akkor a vallomást tev�o csak 1 éves, míg
a másik 10 éves börtönbüntetést kap. Ha mind a ketten vallomást tesznek, akkor mindketten 5 éves
börtönbüntetést kapnak, míg ha mindketten megtagadják a vallomást, akkor csak egy kevésbé súlyos
b�uncselekmény miatt ítélik el �oket, és mindketten 2 éves börtönbüntetést kapnak. Mindkét játékos-
nak az a célja, hogy minimalizálja a börtönben töltött id�ot, vagy ami ezzel ekvivalens, maximalizálja
a börtönben töltött id�o ellentettjét. A ki�zetésvektorokat a 8.1. ábra tartalmazza, ahol P1 stratégiáit
a sorok, míg P2 stratégiáit az oszlopok tartalmazzák, és minden ki�zetésvektorban az els�o érték P1
ki�zetése, míg a második szám P2 ki�zetése.
A ki�zetéseket összehasonlítva világos, hogy csak a (C,C) stratégiapáros lehet egyensúly, mivel

f2(N,N) = −2 < −1 = f2(N,C) ,
f1(N,C) = −10 < −5 = f1(C,C) ,
f2(C,N) = −10 < −5 = f2(C,C) .

A (C,C) stratégiapáros tényleg egyensúly, mivel

f1(C,C) = −5 > −10 = f1(N,C) ,
f2(C,C) = −5 > −10 = f2(C,N) .

Ebben a játékban egyetlen egyensúly van.

Az egyensúly létezése általában nem garantált, és ha létezik egyensúly, akkor sem fel-
tétlenül egyetlen.

1A játék de�níciója szerint a játékosok száma is véges. A fordító.
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8.2. ábra. Játék, melyben nincs egyensúly.

8.2. példa. Játék, melyben nincs egyensúly. Módosítsuk a 8.1. ábra ki�zetéseit úgy, ahogy az a 8.2.
ábrán látható. Könnyen látható, hogy a módosított játékban nincs egyensúly:

f1(N,N) = 1 < 2 = f1(C,N) ,
f2(C,N) = 4 < 5 = f2(C,C) ,
f1(C,C) = 0 < 2 = f1(N,C) ,
f2(N,C) = 1 < 2 = f2(N,N) .

Ha a ki�zetések minden kimenetelre megegyeznek, akkor több egyensúly is van a já-
tékban: minden stratégiapár egyensúly.

8.1.1. Leszámlálás
Jelölje továbbra is N a játékosok számát, és � a kényelmes jelölés kedvéért � jelölje
s(1)

k , . . . , s(nk)
k a Pk játékos megengedett stratégiáit. Tehát S k = {s(1)

k , . . . , s(nk)
k }. Egy s =

(s(i1)
1 , . . . , s(iN )

N ) stratégiavektor pontosan akkor egyensúly, ha minden k = 1, 2, . . . ,N és min-
den j ∈ {1, 2, . . . , nk} \ ik esetén

fk(s(i1)
1 , . . . , s(ik−1)

k−1 , s( j)
k , s(ik+1)

k+1 , . . . , s
(iN )
N ) ≤ fk(s(i1)

1 , . . . , s(ik−1)
k−1 , s

(ik)
k , s(ik+1)

k+1 , . . . , s
(iN )
N ) . (8.2)

Vegyük észre, hogy véges játékok esetén (8.1) leegyszer�usödik (8.2)-re.
A leszámlálás alkalmazásakor ellen�orizzük a (8.2) egyenl�otlenséget az összes lehetsé-

ges s? = (s(i1)
1 , . . . , s(iN )

N ) N-esre úgy, hogy megvizsgáljuk a (8.2) egyenl�otlenség érvényes-
ségét minden k-ra, minden j-re. Ha az ellen�orzés sikeres, akkor s? egyensúly, ellenkez�o
esetben s? nem egyensúly. Ha az ellen�orzés alatt egy rögzített s?-ra találunk olyan k-t és j-t,
hogy (8.2) nem teljesül, akkor s? nem egyensúly, így elhagyhatjuk az ellen�orzést minden
további k-ra és j-re. Ez egy nagyon egyszer�u algoritmus, mely N + 2, egymásba ágyazott,
az i1, i2, . . . , iN , k és j változókat használó ciklusból áll.

A szükséges összehasonlítások száma legfeljebb


N∏

k=1
nk




N∑

k=1
(nk − 1)

 .

A gyakorlatban azonban az összehasonlítások száma ennél sokkal kisebb lehet, hiszen ha
(8.2) nem teljesül valamilyen j-re, akkor az adott stratégiavektor esetén nem kell további
összehasonlításokat tenni.

Az algoritmus pszeudokódja a következ�o:
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Ĺ́(s(i1)
1 , . . . , s(iN )

N )
1 for i1 ← 1 to n1
2 do * for i2 ← 1 to n2

. . .

3 do * for iN ← 1 to nN
4 kulcs← 0
5 for k ← 1 to N
6 for j← 1 to nk
7 if (8.2) nem teljesül *
8 then kulcs← 1 *
9 folytassuk a 8-adik utasítással

10 if kulcs = 0 *
11 then * (s(i1)

1 , . . . , s(iN )
N ) egyensúly

12 print "A bemenet nem egyensúly"

A következ�okben a kétszemélyes játékokat (N=2) vizsgáljuk, és bevezetjük az (n1×n2)-
es A(1) és A(2) mátrixokat, melyek elemei A(1)(i, j) = f1(i, j), illetve A(2)(i, j) = f2(i, j). Az
A(1), A(2) mátrixokat ki�zet�omátrixoknak nevezzük. Az

(
s(i1)

1 , s(i2)
2

)
stratégiavektor pontosan

akkor egyensúly, ha az (i1, i2) elem az A(1) mátrixban a saját oszlopában, és az A(2) mátrix-
ban a saját sorában a legnagyobb. Ha f1 = − f2, akkor a játékot zérusösszeg�u játéknak
nevezzük, és A(1) = −A(2), tehát a játékot teljes kör�uen leírja A(1), a P1 játékos ki�zet�omát-
rixa. Ebben a speciális esetben az (s(i1)

1 , s(i2)
2 ) stratégiavektor pontosan akkor egyensúly, ha

az (i1, i2) elem az A(1) mátrixban a saját oszlopában a legnagyobb, és a saját sorában a legki-
sebb. A zérusösszeg�u játékok egyensúlyára a nyeregpont elnevezés is használatos. Világos,
hogy ebben az esetben az egyensúly megtalálása a leszámlálás módszerével leegyszer�usö-
dik, hiszen csak egy mátrixszal kell foglalkozni.

The simpli�ed algorithm is as follows:

N

1 for i1 ← 1 to n1
2 do for i2 ← 1 to n2
3 kulcs← 0
4 for j← 1 to n1
5 if a(1)

ji2 > a(1)
i1i2

6 then kulcs← 1
7 folytassuk a 12-edik sorban
8 for j← 1 to n2
9 do if a(2)

i1 j > a(2)
i1i2

10 then kulcs← 1
11 folytassuk a 12-edik sorban
12 if kulcs = 0 then "(s(1)

i1 , s(2)
i2 ) egyensúly"
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8.1.2. Véges fákkal ábrázolt játékok
Számos véges játék rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy ábrázolható olyan irányított
véges fával, melynek a következ�o tulajdonságai vannak:
1. a fa gyökeres, és a játék ennél a csúcsnál kezd�odik;
2. a fa minden csúcsához tartozik egy játékos, és ha a játék elér egy csúcsot, akkor a

csúcshoz tartozó játékos kiválaszt egy élt, mely az adott csúcsból indul ki, így dönt arról,
hogy miként folytatódik a játék. Ekkor a játék a kiválasztott él végpontjánál folytatódik;

3. minden levélhez tartozik egy valós, N komponens�u vektor, mely vektor tartalmazza az
egyes játékosok ki�zetéseit, ha a játék ebben a levélben ér véget;

4. minden játékos ismeri a fát, tudja, hogy mely csúcsokhoz van rendelve, és tudja, hogy
milyen ki�zetések tartoznak az egyes levelekhez.
Például a sakk játék rendelkezik a fenti tulajdonságokkal. A sakkot két játékos játssza

(N = 2), a csúcsok a lehetséges állások a sakktáblán, egyszer a világossal játszó, egyszer a
sötéttel játszó játékos szempontjából. Adott csúcsból kiinduló élek jelentik azokat a lépése-
ket, melyeket a csúcshoz rendelt játékos (aki lép) megtehet. A levél olyan állás a sakktáblán,
mellyel a játék véget ér. A ki�zetések az {1, 0,−1} halmazból valók, ahol 1 azt jelenti, hogy
világos gy�ozelmével, 0 azt jelenti, hogy döntetlennel, −1 azt jelenti, hogy sötét gy�ozelmével
ért véget a játék.
8.1. tétel. Minden, véges fával ábrázolható játéknak van legalább egy egyensúlya.
Bizonyítás. Abból a célból bizonyítjuk itt be ezt a tételt, hogy egy praktikus algoritmust
mutassunk az egyensúly megtalálására. A bizonyítás indukción alapul, melyet annyiszor
ismétlünk, amennyi a játék csúcsainak száma. Ha a játéknak csak egyetlen csúcsa van, akkor
értelemszer�uen ez az egyetlen csúcs egyensúly.

Tegyük fel, hogy a tétel igaz minden olyan játékra, ahol a csúcsok száma kisebb, mint
n (n ≥ 2), és nézzük azt a T0 játékot, melynek n csúcsa van. Legyen r0 a T0 játék gyökere,
és legyenek r1, r2, . . . , rm (m < n) azok a csúcsok, melyeket él köt össze r0-lal (r0 gyere-
kei). Jelölje T1,T2, . . . , Tm a T0 olyan diszjunkt részfáit, melyek gyökerei r1, r2, . . . , rm a
sorrendnek megfelel�oen (tehát r2 T2 gyökere). Ekkor minden részfának kevesebb, mint n
csúcsa van, így mindegyiknek van egyensúlya (indukciós feltevés). Tegyük fel, hogy Pk
tartozik az r0 csúcshoz, legyenek e1, e2, . . . , em az egyes részfákhoz tartozó egyensúlyoknak
a Pk játékoshoz tartozó ki�zetései (tehát a Tm részfa egy egyensúlyában Pk-nak em a ki�ze-
tése), és legyen e j = max{e1, e2, . . . , em}. Ekkor a Pk játékos az r j csúcsba lép a gyökérb�ol,
és azután folytatódik a játék a T j részfában létez�o egyensúllyal2.

Az el�oz�o tétel bizonyítása egy dinamikus programozás típusú algoritmust sugall, mely
algoritmust visszafelé indukciónak nevezünk. Az algoritmus kiterjeszthet�o általánosabb
esetre is, mely esetben a fának véletlen csúcsai vannak, melyekb�ol a játék egy rögzített,
diszkrét eloszlásnak megfelel�oen véletlenszer�uen folytatódik.

A fenti algoritmus a következ�oképpen mutatható be formálisan. Tegyük fel, hogy a csú-
csok úgy vannak megszámozva (természetes számokkal), hogy ha a j az i csúcs rákövetke-
z�oje, akkor i < j. A gyökérnek a legkisebb, az 1-es számot kell kapnia, a legnagyobb szám

2Nem minden egyensúly kapható meg ezzel a módszerrel, de az ezzel a módszerrel kapott egyensúlyok ki�zet�o-
vektorai megegyeznek egymással. A fordító.
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(n) az egyik levélhez tartozik. Jelölje J(i) azon j csúcsok halmazát, melyekre van olyan él,
mely i-b�ol j-be megy (i gyerekeinek halmaza). Minden i levél esetén J(i) üres halmaz. Je-
lölje továbbá p(i) = (p(i)

1 , . . . , p(i)
N ) a ki�zet�ovektort, mely az i levélhez tartozik. Végül, ki-vel

jelöljük azt a játékost, aki az i csúcshoz tartozik. Az algoritmus az utolsó csúcsnál (n-nél)
kezd�odik, majd visszafelé lépeget n, n− 1, n− 2, . . . , 2 és 1 sorrendben. Vegyük észre, hogy
n egy levél, és rendeljük hozzá a p(n) vektort. Ha az algoritmusban a következ�o csúcs (i)
is levél, akkor rendeljük hozzá a p(i) vektort, ha i nem levél, akkor keressük meg a legna-
gyobb értékeket a p( j)

ki
, j ∈ J(i) számok közül. Tegyük fel, hogy a legnagyobb érték a ji

csúcsban van, ekkor hozzárendeljük a p(i) = p( ji) vektort az i csúcshoz, és továbblépünk az
i − 1 csúcsba. Miután minden p(n), p(n−1), . . . ,p(2) és p(1) vektort meghatároztunk, a p(1)

vektor tartalmazza a ki�zetéseket az egyensúlyban, és az egyensúlyi út a következ�o csúcsok
mentén halad:

1→ i1 = j1 → i2 = ji1 → i3 = ji2 → . . . ,

amíg egy levélbe el nem értünk. Így megkaptuk az egyensúlyi utat.
Minden csúcsnál az összehasonlítások száma a csúcsból kiinduló élek száma mínusz 1.

Tehát az algoritmusban az összehasonlítások száma az élek száma mínusz n.
Az algoritmus pszeudokódja a következ�o.

F-́

1 for i← n to 1
2 p( ji)

Ki
← max{p(l)

Ki
, l ∈ J(i)}

3 p(i) ← p( ji)

4 addig nyomtassuk az 1, i1(= j1), i2(= ji1 ), i3(= ji2 ), . . . sorozatot,
amíg a végpontot el nem érjük

8.3. példa. Véges fa. A 8.3. ábrán egy véges fa látható. Minden bels�o csúcsnál egy kis kör látható, mely
tartalmazza annak a játékosnak a jelét, aki az adott csúcshoz tartozik. A leveleknél láthatók a ki�ze-
t�ovektorok. Ebben a játékban három játékos van, tehát a ki�zet�ovektoroknak három komponense van.
El�oször megszámozzuk a csúcsokat úgy, hogy minden él kiindulópontjának kisebb legyen a száma,
mint a végpontjának. Ezeket a számokat tartalmazzák a csúcsok alatt látható négyzetek. Minden i
csúcs esetén igaz, hogy ha i ≥ 11, akkor i levél, tehát a visszafelé indukciót a 10-es számú csúcsnál
kezdjük. Mivel a 10-es csúcshoz P3 tartozik, így a (2, 0, 0) és az (1, 0, 1) ki�zet�ovektorok harmadik
komponenseit kell összehasonlítanunk, mivel ezen két ki�zet�ovektor tartozik azokhoz a levelekhez,
melyekbe megy él a 10-es csúcsból. Mivel 1 > 0, ezért P3 legjobb választása a 22-es csúcs. Tehát
j10 = 22, és p(10) = p(22) = (1, 0, 1). Ezután a 9-es csúcsot vizsgáljuk meg. A p(19) és a p(20) vektorok
harmadik komponensét összehasonlítva világos, hogy P3 a 20-as csúcsot választja, így j9 = 20, és
p(9) = p(20) = (4, 1, 4). Az ábrán a játékosok választásait a vastagított élek jelzik. Az eljárást a fenti lo-
gika szerint folytatva a 8, 7, . . . , 1 csúcsokra, végül megkapjuk az 1-es csúcshoz tartozó p(1) = (4, 1, 4)
ki�zet�ovektort, és az

1→ 4→ 9→ 20
egyensúlyi utat.

Gyakorlatok
8.1-1. Egy vállalkozó (E) belép a piacra, amelyet egy áruházlánc (C) tart ellen�orzése alatt.
A két szerepl�o vetélkedése egy kétszemélyes játék. Az áruházlánc stratégiái a megengedés
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(1, 2, 0)

(2, 3, 3)

(2, 1,−2)

(0, 0, 0)

(2,−1, 3)

(−1,−1,−1)

(−1,−1,−1)

(0,−3, 1)

(3, 2, 2)

(4, 1, 4)

(2, 0, 0)

(1, 0, 1)

8.3. ábra. Egy játékfa.

(S), amikor az áruházlánc megengedi, hogy a vállalkozó m�uködjön a piacon, és az elutasítás
(T), amikor igyekszik kiszorítani a vállalkozót a piacról. A vállalkozó stratégiái a maradás
(I), amikor a vállalkozó a piacon marad, és a kilépés (L), amikor a vállalkozó elhagyja a
piacot. A ki�zetések a 8.4. ábrán láthatók. Keressük meg az egyensúlyt.
8.1-2. Egy vásárló egy három darabból álló készüléket vásárol a következ�o feltételekkel:
ha minden darab jó, akkor a vev�o �zet az eladónak α forintot, egyébként az eladó �zet a
vev�onek β forintot. Miel�ott az eladó eladná az árut, ellen�orizheti bármely darabot, de az el-
len�orzés költsége darabonként γ forint. Tekintsünk egy kétszemélyes játékot, ahol az eladó
a P1 játékos, stratégiái 0, 1, 2, 3 (az ellen�orzött darabok száma), míg az áru a P2 játékos,
stratégiái 0, 1, 2, 3 (hány darab hibás). Mutassuk meg, hogy ha feltesszük, hogy minden da-
rab azonos valószín�uséggel hibás, akkor a 8.5. ábrán P1 ki�zet�omátrixa látható.
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I L
S 2 5
T 0 5
A C játékos ki�zetései

I L
S 2 1
T 0 1
Az E játékos ki�zetései

8.4. ábra. A 8.1-1. gyakorlat adatai.

2-es játékos
0 1 2 3

1-es játékos

0
1
2
3

α

α − γ
α − 2γ
α − 3γ

−β
− 2

3β − γ
− 1

3β − 5
3γ

−2γ

−β
− 1

3β − γ
− 4

3γ

− 4
3γ

−β
−γ
−γ
−γ

8.5. ábra. A 8.1-2. gyakorlat adatai.

S

I

T

L

E

C

(5, 1)

(2, 2)

(0, 0)

8.6. ábra. A 8.1-5. gyakorlat játéka.

8.1-3. Tegyük fel, hogy a 8.1-2. gyakorlatban bevezetett játékot úgy módosítjuk, hogy P2
ki�zetései P1 ki�zetéseinek az ellentettjei. Adjuk meg az α, β, γ paraméterek függvényében
az egyensúlyok számát. Határozzuk meg az egyensúlyt minden esetre.
8.1-4. Tegyük fel, hogy a 8.1-2. gyakorlatban bevezetett játékban P2 ki�zet�ofüggvénye az
áru értéke (V, ha minden darab jó, egyébként 0). Van-e egyensúlya ennek a játéknak?
8.1-5. Nézzük a 8.6. ábrán látható fát, mely a 8.1-1. gyakorlatban bevezetett játék fája. Ke-
ressük meg a fenti játék egyensúlyát visszafelé indukcióval.
8.1-6. Mutassuk meg, hogy egy játékos esetében a visszafelé indukció a klasszikus dinami-
kus programozási módszerre egyszer�usödik.
8.1-7. Tegyük fel, hogy egy véges fával ábrázolt játékban néhány csúcs úgynevezett vélet-
len csúcs, ami azt jelenti, hogy a játék egy ilyen csúcsból egy következ�o csúcsba valamilyen
rögzített valószín�uséggel folytatódik. Mutassuk meg, hogy ebben az általánosabb esetben is
létezik egyensúly.
8.1-8. Nézzük a 8.3. ábrán adott játékot. Kétszerezzük meg P1 ki�zetéseit, változtassuk
ellentettjeire P2 ki�zetéseit, és ne változtassunk P3 ki�zetésein. Keressük meg ennek a mó-
dosított játéknak az egyensúlyát.



322 8. Játékelmélet (Szidarovszky Ferenc)

8.2. Folytonos játékok
Azokat a játékokat, ahol az S k stratégiahalmazok egy Rnk euklideszi tér összefügg�o részhal-
mazai, és a ki�zet�ofüggvények folytonosak, folytonos játékoknak nevezzük.

8.2.1. A legjobbválaszon alapuló fixpont módszerek
Algoritmikus szemszögb�ol nagyon intuitív és nagyon hasznos a következ�okben újrafogal-
mazni az egyensúly fogalmát. Minden Pk játékosra és minden s = (s1, s2, . . . , sN) ∈ S =

S 1 × S 2 × · · · × S N stratégiavektorra de�niáljuk a következ�o leképezést:

Bk(s) = {sk ∈ S k | fk(s1, s2, . . . , sk−1, sk, sk+1, . . . , sN)
= max

tk∈S k
fk(s1, s2, . . . , sk−1, tk, sk+1, . . . , sN)} , (8.3)

amely Pk legjobb választásainak halmaza, a többi játékos rögzített (s1, s2, . . . , sk−1,
sk+1, . . . , sN) stratégiái mellett. Vegyük észre, hogy Bk(s) nem függ sk-tól, Bk(s) csak a többi
játékos stratégiáitól, sl-t�ol (k , l) függ. Vegyük észre továbbá, hogy nincs garancia arra,
hogy minden s ∈ S 1 × S 2 × · · · × S N esetén létezik a maximum (8.3)-ban. Legyen ∑ ⊆ S
olyan részhalmaza S -nek, hogy Bk(s) nemüres halmaz minden k-ra, minden s ∈ ∑-ra. Az
s? = (s?1 , s?2 , . . . , s?N) szimultán stratégiavektor pontosan akkor egyensúly, ha s? ∈ ∑, és
s?k ∈ Bk(s?) minden k-ra. Bevezetve a Bk(s) = (B1(s), . . . , BN(s)) legjobbválasz-leképezést,
tovább egyszer�usíthet�o az egyensúly fogalmának formalizmusa.

8.2. tétel. Egy s? stratégiavektor pontosan akkor egyensúly, ha s? ∈ ∑ és s? ∈ B(s?) .

Tehát az N személyes játékok egyensúlyi problémája ekvivalens azzal a problémával,
hogy megtaláljuk egy halmazérték�u leképezés �xpontjait.

A �xpont feladat számítási költsége függ a �xpont feladat típusától, méretét�ol és a
választott számítási módszert�ol.

Az egyensúlyra vonatkozó � leggyakrabban használt � egzisztencia tételek olyan �x-
ponttételekre támaszkodnak, mint a Brouwer-, a Kakutani-, a Banach-, a Tarski-féle �x-
ponttétel. Bármely �xpontkeres�o algoritmus sikeresen alkalmazható egyensúlyok meghatá-
rozására.

A legnépszer�ubb egzisztencia tétel a Kakutani-féle �xponttétel egy nyilvánvaló alkal-
mazása.

8.3. tétel. Ha egy N személyes játékra minden k-ra teljesül, hogy
1. az S k stratégiahalmazok egy véges dimenziós euklideszi tér nemüres, zárt, korlátos,

konvex részhalmazai;
2. az fk ki�zet�ofüggvények folytonosak S -en;
3. az fk függvény konkáv az sk változó szerint, tehát rögzített (s1, . . . , sk−1, sk+1, . . . , sN)

mellett fk konkáv függvény,
akkor a játéknak van legalább egy egyensúlya.

8.4. példa. Els�o kétszemélyes játék. Tekintsünk egy kétszemélyes játékot (N = 2), ahol a straté-
giahalmazok S 1 = S 2 = [0, 1], a ki�zet�ofüggvények f1(s1, s2) = s1 s2 − 2s2

1 + 5, és f2(s1, s2) =
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s1 s2 − 2s2
2 + s2 + 3. El�oször mindkét játékos legjobbválasz-leképezéseit határozzuk meg. Mindkét

ki�zet�ofüggvény lefelé nyitott parabola, melyek csúcspontjai:

s1 =
s2

4 és s2 =
s1 + 1

4 .

Minden s1, s2 ∈ [0, 1] esetén ezek az értékek megvalósítható stratégiák, tehát

B1(s) =
s2

4 és B2(s) =
s1 + 1

4 .

Tehát az (s?1 , s?2 ) vektor pontosan akkor egyensúly, ha komponensei kielégítik a következ�o egyenl�osé-
geket:

s?1 =
s?2
4 és s?2 =

s?1 + 1
4 .

Könnyen látható, hogy az egyenl�oségek egyetlen megoldása:

s?1 =
1

15 és s?2 =
4

15 ,

tehát (s?1 , s?2 ) a játék egyetlen egyensúlya.

8.5. példa. Tengeri csatorna. Tekintsük egy tengeri csatorna egy bizonyos részét a [0, 1] interval-
lumnak. P2 egy tengeralattjáró, mely az s2 ∈ [0, 1] helyen rejt�ozik. P1 egy repül�ogép, mely bom-
bázhat bármely s1 ∈ [0, 1] helyet. A bombázó a tengeralattjárónak αe−β(s1−s2)2 kárt okoz. Így egy
speciális kétszemélyes játékot de�niáltunk, ahol S 1 = S 2 = [0, 1], f1(s1, s2) = αe−β(s1−s2)2 és
f2(s1, s2) = − f1(s1, s2). Ha rögzítjük s2-t, akkor f1(s1, s2) felveszi maximumát az s1 = s2 helyen, tehát
P1 legjobbválasz-leképezése: B1(s) = s2. P2 minimalizálni akarja f1(s1, s2)-t, mely akkor következik
be, ha |s1 − s2| a lehet�o legnagyobb. Ebb�ol következik, hogy

B2(s) =


1, ha s1 < 1/2 ,
0, ha s1 > 1/2 ,
{0, 1}, ha s1 = 1/2 .

Világos, hogy nincs olyan s = (s1, s2) ∈ [0, 1] × [0, 1] vektor, hogy s1 = B1(s) és s2 ∈ B2(s), tehát
nincs egyensúly.

8.2.2. A Fan-egyenl®tlenség alkalmazása
De�niáljuk a H : S × S → R összegz�ofüggvényt a következ�oképpen:

Hr(s, z) =

N∑

k=1
rk fk(s1, . . . , sk−1, zk, sk+1, . . . , sN) (8.4)

minden s = (s1, . . . , sN), z(z1, . . . , zN) ∈ S -re, ahol r = (r1, r2, . . . , rN) > 0 tetsz�oleges,
rögzített.

8.4. tétel. Az s? ∈ S vektor pontosan akkor egyensúly, ha

Hr(s?, z) ≤ Hr(s?, s?) (8.5)

minden z ∈ S -re.
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Bizonyítás. El�oször tegyük fel, hogy s? egyensúly. Ekkor a (8.1) egyenl�otlenség teljesül
minden k-ra és minden sk ∈ S k stratégiára. A (8.1) egyenl�otlenségeinek mindkét oldalát
megszorozva az rk együtthatókkal és összeadva �oket a k = 1, 2, . . . ,N értékekre, megkapjuk
(8.5)-öt.

Most tegyük fel, hogy a (8.5) egyenl�otlenség teljesül minden z ∈ S -re. Tetsz�oleges k-ra
és tetsz�oleges sk ∈ S k-ra legyen z = (s?1 , . . . , s?k−1, sk, s?k+1, . . . , s?N), és alkalmazzuk (8.5)-öt.
A k-adik tag kivételével minden tag egyenl�o a két oldalon, így törölhet�ok, míg a megmaradó
k-adik tag azt mutatja, hogy a (8.1) egyenl�otlenség teljesül. Tehát s? egyensúly.

Vezessük be a következ�o függvényt: φ(s, z) = Hr(s, z) − Hr(s, s). Világos, hogy s? pon-
tosan akkor egyensúly, ha

φ(s?, z) ≤ 0 (8.6)

minden z ∈ S -re. A (8.6) egyenl�otlenséget Fan-egyenl�otlenségnek nevezzük. A (8.6)
egyenl�otlenség átírható variációs egyenl�otlenséggé (lásd kés�obb a 8.2.9. pontban) vagy �x-
pont feladattá. A második átírási lehet�oséget mutatjuk be itt. Minden s ∈ S -re legyen

Φ(s) = {z|z ∈ S , φ(s, z) = max
t∈S

φ(s, t)} . (8.7)

Mivel φ(s, s) = 0 minden s ∈ S -re, így (8.6) egyenl�otlenség pontosan akkor teljesül, ha
s? ∈ Φ(s?), így s? �xpontja a Φ : S → 2S halmazérték�u leképezésnek. Tehát minden
�xpontkeres�o módszer alkalmazható egyensúly számításra.

A �xpont probléma számítási költsége függ a �xpont probléma típusától, méretét�ol és
a választott számítási módszert�ol.

8.6. példa. Második kétszemélyes játék. Tekintsük a 8.4. példát. A mostani esetben:

f1(z1, s2) = z1 s2 − 2z2
1 + 5 ,

f2(s1, z2) = s1z2 − 2z2
2 + z2 + 3 ,

így az összegz�ofüggvény formája r1 = r2 = 1 esetén:

Hr(s, z) = z1 s2 − 2z2
1 + s1z2 − 2z2

2 + z2 + 8 .

Tehát
Hr(s, s) = 2s1 s2 − 2s2

1 − 2s2
2 + s2 + 8 ,

és
φ(s, z) = z1 s2 − 2z2

1 + s1z2 − 2z2
2 + z2 − 2s1 s2 + 2s2

1 + 2s2
2 − s2 .

Vegyük észre, hogy a φ függvény szigorúan konkáv mind z1 szerint, mind z2 szerint, és φ szétválaszt-
ható változójú függvény. φ stacionárius pontja:

∂φ

∂z1
= s2 − 4z1 = 0

∂φ

∂z2
= s1 − 4z2 + 1 = 0 .

Mivel mindkét jobb oldal megvalósítható, így az optimum

z1 =
s2

4 és z2 =
s1 + 1

4 .
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A �xpontban:
s1 =

s2

4 és s2 =
s1 + 1

4 ,

melyb�ol az egyetlen megoldás:
s1 =

1
15 és s2 =

4
15 .

8.2.3. A Kuhn�Tucker-feltételek megoldása
Tegyük fel, hogy minden k-ra

S k = {sk |gk(sk) ≥ 0} ,
ahol gk : Rnk → Rmk az Ok ⊇ S k nyílt halmazon folytonosan differenciálható, vektor válto-
zójú és vektor érték�u függvény. Tegyük fel továbbá, hogy az fk függvény sk szerint folytono-
san parciálisan deriválható Ok-n minden k-ra, tetsz�oleges rögzített s1, . . . , sk−1, sk+1, . . . , sN
esetén.

Ha s? = (s?1 , . . . , s?N) egyensúly, akkor minden k-ra s?k optimális megoldása a következ�o
feladatnak:

fk(s?1 , . . . , s?k−1, sk, s?k+1, . . . , s?N) → max
gk(sk) ≥ 0 . (8.8)

Feltéve, hogy a Kuhn�Tucker regularitási feltételek sk esetén teljesülnek, a megoldás-
nak teljesítenie kell a Kuhn�Tucker-féle szükséges feltételeket (k = 1, 2, . . . ,N):

uk ≥ 0
gk(sk) ≥ 0

∇k fk(s) + uT
k ∇kgk(sk) = 0T

uT
k gk(sk) = 0 ,

(8.9)

ahol uk egy mk komponens�u oszlopvektor, uT
k jelöli uk transzponáltját, ∇k fk az fk sk szerinti

gradiens függvénye (mint sorvektor), és ∇kgk a gk függvény Jacobi-függvénye.

8.5. tétel. Ha s? egyensúly, akkor léteznek olyan u?k vektorok, hogy (8.9) teljesül.

A (8.9) relációi minden k = 1, 2, . . . ,N-re feltételek (általában nagy) rendszerét adja az
ismeretlen sk-ra és uk-ra. Ha létezik egyensúly, akkor az egyensúlynak teljesítenie kell (8.9)-
et. Ha ráadásul minden k-ra gk minden komponense szerint konkáv és fk konkáv sk szerint,
akkor a Kuhn�Tucker-feltételek elégségesek is, tehát (8.9) minden megoldása egyensúly.

A (8.9) megoldásának számítási költsége (8.9) típusától, és a választott módszert�ol
függ. Ha például (8.9) lineáris programozási feladat, melyet szimplex módszerrel oldunk
meg, akkor a m�uveletek száma legrosszabb esetben exponenciális. Egyedi esetekben azon-
ban a megoldás sokkal kevesebb m�uvelettel is meghatározható.

8.7. példa. Harmadik kétszemélyes játék. Tekintsük ismét a 8.4. példa kétszemélyes játékát. Világos,
hogy

S 1 = {s1|s1 ≥ 0, 1 − s1 ≥ 0} ,
S 2 = {s2|s2 ≥ 0, 1 − s2 ≥ 0} ,
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amib�ol kapjuk, hogy
g1(s1) =

(
s1

1 − s1

)
és g2(s2) =

(
s2

1 − s2

)
.

Deriválás után
∇1g1(s1) =

(
1
−1

)
, ∇2g2(s2) =

(
1
−1

)
,

∇1 f1(s1, s2) = s2 − 4s1, ∇2 f2(s1, s2) = s1 − 4s2 + 1 ,
tehát a Kuhn�Tucker-feltételek a következ�o formában írhatók fel:

u(1)
1 , u(1)

2 ≥ 0
s1 ≥ 0
s1 ≤ 1

s2 − 4s1 + u(1)
1 − u(1)

2 = 0
u(1)

1 s1 + u(1)
2 (1 − s1) = 0

u(2)
1 , u(2)

2 ≥ 0
s2 ≥ 0
s2 ≤ 1

s1 − 4s2 + 1 + u(2)
1 − u(2)

2 = 0
u(2)

1 s2 + u(2)
2 (1 − s2) = 0 .

Vegyük észre, hogy f1 konkáv s1 szerint, f2 konkáv s2 szerint, és minden feltétel lineáris, tehát en-
nek a feltételrendszernek minden megoldása egyensúly. Módszeresen vizsgálva az egyes lehet�oségek
kombinációit, azt kapjuk, hogy

s1 = 0, 0 < s1 < 1, s1 = 1 ,

és
s2 = 0, 0 < s2 < 1, s2 = 1 .

Könnyen látható, hogy egyetlen megoldás van:

u(1)
1 = u(2)

1 = u(1)
2 = u(2)

2 = 0 , s1 =
1

15 , s2 =
4

15 .

Túlcsordulás és többlet változókat bevezetve a Kuhn�Tucker-feltételek átírhatók, mint egy
nemnegatív rendszer. A nemnegativitási feltételek elhagyhatók, ha a változókat úgy tekint-
jük, mint valamely új változók négyzeteit, így a végeredmény egy plusz feltételek nélküli,
(általában) nemlineáris egyenletrendszer. Számos numerikus módszer áll rendelkezésre az
ilyen egyenletrendszerek megoldására.

8.2.4. Visszavezetés optimumszámítási feladatra
Tegyük fel, hogy az el�oz�o alfejezet (8.9) feltételei teljesülnek. Tekintsük a következ�o opti-
mumszámítási feladatot, ahol k = 1, 2, . . . ,N:

∑N
k=1 uT

k gk(sk) → min
uk ≥ 0

gk(sk) ≥ 0
∇k fk(s) + uT

k ∇kgk(sk) = 0 .
(8.10)
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A két els�o feltétel miatt a célfüggvény nem negatív, így az optimális érték sem negatív.
Ebb�ol következik, hogy (8.9)-nek pontosan akkor van megengedett megoldása, ha (8.10)-
ben a célfüggvény zéró. Ebben az esetben bármely optimális megoldás teljesíti (8.9)-t.

8.6. tétel. Egy N személyes játéknak csak akkor van egyensúlya, ha (8.10)-ben a célfügg-
vény optimális értéke nulla. Ha ráadásul gk minden komponense szerint konkáv, és fk sk
szerint konkáv minden k-ra, akkor (8.10) minden optimális megoldása egyensúly.

Tehát egy N személyes játék egyensúlyának meghatározása visszavezethet�o a (8.10)
(általában) nemlineáris optimumszámítási feladat megoldására. Bármely nemlineáris prog-
ramozási módszer használható ennek a problémának a megoldására.

(8.10) megoldásának számítási költsége (8.10) típusától, és a választott módszert�ol
függ. Például, ha (8.10) egy lineáris programozási feladat, melyet a szimplex módszerrel
oldunk meg, akkor a m�uveletek maximális száma exponenciális. Egyedi esetekben azonban
a megoldás sokkal kevesebb m�uvelettel is meghatározható.

8.8. példa. Negyedik kétszemélyes játék. A 8.7. példa esetén az optimumszámítási feladat a következ�o
formában írható fel:

u(1)
1 s1 + u(1)

2 (1 − s1) + u(2)
1 s2 + u(2)

2 (1 − s2) → min
u(1)

1 , u(2)
1 , u(1)

2 , u(2)
2 ≥ 0
s1 ≥ 0
s1 ≤ 1
s2 ≥ 0
s2 ≤ 1

s2 − 4s1 + u(1)
1 − u(1)

2 = 0
s1 − 4s2 + 1 + u(2)

1 − u(2)
2 = 0.

Vegyük észre, hogy az u(1)
1 = u(2)

1 = u(1)
2 = u(2)

2 = 0, s1 = 1/15 és s2 = 4/15 megoldás megengedett, a
célfüggvény értéke zéró, így egyben optimális megoldás is. Ebb�ol következik, hogy megoldása (8.9)-
nek, így a 8.6. tétel miatt egyensúly.

Véges játékok kevert b�ovítése
Korábban láttuk, hogy egy véges játéknak nem feltétlenül van egyensúlya. Még ha egy véges
játéknak van is egyensúlya, és sokszor játsszuk le az adott játékot, akkor is a játékosok sze-
retnek bevezetni némi véletlenszer�uséget az akcióikba, abból a célból, hogy a többi játékost
összezavarják, illetve azért, hogy keressenek egy sztochasztikus értelemben vett egyensúlyt.
Ez a gondolat úgy modellezhet�o, hogy a játékosok stratégiáit valószín�uség eloszlásokként
vezetjük be, és a várható ki�zetések lesznek a ki�zet�ofüggvények.

A 8.1. alfejezet jelöléseit megtartjuk: N játékosunk van, az S k = {s(1)
k , . . . , s(nk)

k } halmaz
a Pk játékos véges stratégiahalmaza. Ennek a véges játéknak a kevert b�ovítésében minden
játékos egy � a saját stratégiahalmazán értelmezett � diszkrét valószín�uségeloszlást vesz,
továbbá S k elemeit a játék minden lejátszásában az adott diszkrét eloszlás szerint választja.
Tehát Pk új stratégiahalmaza:

S k = {xk |xk = (x(1)
k , . . . , x(nk)

k ),
nk∑

i=1
x(i)

k = 1, x(i)
k ≥ 0 minden i-re} , (8.11)
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mely halmaz elemei nk komponens�u valószín�uségi vektorok. Pk új ki�zet�o függvénye vár-
ható érték függvény:

f k(x1, . . . , xN) =

n1∑

i1=1

n2∑

i2=1
. . .

nN∑

iN =1
fk(s(i1)

1 , s(i2)
2 , . . . , s(iN )

N )x(i1)
1 x(i2)

2 . . . x(iN )
N . (8.12)

Vegyük észre, hogy az xk = ek természetes bázisvektor választással az eredeti �tiszta� straté-
giához (s(i)

k ) tartozó ki�zetés kapható meg. A kevert b�ovítéssel kapott játék folytonos játék,
és a 8.2. tétel szerint van legalább egy egyensúlya. Tehát ha adott egy véges játék, melynek
nincs egyensúlya, akkor a kevert b�ovítésének mindig van legalább egy egyensúlya, mely
egyensúly az el�oz�o alfejezetben ismertetett módszerekkel megkapható.

8.9. példa. Ötödik kétszemélyes játék. Tekintsünk egy kétszemélyes játékot (N = 2), ahol a 8.1. al-
fejezetben bevezetett A(1) és A(2) mátrixok (i, j) elemei f1(s(i)

1 , s
( j)
2 ) és f2(s(i)

1 , s
( j)
2 ). Ebben a speciális

esetben
f k(x1, x2) =

n1∑

i=1

n2∑

j=1
a(k)

i j x(1)
i x(2)

j = xT
1 A(k)x2 (k = 1, 2) . (8.13)

Az S k feltételei a következ�o formába írhatók át:

x(i)
k ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , nk) ,

−1 +

nk∑

i=1
x(i)

k ≥ 0 ,

1 −
nk∑

i=1
x(i)

k ≥ 0 .

Tehát választhatjuk gk-t a következ�oképpen:

gk(xk) =



x(1)
k
...

x(nk)
k∑nk

i=1 x(i)
k − 1

−∑nk
i=1 x(i)

k + 1



. (8.14)

A (8.10)-ben adott optimumszámítási feladat a következ�o feladatra egyszer�usödik:
∑2

k=1[∑nk
i=1 u(i)

k x(i)
k + u(nk+1)

k (∑nk
j=1 x( j)

k − 1) + u(nk+2)
k (−∑nk

j=1 x(i)
k + 1)] → min

u(i)
k ≥ 0 (1 ≤ i ≤ nk + 2)

x(i)
k ≥ 0 (1 ≤ i ≤ nk)

1T xk = 1
xT

2 (A(1))T + vT
1 + (u(n1+1)

1 − u(n1+2)
1 )1T

1 = 0T
1

xT
1 (A(2)) + vT

2 + (u(n2+1)
2 − u(n2+2)

2 )1T
2 = 0T

2 ,

(8.15)

ahol vT
k = (u(1)

k , . . . .u(nk)
k ), 1T

k = (1(1), . . . , 1(nk)) és 0T
k = (0(1), . . . , 0(nk)), k = 1, 2 .

Vegyük észre, hogy a fenti feladat egy kvadratikus programozási feladat. A számítási költ-
ség a választott módszert�ol függ. Azt is vegyük észre, hogy a fenti probléma általában
nem konvex, így lehetséges, hogy az optimum keresése során beragadunk egy lokális opti-
mumba.
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Bimátrix-játékok
A kétszemélyes véges játékok kevert kiterjesztéseit bimátrix-játékoknak nevezzük. A 8.9.
példában már vizsgáltunk ilyen játékot. A jelölés egységesítése érdekében a következ�o egy-
szer�usít�o jelöléseket vezetjük be:

A = A(1),B = A(2), x = x1, y = x2,m = n1 és n = n2 .

A következ�okben azt mutatjuk meg, hogy a (8.15) feladat átírható olyan kvadratikus prog-
ramozási feladattá, melyben csak lineáris feltételek vannak.

Tekintsük el�oször a célfüggvényt. Legyenek

α = u(m+2)
1 − u(m+1)

1 , és β = u(n+2)
2 − u(n+1)

2 ,

ekkor a célfüggvény a következ�o formába írható át:

vT
1 x + vT

2 y − α(1T
mx − 1) − β(1T

n y − 1) . (8.16)

(8.15)-ben az utolsó két feltétel szintén egyszer�usödik:

yT AT + vT
1 − α1T

m = 0T
m ,

xT B + vT
2 − β1T

n = 0T
n ,

amib�ol következik:
vT

1 = α1T
m − yT AT és vT

2 = β1T
n − xT B . (8.17)

Mivel
1T

mx = 1T
n y = 1 ,

felírhatjuk a célfüggvényt egy újabb formában:

(α1T
m − yT AT )x + (β1T

n − xT B)y − α(1T
mx − 1) − β(1T

n y − 1) = α + β − xT (A + B)y .

Tehát a következ�o kvadratikus programozási feladatot kapjuk:

xT (A + B)y − α − β → max
x ≥ 0
y ≥ 0

1T
mx = 1

1T
n y = 1
Ay ≤ α1m

BT x ≤ β1n ,

(8.18)

ahol a két utolsó feltétel a v1, v2 vektorok nemnegativitásából és (8.17)-b�ol következik.

8.7. tétel. Az x?, y? vektorpár pontosan akkor egyensúlya az (A,B) bimátrix-játéknak, ha
valamilyen α?-ra és β?-ra (x?, y?, α?, β?) optimális megoldása a (8.18) feladatnak. Ekkor
az optimumban a célfüggvény értéke nulla.
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Ez kvadratikus programozási feladat, ahol a számítási költség a választott módszert�ol
függ. Általában nem konvex a feladat, így benneragadhatunk egy lokális optimumban. Mivel
tudjuk, hogy a globális optimumban a célfüggvény értéke nulla, így ellen�orizni tudjuk az
optimalitást. Ha A + B negatív szemide�nit, akkor a feladat konvex, tehát minden lokális
optimum globális is.

8.10. példa. Els�o bimátrix-játék. Válasszuk A-t és B-t a következ�oképpen:

A =

(
2 −1
−1 1

)

és
B =

(
1 −1
−1 2

)
.

Ekkor
A + B =

(
3 −2
−2 3

)
,

tehát (8.18) a következ�o formát ölti:
3x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 3x2y2 − α − β → max

x1, x2, y1, y2 ≥ 0
x1 + x2 = 1
y1 + y2 = 1

2y1 − y2 ≤ α

−y1 + y2 ≤ α

x1 − x2 ≤ β

−x1 + 2x2 ≤ β ,

ahol x = (x1, x2)T és y = (y1, y2)T . A 8.7. tételb�ol tudjuk, hogy az optimális célfüggvényérték nulla,
így minden megengedett megoldás, melyre a célfüggvény értéke nulla, szükségszer�uen optimális.
Könnyen látható, hogy

x =

(
1
0

)
, y =

(
0
1

)
, α = 2, β = 1 ,

x =

(
0
1

)
, y =

(
1
0

)
, α = 1, β = 2 ,

x =

(
0.6
0.4

)
, y =

(
0.4
0.6

)
, α = 0.2, β = 0.2

mind optimumok, tehát mindegyik meghatároz egy egyensúlyt.

Alkalmazhatjuk (8.9)-et egyensúly keresésre. Ahelyett, hogy megoldjuk a (8.18) opti-
mumszámítási feladatot, megoldjuk az (8.9) feltételrendszert. A bimátrix-játékok esetén a
(8.9) feladat a következ�o formára egyszer�usödik:

xT Ay = α
xT By = β

Ay ≤ α1m
BT x ≤ β1n

x ≥ 0m
y ≥ 0n

1T
mx = 1T

n y = 1 ,

(8.19)
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mely feltételrendszer a kvadratikus programozási feladatnál látottakkal analóg módon ve-
zethet�o le.

A (8.19) feladat számítási költsége a választott módszert�ol függ.

8.11. példa. Második bimátrix-játék. Tekintsük ismét a 8.10. példát. Helyettesítsük a (8.19) feltétel-
rendszer els�o és a második feltétele alapján α-t és β-t a harmadik és a negyedik feltételbe, ekkor

2y1 − y2 ≤ 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + x2y2

−y1 + y2 ≤ 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + x2y2

x1 − x2 ≤ x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2

−x1 + 2x2 ≤ x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2

x1, x2, y1, y2 ≥ 0
x1 + x2 = y1 + y2 = 1 .

Könnyen látható, hogy a 8.10. példában kapott megoldások kielégítik a fenti feltételrendszert, tehát
egyensúlyok.

A bimátrix-játék egyensúlyi feladatát átírhatjuk kevert változós feltételrendszerbe is.
Tegyük fel, hogy A és B minden eleme 0 és 1 között van. Ez a feltevés nem túl er�os, hiszen
lineáris transzformációk használatával

A = a1A + b11 és B = a2B + b21 ,

ahol a1, a2 > 0, 1 a csupa egyesekb�ol álló m×n-es mátrix. Ekkor az egyensúly nem változik,
és � megfelel�o a1, b1, a2 és b2 értékek választásával � az A és B mátrixok minden eleme a
[0, 1] intervallumba esik.

8.8. tétel. Az x, y vektorpár pontosan akkor egyensúly, ha valamilyen α, β számokra és u, v
nulla-egy vektorokra teljesül, hogy

0 ≤ α1m − Ay ≤ 1m − u ≤ 1m − x
0 ≤ β1n − BT x ≤ 1n − v ≤ 1n − y

x ≥ 0m
y ≥ 0n

1T
mx = 1T

n y = 1 .

(8.20)

Bizonyítás. El�oször tegyük fel, hogy x, y vektorpár egyensúly, ekkor valamilyen α-ra, β-ra
(8.19) teljesül. Legyen

ui =

{
1, ha xi > 0 ,
0, ha xi = 0 , és v j =

{
1, ha y j > 0 ,
0, ha y j = 0 .

Mivel az A és B mátrixok elemei [0, 1]-b�ol valók, így α = xT Ay és β = xT By szintén nulla
és egy közöttiek. Vegyük észre, hogy

0 = xT (α1m − Ay) = yT (β1n − BT x) ,

melyb�ol következik, hogy (8.20) teljesül.
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Most tegyük fel, hogy (8.20) teljesül. Ekkor

0 ≤ x ≤ u ≤ 1m és 0 ≤ y ≤ v ≤ 1n .

Ha ui = 1, akkor α − eT
i Ay = 0, és ha ui = 0, akkor xi = 0. Tehát

xT (α1m − Ay) = 0 ,

melyb�ol következik, hogy α = xT Ay. A β = xT By egyenl�oség érvényessége hasonlóan
mutatható meg, így (8.19) teljesül, tehát az x, y vektorpár egyensúly.

A (8.20) feladat számítási költsége a választott módszert�ol függ.

8.12. példa. Harmadik bimátrix-játék. A 8.10. példában bevezetett bimátrix-játék esetén (8.20) a kö-
vetkez�o formát ölti:

0 ≤ α − 2y1 + y2 ≤ 1 − u1 ≤ 1 − x1
0 ≤ α + y1 − y2 ≤ 1 − u2 ≤ 1 − x2
0 ≤ β − x1 + x2 ≤ 1 − v1 ≤ 1 − y1
0 ≤ β + x1 − 2x2 ≤ 1 − v2 ≤ 1 − y2

x1 + x2 = y1 + y2 = 1
x1, x2, y1, y2 ≥ 0
u1, u2, v1, v2 ∈ {0, 1} .

Vegyük észre, hogy a 8.10. példában adott három megoldás teljesíti a fenti feltételrendszert az u =

(1, 0), v = (0, 1), u = (0, 1), v = (1, 0), és u = (1, 1), v = (1, 1) vektorpárokkal.

Mátrixjátékok
Azokat a bimátrix-játékokat, ahol B = −A, mátrixjátékoknak nevezzük, és egy A mátrix-
szal jelöljük. Az ilyen játékokra néha A mátrixjátékként fogunk hivatkozni. Mivel A+B = 0,
a (8.18)-bani kvadratikus programozási feladat lineáris:

α + β → min
x ≥ 0
y ≥ 0

1mx = 1
1ny = 1
Ay ≤ α1m

AT x ≥ −β1n .

(8.21)

A fenti feladatból látható, hogy az egyensúlyok halmaza konvex poliéder. Vegyük észre,
hogy (x, β) és (y, α) szétválasztható, amib�ol a következ�o eredmény vezethet�o le.

8.9. tétel. Az x?, y? vektorpár pontosan akkor egyensúlya az A mátrixjátéknak, ha valami-
lyen α?-ra, β?-ra (x?, β?) és (y?, α?) optimális megoldásai a következ�o lineáris programo-
zási feladatpárnak:

α → min β → min
y ≥ 0n x ≥ 0m

1T
n y = 1 1T

mx = 1
Ay ≤ α1m AT x ≥ −β1n .

(8.22)
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Vegyük észre, hogy az optimumban α + β = 0. Az α optimális értékét a mátrixjáték értéké-
nek nevezzük.

Ha a szimplex módszert alkalmazzuk (8.22) megoldására, akkor a m�uveletek száma
exponenciális. Polinomiális algoritmussal (mint amilyen a bels�o pont módszer) a m�uveletek
száma csak polinomiális.

8.13. példa. Els�o mátrixjáték. Tekintsük a következ�o mátrixjátékot:

A =


2 1 0
2 0 3
−1 3 3

 .

A (8.22)-t erre a feladatra felírva:

α → min β → min
y1, y2, y3 ≥ 0 x1, x2, x3 ≥ 0

y1 + y2 + y3 = 1 x1 + x2 + x3 = 1
2y1 + y2 − α ≤ 0 2x1 + 2x2 − x3 + β ≥ 0

2y1 + 3y3 − α ≤ 0 x1 + 3x3 + β ≥ 0
−y1 + 3y2 + 3y3 − α ≤ 0 3x2 + 3x3 + β ≥ 0 .

A szimplex módszerrel megkaphatjuk a fenti feladatpár megoldását: α = 9/7, y = (3/7, 3/7, 1/7),
β = −9/7, és x = (4/7, 4/21, 5/21).

A (8.21) megoldását úgy is megkaphatjuk, hogy lineáris feltételek bizonyos halmazának
megengedett megoldását keressük meg. Mivel (8.21)-ben az optimumban α + β = 0, x, y
vektorok és α, β skalárok pontosan akkor alkotnak optimális megoldást, ha

x, y ≥ 0
1T

mx = 1
1T

n y = 1
Ay ≤ α1m

AT x ≥ α1n .

(8.23)

A (8.23) megoldásához a szimplex módszer els�o fázisa szükséges, mely a legkedve-
z�otlenebb esetben exponenciális számú m�uveletet igényel. A gyakorlatban általában sokkal
kevesebb m�uvelet szükséges.

8.14. példa. Második mátrixjáték. Nézzük megint a 8.13. példában bevezetett mátrixjátékot. Ha erre
a játékra (8.23)-at felírjuk, akkor a következ�ot kapjuk:

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0
x1 + x2 + x3 = y1 + y2 + y3 = 1

2y1 + y2 ≤ α

2y1 + 3y3 ≤ α

−y1 + 3y2 + 3y3 ≤ α

2x1 + 2x2 − x3 ≥ α

x1 + 3x3 ≥ α

3x2 + 3x3 ≥ α .
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Könnyen látható, hogy α = 9/7, x = (4/7, 4/21, 5/21)T , y = (3/7, 3/7, 1/7)T kielégíti a (8.9) feltétel-
rendszert, tehát az x, y vektorpár egyensúly.

8.2.5. A fiktív lejátszás módszere
Tekintsünk most egy A mátrixjátékot. Az ezen alfejezetben tárgyalt módszer f�o gondolata
az, hogy lépésenként minden játékos meghatározza a saját legjobbválasz tiszta stratégiá-
ját a másik játékos � az el�oz�oekben választott � stratégiáinak átlaga mellett. Formálisan a
módszer a következ�oképpen írható fel.

Legyen x1 a P1 játékos kezdeti (kevert) stratégiája. Válasszuk úgy y1 = e j1 -t, hogy
teljesüljön

xT
1 Ae j1 = min

j
{xT

1 Ae j} . (8.24)

Bármely további k ≥ 2 lépéskor legyen

yk−1 =
1

k − 1((k − 2)yk−2 + yk−1) , (8.25)

és válasszuk xk = eik -t úgy, hogy teljesüljön

eT
ik Ayk−1 = max

i
{eT

i Ayk−1} . (8.26)

Ekkor legyen
xk =

1
k ((k − 1)xk−1 + xk) , (8.27)

és válasszuk yk = e jk -t úgy, hogy

xT
k Ae jk = min

j
{xT

k Ae j} . (8.28)

A fenti általános lépés megismétlése (k = 2, 3, . . .)-ra két sorozatot eredményez: {xk}-t,
és {yk}-t. Ekkor a következ�o eredményt kapjuk:

8.10. tétel. Az ({xk}, {yk}) sorozatpár tetsz�oleges torlódási pontja az A mátrixjáték egy
egyensúlya.

Bizonyítás. Mivel {xk} és {yk} valószín�uségi vektorok, így korlátos, valós sorozatok, tehát
van legalább egy torlódási pontjuk3.

Tegyük fel, hogy az A mátrix m×n-es. (8.24)-ben mn szorzásra van szükségünk. (8.25)-
ben és (8.27)-ben m + n szorzás és osztás van. (8.26)-ban és (8.28)-ban mn szorzás van. Ha
L iterációs lépést teszünk, akkor az osztások és szorzások száma:

mn + L[2(m + n) + 2mn] = Θ(Lmn) .

Az algoritmus pszeudokódja a következ�o (az algoritmusban ε > 0 a felhasználó által

3Nem minden egyensúly kapható meg ezzel a módszerrel, illetve van olyan egyensúlyi pont, amit csak akkor talál
meg ez a módszer, ha az egyensúlyból indul. A fordító.
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megválasztott hibat�urés).

F́-́́

1 k ← 1
2 legyen j1 olyan, hogy teljesüljön xT

1 Ae j1 = min j{xT
1 Ae j}

3 y1 ← e j1
4 k ← k + 1
5 yk−1 ← 1

k−1 ((k − 2)yk−2 + yk−1)
6 legyen ik olyan, hogy teljesüljön eT

ik Ayk−1 = maxi{eT
i Ayk−1}

7 xk ← eik
8 xk ← 1

k ((k − 1)xk−1 + xk)
9 legyen jk olyan, hogy teljesüljön xT

k Ae jk = min j{xT
k Ae j}

10 yk ← e jk
11 if ||xk − xk−1|| < ε and ||yk−1 − xk−2|| < ε
12 then (xk, yk−1

) egyensúly
13 else folytassuk a 4-edik sorban

8.15. példa. Harmadik mátrixjáték. A fent tárgyalt módszert alkalmazzuk a 8.14. példában tárgyalt
mátrixjátékra. A módszer kezd�o állapota: x1 = (1, 0, 0)T . 100 lépés után: x101 = (0.446, 0.287, 0.267)T

és y101 = (0.386, 0.436, 0.178)T . Ha ezeket az értékeket az egyensúlyhoz hasonlítjuk, akkor azt ta-
pasztaljuk, hogy az eltérés kisebb, mint 0.126, tehát a módszer lassan konvergál.

8.2.6. Szimmetrikus mátrixjátékok
Az A mátrixjátékot, ahol A ferdén-szimmetrikus, szimmetrikus mátrixjátéknak nevezzük.
Ebben az esetben AT = −A és a két lineáris programozási feladat (8.22)-ben megegyezik.
Ebb�ol következik, hogy α = β = 0 (a játék értéke 0), és tetsz�oleges egyensúlyban a két
játékos stratégiái megegyeznek. Tehát a következ�o eredmény adódik.
8.11. tétel. Az x? vektor pontosan akkor egyensúlya az A szimmetrikus mátrixjátéknak, ha

x ≥ 0
1T x = 1
Ax ≤ 0 .

(8.29)

(8.29) megoldásához a szimplex módszer els�o fázisa szükséges, ahol a legkedvez�otle-
nebb esetben a m�uveletek száma exponenciális. A gyakorlatban azonban általában sokkal
kisebb számú m�uveletre van szükség (8.29) megoldásához.

8.16. példa. Szimmetrikus mátrixjáték. Tekintsük az A =

(
0 1
−1 0

)
szimmetrikus mátrixjátékot.

Ekkor (8.29) a következ�o formát ölti:

x1, x2 ≥ 0
x1 + x2 = 1

x2 ≤ 0
−x1 ≤ 0 .
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Könnyen látható, hogy az egyetlen megoldás: x1 = 1 és x2 = 0, ami az els�o tiszta stratégia.

A következ�o fejezetben látni fogjuk, hogy egy lineáris programozási feladat ekvivalens
egy szimmetrikus mátrixjáték egyensúlyi problémájával, tehát tetsz�oleges módszer, amely
egy szimmetrikus mátrixjáték egyensúlyi problémájának megoldására alkalmas, alkalmas
lineáris programozási feladat megoldására is, ezért az ilyen módszerek a szimplex módszer
alternatíváiként szolgálnak. A következ�okben azt mutatjuk meg, hogy a szimmetria nem
túlságosan er�os feltétel, mert tetsz�oleges mátrixjáték megfeleltethet�o egy vele ekvivalens
szimmetrikus mátrixjátéknak.

Tekintsük az A mátrixjátékot, és szerkesszük meg a következ�o ferdén-szimmetrikus P
mátrixot:

P =


0m×m A −1m
−AT 0n×n 1n
1T

m −1T
n 0

 .

Az A és P mátrixjátékok a következ�o értelemben ekvivalensek. Tegyük fel, hogy A > 0,
ami nem túl er�os feltétel, hiszen A elemeihez egy megfelel�o konstanst hozzáadva A > 0
elérhet�o, és az egyensúlyok nem változnak.

8.12. tétel. Legyen P szimmetrikus mátrixjáték, melyet A mátrixjátékból kaptunk, ekkor
igaz a következ�o két állítás:

1. Ha z =


u
v
λ

 egyensúlyi stratégiája a P szimmetrikus mátrixjátéknak, akkor az x =

(1/a)u, y = (1/a)v vektorpár egyensúlya az A mátrixjátéknak, és az A mátrixjáték
értéke: v = λ/a, ahol a = (1 − λ)/2.

2. Ha az x, y vektorpár egyensúlya az A mátrixjátéknak, és v az A mátrixjáték értéke,
akkor a

z =
1

2 + v


x
y
v


vektor egyensúlya a P szimmetrikus mátrixjátéknak.

Bizonyítás. El�oször tegyük fel, hogy z egyensúly a P szimmetrikus mátrixjátékban (1. pont).
Ekkor u ≥ 0, v ≥ 0, és Pz ≤ 0, tehát

Av − λ1m ≤ 0
−AT u + λ1n ≤ 0

1T
mu − 1T

n v ≤ 0 .
(8.30)

El�oször megmutatjuk, hogy λ ∈ (0, 1), tehát a , 0. Tegyük fel, hogy λ = 1, ekkor (mivel z
valószín�uségi vektor) u = 0m és v = 0n, ami ellentmond (8.30) második egyenl�otlenségének.
Ha λ = 0, akkor 1T

mu+1T
n v = 1, és (8.30) harmadik egyenl�otlensége miatt v-nek van legalább

egy pozitív komponense, mely ellentmond (8.30) els�o egyenl�otlenségének.
Most megmutatjuk, hogy 1T

mu = 1T
n v. (8.30)-ból azt kapjuk, hogy

uT Av − λuT 1m ≤ 0 ,
−vT AT u + λvT 1n ≤ 0 .
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A két egyenl�otlenséget összeadva kapjuk, hogy

vT 1n − uT 1m ≤ 0 .

Ezt (8.30) harmadik egyenl�otlenségével kombinálva kapjuk, hogy 1T
mu − 1T

n v = 0.
Legyen a = (1 − λ)/2 , 0, ekkor 1T

mu = 1T
n v = a, így mind x = u/a, mind y = v/a

valószín�uségi vektor, és (8.30)-ból következik, hogy:

AT x = 1
a AT u ≥ λ

a 1n ,
Ay = 1

a Av ≤ λ
a 1m .

Legyenek α = λ/a és β = −λ/a, ekkor x, y vektorpár megoldása (8.22)-nek és α + β = 0,
tehát x, y vektorpár egyensúlya az A mátrixjátéknak.

A 2. pont hasonlóan látható be, itt nem részletezzük.

8.2.7. Lineáris programozás és mátrixjátékok
Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy egy lineáris programozási feladatot meg lehet
oldani úgy, hogy egy szimmetrikus mátrixjáték egyensúlyi stratégiáit keressük meg. Tehát
tetsz�oleges olyan módszer, mely alkalmas egy szimmetrikus mátrixjáték egyensúlyainak
meghatározására, alkalmas a szimplex módszer kiváltására.

Tekintsük a következ�o primál-duál lineáris programozási feladatpárt:

cT x → max bT y → min
x ≥ 0 y ≥ 0

Ax ≤ b AT y ≥ c .
(8.31)

Szerkesszük meg a következ�o ferdén-szimmetrikus mátrixot:

P =


0 A −b
−AT 0 c
bT −cT 0

 .

8.13. tétel. Tegyük fel, hogy z =


u
v
λ

 egyensúlya a P szimmetrikus mátrixjátéknak, és

λ > 0. Ekkor
x =

1
λ

v és y =
1
λ

u

optimális megoldásai a (8.31) primál-duál feladatpárnak (x a primálnak, y a duálnak).

Bizonyítás. Ha z egyensúly, akkor Pz ≤ 0, azaz

Av − λb ≤ 0
−AT u + λc ≤ 0
bT u − cT v ≤ 0 .

(8.32)

Mivel z ≥ 0 és λ > 0, így mind az x = (1/λ)v, mind az y = (1/λ)u vektor nemnegatív.
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Osszuk el (8.32) els�o két egyenl�otlenségét λ-val, ekkor
Ax ≤ b és AT y ≥ c ,

ahonnan következik, hogy x megengedett megoldása a primál feladatnak, és y megengedett
megoldása a duál feladatnak. (8.32) harmadik egyenl�otlenségéb�ol azt kapjuk, hogy

bT y ≤ cT x .
Tudjuk azonban

bT y ≥ (xT AT )y = xT (AT y) ≥ xT c = cT x ,
tehát bT y = cT x, melyb�ol az következik, hogy a primál feladat célfüggvénye x-ben és a
duál feladat célfüggvénye y-ban egyenl�o. Ekkor az er�os dualitási tétel miatt x optimális
megoldása a primál feladatnak és y optimális megoldása a duál feladatnak.

8.17. példa. Lineáris programozás. Tekintsük a következ�o lineáris programozási feladatot:
x1 + 2x2 → max

x1 ≥ 0
−x1 + x2 ≥ 1

5x1 + 7x2 ≤ 25 .
El�oször fel kell írnunk a feladatot mint primál feladatot. Vezessünk be két új változót:

x+
2 =

{
x2, ha x2 ≥ 0 ,
0 különben ,

x−2 =

{ −x2, ha x2 < 0 ,
0 különben .

és szorozzuk meg a második egyenl�otlenséget −1-gyel. Ekkor a következ�o feladatot kapjuk:
x1 + 2x+

2 − 2x−2 → max
x1, x+

2 , x−2 ≥ 0
x1 − x+

2 + x−2 ≤ −1
5x1 + 7x+

2 − 7x−2 ≤ 25 .
Így

A =

(
1 −1 1
5 7 −7

)
, b =

(−1
25

)
, cT = (1, 2,−2) .

A P mátrix pedig a következ�o lesz:

P =



0 0
... 1 −1 1

... 1

0 0
... 5 7 −7

... −25
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−1 −5

... 0 0 0
... 1

1 −7
... 0 0 0

... 2

−1 7
... 0 0 0

... −2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−1 25

... −1 −2 2
... 0



.
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8.2.8. A Neumann-módszer
A �ktív lejátszás módszere egy iterációs algoritmus, ahol a játékosok minden lépésben hoz-
záigazítják stratégiáikat a többi játékos stratégiáihoz. Ez a módszer tehát úgy tekinthet�o,
mint egy diszkrét rendszer megvalósulása, ahol a játékosok stratégiaválasztásai az állapot-
változók. Neumann János a szimmetrikus játékok esetére bevezetett egy folytonos megköze-
lítést, ahol a játékosok folyamatosan módosítják a stratégiáikat. Ez a módszer alkalmazható
tetsz�oleges mátrixjátékra, hiszen � amint korábban láttuk � bármely mátrixjáték ekvivalens
egy szimmetrikus mátrixjátékkal. Ez a módszer szintén használható lineáris programozási
feladatok megoldására, hiszen korábban láttuk, hogy minden primál-duál feladatpár vissza-
vezethet�o egy szimmetrikus mátrixjáték egyensúlyi problémájára.

Legyen a továbbiakban P n-edrend�u ferdén-szimmetrikus mátrix. A P2 játékos y(t)
stratégiája egy függvény, mely a t ≥ 0 id�o változótól függ. Miel�ott a rendszer dinamikáját
felírnánk, bevezetjük a következ�o jelöléseket:

ui : Rn → R, ui(y(t)) = eT
i Py(t) (i = 1, 2, . . . , n) ,

φ : R → R, φ(ui) = max{0, ui} ,
Φ : Rn → R, Φ(y(t)) =

∑n
i=1 φ(ui(y(t))) .

(8.33)

Oldjuk meg a következ�o nemlineáris kezdetiérték-feladatot tetsz�oleges y0-ra:

y′j(t) = φ(u j(y(t))) − Φ(y(t))y j(t), y j(0) = y j0 (1 ≤ j ≤ n) . (8.34)

Mivel a jobb oldalon lév�o kifejezés folytonos, így (8.34)-nek van legalább egy megol-
dása. A jobb oldalon lév�o kifejezés a következ�oképpen értelmezhet�o. Tegyük fel, hogy
φ(u j(y(t))) > 0. Ekkor ha P2 az y(t) stratégiát választja, akkor P1 pozitív ki�zetést tud
elérni az e j stratégia választásával, mely választás negatív ki�zetést eredményez a P2 já-
tékosnak. Ha azonban P2 egyre úgy növeli y j(t)-t, hogy e j stratégiát választ �o is, akkor az
eT

j Pe j ki�zetése nullává válik, tehát megn�o. Ebb�ol következik, hogy P2 érdeke y j(t) növe-
lése. Pontosan ezt fejezi ki a jobb oldali kifejezés els�o tagja. A második tag azt biztosítja,
hogy y(t) valószín�uségi vektor maradjon minden t ≥ 0-ra.

(8.34) jobb oldalának kiszámításához minden t-re N2+N szorzásra van szükség. A teljes
számítási költség függ a megoldás intervallumának a hosszától, a választott lépésnagyságtól,
és a differenciálegyenletet megoldó módszer megválasztásától.

8.14. tétel. Tegyük fel, hogy t1, t2, . . . egy szigorúan növeked�o nemkorlátos sorozat. Ekkor az
y(tn) sorozat minden torlódási pontja egyensúlyi stratégia, és létezik egy olyan c konstans,
hogy

eT
i Py(tk) ≤

√
n

c + tk
(i = 1, 2, . . . , n) . (8.35)

Bizonyítás. El�oször azt kell megmutatnunk, hogy y(t) valószín�uségi vektor minden t ≥ 0-ra.
Tegyük fel, hogy valamilyen j-re és t1 > 0-ra y j(t1) < 0. Legyen

t0 = sup{t|0 < t < t1, y j(t) ≥ 0} .
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Ekkor y j(t) folytonossága és y j(0) ≥ 0 miatt y j(t0) = 0, és minden τ ∈ (t0, t1)-re, y j(τ) < 0.
Az el�oz�oekb�ol következik, hogy minden τ ∈ (t0, t1]-re

y′j(τ) = φ(u j(y(τ))) − Φ(y(τ))y j(τ) ≥ 0 .

A Lagrange-középérték tétel miatt létezik τ ∈ (t0, t1), hogy

y j(t1) = y j(t0) + y′j(τ)(t1 − t0) ≥ 0 ,

ami ellentmondás. Tehát y j(t) nemnegatív minden t ≥ 0-ra. A következ�okben megmutatjuk,
hogy ∑n

j=1 y j(t) = 1 minden t ≥ 0-ra. Legyen f (t) = 1 −∑n
j=1 y j(t), ekkor

f ′(t) = −
n∑

j=1
y′j(t) = −

n∑

j=1
φ(u j(y(t))) + Φ(y(t))(

n∑

j=1
y j(t)) = Φ(y(t))(1 −

n∑

j=1
y j(t)) ,

tehát f (t) megoldása a következ�o homogén rendszernek:

f ′(t) = −Φ(y(t)) f (t)

az f (0) = 1 − ∑n
j=1 y j0 = 0 kezdetiérték mellett. Tehát, minden t ≥ 0-ra f (t) = 0, ami azt

jelenti, hogy y(t) valószín�uségi vektor minden t ≥ 0-ra.
Tegyük fel, hogy valamilyen t ≥ 0 mellett yi(ui(y(t))) > 0. Ekkor

d
dtφ(ui(y(t))) =

n∑

j=1
pi jy′j(t) =

n∑

j=1
pi j[φ(u j(y(t))) − Φ(y(t))y j(t)]

=

n∑

j=1
pi jφ(u j(y(t))) − Φ(y(t))φ(ui(y(t))) .

(8.36)

Szorozzuk meg mindkét oldalt φ(ui(y(t)))-vel, és adjuk össze az így kapott egyenl�oségeket
i = 1, 2, . . . , n-re:

n∑

i=1
φ(ui(y(t))) d

dtφ(ui(y(t))) =

n∑

i=1

n∑

j=1
pi jφ(ui(y(t)))φ(u j(y(t))) − Φ(y(t))(

n∑

i=1
φ2(ui(y(t)))) .

(8.37)
Mivel P ferdén-szimmetrikus, így az els�o tag nulla. Vegyük észre, hogy a fenti egyenl�oség
a töréspont (ahol φ(ui(y(t))) deriváltja nem létezik) kivételével akkor is érvényes marad, ha
φ(ui(y(t))) = 0, így (8.36) igaz marad.

Most tegyük fel, hogy valamilyen pozitív t-re Φ(y(t)) = 0. Ekkor minden i-re
φ(ui(y(t))) = 0. Mivel (8.37) átírható

1
2

d
dt Ψ(y(t)) = −Φ(y(t))Ψ(y(t)) (8.38)

formába, ahol

Ψ : Rn → R és Ψ(y(t)) =

n∑

i=1
φ2(ui(y(t))) ,
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így látható, hogy Ψ(y(t)) kielégíti a homogén egyenletet nulla kezdetiérték mellett, tehát a
megoldás nulla marad minden τ ≥ t-re. Ebb�ol következik, hogy φ(ui(y(τ))) = 0 megoldásra
Py(τ) ≤ 0, azaz y(τ) egyensúly.

Ha Φ(y(t)) > 0 minden t ≥ 0-ra, akkor Ψ(y(t)) > 0, és könnyen látható, hogy

1
2

d
dt Ψ(y(t)) ≤ −

√
Ψ(y(t))Ψ(y(t)) ,

azaz

1
2

d
dt Ψ(y(t))(Ψ(y(t)))− 3

2 ≤ −1 .

Mindkét oldalt a [0, t] intervallumon integrálva azt kapjuk, hogy

−Ψ(y(t))−(1/2) + c ≤ −t ,

ahol c = (Ψ(y(0)))−(1/2), melyb�ol következik

(Ψ(y(t)))1/2 ≤ 1
c + t . (8.39)

A Cauchy�Schwartz-egyenl�otlenség alkalmazásával kapjuk, hogy

eT
i Py(t) = ui(y(t)) ≤ φ(ui(y(t))) ≤ Φ(y(t)) ≤

√
nΨ(y(t)) ≤

√
n

c + t , (8.40)

mely egyenl�otlenség az ui folytonossága miatt még a töréspontokban is igaz. Végül vegyük
a következ�o sorozatot: {y(tk)}, ahol tk monoton növeked�o nem korlátos sorozat. Mivel y(tk)-k
valószín�uségi vektorok, így korlátosak, tehát van legalább egy y? torlódási pontjuk. (8.40)-
b�ol tk-val a végtelenbe tartva azt kapjuk, hogy Py? ≤ 0, tehát y? egyensúly.

8.18. példa. Negyedik mátrixjáték. Tekintsük a 8.13. példában bevezetett mátrixjátékot. A Neumann-
módszer alkalmazásához el�oször fel kell írni az ekvivalens szimmetrikus mátrixjátékot. Az átírás mód-
szere, mely a 8.12. tételben található, megköveteli, hogy a mátrix elemei pozitívak legyenek. Anélkül,
hogy az egyensúlyok megváltoznának, az A mátrix minden eleméhez hozzáadhatunk 2-t, ekkor a kö-
vetkez�o mátrixot kapjuk:

A =


4 3 2
4 2 5
1 5 5

 ,
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és a fent említett módszer segítségével

P =



0 0 0
... 4 3 2

... −1

0 0 0
... 4 2 5

... −1

0 0 0
... 1 5 5

... −1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−4 −4 −1

... 0 0 0
... 1

−3 −2 −5
... 0 0 0

... 1

−2 −5 −5
... 0 0 0

... 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1 1 1
... −1 −1 −1

... 0



.

A (8.34) differenciálegyenletet a negyedrend�u Runge�Kutta-módszerrel oldottuk meg a [0, 100] inter-
vallumon, h = 0.01 lépésnagysággal az y(0) = (1, 0, . . . , 0)T kezdetiérték mellett. y(100)-ra kaptuk a
következ�o közelít�o értékeket:

x ≈ (0.563619, 0.232359, 0.241988) ,

y ≈ (0.485258, 0.361633, 0.115144) .
Ezen közelítés az eredeti játék egy egyensúlyának becslése. Hasonlítsuk össze ezeket az értékeket az
egyensúlyi vektorpárral:

x =

(
4
7 ,

4
21 ,

5
21

)
és y =

(
3
7 ,

3
7 ,

1
7

)
.

Látható, hogy a maximális hiba 0.067.

8.2.9. Átlósan szigorúan konkáv játékok
Tekintsünk egy N személyes folytonos játékot, és tegyük fel, hogy a 8.2.3. pont feltevései
teljesülnek. Tegyük fel továbbá, hogy minden S k korlátos minden k-ra, gk minden kompo-
nense szerint konkáv, és fk konkáv sk-ban tetsz�olegesen rögzített s1, . . . , sk−1, sk+1, . . . ,N
mellett. A 8.3. tétel miatt a fenti feltételek mellett a játéknak van legalább egy egyensú-
lya. Általában az egyensúly unicitása még akkor sem biztosított, ha minden fk szigorúan
kvázi-konkáv sk szerint. A következ�o példa ezt a tényt mutatja be.

8.19. példa. Ellenpélda. Tekintsük a következ�o kétszemélyes játékot: S 1 = S 2 = [0, 1] és f1(s1, s2) =

f2(s1, s2) = 1−(s1−s2)2. Világos, hogy mindkét ki�zet�ofüggvény szigorúan konkáv, és mégis végtelen
sok egyensúly van: s?1 = s?2 ∈ [0, 1].

Válasszunk egy nemnegatív r ∈ RN vektort, és de�niáljuk a következ�o függvényt:

h : RM → RM , h(s, r) =



r1∇1 f1(s)T

r2∇2 f2(s)T

...
rN∇N fN(s)T


, (8.41)
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ahol M =
∑N

k=1 nk, és ∇k fk az fk függvény sk szerinti gradiens(sor)vektora. Egy játékot
átlósan szigorúan konkávnak hívunk, ha minden s(1), s(2) ∈ S , s(1) , s(2)-re, és valamilyen
r ≥ 0-ra

(s(1) − s(2))T (h(s(1), r) − h(s(2), r)) < 0 . (8.42)

8.15. tétel. Egy átlósan szigorúan konkáv játéknak pontosan egy egyensúlya van.

Bizonyítás. A 8.3. tétel miatt létezik egyensúly. Az egyértelm�uség bizonyítása céljából te-
gyük fel, hogy s(1) és s(2) két egyensúly, melyek kielégítik (8.9) feltételeket és s(1) , s(2).
Ekkor l = 1, 2-re

u(l)
k

T gk(s(l)
k ) = 0

∇k fk(s(l)) + u(l)T

k ∇kgk(s(l)
k ) = 0T .

A második egyenl�oséget a következ�o formába lehet átírni:

∇k fk(s(l)) +

mk∑

j=1
u(l)

k j∇kgk j(s(l)
k ) = 0 , (8.43)

ahol u(l)
k j a u(l)

k -nak, és gk j a gk j-edik komponense. Szorozzuk meg (8.43)-at (rk(s(2)
k − s(1)

k )T )-
tal l = 1 esetén, és rk(s(1)

k − s(2)
k )T -tal l = 2 esetén. Adjuk össze az így kapott egyenl�oségeket

k = 1, 2, . . . ,N-re. Ekkor a következ�ot kapjuk:

0 = {(s(2) − s(1))h(s(1), r) + (s(1) − s(2))h(s(2), r)}

+

N∑

k=1

mk∑

j=1
rk[u(1)

k j (s(2)
k − s(1)

k )T∇kgk j(s(1)
k ) + u(2)

k j (s(1)
k − s(2)

k )T∇kgk j(s(2)
k )] .

(8.44)

Vegyük észre, hogy az átlósan szigorú konkavitás miatt az els�o két tag összege pozitív, gk
komponenseinek a konkavitása miatt pedig

(s(2)
k − s(1)

k )T∇kgk j(s(1)
k ) ≥ gk j(s(2)

k ) − gk j(s(1)
k )

és
(s(1)

k − s(2)
k )T∇kgk j(s(2)

k ) ≥ gk j(s(1)
k ) − gk j(s(2)

k ) .
Tudjuk, hogy minden k-ra, l-re

0 = u(l)
k

T gk(s(l)
k ) =

mk∑

j=1
u(l)

k jgk j(s(l)
k ) ,

ekkor (8.44)-b�ol kapjuk, hogy

0 >
N∑

k=1

mk∑

j=1
rk[u(1)

k j (gk j(s(2)
k ) − gk j(s(1)

k )) + u(2)
k j (gk j(s(1)

k ) − gk j(s(2)
k ))]

=

N∑

k=1

mk∑

j=1
rk[u(1)

k j gk j(s(2)
k ) + u(2)

k j gk j(s(1)
k )] ≥ 0 ,
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ami nyilvánvaló ellentmondás, tehát s(1) = s(2).

Az egyensúly egyértelm�uségének ellen�orzése
A következ�o tételben egy olyan, a gyakorlati esetekben nagyon hasznos módszert mutatunk
be, melynek segítségével ellen�orizhetjük egy N személyes játék átlósan szigorúan konkavi-
tását.

8.16. tétel. Tegyük fel, hogy S konvex, fk kétszer folytonosan differenciálható minden k-ra,
és létezik r ≥ 0, hogy J(s, r) + J(s, r)T negatív de�nit, ahol J(s, r) a h(s, r) Jakobi-mátrixa.
Ekkor a játék átlósan szigorúan konkáv.

Bizonyítás. Legyen s(1), s(2) ∈ S és s(1) , s(2). Ekkor minden α ∈ [0, 1]-re s(α) = αs(1) +

(1 − α)s(2) ∈ S és
d

dαh(s(α), r) = J(s(α), r)(s(1) − s(2)) .

Mindkét oldalt [0, 1]-en integrálva

h(s(1), r) − h(s(2), r) =

∫ 1

0
J(s(α), r)(s(1) − s(2))dα ,

és mindkét oldalt újra megszorozva (s(1) − s(2))T -tal

(s(1) − s(2))T (h(s(1), r) − h(s(2), r)) =

∫ 1

0
(s(1) − s(2))T J(s(α), r)(s(1) − s(2))dα

=
1
2

∫ 1

0
(s(1) − s(2))T (J(s(α), r) + J(s(α), r)T )(s(1) − s(2))dα < 0 ,

tehát a bizonyítást befejeztük.

8.20. példa. Egyszer�u kétszemélyes játék. Tekintsük a következ�o egyszer�u kétszemélyes játékot, ahol
S 1 = S 2 = [0, 1], és a ki�zet�ofüggvények:

f1(s1, s2) = −s2
1 + s1 − s1 s2

és
f2(s1, s2) = −s2

2 + s2 − s1 s2 .

Könnyen látható, hogy � az átlósan szigorú konkavitáson kívül � minden tulajdonság, amit ebben az
alfejezetben feltettünk, teljesül. A 8.16. tételt használjuk a hiányzó tulajdonság megmutatására. Ebben
az esetben

∇1 f1(s1, s2) = −2s1 + 1 − s2, ∇2 f2(s1, s2) = −2s2 + 1 − s1 ,

így
h(s, r) =

(
r1(−2s1 + 1 − s2)
r2(−2s2 + 1 − s1)

)
.

A Jakobi-mátrix:
J(s, r) =

( −2r1 −r1
−r2 −2r2

)
.
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Megmutatjuk, hogy valamilyen r ≥ 0-ra a

J(s, r) + J(s, r)T =

( −4r1 −r1 − r2
−r1 − r2 −4r2

)

mátrix negatív de�nit. Legyen például r1 = r2 = 1, ekkor a fenti mátrix
( −4 −2
−2 −4

)
,

a karakterisztikus polinom:

φ(λ) = det
( −4 − λ −2

−2 −4 − λ
)

= λ2 + 8λ + 12 ,

mely polinomnak a két gyöke λ1 = −2, λ2 = −6.

Az egyensúly iteratív kiszámítása
A 8.4. tételben láttuk, hogy s? ∈ S pontosan akkor egyensúly, ha

Hr(s?, s?) ≥ Hr(s?, s) (8.45)

minden s ∈ S -re, ahol Hr a (8.4)-ben de�niált összegz�ofüggvény. A következ�okben fel-
tesszük, hogy az alfejezet elején feltett tulajdonságok érvényesek, és létezik olyan r ≥ 0,
hogy (8.42) érvényes.

El�oször a variációs egyenl�otlenség és (8.45) ekvivalenciáját mutatjuk meg.

8.17. tétel. Egy s? ∈ S vektor pontosan akkor elégíti ki (8.45)-öt, ha

h(s?, r)T (s − s?) ≤ 0 (8.46)

minden s ∈ S stratégiára, ahol h(s, r)-et (8.41)-ben de�niáltuk.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy s? kielégíti (8.45)-öt. Ekkor Hr(s?, s) � mint s argumentumú
függvény � felveszi a maximumát s = s?-ban, tehát

∇sHr(s?, s?)(s − s?) ≤ 0

minden s ∈ S stratégiára. Mivel ∇sHr(s?, s?) = h(s?, r), így s? kielégíti (8.46)-t.
Most tegyük fel, hogy s? kielégíti (8.46)-ot. Hr(s?, s?) s szerinti konkavitása, és a játék

átlósan szigorú konkavitása miatt

Hr(s?, s?) −Hr(s?, s) ≥ h(s, r)T (s? − s) ≥ h(s, r)T (s? − s) + h(s?, r)T (s − s?) > 0 ,

tehát s? kielégíti (8.45)-öt.

Látható, hogy bármely � a variációs egyenl�otlenség megoldására alkalmas � módszer
használható a játék egyensúlyi problémájának megoldására.

A következ�okben de�niálunk egy olyan speciális kétszemélyes, zérusösszeg�u-játékot,
melynek egyensúlyi problémája ekvivalens az eredeti N személyes játék egyensúlyi problé-
májával.
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8.18. tétel. Az s? ∈ S vektor pontosan akkor elégíti ki (8.46)-ot, ha (s?, s?) egyensúlya egy
olyan kétszemélyes játéknak, ahol mindkét stratégiahalmaz S , a ki�zet�ofüggvények pedig
f1(s, z) = f (s, z) és f2(s, z) = − f (s, z), ahol f (s, z) = h(z, r)T (s − z).

Bizonyítás. El�oször tegyük fel, hogy s? ∈ S kielégíti (8.45)-t. Ekkor kielégíti (8.46)-t is,
így

f (s, s?) ≤ 0 = f (s?, s?) .

Még azt kell megmutatnunk, hogy

− f (s?, s) ≤ 0 = − f (s?, s?) .

Indirekt módon tegyük el, hogy valamilyen s-re f (s?, s) < 0. Ekkor (8.42) és (8.46) miatt

0 > f (s?, s) = h(s, r)T (s? − s) > h(s, r)T (s? − s) + (s − s?)T (h(s, r) − h(s?, r))
= h(s?, r)T (s? − s) ≥ 0 ,

ami ellentmondás. Most tegyük fel, hogy (s?, s?) egyensúlya a tételben bevezetett játéknak.
Ekkor tetsz�oleges s, z ∈ S -re

f (s, s?) ≤ f (s?, s?) = 0 ≤ f (s, z) .

Az els�o egyenl�otlenség átírható a következ�o formába:

h(s?, r)T (s − s?) ≤ 0 ,

tehát (8.46) teljesül, így teljesül (8.45) is.

Tekintsük a következ�o iterációs eljárást.
Legyen s(1) ∈ S tetsz�oleges, és oldjuk meg a következ�o feladatot:

f (s, s(1)) → max
s ∈ S .

(8.47)

Jelöljük s(2)-vel (8.47) feladat megoldását, és legyen µ1 = f (s(2), s(1)). Ha µ1 = 0, akkor
minden s ∈ S -re

f (s, s(1)) = h(s(1), r)T (s − s(1)) ≤ 0 ,

így 8.17. tétel miatt s(1) egyensúly. Mivel f (s(1), s(1)) = 0, így feltesszük, hogy µ1 > 0. k ≥ 2
általános lépésben már van k vektorunk s(1), s(2), . . . , s(k), és k−1 skalárunk µ1, µ2, . . . , µk−1 >
0. Ekkor a következ�o s(k+1) vektor és µk skalár megoldása a következ�o feladatnak:

µ → max
f (s, s(i)) ≥ µ (i = 1, 2, . . . , k)

s ∈ S .
(8.48)

Vegyük észre, hogy

f (s(k), s(i)) ≥ µk−1 ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , k − 1)
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és
f (s(k), s(k)) = 0.

Ekkor tudjuk, hogy µk ≥ 0 .
Az algoritmus pszeudokódja a következ�o.

Í

1 k ← 1
2 oldjuk meg a (8.47) feladatot és legyen s(2) egy optimális megoldás
3 if f (s(2), s(1)) = 0
4 then return "s(1) egyensúly"
4 k ← k + 1
5 oldjuk meg a (8.48) feladatot, legyen s(k+1) egy optimális megoldás
6 if ||s(k+1) − s(k)|| < ε
7 then s(k+1) egyensúly
8 else folytassuk a 4-edik sorban

A fenti algoritmus konvergencia tételének tárgyalása el�ott megjegyezzük, hogy abban a
speciális esetben, amikor a stratégiahalmazok lineáris egyenl�otlenségekkel vannak megadva
(tehát a gk függvények lineárisak), a (8.48) feladat minden feladata lineáris, tehát minden
iterációs lépésben egy lineáris programozási feladatot kell megoldanunk.

Ha lineáris esetben a szimplex módszert alkalmazzuk minden iterációs lépésben, akkor
a számítási költség exponenciális, tehát az egész eljárás számítási költsége exponenciális
(rögzített lépésszám mellett).

8.19. tétel. Az {s(k)} fenti módszer által generált sorozatnak van olyan {s(ki)} részsorozata,
mely az N személyes játék egyetlen egyensúlyához konvergál.

Bizonyítás. A bizonyítás több lépésb�ol áll.
El�oször azt mutatjuk meg, hogy limk→∞ µk = 0. Mivel (8.48) minden iterációban egy új

feltétellel b�ovül, tehát {µk} nem lehet növekv�o. Tudjuk azt is, hogy {µk} nemnegatív, tehát
konvergens. Az {s(k)} sorozat korlátos, hiszen minden tagja a korlátos S halmazból való, így
van egy {s(ki)} konvergens részsorozata. Vegyük észre, hogy

0 ≤ µki−1 = min
1≤k≤ki−1

h(s(k), r)T (s(ki) − s(k)) ≤ h(s(ki−1), r)T (s(ki) − s(ki−1)) ,

ahol az egyenl�otlenség jobb oldala nullához tart. Tehát µki−1 → 0. Mivel {µk} monoton, így
{µk} → 0.

Most legyen s? az N-személyes játék egyensúlya, és legyen

δ(t) = min{(h(s, r) − h(z, r))T (z − s)|‖s − z‖ ≥ t, z, s ∈ S } . (8.49)

(8.42) miatt δ(t) > 0 minden (t > 0)-ra. De�niáljuk a ki indexeket a következ�oképpen:

δ(‖s(ki) − s?‖) = min
1≤k≤i

δ(‖s(k) − s?‖) (i = 1, 2, . . .) .
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Ekkor minden k = 1, 2, . . . , i-re

δ(‖s(ki) − s?‖) ≤ (h(s(k), r) − h(s?, r))T (s? − s(k))
= h(s(k), r)T (s? − s(k)) − h(s?, r)T (s? − s(k))
≤ h(s(k), r)T (s? − s(k)) ,

melyb�ol (8.48) miatt következik:

δ(‖s(ki) − s?‖) ≤ min
1≤k≤i

h(s(k), r)T (s? − s(k))

≤ max
s∈S

min
1≤k≤i

h(s(k), r)T (s − s(k))

= min
1≤k≤i

h(s(k), r)T (s(i+1) − s(k))

= µi .

Ebb�ol következik, hogy limi→∞ δ(‖s(ki) − s?‖) → 0. Végül vegyük észre azt, hogy δ(t) ren-
delkezik a következ�o tulajdonságokkal:
1. δ(t) folytonos;
2. ha t > 0, akkor δ(t) > 0 (ezt mutatja (8.49));
3. ha egy {t(k)} konvergens sorozatra δ(t(k))→ 0, akkor szükségszer�uen t(k) → 0.
A 3. tulajdonság miatt ‖s(ki) − s?‖ → 0, így s(ki) → s?.

Gyakorlatok
8.2-1. Tekintsünk egy kétszemélyes játékot, ahol a stratégiahalmazok S 1 = S 2 = [0, 1], a
ki�zet�ofüggvények: f1(x1, x2) = x2

1 + x1x2 + 2 és f2(x1, x2) = x1 + x2. Mutassuk meg, hogy
a játéknak egyetlen egyensúlya van, és számítsuk ki ezt az egyensúlyt. Mutassuk meg, hogy
ebben a játékban a 8.3. tétel nem alkalmazható az egyensúly létezésének bizonyítására.
8.2-2. Tekintsük az �árháború� játékot, melyben két vállalat ármeghatározó. Tegyük fel,
hogy p1 a P1, p2 pedig a P2 játékos egy stratégiája, ahol p1, p2 ∈ [0, pmax] (pmax egy
rögzített pozitív valós szám), és a ki�zet�ofüggvények:

f1(p1, p2) =

{
p1, ha p1 ≤ p2 ,
p1 − c, ha p1 > p2 ,

f2(p1, p2) =

{
p2, ha p2 ≤ p1 ,
p2 − c, ha p2 > p1 ,

ahol c < pmax rögzített. Van-e ennek a játéknak egyensúlya? Ha van egyensúlya, akkor hány
van?
8.2-3. Egy tengeralattjáró rejt�ozik a tenger egy részében. A tenger ezen része az egység-
négyzettel modellezhet�o. A tengeralattjáró stratégiája az x ∈ [0, 1] × [0, 1] rejt�ozködési
helye. Egy repül�ogép bombázza az y = [0, 1] × [0, 1]-t, a tenger egy bizonyos helyét. A
bombázott hely megválasztása ezen játékos stratégiája. A repül�ogép ki�zetése a tengeralatt-
járónak okozott kár nagysága: f2(x, y) = αe−β‖x−y‖, míg a tengeralattjáró ki�zetése a neki
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okozott kár ellentettje: f1(x, y) = − f2(x, y). Van-e ennek a kétszemélyes játéknak egyensú-
lya?
8.2-4. A második-legjobb ár aukcióban egy áru kerül eladásra az N licitálók valamelyi-
kének. A licitálók különböz�oképpen értékelik a árut: v1 < v2 < · · · < vN . A licitálók
egyidej�uleg ajánlatot tesznek a árura úgy, hogy közben nem ismerik a többiek ajánlatát.
A legmagasabb ajánlatot tev�o kapja meg a árut, de a áruért csak a második legmagasabb
ajánlatot kell �zetnie. Tehát a Pk játékos stratégiahalmaza [0,∞], stratégiája xk ∈ [0,∞], és
a ki�zet�ofüggvénye:

fk(x1, x2, . . . , xN) =

{
vk −max j,k x j, ha xk = max j x j ,
0 különben .

Határozzuk meg a Pk játékos legjobbválasz-leképezését. Van-e a játéknak egyensúlya?
8.2-5. Írjuk fel a Fan-egyenl�otlenséget a 8.2-1. gyakorlatra.
8.2-6. Írjuk fel és oldjuk meg a Fan-egyenl�otlenséget a 8.2-2. gyakorlatra.
8.2-7. Írjuk fel és oldjuk meg a Fan-egyenl�otlenséget a 8.2-4. gyakorlatra.
8.2-8. Tekintsük azt a kétszemélyes játékot, ahol a stratégiahalmazok S 1 = S 2 = [0, 1], a
ki�zet�ofüggvények pedig

f1(x1, x2) = −(x1 − x2)2 + 2x1 − x2 + 1

f2(x1, x2) = −(x1 − 2x2)2 − 2x1 + x2 − 1

Írjuk fel a Fan-egyenl�otlenséget.
8.2-9. Legyenek N = 2, S 1 = S 2 = [0, 10], f1(x1, x2) = f2(x1, x2) = 2x1 + 2x2 − (x1 + x2)2.
Írjuk fel a Kuhn�Tucker-feltételeket, és keressük meg az egyensúlyokat. Oldjuk meg az így
kapott feltételrendszert.
8.2-10. Tekintsünk egy háromszemélyes játékot, ahol S 1 = S 2 = S 3 = [0, 1],
f1(x1, x2, x3) = (x1−x2)2 +x3, f2(x1, x2, x3) = (x2−x3)2 +x1 és f3(x1, x2, x3) = (x3−x1)2 +x2.
Írjuk fel a Kuhn�Tucker-feltételeket.
8.2-11. Írjuk fel és oldjuk meg (8.9)-et a 8.2-1. és a 8.2-8. gyakorlatokban bevezetett játé-
kokra.
8.2-12. Írjuk át 8.2-8. gyakorlat Kuhn�Tucker-feltételeit (8.10) formába, és oldjuk meg
�oket.
8.2-13. Írjuk fel a 8.1-1. gyakorlatban bevezetett véges játék kevert b�ovítését.
8.2-14. Írjuk fel és oldjuk meg (8.10)-et a 8.2-13. gyakorlatban bevezetett játékra.
8.2-15. Írjuk fel a 8.1-3. gyakorlatban bevezetett játék kevert b�ovítését. Írjuk fel és oldjuk
meg az erre a játékra vonatkozó (8.22)-�ot, ha α = 5 és β = 3.
8.2-16. Oldjuk meg a 8.2-15. gyakorlatban bevezetett mátrixjáték egyensúlyi problémáját
a �ktív lejátszás módszerével.
8.2-17. Vegyük az A =

(
2 −1
−1 1

)
és B =

(
1 −1
−1 2

)
mátrixokkal adott bimátrix-

játékot. Oldjuk meg ezt a bimátrix-játékot a 8-1. gyakorlatban meghatározott módszerrel.

8.2-18. Oldjuk meg az A =


0 1 5
−1 0 −3
−5 3 0

 szimmetrikus mátrixjáték egyensúlyi problé-

máját lineáris programozással.
8.2-19. Oldjuk meg 8.2-18. gyakorlatot a �ktív lejátszás módszerével.
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8.2-20. Írjuk fel a (8.9) Kuhn�Tucker-feltételeket a 8.2-18. gyakorlatra.
8.2-21.? Tekintsük az A =

(
1 2 3
−1 0 1

)
mátrixjátékot. Oldjuk meg az A mátrixjáték

egyensúlyi problémáját lineáris programozással, a �ktív lejátszás módszerével, és írjuk fel
a Kuhn�Tucker-feltételeket. Útmutatás. El�oször határozzuk meg az ekvivalens szimmetri-
kus mátrixjátékot.
8.2-22. Írjuk fel lineáris programozási feladatként az A =

(
1 2
3 1

)
mátrixjáték egyensúlyi

problémáját.
8.2-23. Írjuk fel egy lineáris programozási feladat megoldását a �ktív lejátszás módszeré-
vel, és oldjuk meg az így kapott módszerrel a következ�o lineáris programozási feladatot:

x1 + x2 → max
x1, x2 ≥ 0

3x1 + x2 ≤ 4
x1 + 3x2 ≤ 4 .

8.2-24. Oldjuk meg a 8.2-21. gyakorlat lineáris programozási feladatát a �ktív lejátszás
módszerével.
8.2-25. Oldjuk meg a 8.2-18. gyakorlatot a Neumann-módszerrel.
8.2-26. Oldjuk meg a 8.2-21. gyakorlatot a Neumann-módszerrel.
8.2-27. Oldjuk meg a 8.2-16. gyakorlatot a Neumann-módszerrel.
8.2-28.? Ellen�orizzük a 8.2-25., 8.2-26. és 8.2-27. gyakorlatok eredményeit úgy, hogy a
(8.21) lineáris programozási feladat feltételrendszerének érvényességét megvizsgáljuk nulla
célfüggvényérték mellett. Útmutatás. Minek válasszuk α-t és β-t?
8.2-29. Ismételjük meg a 8.2-23. gyakorlatot a Neumann-módszerrel.
8.2-30. Legyenek N = 2, S 1 = S 2 = [0, 10], f1(x1, x2) = f2(x1, x2) = 2x1 + 2x2 − (x1 +

x2)2. Mutassuk meg, hogy mindkét ki�zet�ofüggvény szigorú konkáv (x1 szerint f1, és x2
szerint f2). Bizonyítsuk be, hogy ennek a játéknak végtelen sok egyensúlya van, tehát a
ki�zet�ofüggvények szigorú konkavitásából nem következik az egyensúly egyértelm�usége.
8.2-31. Lehet-e egy mátrixjáték átlósan szigorúan konkáv?
8.2-32. Tekintsük azt a kétszemélyes játékot, ahol a stratégiahalmazok S 1 = S 2 = [0, 1], a
ki�zet�ofüggvények f1(x1, x2) = −2x2

1 + x1(1− x2), f2(x1, x2) = −3x2
2 + x2(1− x1). Mutassuk

meg, hogy ez a játék kielégíti a 8.16. tétel feltételeit.
8.2-33. Oldjuk meg a 8.2-32. gyakorlatot a (8.47)�(8.48)-ban adott algoritmussal.

8.3. Az oligopol feladat
Az eddigiekben általános módszereket mutattunk be az egyensúlyi probléma megoldására.
Majdnem minden speciális játékosztályra vannak azonban olyan speciális módszerek, me-
lyek az adott játékosztály tagjaira alkalmazhatók. Ezen fejezet további részében egy spe-
ciális játékot, az oligopol játékot vesszük górcs�o alá. Az oligopol játék egy olyan valós
helyzetet ír le, amikor N vállalat azonos terméket gyárt vagy azonos szolgáltatást kínál.
Ez a modell a klasszikus Cournot-modellként ismert. A játékosok stratégiái az xk gyártási
mennyiségek, melyek az S k = [0, Lk] stratégiahalmazokból valók, ahol Lk az adott játékos
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(vállalat) gyártási kapacitásának fels�o határa. Feltesszük, hogy a p(s) piaci ár az összesen
gyártott s = x1 + x2 + · · ·+ xN mennyiségt�ol függ, és minden játékos ck(xk) gyártási költsége
csak a saját gyártási szintjét�ol függ. A vállalatok pro�tfüggvényei:

fk(x1, . . . , xN) = xk p


N∑

l=1
xl

 − ck(xk) . (8.50)

Tehát de�niáltuk a G = {N; S 1, . . . , S N ; f1, . . . , fN} játékot.
Fel szokás tenni, hogy a p és ck (k = 1, 2, . . . ,N) függvények kétszer folytonosan diffe-

renciálhatók, továbbá
1. p′(s) < 0;
2. p′(s) + xk p′′(s) ≤ 0;
3. p′(s) − c′′k (xk) < 0;
minden k-ra, xk ∈ [0, Lk]-ra, és s ∈ [0,∑N

l=1 Ll]-re.
Az 1�3. feltételek mellett 8.3. tétel feltételei teljesülnek, tehát G-nek van legalább egy

egyensúlya.

Legjobbválasz-leképezések
Vegyük észre, hogy az sk =

∑
l,k xl jelölés mellett a k játékos ki�zet�ofüggvénye átírható a

következ�o formába:
xk p(xk + sk) − ck(xk) . (8.51)

Mivel S k kompakt halmaz, és a ki�zet�ofüggvény szigorúan konkáv xk szerint, így rögzített
sk mellett a Pk játékos pro�tmaximalizáló gyártási szintje egyértelm�u, mely a k játékos
legjobbválasza � jelöljük ezt Bk(sk)-val.

Könnyen látható, hogy három eset lehetséges: Bk(sk) = 0, ha p(sk)−c′k(0) ≤ 0, Bk(sk) =

Lk, ha p(sk + Lk) + Lk p′(sk + Lk) − c′k(Lk) ≥ 0, egyébként Bk(sk) az egyetlen megoldása a
következ�o monoton egyenletnek:

p(sk + xk) + xk p′(sk + xk) − c′k(xk) = 0 .

Tegyük fel, hogy xk ∈ (0, Lk). Ekkor sk szerinti implicit deriválással

p′(1 + B′k) + B′k p′ + xk p′′(1 + B′k) − c′′k B′k = 0 ,

ahonnan
B′k(sk) = − p′ + xk p′′

2p′ + xk p′′ − c′′k
.

Vegyük észre, hogy a 2�3. feltevések miatt

− 1 < B′k(sk) ≤ 0 , (8.52)

mely egyenl�otlenség a töréspontok kivételével a másik két esetben is igaz.
A 8.2.1. pontnak megfelel�oen vezessük be a legjobbválasz-leképezést:

B(x1, . . . , xN) =

B1


∑

l,1
xl

 , . . . , BN


∑

l,N
xl


 . (8.53)
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A feladat a fenti leképezés �xpontjának megkeresése. Másik lehet�oség, hogy bevezetünk
egy dinamikus folyamatot, amely konvergál az egyensúlyhoz.

A �ktív lejátszás diszkrét módszeréhez hasonló módszert dolgozunk ki, melyben min-
den vállalat kiválasztja a legjobb válaszát a versenytársai el�oz�o periódusban tett lépéseire:

xk(t + 1) = Bk(
∑

l,k
xl(t)) (k = 1, 2, . . . ,N) . (8.54)

(8.52) miatt látható, hogy (N = 2)-re a jobb oldalon lév�o leképezés R2 → R2 kontrakció, te-
hát konvergens. Azonban, ha N > 2, akkor a konvergenciát nem lehet garantálni. Tekintsük
most a fenti rendszer nyilvánvaló módosítását valamilyen Kk > 0-val:

xk(t + 1) = xk(t) + Kk(Bk(
∑

l,k
xl(t)) − xk(t)) (8.55)

minden k = 1, 2, . . . ,N-re. Világos, hogy a fenti rendszer minden stabil állapota egyensúly,
és bizonyítható, hogy ha Kk megfelel�oen kicsi, akkor az xk(0), xk(1), xk(2), . . . sorozatok
konvergensek minden k = 1, 2, . . . ,N-ra, és az egyensúlyhoz konvergálnak.

Tekintsük most a (8.55) modell folytonos alkalmazását, ahol (a Neumann-módszerhez
hasonlóan) folytonos id�oskálát tételezünk fel:

�xk(t) = Kk(Bk(
∑

l,k
xl(t)) − xk(t)) (k = 1, 2, . . . ,N) . (8.56)

A következ�o eredmény a fenti rendszer konvergenciájáról szól.
8.20. tétel. Az 1�3. feltevések mellett a (8.56) rendszer aszimptotikusan stabil, azaz ha az
xk(0) kezdetiértéket az egyensúlyhoz elég közelre választjuk, ekkor xk(t) tart az egyensúlyhoz
minden k-ra.
Bizonyítás. Elég azt megmutatni, hogy a (8.56) rendszer Jakobi-mátrixának sajátértékei
negatív valós számok. Látható, hogy a Jakobi-mátrix a következ�o:

J =



−K1 K1b1 · · · K1b1
K2b2 −K2 · · · K2b2
...

...
...

KNbN KNbN · · · −KN


, (8.57)

ahol bk = B′k(∑l,k xl) az egyensúlyban. (8.52)-b�ol tudjuk, hogy −1 < bk ≤ 0 minden k-ra.
A J sajátértékeinek kiszámítása céljából szükségünk van egy nagyon egyszer�u, ám annál
hasznosabb tényre. Tegyük fel, hogy az a és a b N valós komponens�u vektorok. Ekkor

det(I + abT ) = 1 + bT a , (8.58)
ahol I az N-edrend�u egységmátrix. (8.58) egyenl�otlenség teljes indukcióval könnyen bizo-
nyítható. (8.58)-at felhasználva, a J mátrix karakterisztikus polinomja:

φ(λ) = det(J − λI) = det(D + abT − λI)
= det(D − λI)det(I + (D − λI)−1abT )
= det(D − λI)[1 + bT (D − λI)−1a]

= ΠN
k=1(−Kk(1 + bk) − λ)[1 +

N∑

k=1

Kkbk
−Kk(1 + bk) − λ ] ,
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ahol a következ�o jelöléseket használtuk:

a =



K1b1
K2b2
...

KNbN


, bT = (1, 1, . . . , 1), D =



−K1(1 + b1)
. . .

KN(1 + bN)

 .

Az els�o tényez�o gyökei negatívak: λ = −Kk(1 + bk), a következ�o egyenlet gyökei adják a
többi sajátértéket:

1 +

N∑

k=1

Kkbk
−Kk(1 + bk) − λ = 0 .

Vegyük észre, hogy közös nevez�ore hozva és a tagokat összeadva az

1 +

m∑

l=1

αk
βk + λ

= 0 (8.59)

egyenl�oség adódik, ahol αk, βk > 0, és β1 < β2 < · · · < βm. Ha g(λ) jelöli a bal oldalt, akkor
a λ = −βk-k a pólushelyek és

lim
λ→±∞

g(λ) = 1, lim
λ→−βk±0

g(λ) = ±∞ ,

g′(λ) =

m∑

l=1

−αl
(βl + λ)2 < 0 ,

így g(λ) az értelmezési tartományának tetsz�oleges intervallumán szigorúan monoton fogyó.
A függvény gra�konja a 8.7. ábrán látható. Vegyük észre, hogy (8.59) ekvivalens egy m-
edfokú polinom egyenletével, tehát m komplex (esetleg) valós gyöke van. A g(λ) függvény
tulajdonságai miatt egy gyök kisebb mint −β1, és egy-egy gyök van −βk és −βk+1 között
minden k = 1, 2, . . . ,m − 1 esetén. Tehát minden gyök negatív valós szám.

(8.55) � az általános diszkrét modell � azonos módon vizsgálható. Ha Kk = 1 minden
k-ra, akkor (8.55) visszavezethet�o a (8.54) egyszer�u dinamikus rendszerre.

8.21. példa. Els�o oligopol játék. Tekintsünk egy háromszemélyes oligopol játékot, ahol az árfüggvény

p(s) =

{
2 − 2s − s2, ha 0 ≤ s ≤ √3 − 1 ,
0 egyébként ,

a stratégiahalmazok S 1 = S 2 = S 3 = [0, 1], a költségfüggvények

ck(xk) = kx3
k + xk (k = 1, 2, 3) .

A Pk vállalat pro�tja a következ�o:

xk(2 − 2s − s2) − (kx3
k + xk) = xk(2 − 2xk − 2sk − x2

k − 2xk sk − s2
k) − kx3

k − xk .

APk vállalat legjobbválasz-függvényét a következ�oképpen kapjuk. A 8.3. alfejezet elején vázolt mód-
szert követve, a következ�o három esetet különböztetjük meg. Ha 1 − 2sk − s2

k ≤ 0, akkor xk = 0 a
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1

λ

g(λ)

−β1 −β2 −βm−1 −βm

8.7. ábra. A g(λ) függvény görbéje.

legjobbválasz. Ha (−6 − 3k) − 6sk − s2
k ≥ 0, akkor xk = 1 a legjobbválasz. Egyébként a legjobbválaszt

a következ�o egyenlet adja meg:
∂

∂xk
[xk(2 − 2xk − 2sk − s2

k − 2sk xk − x2
k) − kx3

k − xk]

= 2 − 4xk − 2sk − s2
k − 4sk xk − 3x2

k − 3kx2
k − 1 = 0 ,

ahol az egyetlen pozitív megoldás

xk =
−(4 + 4sk) +

√
(4 + 4sk)2 − 12(1 + k)(s2

k + 2sk − 1)
6(1 + k) .

Miután a legjobbválaszokat megtaláltuk, könnyedén megkonstruálhatjuk bármelyik korábban bemu-
tatott módszert.

Visszavezetés egydimenziós �xpont feladatra
Tekintsünk egy N vállalatos (N személyes) oligopol játékot, ahol p az árfüggvény, és a ck
függvények a költségfüggvények k = 1, 2, . . . ,N esetén. Vezessük be a

Ψk(s, xk, tk) = tk p(s − xk + tk) − ck(tk) , (8.60)
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függvényt és de�niáljuk az

Xk(s) = {xk |xk ∈ S k, Ψk(s, xk, xk) = max
tk∈S k

Ψk(s, xk, tk)} (8.61)

leképezést minden k = 1, 2, . . . ,N-re. Legyen továbbá

X(s) = {u|u =

N∑

k=1
xk, xk ∈ Xk(s), k = 1, 2, . . . ,N} . (8.62)

Vegyük észre, hogy ha s ∈ [0,∑N
k=1 Lk], akkor X(s) minden komponense ebbe az interval-

lumba esik, tehát X egy egydimenziós pont-halmaz leképezés. Világos, hogy (x?1 , . . . , x?N)
pontosan akkor egyensúlya az N vállalatos oligopol játéknak, ha s? =

∑N
k=1 x?k �xpontja

X-nek, és minden k-ra x?k ∈ Xk(s?). Tehát az egyensúlyi problémát leegyszer�usítettük egy
egydimenziós pont-halmaz leképezés �xpont problémájára. Ez jelent�os egyszer�usítés, hi-
szen a legjobbválaszok N dimenziós leképezések.

Ha az 1�3. feltételek teljesülnek, akkor Xk(s) értéke egy egyelem�u halmaz minden s-re,
k-ra:

Xk(s) =


0, ha p(s) − c′k(0) ≤ 0 ,
Lk, ha p(s) + Lk p′k(s) − c′k(Lk) ≥ 0 ,
z? egyébként ,

(8.63)

ahol z? a következ�o monoton egyenlet egyetlen megoldása a [0, Lk] intervallumon:

p(s) + zp′(s) − c′k(z) = 0 . (8.64)

A harmadik esetben a bal oldali kifejezés pozitív z = 0-ban, és negatív z = Lk-ban, a 2�3.
feltételek miatt szigorúan fogyó, tehát egyetlen megoldás van.

Az egész [0,∑N
k=1 Lk] intervallumon Xk(s) nemnövekv�o konstans az els�o két esetben, és

szigorúan fogyó a harmadik esetben. Tekintsük végül az egydimenziós egyenletet:
N∑

k=1
Xk(s) − s = 0 . (8.65)

s = 0-ban a bal oldal nemnegatív, s =
∑N

k=1 Lk-ban nempozitív, szigorúan fogyó. Tehát
egyetlen megoldás van (az X �xpontja), mely megoldás bármely egydimenziós egyenlet-
megoldó módszerrel megkapható.

Legyen [0, S max] a (8.65) megoldásának értelmezési tartománya. K felez�o lépés után a
pontosság smax/2K , mely kisebb, mint az ε > 0 hibahatár, ha K > log2(S max/ε).

8.22. példa. Második oligopol játék. Tekintsük megint a 8.21. példában látott háromszemélyes oligo-
pol játékot. (8.63)-ból

X(s) =


0, ha 1 − 2s − s2 ≤ 0 ,
1, ha − (1 + 3k) − 4s − s2 ≥ 0 ,
z? egyébként ,

ahol z? a
3kz2 + z(2s + 2) + (−1 + 2s + s2) = 0

egyenlet egyetlen megoldása. Az els�o eset akkor következik be, ha s ≥ √2 − 1, a második eset soha
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nem következik be, míg a harmadik eset az egyetlen pozitív megoldás:

z? =
−(2s + 2) +

√
(2s + 2)2 − 12k(−1 + 2s + s2)

6k . (8.66)

Végül (8.65) speciális formája

3∑

k=1

−(s + 1) +
√

(s + 1)2 − 3k(−1 + 2s + s2)
3k − s = 0 .

Az intervallumfelezéses módszeren alapuló program a következ�o megoldást adja: s? ≈ 0.2982. (8.66)-
ból az egyensúlyi stratégiák: x?1 ≈ 0.1077, x?2 ≈ 0.0986, x?3 ≈ 0.0919.

A Kuhn�Tucker-feltételeken alapuló módszerek
Vegyük észre, hogy az N személyes oligopol játékok esetében S k = {xk |xk ≥ 0, Lk− xk ≥ 0},
tehát választhatjuk a

gk(xk) =

(
xk

Lk − xk

)
(8.67)

függvényeket. Mivel a ki�zet�ofüggvények

fk(x1, . . . , xN) = xk p(xk + sk) − ck(xk) , (8.68)

a (8.9) Kuhn�Tucker-feltételek a következ�o formát öltik, ahol a két komponens�u vektor uk
komponensei u(1)

k és u(2)
k , és minden k = 1, 2, . . . ,N indexre

u(1)
k , u(2)

k ≥ 0
xk ≥ 0

Lk − xk ≥ 0
p(∑N

l=1 xl) + xk p′(∑N
l=1 xl) − c′k(xk) + (u(1)

k , u(2)
k )

( 1
−1

)
= 0

u(1)
k xk + u(2)

k (Lk − xk) = 0 .

(8.69)

Két lehet�oségünk van: vagy megkeressük (8.69) egy megengedett megoldását, vagy átírjuk
(8.69)-et (8.10) alakú optimumszámítási feladattá, mely ebben a speciális esetben

∑N
k=1(u(1)

k xk + u(2)
k (Lk − xk)) → min

u(1)
k , u(2)

k ≥ 0 (k = 1, 2, . . . ,N)
xk ≥ 0 (k = 1, 2, . . . ,N)

Lk − xk ≥ 0 (k = 1, 2, . . . ,N)
p(∑N

l=1 xl) + xk p′(∑N
l=1 xl) − c′k(xk) + u(1)

k − u(2)
k = 0 (k = 1, 2, . . . ,N) .

(8.70)

A (8.69) vagy (8.70) számítási költsége a p és a ck függvények típusától függ. Nem
adható általános jellemzés.
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8.23. példa. Harmadik oligopol játék. A 8.21. példában bevezetett játék esetén (8.70) alakja
3∑

k=1
(u(1)

k xk + u(2)
k (1 − xk)) → min

u(1)
k , u(2)

k ≥ 0
xk ≥ 0

1 − xk ≥ 0
1 − 2s − s3 − 2xk − 2xk s − 3kx2

k + u(1)
k − u(2)

k = 0
x1 + x2 + x3 = s .

Egy professzionális optimalizációs program használatával a következ�o megoldást kaptuk:

x?1 ≈ 0.1077, x?2 ≈ 0.0986, x?3 ≈ 0.0919 ,

és u(1)
k = u(2)

k = 0.

Visszavezetés komplementer feladatokra
Ha (x?1 , . . . , x?N) egyensúly egy N személyes oligopol játékban, akkor rögzített x?1 , . . . ,
x?k−1, x?k+1, . . . , x?N esetén xk = x?k maximumhelye a Pk játékos fk ki�zet�ofüggvényének.
Tegyük fel, hogy az 1�3. feltételek teljesülnek, fk konkáv xk-ban, így x?k pontosan akkor
maximumhelye fk-nak, ha az egyensúlyban

∂ fk
∂xk

(x?) =


≤ 0, ha x?k = 0 ,
= 0, ha 0 < x?k < Lk ,
≥ 0, ha x?k = Lk .

Vezessük be a
zk =

{
= 0, ha xk > 0 ,
≥ 0, ha xk = 0

és a
vk =

{
= 0, ha xk < Lk ,
≥ 0, ha xk = Lk

túlcsordulás változókat és legyen
wk = Lk − xk . (8.71)

(8.71) az egyensúlyban átírható, mint

∂ fk
∂xk

(x) − vk + zk = 0 . (8.72)

A túlcsordulás változók de�níciója miatt

zk xk = 0 , (8.73)

vkwk = 0 . (8.74)
A nemnegativitási feltételt hozzávéve

xk, zk, vk,wk ≥ 0 , (8.75)
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mely esetben a (8.71)�(8.75) nemlineáris egyenl�otlenségrendszert kapjuk, mely ekvivalens
az egyensúlyi feladattal.

A következ�okben megmutatjuk, hogy (8.71)�(8.75) átírható nemlineáris komplemen-
ter feladattá. Az ilyen feladatok megoldására vannak közismert módszerek. Vezessük be a
következ�o jelöléseket:

v =



v1
v2
...

vN


, L =



L1
L2
...

LN


, h(x) =



∂ f1
∂x1

(x)
∂ f2
∂x2

(x)
...

∂ fN
∂xN

(x)


,

t =

(x
v

)
, és g(t) =

(−h(x) + v
L − x

)
.

Ekkor a (8.72)�(8.75) rendszer átírható, mint

t ≥ 0
g(t) ≥ 0

tT g(t) = 0 .
(8.76)

A fenti feladat a nemlineáris komplementer feladatok szokásos formája. Vegyük észre,
hogy az utolsó feltétel azt követeli meg, hogy komponensenként vagy t, vagy g(t), vagy
mindkett�o nulla legyen.

(8.76) számítási költsége a benne lév�o függvények típusától, és a választott módszert�ol
függ.

8.24. példa. Negyedik oligopol játék. A 8.21. példában bevezetett háromszemélyes oligopol játék
elemzéséb�ol kapjuk:

t =



x1
x2
x3
v1
v2
v3



és g(t) =



−1 + 2 ∑3
l=1 xl + (∑3

l=1 xl)2 + 2x1 + 2x1
∑3

l=1 xl + 3x2
1 + v1

−1 + 2 ∑3
l=1 xl + (∑3

l=1 xl)2 + 2x2 + 2x2
∑3

l=1 xl + 6x2
2 + v2

−1 + 2 ∑3
l=1 xl + (∑3

l=1 xl)2 + 2x3 + 2x3
∑3

l=1 x3 + 9x2
3 + v3

1 − x1
1 − x2
1 − x3



.

Lineáris oligopol játékok és kvadratikus programozás
Ebben a részben olyan N személyes oligopol játékokat fogunk vizsgálni, ahol mind az ár-
függvény, mind a költségfüggvények lineárisak:

p(s) = As + B, ck(xk) = bk xk + ck (k = 1, 2, . . . ,N) ,

ahol B, bk, ck > 0, de A < 0. Tegyük fel megint, hogy a stratégiahalmazok intervallumok:
[0, Lk]. Ebben az esetben

fk(x1, . . . , xN) = xk(Ax1 + · · · + AxN + B) − (bk xk + ck) (8.77)



8.3. Az oligopol feladat 359

minden k-ra, így
∂ fk
∂xk

(x) = 2Axk + A
∑

l,k
xl + B − bk . (8.78)

A (8.71)�(8.75) feltételek ebben az esetben (nem az eredeti sorrendben):

2Axk + A
∑

l,k
xl + B − bk − vk + zk = 0

zk xk = vkwk = 0
xk + wk = Lk

xk, vk, zk,wk ≥ 0 .

Vezessük be a következ�o mátrixot és vektorokat:

Q =



2A A · · · A
A 2A · · · A
...

...
...

A A · · · 2A


, B =



B
B
...
B


, b =



b1
b2
...

bN


,

v =



v1
v2
...

vN


, w =



w1
w2
...

wN


, z =



z1
z2
...

zN


, és L =



L1
L2
...

LN


.

Foglaljuk össze a de�niált egyenl�otlenségeket:

Qx + B − b − v + z = 0
x + w = L

xT z = vT w = 0
x, v, z,w ≥ 0 .

(8.79)

A következ�okben azt látjuk be, hogy Q negatív de�nit. Tetsz�oleges a = (ai) nemnulla vek-
torra

aT Qa = 2A
∑

i
a2

i + A
∑

i

∑

j,i
aia j = A(

∑

i
a2

i + (
∑

i
ai)2) < 0 ,

ahonnan következik a feltevésünk.
Vegyük észre, hogy (8.79)-ben a következ�o, szigorúan konkáv kvadratikus feladat

Kuhn�Tucker-feltételei vannak:
1
2 xT Qx + (B − b)x → max

0 ≤ x ≤ L .
(8.80)

Mivel a megengedett megoldások halmaza korlátos poliéder, és a célfüggvény szigorúan
konkáv, így a Kuhn�Tucker-feltételek szükségesek és elégségesek is egyben. Következés-
képpen, az x? vektor pontosan akkor egyensúly, ha (8.80) egyetlen optimális megoldása.
(8.80) megoldására közismert módszerek találhatók az irodalomban.

Mivel (8.79) egy konvex kvadratikus feladat, így annak megoldására ismeretesek mód-
szerek. A módszerek költsége különböz�o, tehát (8.79) számítási költsége a választott mód-
szert�ol függ.
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8.25. példa. Kétszemélyes oligopol játék. Tekintsünk egy duopol játékot (kétszemélyes oligopol játé-
kot), ahol az árfüggvény p(s) = 10 − s, a költségfüggvények c1(x1) = 4x1 + 1 és c2(x2) = x2 + 1, a
kapacitáskorlátok L1 = L2 = 5. Azaz

B = 10, A = −1, b1 = 4, b2 = 1, c1 = c2 = 1 .

Tehát,
Q =

( −2 −1
−1 −2

)
, B =

(
10
10

)
, b =

(
4
1

)
, L =

(
5
5

)
.

A kvadratikus programozási feladat:

1
2 (−2x2

1 − 2x1 x2 − 2x2
2) + 6x1 + 9x2 → max

0 ≤ x1 ≤ 5
0 ≤ x2 ≤ 5 .

Egyszer�u deriválással látható, hogy a célfüggvény feltételek nélküli globális maximumát az
(x?1 , x?2 )T = (1, 4)T pontban veszi fel. Mivel ez a pont benne van a megengedett megoldások hal-
mazában, így optimális megoldása a feladatnak, tehát a duopol játék egyetlen egyensúlya.

Gyakorlatok
8.3-1. Tekintsünk egy duopol játékot, ahol S 1 = S 2 = [0, 1], p(s) = 2− s és c1(x) = c2(x) =

x2 + 1. Vizsgáljuk meg az (8.55)-ben megadott iterációs eljárás konvergenciáját.
8.3-2. Legyen N = 2, S 1 = S 2 = [0, 1.5], ck(xk) = 1.5xk (k = 1, 2) és

p(s) =


1.75 − 0.5s, ha 0 ≤ s ≤ 1.5 ,
2.5 − s, ha 1.5 ≤ s ≤ 2.5 ,
0, ha 2.5 < s .

Mutassuk meg, hogy végtelen sok egyensúly van:

{(x?1 , x?2 )|0.5 ≤ x1 ≤ 1, 0.5 ≤ x2 ≤ 1, x1 + x2 = 1.5} .

8.3-3. Tekintsük a 8.3-1. gyakorlatban bevezetett duopol játékot.
a. Írjuk fel a legjobbválasz-függvényeket, és határozzuk meg az egyensúlyt. b. Tekint-

sük a (8.62)-ben bevezetett egydimenziós �xpont feladatot, és határozzuk meg segítségével
az egyensúlyt. c. Írjuk fel a (8.69) Kuhn�Tucker-feltételeket.

d. Írjuk fel a (8.76) komplementer feladatot.

Feladatok

8-1. Fiktív lejátszás bimátrix-játékokra
Általánosítsuk a �ktív lejátszás módszerét bimátrix-játékokra.
8-2. Fiktív lejátszás véges játékokra
Általánosítsuk a �ktív lejátszás módszerét véges játékokra.
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Megjegyzések a fejezethez
A játékelmélet témakörében eddig csak 1994-ben osztottak (közgazdasági) Nobel-díjat. A
díjazottak között volt John Nash, aki a róla elnevezett Nash-egyensúly fogalmáért kapta a
díjat. Ezt a fogalmat Nash 1951-ben vezette be [14].

Egy másik, sz�ukebb egyensúlyfogalmat alkalmaz a visszafelé indukció algoritmusa.
Ezen algoritmus Kuhn nevéhez köthet�o és megtalálható Kuhn és Tucker cikkében [9]. Mivel
ezen algoritmus a Nash-egyensúlynál szigorúbb feltétel�u egyensúlyt határoz meg, az ezen
módszerrel kapott egyensúly egyben Nash-egyensúly is.

Az egyensúly megtalálásának problémája, illetve magának az egyensúly létezésének
problémája matematikailag a �xpontproblémának feleltethet�o meg. A különböz�o �xpont-
tételek � mint a Brouwer-féle [2], a Kakutani-féle [5], a Tarski-féle [25] � segítségével
bizonyítható az egyensúly létezése bizonyos játékosztályokban. Az egyensúly létezésének
bizonyítására Kakutani-féle �xponttétellel lásd a [16] cikket. Magának a �xpontnak (vagy
�xpontoknak) a megkeresésére is ismertek módszerek, lásd például a [24] és [3] könyveket.
A legnépszer�ubb létezési eredmény Nikaido és Isoda nevéhez f�uz�odik [16].

A Fan-egyenl�otlenséget, mely szerepet játszik a folytonos játékok egyensúlyának jel-
lemzésében, részletesen tárgyalja könyvében Aubin [1]. A Kuhn�Tucker-feltételek leírása
megtalálható Martos Béla könyvében [11]. A Kuhn�Tucker-feltételek eltérésváltozókkal
átírhatók nemnegatív egyenletrendszerré, mely rendszerek megoldására [24] és [11] tartal-
maznak numerikus módszereket.

A bimátrix-játékok egyensúlyi problémájának átírása kevert változós feladattá meg-
található Mills [12] és Shapiro [21] cikkében. A bimátrix-játékok egyensúlyi problémája
felírható kvadratikus programozási feladatként is (lásd Mangasarian cikkét [10]).

A �ktív lejátszás módszere megtalálható részletesen Robinson cikkében [19]. A
Neumann-módszer alkalmazásakor differenciálegyenletet kell megoldanunk � ehhez a
Runge�Kutta-módszert használtuk. Ennek a módszernek a leírása megtalálható a [24]
könyvben.

Az átlósan szigorú konkáv játékok leírása Rosen cikkében [20] található meg. Az N sze-
mélyes játékok egyensúlyának numerikus meghatározására Zuhovitzky, Polyak és Primak
[26] javasoltak numerikus módszert.

A klasszikus Cournot-modell általánosítására nézve lásd Okuguchi és Szidarovszky
könyveit [17, 18]. A 8.20. tétel bizonyítása a [22] cikkben található meg. A (8.58) lemma
bizonyítására lásd a [18] monográ�át. Az intervallumfelezéses módszer leírását [24] tar-
talmazza. [6] olyan módszereket ír le, melyek alkalmasak nemlineáris komplementaritási
feladatok megoldására. A (8.80) feladat megoldása megtalálható Hadley monográ�ájában
[4]. A nemlineáris programozással foglalkozik magyar nyelven Kovács Margit könyve [8].

A játékelmélet klasszikus tankönyve Neumann János és Oscar Morgenstern m�uve [15].
Magyar nyelven 1986-ban Szidarovszky Ferenc és Molnár Sándor [23], 1999-ben Kiss Béla
és Krebsz Anna [7], 2004-ben pedig Mészáros József [13] adtak közre tankönyvet.
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