Diszkrét matematika 2.C szakirdny 2017. tavasz

Diszkrét matematika 2.C szakirdny

9. eléadas

Nagy Gabor
nagygabr@gmail.com
nagy©@compalg.inf.elte.hu
compalg.inf.elte.hu/~nagy

Komputeralgebra Tanszék

2017. tavasz



Kédoléds Diszkrét matematika 2.C szakirdny 2017. tavasz 2.

Betunkénti kédolas

Tétel (McMillan-egyenlétlenség, NB)

Legyen A= {a1,as,...,a,} és B két dbécé, B elemeinek szama r > 2, és

©: A— BT injektiv leképezés.
Ha a ¢ altal meghatarozott betiinkénti kédolas felbonthatd, akkor

l; = |¢(aj)| jeloléssel
Z r 9 <1.
j=1

Tétel (McMillan-egyenlStlenség ,,megforditdsa”, NB)

Az el6z6 tétel jeloléseit haszndlva, ha /i, b, ..., I, olyan pozitiv egész

szamok, hogy 21'7:1 r—% < 1, akkor van az A-nak a B elemeivel valé olyan
felbonthaté (s6t prefix) kédoldsa, hogy az a; betii kédjanak hossza /;.
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Betunkénti kédolas

Definicié

Legyen A = {a;1,as,...,a,} a kédolandd abécé, p1, po, ..., p, a betik
eloszldsa, p : A — B injektiv leképezés, tovabba /; = |(a;)|.

Ekkor | = Z;’Zl pjli a kéd &tlagos széhossza.

Ha adott elemszamu dbécével és eloszlassal egy felbonthaté betiinkénti
kéd atlagos széhossziisaga minimalis, akkor optimalis kédnak nevezzik.

v

Megjegyzés

Az 4tlagos kédhossz valds szam, és valés szamok halmazaban nem
feltétleniil van minimélis elem (Id. {1|n € N}), ezért optimélis kéd
|étezése nem trividlis.
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Betunkénti kédolas

Allitas
Adott dbécé és eloszlas esetén létezik optimalis kdd.

Bizonyitds

Valasszunk egy tetszéleges felbonthaté kédot (Miért van ilyen?), ennek
atlagos széhosszisdga legyen /. Mivel p;/; > | esetén a kéd nem lehet
optimalis (Miért?), ezért elég azokat a kédokat tekinteni, amelyekre

lj < pij_, haj=1,2,...,n. llyen kéd csak véges sok van, igy van koztiik
minimalis atlagos hosszlsagu.
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Betunkénti kédolas

Tétel (Shannon tétele zajmentes csatornara)

Legyen A= {a1,as,...,a,} a kédolandé abécé, p1, ps, ..., p, a betiik
eloszldsa, © : A — BT injektiv leképezés, B elemeinek a szdma r > 2,

tovabba /j = |¢(a))|.
Ha a ¢ éltal meghatérozott betiinkénti kédolas felbonthatd, akkor
Hr(plv P2, pn) </

Bizonyitas

n n
= H(p1,p2,--.pn) = > _pili+ > pilog, pj =

U

=> pj-(—log,(r +ij (—log,lj):ij-(—log,r,
j=1 4 j=1

J

n
—log, (Z r/f> > —log,1=0
j=1

7)>

5.
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Betunkénti kédolas

Tétel (Shannon kéd Iétezése)

AZ el6z6 tétel jeloléseivel, ha n > 1, akkor van olyan prefix kéd, amire
I < Hr(plap27 coo 7pn) + 1.

Bizonyitas

Viélasszunk olyan /1, l, ..., I, természetes szamokat, amelyekre

rlh < pi < r Ut ha j=1,2,...,n (Miért tudunk ilyeneket
vélasztani?). Ekkor Y7, r i <377 p;=1,igy a
McMillan-egyenl6tlenség megforditasa miatt létezik prefix kéd az adott /;
hosszakkal. Mivel /; < 1 —log, p; (Miért?), ezért

1=> pili <Y pi(1—log, pj) =1+ H(p1,p2,-..,pn).

6.
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Optimalis kédkonstrukcié: Huffman-kéd

Legyen {a1,as,...,a,} az lzenetek halmaza, a hozzdjuk tartozé eloszlds
pedig {p1.p2....,pn}, a kédabécé elemszama r.

Rendezziik relativ gyakorisag szerint csokkené sorrendbe a betiiket.
Osszuk el maradékosan n — 2-t r — 1-gyel:

n—2=gq(r—1)+m 0<m<r—1,éslegyen t = m+ 2.
Helyettesitsiik az utolsé t betiit egy U] betlivel, amihez az elhagyott
betlik relativ gyakorisdgainak osszegét rendeljiik, és az igy kapott
gyakorisdgoknak megfeleléen helyezziik el az (j betiit a sorozatban.
Ezek utan ismételjuk meg az el6z6 redukcidt, de most mar minden
|épésben r betlivel csokkentve a kédolandé halmazt, mignem mar csak r
betli marad.

Most a redukalt dbécé legfeljebb r betiit tartalmaz, és ha volt redukcid,
akkor pontosan r-et.

Ezeket a kédolé dbécé elemeivel kédoljuk, majd a redukcidnak
megfelelGen visszafelé haladva, az Osszevont betiik kdédjdt az
osszevonasként kapott betli mar meglévé kddjanak a kédold abécé
kiilonbozé betliivel vald kiegészitésével kapjuk.
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Példa Huffman-kddra

Legyen A= {a,b,...

,J}, a relativ gyakorisdgok

2017. tavasz

0,17;0,02:0,13;0,02;0,01;0,31;0,02;0,17:0,06; 0,09, a kédolé 4bécé

pedig {0,1,2}. 10-2=4-(3—-1)+0,igy t =0+2=2.

™m0 O T —“— 0 T 0 -

(.((e

0,17

f 0,31
a 0,17
h 0,17
c 0,13
j 0,09
i 0,06

(z.e) 0,03
b 0,02 0,07

d 0,02

(a,h,c)
f

}0,47 (3.((g.).b,d).1)

0,47
0,31
0,22

0 T L -

J
(8.€) b.d)

0,31
0,17
0,17
0,13
0,09
0,07
0,06

}0,22

8.
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Példa Huffman-kddra

(a,h,c) 0,47
f 0,31
(.((ge),b,d),i) 022
Kédolas:
(a,h,c)+—>0
fr—1

(.((g.e).b.d),i)—2
(e

Entrépia: ~ 1,73.
Atlagos széhossz: 1,79.
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folyt.

a—00
h—01
c—02

j—20

e),b,d)—21 (g,€)—210 g—2100

e—2101
b—211
d—212
i—22

9.
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Betunkénti kédolas

Tétel (NB)
A Huffman-kéd optimilis.

Példa Shannon-kddra

Az el6z6 példaban hasznalt abécét és eloszlast fogjuk hasznalni.
Rendezziik sorba az dbécét relativ gyakorisdgok szerinti csokkend

sorrendben:
f 0,31
a 0,17
h 0,17
c 0,13
j 0,09
i 0,06
b 0,02
d 0,02
g 0,02
e 0,01
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Példa Shannon-kédra folyt.

Hatarozzuk meg a sziikséges széhosszlsagokat:
§ <0,31;0,17;0, 13 < 3. ezért f, a, h és c kédhossza 2.

5 <0,09;0, 06 < 3, ezért j és i kédhossza 3.
8—1% <0,02 < &~ ezert b, d és g kédhossza 4.
5= < 0,01 < ezért e kédhossza 5.

243 81’
Az f kédja 00, az a kdédja 01, a h kédja 02, és ez utébbihoz 1-et adva

harmas alapl szamrendszerben kapjuk c kédjat, ami 10. Ehhez 1-et adva
11-et kapunk, de j kédjanak hossza 3, ezért ezt még ki kell egésziteni
jobbrdl egy 0-val, tehat j kddja 110. Hasonléan folytatva megkapjuk a

teljes kédot:
00
01
02
10

®M@ QT —— 0 T -
-
=
)
o

Atlagos széhossz: 2,3 < 1,73 + 1.
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Betunkénti kédolas

Kédfa

A betiinkénti kédolds szemléltethet6 egy cimkézett irdnyitott faval.

Legyen ¢ : A — B egy betiinkénti kédolds, és tekintsiik rng(y) prefixeinek
halmazat. Ez a halmaz részbenrendezett a ,,prefixe” reldciéra. Vegyiik ennek a
Hasse-diagramjat. igy egy iranyitott fat kapunk, aminek a gydkere az lires sz6,
és minden szé a hosszanak megfelel6 szinten van.

A fa éleit cimkézziik tgy B elemeivel, hogy ha 3 = ab valamely b € B-re,
akkor az a-bdl [3-ba vezet6 él cimkéje legyen b.

A kédfa csiicsait is megcimkézhetjiik: az a € A kédjanak megfelel6 cstics
cimkéje legyen a € A; azon cstics cimkéje, amely nincsen rng(y)-ben, legyen
,,res”.

Megjegyzés

Az eldbbi konstrukcié meg is fordithatd. Tekintsiink egy véges, élcimkézett irdnyitott
fat, ahol az élcimkék halmaza B, az egy csticsbdl kiindulé élek mind kiilonb6zd
cimkéjiiek, tovabba az A véges dbécének a csiicsokra vald leképezését, amelynél
minden levél eléall képként.

Az a € A betii kédja legyen az a szé, amelyet (gy kapunk, hogy a gyokértdl az a-nak
megfelelé csticsig haladd irdanyitott it mentén Gsszeolvassuk az élek cimkéit.

12.
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Kédfa
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Példa

A Huffman kédos példaban szerepl6 kédhoz tartozé kédfa.

p(a) =00, ¢(b) =211, p(c) =02, p(d) =212, p(e) =2101, »(f) =1,
208) Z2106, o(h) 01 p(1) 22, () 20
A kdédszavak prefixeinek halmaza:

{),1,00,0,01,02,20,2,22,211,21,212, 2100, 210, 2101}

13.
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Kédfa

Példa

A Shannon-kédos példaban szerepld kédhoz tartozé kédfa.
p(a) =01, ¢(b) =1120, ¢(c) =10, p(d) =1121, p(e) =12000,
»(f) =00, p(g) =1122, p(h) =02, p(i) =111, »(j) =110.

A kédszavak prefixeinek halmaza:

{01,0, A, 1120, 112,11, 1, 10, 1121, 12000, 1200, 120, 12, 00, 1122, 02, 111, 110}

14.
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Hibakorlatozd kédolas

Példa (ISBN (International Standard Book Number) kédolasa)

Legyen di, d>, ..., d, decimélis szdmjegyek egy sorozata (n < 10). Egészitsiik

ki a sorozatot egy n + 1l-edik szdmjeggyel, amelynek értéke
dri1 =Y j-dj mod 11,
j=1

ha az nem 10, kilonben d,.1 legyen X.

Ha valamelyik szamjegyet elirjuk, akkor az Osszefliggés nem teljesiilhet: d,.1
elirdsa esetén ez nyilvanvalé, j < n-re d; helyett dj-t irva pedig az sszeg
Jj(d] — dj)-vel nétt, ami nem lehet 11-gyel oszthaté (Miért?).

Azt is észrevessziik, ha j < n esetén dj-t és dji-et felcseréljiik:

az osszeg jdji1 + (j + 1)dj — jdj — (j + 1)dj+1 = dj — djr1-gyel nd, ami csak
akkor lehet 11-gyel oszthatd, ha d; = dj,1.

Megjegyzés

2007 6ta 13 jegydi.
A személyi szamnal is hasznaljak.

15.
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Hibakorlatozd kédolas

Példa (Paritasbites kéd)

Egy n hosszi 0-1 sorozatot egészitsiink ki egy n + 1-edik bittel, ami
legyen 1, ha a sorozatban paratlan sok 1-es van, kiilonben pedig legyen 0.
Ha egy bit megvaltozik, akkor észleljik a hibat.

v

Példa (Kétdimenzids paritasellendrzés)

bo,o 250 bo j oo bo,n—1 bo,n

bio S b - bitn=1 bits
bmflfo co bmfl.j e bmfl,nfl bmfl,n

bm‘O o bm,j o bm,nfl bm,n

Oszlopok és sorok végén paritasbit. Ha megvéltozik egy bit, akkor a sor és
az oszlop végén jelez az ellen6rzo bit, ez alapjan tudjuk javitani a hibat.
Ha két bit valtozik meg, akkor észleljik a hibat, de nem tudjuk javitani.

v
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Hibakorlatozd kédolas

Definicié

Egy kdd t-hibajelz6, ha minden olyan esetben jelez, ha az elkildott és
megkapott szé legfeljebb t helyen tér el.

Egy kéd pontosan t-hibajelz6, ha t-hibajelzd, de van olyan t + 1-hiba,
amit nem jelez.

Példa
@ ISBN - 1-hibajelzé
@ paritdsbites kdd - 1-hibajelz6

@ kétdimenzids paritdsellendrzés - 2-hibajelzo

Hiba javitdsanak maddjai
ARQ (Automatic Retransmission Request) - tjrakiildés,
FEC (Forward Error Correction) - javithatd, pl.: kétdimenzids paritdsell.
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Hibakorlatozd kédolas

Definicié

Legyen A véges abécé, tovabba u, v € A". Ekkor u és v
Hamming-tavolsaga alatt az azonos poziciéban 1év6 kiilonbozé betiik
szamat értjik:

d(u,v)={i:1<i<nAu# v}

Példa
0 1 1 1 0 A L M A
1 0 1 0 1 A N N A
F #F = # # = # # =
d(01110,10101)=4  d(ALMA,ANNA)=2
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